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Segunda parte

Soluciones clasicas
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Introduccién

En este parte trataremos de analizar diferentes tipos de soluciones que son apli-
cables para cualquier juego cooperativo y, en concreto, para los juegos financieros.
Dado que se trata de soluciones generales y que tienen gran tradicion en la literatura
de Juegos, las denominaremos soluciones clasicas.

Partiendo del supuesto de que los jugadores se han puesto de acuerdo para coo-
perar obteniendo conjuntamente un beneficio igual a v(/V), el problema que surge de
manera natural es la distribucién de ese beneficio. Entendemos por solucién de un
juego cooperativo de n jugadores (N, v) a aquel vector o conjunto de vectores & € R"
cuya componente i-ésima representa la asignaciéon al jugador i-ésimo y en donde la
suma de las asignaciones es igual al valor total a repartir (v(IN)). Mds formalmente,

denominaremos conjunto de vectores eficientes?? (I*(v)) a aquellos vectores tales que
ZiEN Ty = U(N)a Le.

vy ={Z € R" tal que Y a;=v(N)}.
1EN
Una solucién asociard a cada juego un subconjunto de vectores eficientes.

En principio, suponer que los jugadores siempre se coaligaran para repartirse el
beneficio total no supone una especial restriccién ya que como hemos visto en el
capitulo precedente los juegos financieros son superaditivos: cualquier subdivisién de
la coalicién total (por ejemplo, S versus N \ S ) seria ineficiente en el sentido de que

su unién siempre provocaria un beneficio adicional.
v(S)+v(N\S) < o(N).

En lo sucesivo analizaremos dos grandes bloques de soluciones: aquellas que nos
conducen a un conjunto de asignaciones o vectores, y aquellas que proponen una
unica distribucion eficiente. Entre las primeras estudiaremos el Niicleo, el conjunto
de negociacién y los conjuntos estables; entre las segundas, el Valor de Shapley,

el nucleolus y el valor de 7.

22En adelante denominaremos a estos vectores distribuciones, pagos o asignaciones.



Capitulo 2

E1 Ntcleo

2.1 Definicién

El Nicleo! fue introducido por primera vez por Gillies [19]. Como concepto de
solucidn, el Nicleo selecciona aquellos vectores eficientes que asignan a cada coalicién
un pago conjunto superior al que se podrian garantizar sin la colaboracién de los
jugadores no presentes en la coalicién. De alguna manera, el Nicleo nos pone de
manifiesto aquellas distribuciones que no rompen la cooperacién entre los jugadores
pues todas las coaliciones alcanzan el minimo pago exigido. Mds formalmente, recor-

damos la definicién de Nucleo de un juego.

Definicién 2.1 Para todo juego (N,v) € G" definimos el Nicleo C(v) como

C(v) = {z € I"(v) y2(S) > v(S) VS C N}

Como es bien conocido, no todo juego cooperativo tiene el Nicleo no vacio, ni
atin siendo superaditivo. Que el Nucleo sea no vacio es una buena cualidad para un
problema de reparto de beneficios dado que la cooperacion conjunta no sera puesta en
duda ya que siempre podremos encontrar una distribucién que respete las demandas
minimas de cada coalicion. Por suerte, los juegos financieros presentan la cualidad
de tener siempre distribuciones que pertenecen al Nucleo. La demostracién se puede
realizar desde dos puntos de vista: dando la expresion de una distribucién que siempre
esté en el Nicleo del Juego financiero (proposicién 2.2); o utilizando la nocién de

conjuntos equilibrados (proposicién 2.6)

Proposicién 2.2 La distribucion proporcional de la ganancia total respecto a los

recursos inictales C; es una preimputacion que siempre pertenece al Nicleo.

ITraduccién de la palabra inglesa “Core”
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80 Capitulo 2. El Niicleo

DEM.
Sea (N,v) un juego financiero respecto al vector (Cy,...,Cr) y
5 v(HN) )
v; Y= |0 =——%
p( ) ( ZiEN Ci 1=1,...,n

la distribucién proporcional respecto a C. Obsérvese que p;(v; c ) > 0 sdlo serd igual

a cero si v(IN) = 0.

Verificamos que se trata de una preimputacion:

- (N (N
Zpi(v; ¢) = Z <Ci. EiiN)Ci) N Zi(eN )Ce ' Z Ci = v(N);

1eEN 1EN 1EN

y que pertenece al Nicleo del juego:

(e D Y o) s oS
2 pi(vi €)= Z(C’ zz-ech-) sen G 202 w0 20 =)

1€S €S €S

0
Antes de enunciar la proposicién 2.6 definiremos lo que se entiende por conjunto

equilibrado y por juego equilibrado, conceptos introducidos por Shapley [50].

Definicién 2.3 Sea N = {1,2,...,n}, S C N, S #0. Una coleccidn S1,Ss,...,5m
de subconjuntos no vacios de la coalicion S, se dice que estd equilibrada en S si existen

numeros positivos fi,...,m t.q¢. Y1 € S

Z pi =1

JHES;

Definicién 2.4 Un juego (N,v) € G" se dice que estd equilibrado si, para cada

coleccion equilibrada Si,Ss,...,Sm en N con pesos iy, ..., fim, se cumple que:

2 ki v(S;) < w(N).

=1
Teorema 2.5 (Shapley [50]) Un juego (N,v) € G™ estd equilibrado st y sélo si
C(v) # 0.

Utilizando este ltimo resultado demostraremos que el Nicleo del juego financiero

es no vacio.

Proposicién 2.6 Todo Juego financiero es equilibrado.
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DEM.

Para toda coleccién equilibrada Sy, ..., S, tenemos que

e v(S)
ey Hirv(S) = Zﬂj |:Ez€S ' ZC} =" LZ Zies, O ,uj] =

j=1 1€S €N 1HES;
v(V) o) | &
por 1.1 < of —_ Cs - pil =
( ) f:];\f [J)%:S'j EkEN Ck . z%;\f Z’GNC j;%n:sj !

iEN HES; teEN

- S Do LZ J} B 0=

a

Por tanto el juego es equilibrado y tiene el Nucleo no vacio. Dado que todo
subjuego (aquel que se forma considerando un subgrupo de jugadores) es también
financiero se cumplira que el Nucleo del subjuego es también no vacio; a este tipo de

juegos se les denomina totalmente equilibrados.

2.2 Juegos de Mercado y Flow games

Los juegos totalmente equilibrados han sido estudiados y caracterizados desde dos
puntos de vista diferentes: los Juegos de Mercado y los “Flow games” . En esta

seccién conectaremos ambos estudios centrandonos en los juegos financieros.

Los “Flow games” fueron estudiados por Kalai & Zemel [26],[25] basdndose en
el problema de hacer circular el maximo flujo posible desde un punto (origen) hasta
otro (final) a través de una red formada por arcos y nudos (cada arco parte de un
nudo y llega a otro nudo). Por cada arco es posible pasar una cantidad de flujo y
cada jugador es poseedor de una serie de arcos. La funcién caracteristica del Flow
Glame se construye para cada coalicion calculando la cantidad maxima de flujo que
puede llegar desde el origen hasta el final utilizando los arcos propiedad de algin
jugador de la coalicién. El principal resultado que Kalai & Zemel ofrecen en su
trabajo es la posibilidad de reescribir un juego totalmente equilibrado como un flow
game. Comoquiera que los juegos financieros son totalmente equilibrados serd posible
construir una red a través de la cual el maximo flujo que se pueda pasar para cada

coalicién coincidira con el valor del juego financiero para dicha coalicién.
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Para ilustrar esta idea, construiremos el flow game asociado al juego financiero

del ejemplo 1.55. La red resultante es la siguiente

Apy Ay Ay Apsy Apsy Apsy Apog

1,10 1;11.5 1;14 1;10 1;11 1;11 1;11

ORIGEN DESTINO

JUGADOR; capacidad

Figura 2.1

Noétese que este grafo estd compuesto por la concatenacién de siete grafos,

(A{l}a A{2}7 ey A{123})a

uno para cada coalicién. Si examinamos uno de estos grafos, por ejemplo el asociado

a la coalicion {12},

1;10

3;36

JUGADOR,; capacidad

Figura 2.2

obervaremos que esta formado por tres arcos donde cada jugador domina uno de
ellos y donde cada arco tiene asignada una capacidad (més tarde describiremos como
calcularla). El juego generado a partir del grafo serd un juego aditivo VAg,,- En

efecto,
VAL (S) = Yo' S ¢ {123); v(0) = 0
1€S

donde a;m} es la capacidad del arco perteneciente al jugador 7 en el grafo asociado a

la coalicion {12}.
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Se puede verificar que concatenar grafos de este tipo representa generar un nuevo
“Flow Game” (v) que resulta ser el minimo de los juegos aditivos generados por cada
grafo, i.e.

o(S) = min {vag(S)}VS SN 5 #0.

Kalai & Zemel aportan como resultado importante el de que un juego es totalmente
equilibrado si y sélo si se puede expresar como el minimo de una coleccién finita de
juegos aditivos. De otra manera, todo juego totalmente equilibrado tiene asociado un
grafo con la estructura anterior (concatenacién de grafos) que genera el juego.

En particular, dado que el juego financiero es totalmente equilibrado, se podra
construir un grafo que lo generard y que estara formado por la concatenacién de
2" — 1 grafos, uno para cada coalicion. Cada uno de estos grafos, que notaremos
por (N,Ag) @ € N, estara formado por n arcos, uno por cada jugador, siendo la

capacidad del arco (a?) la siguiente:

aQ _ { C; f? 1 € Q
' Ci-fyg 1 € Q
donde C; son los recursos iniciales asociados al jugador ¢ en el juego financiero,

£, = 2@ o F — max L UT)-v(Q)
Q 2 ieg O’ yig T2Qui TG

De esta manera, los jugadores que intervienen en la coalicién @) reciben, por cada
unidad de recurso aportada, el pago proporcional dentro de la coalicién @ (fg). Para el
resto de jugadores tambien se calculard un pago unitario f;; éste resulta de considerar
el méximo valor medio de las contribuciones marginales respecto a la coalicién @ de
las coaliciones que contienen al jugador ¢ y a la coalicién (). El jugador ¢ es retribuido,
por cada unidad de recurso aportada, segin dicho maximo pago unitario.

Més formalmente el pago que recibe una coalicién S C N dado el grafo (N, Ag)
Q@ C N es:

ag(S) = X o+ Y Tyl (2.1)

i€QNS i€(N\Q)nS
El conjunto de pagos recibidos por todas la coaliciones se puede interpretar en-
tonces como un juego aditivo (N,v4,) donde la funcién caracteristica viene dada por
la expresién (2.1).
Establecida la manera de generar juegos aditivos a partir de un juego financiero y

una coalicién @), sélo nos queda por demostrar que el juego generado por la concate-
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nacién de grafos definidos de la anterior forma (o equivalentemente, el minimo de los

juegos v4,,) coincide con el juego financiero.

Teorema 2.7 Sea (N,v) un juego financiero respecto al vector c, Y {(N, Ag), UAQ}QCN

el conjunto de grafos y flow games asociados definidos por (2.1). Entonces,

v(S) = G;%iélN{vAQ(S)} VS C N;S#0.

DEM.

En primer lugar obsérvese que vs,(S) = S. Efectivamente, por definicién
UAS(S) = Zaf = Zci-fs = U(S)
1€S €S
En cambio, para todo juego v4, donde () # S, tenemos que

vag(S) =3al = S+ Y af = 3 foCi+ 3 F,-0 2

ies iesnQ i€s\Q 1ESNQ i€S\Q
(por definicién de FQ)

SUQ)—
1€5NQ i€S\Q ZkeS\Q Ck

= Yiesngfo Ci + v(SUQ)—v(Q) =

= Z fo - Ci +0v(SUQ) — fo- Z Ci — g Z C; =

1€SNQ t€ESNQ 1€EQ\S
ZU(SUQ)—fQ'ZC@'IfSUQ'ZCiﬂ—fSUQ'ZC{‘fQ'ZC{Z
1€Q\S i€S 1€Q\S i€Q\S
=fsug-D.Ci + (fsug —fo)- D Ci = fsug-2.Ci > fs- 5. Ci = v(S).
€S B i€Q\S €S €S

De aqui concluimos que

v(S) = m;?éigrlN{UAQ(Ag)} VS C N;S # 0.

a

Otro enfoque de los juegos totalmente equilibrados fue realizado por Shapley &
Shubik [52] a través del estudio de los denominados juegos de mercado (“Market

Games”). En ellos se plantea una situacién de un mercado de intercambio de m
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diferentes productos. Cada jugador ¢ tiene una asignacion inicial de productos repre-
sentada por el vector w* € RT con la que inicia los intercambios con el resto de ju-
gadores. Cada jugador tiene una funcién de utilidad continua y céncava u; :R} — R
que mide la utilidad que le reporta la posesién de un cierto vector de productos. Si
una coalicién S de jugadores se forma, entonces el total de productos sujetos a inter-
cambio serd 3 ;e w'. Suponiendo que la utilidad es transferible entre los jugadores,
el objetivo de la coalicién es redistribuir entre 'sus miembros el total de productos
obteniendo una asignacién final para cada jugador de la coalicién a' € R7 ( donde
Sies W = Yies a') de manera que la suma de utilidades obtenidas por cada jugador

sea maxima, 1.e.

max Soui(@t) = Y ui(a).

Pies® = ies v ics i€S
A partir de este mercado se genera el denominado juego de mercado donde el valor
de la funcion caracteristica para cada coalicién S es precisamente el valor méximo de
la suma de utilidades individuales de sus miembros que se puede alcanzar luego de
la redistribucién o intercambio de los productos. Dicho juego de mercado siempre es
totalmente equilibrado.

Asimismo, Shapley & Shubik demuestran que es posible asociar a cada juego to-
talmente equilibrado un mercado, es decir, un conjunto de jugadores, unos productos
y unas funciones de utilidad para cada jugador de manera que el juego de mercado
generado coincide con el juego inicial: la prueba se realiza mediante la construccién
de un mercado particular, denominado mercado directo, a partir de los valores de
la funcién caracteristica del juego; dicho mercado se denomina directo dado que la
mercancia sujeto de comercio es la “participacién” de los jugadores en las diversas
coaliciones.

Los juegos financieros, al ser totalmente equilibrados, se enmarcan como un caso
particular de los juegos de mercado. Sin embargo, no todo juego de mercado es un
juego financiero dado que, por ejemplo, los juegos convexos son siempre totalmente

equilibrados pero no siempre son financieros como se vi6 en el capitulo anterior.

Aparte del mercado directo que siempre lo podemos construir, resulta interesante
observar que es posible construir otro mercado mas natural a partir de los recursos
en poder de los jugadores, punto basico de partida en el modelo analizado en esta
Tesis.

En efecto, sea (IV,v) un juego financiero respecto al vector C_"; consideremos ahora

un mercado donde existen n agentes (tantos como jugadores) y n productos . Cada
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agente ¢ dispone de una cantidad de recursos iniciales C* € R’ donde C} = C'j'si
i =j y cero en otro caso. A cada agente se le asigna la siguiente funcién de utilidad
(idéntica para cada uno de ellos) que depende de la cantidad de productos en poder

del jugador [(z1,...,2,)]:
Wi(zy, o) = u(al, ..., ah) = mi}x\lr{EQ(;f’)}
UD=€) o5 decir tal y

donde £L2(Z) = Ticgfori + Tiemq foziy flQ = MaxTQUi 50

como la definfamos para los “flow games”.

Obsérvese que dicha funcién es minimo de funciones lineales , y por tanto céncava,
continua y homogénea de grado 1. A partir de aqui generamos un juego de mercado

donde la funcién caracteristica es la siguiente:

v(S) = max S u(zf) VS C N.
ies® =2 ies Ol ics
Dado que las funciones u' son todas iguales, concavas y homogéneas de grado 1,

el anterior maximo tomaréa la siguiente expresion:

-

donde CT = C;si: € T, y cero en otro caso. Esto quiere decir que el maximo
de utilidad que una coalicién puede obtener se obtiene cuando se concentran todos
los recursos de los jugadores de la coalicion en manos de uno sélo de ellos y éste los

invierte.

Este juego coincide exactamente con el juego financiero inicial. Efectivamente, u
es el minimo de una serie de funciones lineales , una para cada coalicion Q C N; si

evaluamos una de estas funciones para el vector C¥ obtendremos

L3A0%) = Y feCi+ Y FoOs
1€QNS i€(N\Q)NS
este valor es el que obtenfamos (2.1) como pago a la coalicién S en el grafo asociado
a la coalicién @) cuando analizabamos los “Flow games”. De aqui se deduce que el
minimo de las funciones lineales equivale al minimo de los juegos aditivos que nos
referiamos en los “Flow games”; si ac‘luellos generaban el juego financiero, la funcién

de utilidad definida también lo hard para el mercado que hemos definido.
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Ejemplo 2.8 Siguiendo con el ejemplo 1.55 la funcion de utilidad generada es:
w(zi, 24, 24) = min{lzi+1.1225+1.133z5; 1.152% +12541.166x5; 1.425+1.25z5+1z4
1zt + 1k 4+ 1.2z5; 1128 + 1.12h + 1.1es; 112} + 1.1zb + Llzg; L1z} + 1.12) + 1.1as).

Considerando al juego financiero como un juego de mercado, el maximo de utilidad
para una coalicién se consigue cuando los recursos se,concentran en manos de un sélo
jugador. Ello sucedera también para la coalicion total N. Sea el jugador 1, aquel

que aglutina los recursos del resto de jugadores (jugadores del 2 al n). Entonces toda

distribucién del beneficio total (71,...,v,) se puede interpretar como:
71 = u(N) = i, pi -
¥ = pi- C; t=2,...,n.°

Es decir, el jugador 1 obtienen el beneficio a partir de los recursos de todos los
jugadores pero a cambio debe pagar a éstos una compensacion por dicha cesion;
P, ..., D, Tepresentan el pago por unidad cedida a los jugadores 2,...,n respectiva-

mente.

2.3 Algunos casos particulares

En la mayoria de los casos, el Nicleo sélo restringe las posibles soluciones al problema
del reparto del beneficio conjunto, pero no selecciona una tnica distribucién. En
esta seccion y en la siguiente nos centraremos en analizar cuian “grande” o cuan
“pequefio” puede resultar el nicleo de un juego financiero. Desde este punto de vista,
es interesante analizar cuando el Nicleo del juego selecciona una tinica distribucién
(seccién 2.3.1); cuando el Nicleo de un juego financiero adquiere una expresién
sencilla (seccién 2.3.2); y cudl es el pago maximo que un jugador puede recibir

manteniéndose dentro del Nicleo del juego (seccién 2.3.3).

2.3.1 Juegos Financieros con un dinico punto en el Nicleo

En todo juego cooperativo lo que marca la distribucién final a realizar es el peso
relativo de las diferentes coaliciones dentro del juego. En un juego financiero dicho
peso relativo viene determinado por los recursos en poder de cada coalicién y de cada
jugador C;. Puede ser una situacién muy frecuente que ninguno de los jugadores

tenga un peso relativo excesivo con respecto a los otros. Es “probable” entonces
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que el Nicleo se reduzca a un sélo punto y la distribucién final que se realice sea la
proporcional a los recursos aportados por cada jugador. Vamos a ver cuando se da

esta situacién en un juego financiero.

Teorema 2.9 Sea (N,v) € FG" respecto al vector c,

o(N) _ w(N\j)
ZieN C; ZieN\j C;

El 4inico elemento del Nicleo coincidird ademds con la distribucion proporcional y el

IC()] =1 & Vj € N.

vector de contribuciones marginales (b7,...,b%) donde b} = v(N) —v(N \i).

DEM.

<) Demostremos en primer lugar que el vector (1,...,b") pertenece al Nicleo. En
efecto,

by = o(N) — o(N\j) = [Sien O] - 8% — [Tiemy Ci] 52 =

J 2ien Ci Liem; Ci
dad AN = M) vy e N
(dado que 2ien Ci 2iiem; O i &n)
=[5, o o] W™ o @)
- [E’EN Ci = Liem; C’] 2oienCi T Ci 2ien Oi
Por tanto, el vector (b, ...bY) pertenece al Niicleo y coincide con la distribucion

proporcional dado que esta imputacién siempre pertenece al Nicleo.

Por otra parte, si £ € C(v) tenemos que

zi = v(N) — Y ax < o(N)—v(N\i) =8 VieN. (2.2)

keN\i

Supongamos ahora que ¥ € C(v) y que z; < bY para algin j € N, entonces
DieNTi = Yiem\; Ti + z; < (por ( 2.2) y la hipétesis z; < b?)

< Lienmg b + 8 = Zien b = o(NV).

lo que es una contradiccién con la hipétesis de que £ € C(v). Por tanto, el tdnico
punto del Nicleo es aquel en que z; = b Vi € N que coincide ademés con la

distribucién proporcional.

=)
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Supongamos que N <N\ para algin ;7 € N. Entonces podemos
Z;EN ZIEN\]
construir la siguiente imputacién Z donde:

z = C;- ﬁﬁ— Vie N\j

v = O g g T G [ - ]

E;‘EN Ci ZieN\j Ci
Obsérvese que dicha distribucién no coincide con la distribucion proporcional pero
pertenece al Nicleo del juego. Efectivamente, tomando una coalicién cualquiera S

pueden suceder dos cosas:

a) ] &S =
doap = ZC’i-ﬁ(—j—V——\i)- > [dado que S C N\j] > ZC,L(S—Z— = v(S).
i€s s Ziemi G i€s ies i
b)jesS =
Ties o = Tiesyi @i + 25 = Tiesy O P03 + O f”gu

o A B ¢\'0 R EAJ_LUN J
+ ZzEN\J ¢ [EieNci iEN\j C’] = EleS\JC ien© +

y por tanto & pertenece al Nicleo, lo que supone una contradiccién dado que suponiamos
que sélo existia una distribuciéon perteneciente al Nicleo. O
La anterior condicion tiene una interpretacién intuitiva si pensamos en el juego
financiero como un conjunto de jugadores que invierten dinero obteniendo un cierto
tipo de interés. El Teorema expresaria entonces que si el capital de ningin jugador es
indispensable para obtener el mayor tipo de interés, parece légico que ningin jugador

pueda recibir un pago medio superior a este tipo de interés.

Observacion 2.10 Obsérvese que en el capitulo 1 estableciamos una condicién su-
ficiente para que un juego financiero fuera I-convexo (Lema 1.65). Dicha condicién
coincide con la condicion dada anteriormente para que el Nicleo de un juego fi-

nanciero se reduzca a un punto (Teorema 2.9).
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2.3.2 El Nicleo de una subclase de juegos financieros

En esta seccién estudiaremos una clase restringida de juegos financieros imponiendo
una condicién adicional? . Dicha condicién nos permitiré expresar de una manera

sencilla cudles son las distribuciones que verifican las restricciones del Nicleo. La

condicién es la siguiente :

V) = oS = 3 (2.3

iEN\S
para toda S C N con v(S) > 0, 1 < [S| < n—2ydonde by = v(N) — v(N \1).
Entre los juegos financieros que quedan englobados bajo esta nueva condicién

podemos mencionar los siguientes:

o Siv(S) >0 VS C N, la anterior condicién se refiere a los juegos financieros

1-convexos . (ver Driessen [13] p. 73)

o Juegos de Bancarrota (IV,vgy). En efecto, si vg,(S) > 0 entonces,

vE(N) — vga(S) = £~ [E—~d(N\5)] = d(N\S) = }_ [E-(E~d;)] =°

i€N\S

= Y - g\ = Y [oralN) —vpa(N\i)] = Y 0.

iEN\S 1EN\S 1EN\S

o Ademas, existen otros juegos que no son ni 1-convexos ni juegos de bancarrota.

Considérese la siguiente funcion

f(x)_{-—30+:1: 0<az<40

o %—x 40 < =z

y el siguiente vector (C, Cy, C3) = (10, 20, 30). El juego financiero generado

a partir de estos datos es:
v(i) = 0; v(12) = 0;v(13) = 10; v(23) = 25; v(123) = 30

que no es 1-convexo, ni de Bancarrota pero si que verifica la condicién (2.3).

2El estudio de esta subclase de juegos financieros ha sido sugerida por el Prof. Theo Driessen.
Alguno de los resultados presentados en este apartado han contado con su colaboracién
®Dado que los juegos financieros son mondtonos y positivos vy (N \ i) > 0Vi € N\ S.
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e Finalmente también pertenecen a esta subclase, los juegos de minimo nivel
generadores de los juegos financieros. Se puede verificar este punto facilmente

si tenemos en cuenta que, si v(S) > 0, b? = C; para todot € N\ S.

Esta subclase se centra en aquellos juegos financieros donde la contribucién marginal
de una coalicién N\ S a la coalicién total (v(N) — v(.S)) es superior a la suma de con-
tribuciones marginales a la coalicién total de los jugadores que pertenecen a N\ S. En
otras palabras estamos analizando situaciones en donde las economias de escala carac-
teristicas de un juego financiero se producen de manera mas acusada en los primeros
tramos de la funcién generadora del juego que en los ultimos tramos ( aquellos donde
se evaluan las contribuciones marginales de los jugadores).

Esta subclase de juegos ya fue considerada por Curiel, Maschler y Tijs [10] al
estudiar los juegos de Bancarrota y la aplicacién del valor de 7 a este tipo de juegos.

En el articulo se define lo que se entiende por la cobertura del Nicleo (“Core Cover”):

CCv) = {Z € R"| Y z; = v(N), m" < Z < b}
€N
donde bY es el vector de contribuciones marginales y m" es el vector de minimos
derechos, i.e., m{ = maxpcscmi{v(S U {i}) — Zies b!'}; el significado y célculo de
este ultimo vector se discutird mas en profundidad en el capitulo cuarto. En general,
se cumple que C(v) C CC(v) (Tijs and Lipperts [59]). Curiel, Maschler y Tijs
demuestran que, para un caso particular de juegos, el Niicleo y su cobertura coinciden;

en este sentido enuncian el siguiente Teorema:

Teorema 2.11 Sea vg;; un juego de Bancarrota y v un juego tal que 0 < v < vgy
y v(S) = vga(S) si |S| € {0, n—1, n}. Entonces C(v) = CC(v).

Este Teorema es aplicable a juegos que tienen “por encima” un juego de Banca-
rrota, y en donde los valores de la funcion caracteristica coinciden para la coalicién
total y las coaliciones de n—1 jugadores con los del juego de Bancarrota. Los propios
juegos de Bancarrota constituyen un ejemplo de juegos que quedan englobados en el
Teorema 2.11; dado que los juegos de Bancarrota son juegos convexos se cumple que

m? = v(i), y por tanto, por aplicacién del Teorema tenemos que

Clvga) = {# € R*| Y a; = v(N), v(i) < & < b Vi € N}.
1EN
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Vamos a analizar seguidamente la relacion entre los juegos recogidos en el Teorema
2.11 y los juegos financieros restringidos por la condicién (2.3). Sea v un juego que ve-
rifica la condicién (2.3); entonces podemos construir el siguiente juego de Bancarrota

donde E = v(N)yd = b

vy(Nype = max{0, o(N) — > b}
€M

Este juego verifica que ’UV(N);bv(m) = v(0), ’UV(N);bu(Nj = o(N) y vy (N \ i) =
max{0,v(N) — 8¢} =*v(N \ ). Ademds, por la condicién (2.3) se cumple que

vy (S) = max{0,v(N) — > b} > v(9).
iEN\S

Por tanto, todo juego financiero que verifique la condicién (2.3) quedara recogido
en los juegos del Teorema 2.11. En nuestro estudio extenderemos los resultados
obtenidos para los juegos de Bancarrota y caracterizaremos la subclase de juegos

financieros en términos del juego vy(Ny;».

El Ncleo

Una distribucién Z que pertenece al Nicleo verifica para todo jugador : € N las

siguientes condiciones:

(1) z; > v(¢) = max{0, f(C))},

(i) z; = v(N) — (N \¢) < v(N) — v(N \¢) = b donde & es la contribucién

marginal del jugador ¢ respecto a la coalicién total.
. Por otra parte, para un juego de tres jugadores es trivial afirmar que
feCl)yesdel'(v)yv(i) <z <O Vi=1,23.

Asumiendo la condicién (2.3), podemos extender esta expresién para el caso de n

jugadores.
Teorema 2.12 Sea (N,v) € FG" tal que se verifica la condicidn (2.3), entonces
FelClhedel'v) yoie) <z; <bW Vi=1,...,n.
4Si v(N \ i) > 0, entonces por (2.3), »(N)—b} > v(N\i) > 0,y por tanto, max{0,v(N)—b¢}

v(N) = b} = v(N \1). Siv(N\i) =0, entonces max{0,v(N) — by} = max{0,v(N)—v(N)} =0
v(N\ 7).
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DEM.

=) Es trivial, por definicién de Nicleo.
<) Supongamos que £ € [*(v) y que para todo jugador k¥ € N se verifica que:

o z; > v(k) > 0.

o 7, < b = v(N)—v(N\k). Dada la eficiencia de Z, esto equivale a z(N \ k) >

o(N\ k).

Por tanto para demostrar la pertenencia de & al Nicleo, s6lo nos queda por com-
probar que z(S) > v(S) para toda S tal que 2 < |S| < n —2.
Dado que z; > 0, tenemos z(5) > v(S) siempre y cuando v(S) = 0. Consideremos
ahora el caso en que v(S) > 0. Entonces, teniendo en cuenta la eficiencia y la
condicién (2.3) se cumplird que
2(8) = o(N) — 2(N\S) = o(N) = > b > v(S5)
iEN\S
O

El estudio del nicleo nos permitira caracterizar esta subclase de juegos financieros.

Proposicién 2.13 Un juego financiero verifica la condicion (2.8) si y sélo si
C(v) = C(v)

donde (N,) es un juego tal que 5(.5) = max{0, v(N) — T;ens b}}-

DewMm.

=)

(i) C(v) € C(v). Supongamos que & € C(v) pero & ¢ C(T); entonces tenemos
que B(S) > Yieszi = v(S) para algin S C N. 7(S) no puede ser igual a 0
dado que entonces tendriamos que 0 > v(.S) lo que es una contradiccién con la
definicién de juego financiero. Si B(S) fuera igual a v(N) — ¥,cpsb? entonces
tendriamos que v(N) — Y,ems b > Yies Ti; por eficiencia del vector & llegariamos
a que Yen\s Ti > Lien\s bi o cual es imposible dado que Z € C(v). Por tanto,
C(v) C C(v).

(ii) C(v) 2 C(v). Supongamos que & € C(v) pero que ¥ ¢ C(v); entonces
tendriamos que, para algin S C N, v(S) > Yieszi > U(S) y por tanto, v(S) >
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max{0,v(N) — Tiems b’} o lo que es lo mismo v(S) > v(N) — Y;ensb¥; con-
tradiccién con la condicién (2.3). Por tanto, C(v) 2 C(9).

De (i) e (ii) se concluye que C(v) = C(v).

<)
Supongamos que existe una coalicién S para la cual v(N) — Y;ems b < v(.5) siendo

v(S) > 0; entonces

9(S) = max{0,0(N) — > b} < v(S). (2.4)
1EN\S

Obsérvese que v puede ser interpretado como un juego de Bancarrota donde E =
v(N) y di = bY; por tanto T serd también un juego convexo. Dado que los juegos
convexos son juegos exactos® [47], existird una distribucién Z perteneciente al Nicleo
de T tal que Y;c5 z; = (.5); sin embargo, por (2.4), & no pertenecera al Nicleo de v.
Esto supone una contradiccion dado que partiamos de la hipdtesis de que los nticleos

de ambos juegos eran idénticos.

0

El siguiente cuadro compara los resultados obtenidos en los juegos contemplados
por el Teorema de Curiel, Maschler y Tijs(al conjunto de estos juegos lo denominare-
mos (i7) y los juegos financieros que verifican la condicién (2.3) (al conjunto de estos

juegos lo denominaremos FG7). Es decir,

G} = {v € G*|3vE, tal que vE,4(S) 2 v(S) S € Nyvga(S)=v(S) |S|€ {n,n—1,0}}.

FG={v € FG"|¥(N) = v(8) 2 b"(N\8) VS C N, v(5) > 0},

5Juegos exactos son aquellos tales que, para toda coalicién S C N, existe una distribucién en el
Nicleo tal que y ;. z: = v(S).
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1.- Sea v € (7, entonces 1bis.- Sea v € FG, entonces
C(v) = CC(v) C(v) = CC(v)

dado que FG; C GT.

2.- Un juego de Bancarrota vg,, siempre | 2bis.- Un juego v pertenece a FG &
pertenece a GG} y por tanto

Clma - ot = frero 57 < )

. . . N o< ; < b‘L’]E;d
{:v € I*(vea) | \1;11311:(21) _xn_ ' }

Es decir, la condicién 1bis.- que nosotros hemos enunciado para los juegos FG7
es un caso particular del resultado formulado por Maschler, Curiel & Tijs para los
juegos G}. En cambio, en nuestro estudio hemos generalizado (2bis.-) la condicién 2.-

enunciada por Maschler, Curiel & Tijs exclusivamente para los juegos de Bancarrota.

En la anterior demostracién, hemos visto que los niicleos de los juegos v y v
coinciden, siendo este ultimo un juego convexo. Ello implica que siempre es posible
encontrar una distribucion en el Nicleo de v (y por tanto en el Nucleo de v) tal que
asigne a un jugador su contribucién marginal. Dado que las contribuciones marginales
de ambos juegos son idénticas, se concluye que para un juego financiero que verifique la
condicién (2.3) siempre podemos encontrar una distribucién en el Nicleo que asigne
a un jugador su contribucién marginal®. En la siguiente seccién analizaremos si

podemos extender esta conclusién a todo tipo de juegos financieros.

2.3.3 Juegos reducidos y contribuciones marginales

Si nosotros asignamos como pago a un jugador j, la cantidad z; tal que z; < bY es-
tamos determinando automaticamente cuales pueden ser los pagos a los restantes
jugadores [(z1,...,Zj-1,%j41,...,%xn)] para que la distribucién final pertenezca al

Nicleo. En efecto, por un lado se habra de verificar que, para toda 7' C N\ j,

6Recuérdese que para un juego convexo todos los vectores de contribuciones marginales z?
pertenecen al Nicleo.
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Yier zi > v(T), y por otro que Yer i +2; > v(T U j). Esto se puede expresar de

manera mas compacta de la siguiente manera:

>z > max{v(T), o(T'Uj) —z;}.
i€T
Por tanto, si originalmente v(T") constitufa el limite inferior para el pago a toda
coalicién T' C N\ j, ahora dicho limite se ve ligeramente modificado. A partir de

esta observacién construimos el denominado juego reducido :

Definicién 2.14 Sea £ € R™, el juego reducido a la coalicion N \ j para T se define

como .
vz v (9) = 0,
vEV(T) = max{v(T); v(TUj)—2z;} T CN\j.

Este juego reducido es idéntico al definido por Peleg [44] excepto en un detalle:
para la coalicién total V\ j, hemos sustituido }=;eny; z; por max{v(N\j); v(N)—z;}.
Dicha diferencia se anula si asignamos un pago z; al jugador j de manera que se
cumpla que z; < bY, que es por otra parte una condicién necesaria para que una
distribucién pertenezca al Nucleo de un juego. Obsérvese ademds que para hacer la
reduccién no necesitamos conocer todo el vector Z sino simplemente su componente
j-ésima. De lo expuesto anteriormente se deduce de manera inmediata el siguiente

Teorema:

Teorema 2.15 Sea (N,v) un juego cooperativo de n jugadores; sea T un vector de
R"™ tal que v(j) < z; < b7, j € N. Entonces

e C) e 2% e C@wiV)
donde TNV = (Ziien\; € R,

DEM.

=) Si & € C(v), entonces para todo T'C N \ j se cumple que

Nz >o(T) y > oz =2 v(TUj) (e Y i = v(TUj)—z;).

1€T 1€TUy 1€T

Por tanto, ¥ jer z: > max{v(T); (T Uj) —z;} = viy\j(T) VI ¢ N\ j. Ademis,

dado que z; < bY, se cumple que ey 2 = v(N) —z; = vg\j(N\j) lo que

implica que el vector ¥V es eficiente en el juego reducido y pertenece a su Nicleo.
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Observacidn: esta implicacién es consecuencia directa de la “Reduced Game Prop-
erty” que caracteriza al Nicleo de los juegos equilibrados (ver Peleg [43]; ello es asi
dado que la definicién de juego reducido de Davis & Maschler y la que nosotros

utilizamos coincide para el caso que nos ocupa (v(j) < z; < bY).
<)

#N\ e C(vg\j) = LierTi = ”g\j(T) VI CN\j (2.5)
Sieny @i = v V(N j) (2.6)

De (2.6), y teniendo en cuenta que z; < bY, deducimos que v(N) —z; > v(N\ j)
y por tanto,

N\j .
> wo= v V(N \j) = o(N) -z,
1EN\J
o lo que es lo mismo, Y,y z; = v(NV); ello implica que el vector & es eficiente en el
juego v.

Por otra parte, por (2.5), deducimos que

Yozi>vT)y Yz > v(TUj)—z; YT C N\j;T #0.
€T €T

De aqui y teniendo en cuenta que z; > v(j) se concluye que

Yoz > w(S) VS C N.
i€s
En consecuencia, & € C(v). O
Terminabamos la seccién anterior, formuldndonos una pregunta respecto a si siem-
pre era posible obtener una distribucién que asignara a un jugador 7 su contribucién
marginal; a la vista de la anterior proposicion, esta pregunta la podemos reformular
ahora en los siguientes términos: siempre que z; = b¥, ,El Nicleo del juego reducido
vg\j es no vacio 7 Dicha pregunta la podemos responder dando la expresién de una

distribucion que pertenece al nucleo del juego reducido.
Lema 2.16 Sea (N,v) € FG" respecto a Cyi e I*(v) de manera que:
o z; = b = v(N) —v(N\Jj) y

e I, = 01_14&1)__ A4 EN\]
ZieN\jC'
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Entonces,

#N e (V).

DEM.

En primer lugar, Yiem;z:i = v(N\j) = vg\j(N \ j) ¥ por tanto, ZVV es

eficiente en el juego reducido.

En segundo lugar, para toda coalicion T' C N\ j, vi»v\j (T') puede tomar dos

valores:

Dado que un subjuego” de un juego financiero [y en particular (N \ j,vm;)]

es también financiero respecto a los mismos recursos, tenemos que Y ;cr x; =

EieTCiﬁ(ﬁ% > Yier Oii% > o(T).

"El subjuego es aquel que resulta de considerar los valores de la funcién caracteristica para un
subgrupo de jugadores. El subjuego para los jugadores de una coalicién T lo notaremos como (T, vr)
siendo vyj7(S) = v(S) VS CT.
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(T U ]
= Cs - C; -
Z ZlETU] C Z ZzEN 0

€TUj 1EN

w(N\J)
+ > Ci =
1EN\J ZZEN\J C

o(TUj)  o(N) {
= Ci - Ci+ Y C;
1§J] EZETU] C ZzENC iEN%Uj] TUj

I

+ﬂﬁﬂw > Q+Z@]

Ziemi Ci Lien\(uj) ieT

v\ s [N ]

ieT ZzeN\J iEN\(TUj) Z:zEN\JO Lien Ci

TUj) v(N) }
+ C; — <
ze;{y [EzETUJ C ZzéN C

(N \J)
8 < 0=
Z:1€N\J G 7 i€T
Por tanto concluimos que el Niicleo del juego reducido es no vacio. o

Dado que para la distribucién & que antes hemos propuesto ZVV estd en el Nicleo

N\j

del juego reducido vz " y z; = b}, se deduce que & pertenece al Niicleo del juego sin

reducir (Teorema 2.15 ).

Hemos demostrado que siempre existe en el Nicleo del juego financiero una dis-
tribucién que asigna a un jugador j su contribucién marginal respecto a la coalicién
total (bY). Esta misma caracteristica la encontramos en los juegos convexos donde,
por ejemplo, siempre es posible encontrar una distribucién que asigne a un jugador j
su contribucién marginal respecto a cualquier coalicién v(SUjJ)—v(S) y en particular
también respecto a V.

En los juegos convexos se cumple que la reduccién del juego a la coalicién N \ j

para una distribucién & donde al jugador j-ésimo se le asigna su contribucién marginal

8Dado que para un juego financiero M > U5 _ yg C N, tendremos que [—J’iT—UU—
Z en Ci Z.G<C‘ ZtETUJC

ZiENci] =0y [ iEN\F Ci ien© ]
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respecto a la coalicién total, da lugar al subjuego que también es convexo; en concreto

obtenemos que el juego reducido coincide con el subjuego.

En los juegos financieros no tenemos esta ultima propiedad tan fuerte aunque si
que podemos establecer que si un juego es financiero respecto a un vector o) , el juego
reducido a V\ j también es financiero respecto al vector CNVi siempre y cuando
en la reduccidn asignemos al jugador j una pago mayor que el que le corresponderia
segiin la distribucién proporcional, i.e. z; > C;-fy. En particular, dado que se
verifica que b} > Cj-fn, la reduccién con la contribucion marginal también preservara
el caracter financiero del juego reducido.

Esta propiedad no es sélo cierta para los juegos financieros sino para todo juego
de valores medios crecientes respecto a un vector. Esta clase de juegos engloba a los
juegos financieros y inicamente se diferencia de éstos en que no exigimos la positividad
en los valores de la funcién caracteristica. La necesidad de estudiar esta clase més
amplia se justificard en el capitulo tercero cuando estudiemos los diferentes conjuntos
de negociacion.

Vamos pues a definir estos juegos y a demostrar la citada propiedad.

Definicién 2.17 Sea (N,v) un juego cooperativo de utilidad transferible y C e R},

un vector. Diremos que el juego (N,v) es de valores medios crecientes respecto a C

st
S0 < S0 = fs < fr VS,T CN; S,T # 0
€S €T
u(S
donde fs = 52_8(7 VS C N.

Al conjunto de juegos de este tipo lo simbolizaremos como VMGCY. Los juegos
financieros son, como ya hemos dicho, un caso particular. (FG" ¢ VMCV).
Respecto a los juegos de valores medios crecientes se preservan dos importantes

propiedades de los juegos financieros:

Propiedad 2.18 Sean vy,...,v; t— juegos de valores medios crecientes definidos

sobre el mismo conjunto de jugadores N y respecto al mismo vector de recursos
(Chy...,Cr) € R, die. 0(5) = (Ties Ci) - £5, entonces

(N,v™8%) ¢ VMCY donde v™*(S) = max{vy(S),...,vx(S),...,v:(9)}.
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DEM. Por la definicién 2.17 v™2%(S) = max{f}, ..., % ... ft} ¥ ;cs C:. Entonces,

i Y iesCi < Sier Ci = 5 < ff k=1,...,t =

max{fy,...,f5 ... fL} < max{f},....f5 ..., f#} VS, T C N.

Propiedad 2.19 Sea (N,v) € VMCY respecto al vector C, la distribucidn propor-

cional de la ganancia total respectos a los recursos iniciales C; es una preimputacidn

que siempre pertenece al Nicleo.

La demostracién es analoga a la del caso del juego financiero.

A continuacién demostraremos un lema de gran importancia, no sélo en este

apartado sino cuando tratemos el estudio de los conjuntos de negociacién (Capitulo

3).

Lema 2.20 Sea (N,v) € VMCY y N* un subconjunto de N. Sea P un subconjunto

de N disjunto con N* (PONN* = 0); T, R C N*; yT, R # 0. Entonces,

o(T'UP) —z(P) v(RU P) — z(P)

si )G Co= ier Ci = Lier Ui

€T i€ER

donde ¥ € R" es tal que z(P) = Ticpai > Yiep Ci- Zﬂ I;UJX‘C"
iEPUN* 7t

DEM. Por la definicién 2.17 sabemos que ”(T)C‘ < UB)
ieT i€R

Sea z(P) = o Y ;cpC; donde o > UPUNT) fpun+ entonces,

iEPUN* Ci

o/
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v(TUP
v(TUP) — x(P) _ 'Xi_m—PLEzeTUPC - a- ZzEPC

2ier Ci 2ier Ci
T [Tier Ci + Tiep O] = @ Tiep G
ZieT Cz’ B
v(TUP) _
- MIUP) L s (£5se ~ o) 0
Sieror Ci P ier Ui -
v(RUP) _
v(RU P) Z ;- ( > icrup Ci oz) < 10
T YiervrCi P 2ier Ci -
v(RUP) _
(RUP +ZC ( ;eRupC‘ a) -
T YierurCi P 2ier Ci
v!RUP! .
— U(RU P) . ZiERO + ZO < tGRUP a)
Yieror Ci ZierCi 3 YieR C
i%(f:u—il_ [ZierCi+ Ziep Ci] — Ziep Ci - « B
B ZieR Ci B
_v(RUP) — z(P)
Zier Ui '

O
Utilizando el anterior Lema, probaremos el Teorema principal de este apartado
que establece que la reduccion de un juego de valores medios crecientes da como

resultado un nuevo juego de valores medios crecientes.

Teorema 2.21 Si (N,v) € VMCY respecto al vector C = (N \ j,vg\j) €
VMCNV respecto al vector CNV donde 7 € R™ es tal que x; > C;- vV

zeNC '
9Nétese que
. . - ' v(TUP) v(RUP)
2ier Ci S ierCi = 2ierur Ci € Lienup Ci = 5 G = C.
Py - RUP i€ETUP ieRUP T *
por tanto, podemos cambiar ——l(T—U—-)F por 2”—(—10—— y incrementar la expresién.
ZieTuP : i€ERUP

1ONétese que dado que R C N* tenemos que ) ;. p Ci < ZzEN‘ Ci y por tanto ) p,p Ci <

Y ien+up Ci- Entonces por la definicién 2.17, "(RUP)C < y(NUP)
Z;enup '

- < « lo cual implica que
iEN*UP '

% — a < 0. Por tanto podemos cambiar ), C; por un nlimero mayor y ;. C; y de esta

manera incrementar la expresién.
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DEM.

Dada la definicion 2.17, es suficiente probar que

N\; N\j
, oIV(s) Wl |
Si 3 Ci <Y Ci= E <& VS, T eN\j ST #0
Py 2 s Ci = Tor O \J a

i€8 ieT : t i t

Consideremos dos casos:

1. Supongamos que vg\j(S) = v(.5); entonces

pV(S) _ w(S) _p w(T) oy 02 V(D)

YiesCi  YTiesCi = TierCi = Tier Ci

2. Supongamos que vg\j(S) = v(S UJj) — z;; entonces, utilizando el Lema 2.20
para P = {j} y N* = N \ j, tenemos la siguiente implicacién:

v(SUg) -z _ v(TUj)—=z;
C; < C; = < 3
Z Z Zies Ci ZiGT Ci

€8 €T

y de aqui se deduce que

o V(8) S —s o w(TUj) -z 13 V(D)
Zz‘esof Ziesc" - Z.'ETC‘ - ZieTC".

Para el caso financiero obtenemos el siguiente corolario

Corolario 2.22 Sea (N,v) un juego financiero respecto al vector c yx € R" una
imputacion tal que x; = bY, entonces el juego (N \ j, vg\j) es un juego financiero

respecto al vector N\,

Esto es inmediato, si aplicamos el anterior Teorema y verificamos que by > C;-In.

Otra consecuencia del Teorema es la siguiente:

Corolario 2.23 Bajo las hipotesis del corolario anterior, el juego reducido (N \

vz V)

7, tiene el Nicleo no vacio dado que es un juego financiero.

"'Por la hipdtesis de que Y ;.5 Ci < Y ;cqp Ci y la definicién 2.17.
12Por la definicién de juego reducido.
13Por la definicién de juego reducido.
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Observacién 2.24 Por el Teorema 2.15, y los corolarios 2.22 y 2.23, se deduce
una nueve demostracion para la existencia de una distribucion en el Nicleo del juego
que asigne a un jugador cualquiera su contribucion marginal. Efectivamente, esta
distribucién puede ser construida de la siguiente forma: asignamos al jugador j su
contribucién marginal x; = b} y reducimos el juego. El juego reducido es financiero
(Corolario 2.22) y por tanto, con Nicleo no vacio (corolario 2.23); sea ¥V un vector
del Nicleo del juego reducido. Por el Teorema 2.15 si completamos el vector TNV

con la componente x; = b} obtendremos un vector del Nicleo del juego original.

Como es bien sabido, el vector formado por las contribuciones marginales 5° consti-
tuye el limite superior para cualquier distribucion que pertenezca al Nicleo y por tanto
cualquier distribucién que tenga contribuciones marginales entre sus componentes
se situara en la frontera del Nicleo. A partir de aqui surge una nueva cuestidn:
.Los vértices del Ntcleo contienen siempre en alguna de sus componentes
contribuciones marginales?. Para el caso de tres jugadores la solucién es sencilla:
Nutiez & Rafels [39] demuestran que para todo juego de tres jugadores con Ntcleo
no vacio, la superaditividad es una condicién necesaria y suficiente para que todo
vértice contenga al menos una contribucién marginal. Para el caso de mas jugadores
considérese el siguiente ejemplo: sea un juego financiero de cuatro jugadores respecto
al vector C = (10, 18,26, 34)

v(l)=100v(2) =18 v(3) =26v(4) =34 v(12) =28 v(13) = 36
v(14) = 55 v(23) = 55 v(24) =66 v(34) = 77 v(123) = 69.3 v(124) = 80.6
v(134) = 91 v(234) = 101.4 v(1234) =130

Es bien conocido que si una preimputacion Z pertenece al Nticleo de un juego coo-
perativo de n jugadores, satura n restricciones del Nicleo y el sistema de ecuaciones
es linealmente independiente, entonces dicha preimputacién es un vértice del Niicleo.

Para el ejemplo anterior, las contribuciones marginales para cada jugador serian
(28.6, 39, 49.4, 60.7). Si cogemos la preimputacion ¥ = (21, 32, 43, 34) podemos

verificar que pertenece al Nucleo y que satura las siguientes restricciones:

1+ g = v(14)
1L'2+ Ty = 0(24)
3+ x4 =v(34)

1+ Tot+ T3+ T4 = ’0(1234)

Estas ecuaciones son linealmente independientes y por tanto la distribucién es un
vértice del Niicleo. Sin embargo, se puede observar que dicho vértice no contiene

ninguna contribuciéon marginal en sus componentes.
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2.4 Condicién necesaria y suficiente para que un
juego sea financiero

Un juego financiero se caracteriza por la existencia de un vector constituido por las
aportaciones de los jugadores. Sin embargo, en el modelo no se necesita explicitamente
la existencia de una funcién que transforme el vector de inputs en beneficios o ganan-
cias. En este apartado descubriremos cuadles son las caracteristicas de la funcién que
implicitamente subyace al modelo. Para ello nos inspiraremos en un problema que
tiene ciertas conexiones con el que nos ocupa.

Sharkey & Telser [55] analizan el problema de cuales deben ser las condiciones que
debe cumplir la funcién de costes asociada (la teconologia asociada) a un monopolio
natural para que sea factible su mantenimiento, es decir, para que impida la entrada de
otros competidores. La condicién que establecen es lo que denominan “supportability”.
Una funcién de costes es “supportable” si para cada nivel de produccién es posible
establecer unos precios para los outputs de manera que no sea posible por otra empresa
ofrecer una fraccién de la produccién total a precios mas bajos. Moulin [36]- pdg 100
describe una condicion equivalente en términos del Nicleo de cualquier juego de costes
generado a partir de la funcién asociada a la empresa monopolistica y las demandas de
los clientes de la empresa. En concreto establece que, sean cuales sean las demandas,
siempre existird una manera de imputar los costes entre los demandantes de manera
que ninguno saldra perjudicado (ninguno pagara mas de lo que cuesta producir lo que
ha demandado); técnicamente diremos que el Nicleo del juego seré no vacio.

Para nuestro caso demostraremos que un juego es financiero si y sélo si existe una
funcién que genera el juego a partir de las aportaciones de los jugadores y que siempre

genera juegos con Nicleo no vacio para otros vectores de aportaciones.

Teorema 2.25 Dado un juego cooperativo (N,v) € G". Entonces,

(N,v) es un juego financiero respecto al vector (Ch,... Cy) st y sdlo si existe una

funcién continua f : Ry — Ry f(O) = 0 tal que se verifica que
o u(S) = f(TiesCi) VS € N;

o para todo vector (fy,...,0;) € RY_, el juego (N,,) tiene el nicleo no vacio
donde Ny = {1,...,t} yo(S) = f(TiesBi) VS C N,

DEM.

=)
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Dado un juego financiero v respecto al vector (Cy,...,C,), ordenamos las coali-
ciones en orden creciente de la suma de los recursos en poder de sus componentes'*

1.e.

Z Ci< EC, kzl,...,’l’;’f‘£2n—1; Sozw

iESk_l i€ Sk

Entonces construimos la siguiente funcién: f: Ry — R4

o f(0)=
o fe) =0v(Ska) + TR (0~ T, C)
€Sy, tE€ESE_3
para todo z t.q. Z Ci<z< Z o)

iESk_l 1€Sk

o f(@)=v(Sm)+ gt I (o~ T, O

€Sy

para todo z t.q. Z Ci < z.
i€Sy
Esta es una funcién lineal a tramos; los extremos del dominio para cada funcién
lineal coinciden con los recursos en poder de cada coalicién y tienen como imagenes
los valores del juego, i.e. f(Xies, Ci) = v(Sk). Debido al caracter financiero del

juego se cumple que X
f(ZiESL 1 2) f(ZZGSk C)
Zzesk 1 /i N ZiESk C

Dado que la funcién es el resultado de unir linealmente puntos del tipo

(ZC’H f(z Cz)’

1€Sk 1€Sk

los valores medios serdn crecientes a lo largo de todo el dominio i.e.

i) _ fw)

r oy

Vo<z <y. (2.7)
Una vez tenemos definida la funcién, tomamos cualquier vector de recursos (fs, . . ., £

y definimos el siguiente juego:

= f(ZBt) para toda S C N, ={1,...,t}.

€S

14g; Yoies Ci = X ;er Ci para alguna S y T, escogemos una de ellas descartando la otra
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Lo 1inico que nos queda por demostrar es que dicho juego tiene el Nicleo no vacio. La
demostracion es idéntica a la utilizada en la proposicién 2.6 teniendo en cuenta que
se cumple (2.7). Alternativamente, es facil demostrar que la distribucién proporcional
respecto a los recursos pertenece al Nucleo.

En consecuencia, el juego es equilibrado y tiene el Nicleo no vacio.

<)
Sea v(S) = f(Zze 5 C;) donde f es una funcién continua que verifica las condi-
ciones enunciadas en el Teorema y (Cy,...,C,) un vector de R%} . Supongamos que

el juego v no fuera financiero respecto al mencionado vector; ello implicaria que para
algin par de coaliciones S,T" C N con Y ;c5C; < 3 ier Cs se cumplirfa que
v(S) S o(T)
YiesCi = Lier G

o, (debido a que el juego esta generado por la funcion f )

f(zies Ci) > f(zieT Ci)
Ties Ci YierCi

Si f es continua, entonces ﬂle sera también continua para todo z > 0. Debido a
la continuidad de la funcién de valores medios y la existencia de dos valores Y ;¢4 C;

y 2ier Ci de manera que

F(Ties C) _ [(Tier C3)
C; <> C;, con — > ,
z'ezs zEZT Yies Ci 2ier Ci

existird un valor ' § perteneciente al intervalo [Y;c5 Cs, Sier Ci] 8 > Ties Ci, para

el cual se cumplird que

A

%@Q > f_%i)_ Vy € [ — €,5) paraalgin e > 0. (2.8)

En lo sucesivo probaremos que podemos construir un juego (N,7) a partir de la

funcién f y de un cierto vector pero que tendra un Nucleo vacio; ello supondra una

15Si g(z) es una funcién continua en un intervalo [a,b] donde g(a) > g(b) , por el Teorema de
Weiertrass, la funcién g tiene al menos un minimo global; sea m el conjunto de minimos globales y
¢ el valor que toma la funcién en el minimo. Al ser m un subconjunto cerrado del conjunto [a,b]
existird su infimo que denotaremos por ¢ y que pertenecerd a m; ademas dado que g(a) > g(b)
deduciremos que ¢ # a.

En nuestro caso estamos en la misma situacién pero g(z) = o) g = 2iesCiy b= ier Ciy

xT )
c= 0.
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contradiccidn con las hipétesis iniciales dado que suponiamos que todos los juegos ge-

nerados a partir de la funcién tenian el Nicleo no vacio. De esta manera concluiremos

que (N,v) es un juego financiero respecto al vector (Cy,...,Cy).

En efecto, sea f3; = f;, siendo m un ntmero natural tan grande como sea necesario
de manera que Y75 3; € [B — € B). El juego (N, 7), con N,,, = {1,...,m}y
v(S) = J?(Zies B;) S C N, estard caracterizado por:

® Yien, Bi = B,

. 7U.(‘N'm\"') = 5(]V'm \.7) VZ)] € Nma y

e por (2.8),

B(Nw\i) _ O Nu\4) _ O(Nm) . .
N Vi, Nin. 2.
EiENm\i /Bi ZiENm\j /Bi > EiENm ﬂi 5] € ( 9)

Si (Np,v) tuviera un Nicleo no vacio se cumpliria que:
Z (N \ 1) < (m—1)-9(Ny,)
1ENm

pero

You(Nw\i) = > [Z(va\\ 5 3 ﬂ,} > [por (2.9)] >

1ENm 1€ENm lENm\l

~ Z [ZzENm ﬁl Z ﬁ’l:l ZzeNm /81 Z Z ﬂl B

1€ENm 2ENm\1 1€Nm 1€Nm\1
O(Nim)
= 'I7L - 1 ﬂ'z = (m —1
Soon B ze;m JU( N );

y por tanto, el Nicleo de este juego es vacio, lo cual es una contradiccién dado que
suponiamos que todos los juegos generados por la funcién f tenian el Nicleo no vacio.

Por tanto se debe cumplir que

ZzGS C ) (ZzGT C )
C; < C; = < .
ES’ 2€ZT ZtES C’ EzGT Cz

Dado que el juego esta generado por la funcién f, para las coaliciones Sy T' con los

mismos recursos se cumple que

F(Ties Ci) f(EieT Cs)
C; = C; = = .
iezs HEZT Zzeq C ZieT Ci
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Las dos anteriores relaciones se puede resumir en una sola:

f(zz'es o) f(ZieT ;)
C; < C; = < ,
iEZS ZL; Yies C Yier C

y por tanto, el juego v es financiero respecto al vector (Cy,...,C,). 0

2.5 Los conjuntos estables y el Ntcleo

El Niicleo de un juego es un concepto de solucién bastante atractivo dado que satisface
las reivindicaciones minimas de todas las subcoaliciones que se pueden formar en el
proceso de negociaciéon. Sin embargo, existen situaciones en que el Nicleo puede
no resultar una solucién satisfactoria para todos los jugadores. Veamos el siguiente

ejemplo

Ejemplo 2.26 Sea (N,v) un juego cooperativo de tres jugadores cuya funcién carac-

teristica es:
v(1) = 10; v(2) = 20; v(3) = 33; v(12) = 33;v(13) = 44; v(23) = 55; v(123) = 66
siendo los recursos asociados a cada jugador C; = 10; Oy = 20; C5 = 30.

Este juego se puede comprobar que tiene como tinica preimputacién perteneciente
al Nicleo la proporcional a los recursos de los jugadores. ;Podemos afirmar que
dado que el Nicleo contiene una tinica distribucién, el problema del juego
financiero esta solucionado? Una respuesta sin demasiada reflexién contestaria
afirmativamente. Supongamos que cada jugador recibiera un pago de acuerdo con la
solucién que propone el Nucleo i.e. & = (11,22,33). En este caso el jugador 3 tan
sdlo recibiria lo que él podria conseguir por si mismo por lo que es de suponer que, o
bien cooperaria sin ningin animo de lucro, o bien no aceptaria esta distribucién. Sin
embargo, si el jugador 3 exigiera un mayor pago, los jugadores 1 y 2 recibirian una
asignacién inferior a la que ellos mismos podrian conseguir (z1 + z, < v(12)) por lo
que no estarian de acuerdo en ceder parte de sus beneficios.

La solucion a este conflicto depende de la hipdtesis que se realice respecto al
comportamiento de los jugadores; en realidad cada caso se habria de contemplar por
separado pero no serfa muy aventurado definir al jugador racional como aquel que
intenta maximizar su ganancia. Esta hipétesis abre de nuevo las posibilidades

del juego: a pesar de que el jugador 3 no puede forzar al jugador 1 y al jugador
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2 a cederle parte de sus beneficios si que puede esperar que, o bien el jugador 1,
o bien el jugador 2, le ofrezcan un pacto para negociar conjuntamente el reparto
contra el jugador que queda fuera de esta coalicion. Si el jugador 1 pacta con el 3 y
conjuntamente negocian el reparto con el jugador 2, éste se vera en una posicion débil
dado que si no acepta rebajar sus pretensiones de conseguir la parte proporcional a
los recursos invertidos, los jugadores 1 y 3 pueden boicotearle y hacer que gane menos
teniendo ellos garantizado el pago proporcional. Fijémonos que el unico jugador que
es inmune a este tipo de amenazas es el jugador 3: los jugadores 1 y 2 no pueden
presionarle ya que por si mismo conseguiria el pago proporcional.

En esta situacién, es posible que se den una serie de pactos. Supongamos que

estas negociaciones se concretan de la siguiente manera:

Si el jugador 1 le ofrece un pacto al 8 y éste acepta, negociaran conjuntamente
contra el jugador 2; en realidad lo que negociaran sera cual es el pago del jugador
2. Este pago estara entre el valor minimo aceptable por el jugador 2 [v(2)] y el valor
maximo [pago proporcional]. Si el pago final acordado esté entre los dos valores (es
lo mas probable), el jugador 2 recibira una asignacién inferior a la proporcional, o lo

que es lo mismo, se producira un reparto fuera del Nucleo.

Supongamos que el jugador 1y el 3 acuerdan que se repartiran de manera igual
el pago adicional que puedan sacar de su negociacién contra el jugador 2. Entonces

los pagos posibles que se pueden dar son:

1
(11 +§a,22—a,33+%a) 0<acx<2

De la misma manera, si es el jugador 2 el que se coaliga con el 3 contra el jugador
1 los posibles pagos seran:
1 1
(11 — &, 22—{-5(),33—{—-2-6) 0<b6<1
El conjunto de todas éstas distribuciones recogen las posibles situaciones de pactos
que bajo las anteriores hipdtesis se podrian dar. Obsérvese que si a o b son cero
recuperaremos la distribucién proporcional, la 1inica que hallabamos en el Nicleo.

Este conjunto conforma lo que se conoce como un conjunto estable!® .

Los conjuntos estables fueron definidos por Von Neumann & Morgenstern en su

libro ”Game Theory and Economic Behavior” [61]. Este concepto de solucién se basa

16Ver el estudio realizado por Lucas (Handbook of Game Theory vol I cap para los conjuntos
estables de juegos de tres jugadores.
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en la dominacién entre las imputaciones.

Definicién 2.27 Sea (N,v) un juego cooperativo, y T, § dos imputaciones. Diremos

que T domina a i via la coalicion S (£ domgy) sty solo si
(1,) z; >vy; VieS,

(it) Yieszi < v(5).

La dominacién expresa la idea de que una distribucion & sera preferida a una
distribucién ¥ por una coalicién S si cada miembro de la coalicién percibe un pago
mayor en Z que en ¥ [condicién (i)] y ademds puede asegurarse dicho pago [condicién
(i)

A partir de aqui se define un conjunto estable como:

Definicion 2.28 V C I(v) es un conjunto estable si y solo si

(a) V§ € I(v) -V, eziste una imputacidn & € V tal que Z domina a §f via alguna
coalicion S C N,

(b) Ningin elemento de 'V es dominado por otro de V.,

La estabilidad implica que si seleccionamos una imputacion perteneciente al con-
junto V, quizas sea dominada por alguna imputacién fuera del conjunto, pero en-
tonces dada la condicién (a) siempre existird otra imputacién de V que la dominaré
de manera que volveremos a seleccionar una distribucién del conjunto; es lo que se
denomina la estabilidad externa. De alguna manera, el conjunto ejerce una atraccién
para que se seleccione una de sus imputaciones.

En cambio, imputaciones del mismo conjunto no se dominan entre ellas: condicién
(b) o estabilidad interna. A

En el ejemplo anterior, el conjunto estable definido es el siguiente:

1 1
V = {(114+50,22-4,33+50) 0 < a < 23U{(11 -5, 22+%b, 33+~;—b) 0<b<1})
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que graficamente es el indicado en trazo grueso.

(10.20,36)

x24x3=55 \

x1=10
x1+x3=44
/

x1+x2=33; x3=33

(13.20,33) (13.23.33)

Figura 2.3

La existencia de conjuntos estables para los juegos cooperativos en general era un
problema abierto que se saldé negativamente después de un trabajo de Lucas([29])
en el que facilité un juego sin conjuntos estables. Nuestra impresion es que la clase
de los juegos financieros tienen conjuntos estables pero por ahora esta cuestion sigue
siendo un problema sin resolver. No obstante hemos comprobado que el famoso juego
de Lucas al que aludiamos antes no es un juego financiero (pag 121). No pudiendo
dar una solucién a esta pregunta genérica , hemos intentado probar que una cierta
clase de juegos financieros, la ya estudiada que posee la propiedad (2.3), tiene como
propiedad caracteristica la de que el Nicleo es un conjunto estable si y sélo si el juego
es convexo (Teorema 2.29). Asi pues se nos abria la pregunta de si, en general, para
la clase de los juegos financieros, la estabilidad del Niicleo era una caracterizacién de
su convexidad. El ejemplo 2.30 (péag 116) nos muestra una respuesta negativa. Es
importante remarcar que para este contraejemplo hemos tenido que ir a la clase de
los juegos con al menos 4 jugadores y cabe destacar la metodologia utilizada para
demostrar que el Niicleo es un conjunto estable, ya que hemos utilizado la reduccién

del juego, lo que abre una nueva via de estudio para los conjuntos estables.

Pasemos a estudiar pues en primer lugar la establidad del Nucleo en la subclase

de juegos financieros que mencionabamos antes.
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Teorema 2.29 Sea (N,v) un juego financiero respecto al vector (Cy,...,C,) donde

se verifica que

o(N) = v(S) = 3 B (2.10)
i€EN\S

Para toda S C N tal que v(S) > 0; 1 < |S] < n—1 Entonces, las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

1. v es convero.

2. v es exacto.

8. v(S) = max{0,v(N) — Tiemsbi}.
4. v es un juego de Bancarrota.

5. C(v) es un conjunto estable (y por tanto el inico).

DEM.
1 — 2 Es inmediato por propiedades del juego convexo.

2 — 3 Por definicién de juego financiero y (2.10) tenemos que

v(9) < max{0,v(N) — > b}
1EN\S
Supongamos que para alguna coalicion T'C N T # N se cumpliera que v(T) <
max{0,v(N) — 3 ;emr b}; dado que v(T') > 0 esto equivale a afirmar que
o(T) < o(N) — > . (2.11)
tEN\T
Si suponemos que el juego es exacto, existira una imputacién Z perteneciente al nicleo
del juego donde v(T) = Y ;cr @i Por eficiencia de la distribucién se cumplird que
v(N) — v(T') = Tien\r zi- Considerando (2.11), la dltima igualdad equivale a
doai > > b
iEN\T {EN\T
Pero ello implica que z; > b} para algin ¢ € N\T lo que es imposible dado que

£ € C(v). Por tanto concluimos que

v(T) = max{0,v(N) — Z by}

{EN\T
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3 — 4 Los juegos que tienen la forma expresada en 2 se pueden asimilar a juegos de
bancarrota donde E = v(N) y donde (dy,...,d,) = (b},...,b}). Notese que al ser
el juego inicial financiero 3 ey bf = v(NV).

4 — 5 Dado que los juegos de Bancarrota son juegos convexos, el Nicleo de este

tipo de juegos es estable.

5 — 1 Supongamos que el Nicleo es estable pero que el juego no es convexo; ello
implica que existe un jugador ¢ € N y dos coaliciones So y T, So C T C N\ 7 tales

que se verifica que

v(So U?) — v(Sp) > o(T Ui) — o(T) (2.12)

Supongamos que v(So U7) = 0, entonces v(S;) = 0. Sustituyendo en (2.12)
obtenemos que 0 > (T U;) —~ v(T') lo cual es imposible dado que los juegos financieros
son monétonos.Por otra parte si v(7') = 0, por monotonia se cumplird que v(.Sp) = 0;
sustituyendo nuevamente en (2.12) obtendremos que v(SoUz) > v(T U) lo cual es

imposible por monotonia de los juegos financieros. De aqui concluimos que
v(So U1) > 0; o(T'Uz) > 0; v(T) >0

y por condicién (2.10) que

u(N) = v(SeUd) > > b (2.13)
ieN\SoUi

o(N) —o(TUz) > Y & (2.14)
{EN\TUT

o(N) —o(T) 2 > o (2.15)
1EN\T

Partiendo de la ecuacién (2.12), consideraremos dos casos

(a) B > v(SoU1) — v(So) > v(T'U2) — v(T).

Nétese que en este caso T # N \ ¢ dado que si no tendriamos que by > b,

contradiccion.

Entonces, a partir de (2.14) podemos construir la siguiente imputacién § €
I(v).

,._{ W +e Yie N\(TUu)
YUEA 0y YieTUG



2.5. Los conjuntos estables y el Nucleo 115

donde v(N) — v(T U1) — Ciemra 0 = [N\T U i| - € > 0; la positividad
de € se deduce directamente de (2.14). Obsérvese que dado que T # N \ 1,
N\ (TU?) # 0.
El vector ¥ es eficiente,
ieNYi = Liery) Yi + EieN\Tu% Vi = Dierii Ci,' fro; + ZieN\Tuz b7 +
+|N\TUz| e =
= o(T'Uz) + Lienmzui U + IN\T'Uz|-€e = v(N)
y ademds cumple racionalidad individual dado que ! > v(i) Vi € Ny
Ci-f; > Ci-f; = v(i) Vi € TU{i}. Sin embargo, no pertenece al Nicleo
del juego dado que y; > bY Vi € N\ T U 2. Si el Nucleo fuera estable tendria
que existir una imputacién & que perteneciera al Nucleo y que dominara a ¥
via una coalicién S C N, i.e. v(S) > z(S) donde z; > y; V¢ € S. Vamos a

demostrar que ello es imposible:

i) Si.S N N\(TU 1) # 0 es imposible que Z sea del niicleo dado que existira
un jugador £ € SN N\(TU;) tal que z, > yr > b} o lo que es equivalente
que (N \ k) < (N \ k).

ii) Si SN N\(TUz) = § = S CT Uz entonces

o) 2 a(8) > 9(S) = L trs = Y0 fs = u(S),
€S 1€S

contradiccién [v(S) > v(S5) ].

(b) Supongamos que b7 < v(So U 2) — v(Sp)'"; sumando esta inecuacién y la 2.13
obtenemos que

v(N) —v(S0) > > b (2.16)

1€N\So
Igual que en el caso anterior podemos construir la siguiente imputacién que no
pertenece al Nicleo del juego.
)W 4e Yie N\S

Yi= C; - fso Vi e S
donde v(N) — v(So) — Yienms, bf = |V — S| - € > 0; la positividad de € se
deduce de 2.16. El razonamiento posterior es idéntico al anterior sustituyendo
T U1 por So.

1"Nétese que Sy # @ dado que si no tendriamos que by < v() lo cual es imposible para un juego
financiero.
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Por tanto, si el juego no es convexo, el Nicleo no podra ser estable dado que
siempre podremos construir distribuciones no pertenecientes a él, pero que no podran
ser dominadas por ningin elemento del Nicleo, incumpliéndose la estabilidad externa
requerida para todo conjunto estable. Dado que partiamos de la hipétesis de que el
Ntcleo era estable, concluimos que el juego es convexo O

De lo visto anteriormente, seria interesante averiguar si la estabilidad del Nucleo
esta relacionada univocamente con la convexidad del juego. El siguiente ejemplo nos

clarifica la respuesta.

Ejemplo 2.30 Sea el siguiente juego financiero de cuatro jugadores respecto al vector

(10,20, 30, 50) donde su funcién caracteristica es:

v(1) =10 v(24)=177
(2) =20  v(34) = 88
o(3) =30 v(123) = 66
o(d) =55  (124) = 88
v(12) =30 v(134) =99
v(13) =44 v(234) = 110
o(14) = 66 v(1234) = 132
v(23) = 55

Este juego no es convexo dado que el subjuego vjfi23) no lo es; sin embargo,
demostraremos que su Nicleo es estable. Para ello, en primer lugar enunciaremos
una proposicion referente a la estabilidad de los juegos convexos de tres jugadores.
Esta proposicion establecerd que si el juego es convexo, una preimputacién que no
pertenezca al Ntcleo siempre podra ser “dominada” por una del Nicleo. La utilizacién
de la “dominacién” entre preimputaciones, que ya fue definida en 1953 por Gillies [19],
es consecuencia de una necesidad técnica para una posterior demostracién sin que ello

implique un cambio en el concepto de estabilidad.

Proposicién 2.31 Sea (N,v) un juego convexo de tres jugadores y Z una preim-

putacién no perteneciente al Nicleo, entonces
(i) st z; < v(¢) ¢ € N existird una imputacion y € C(v) tal que v(i) = y; > 2z

(it) si Z € I(v) yz(S) < v(S) S CN |S| =2, existird una imputacion §y € C(v)
tal que v(S) > y(S) yyi > 2z Vi € S.
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DEM.

(i)

En esta caso, simplemente bastara seleccionar un vector de valores marginales'®
7% donde y! = v(i). Este vector pertenecerd al Nicleo ya que para un juego

convexo todos los vectores de contribuciones marginales pertenecen al Nicleo.

Supongamos que S = {15}, i.e. v(zj) > z(iy).

Definimos entonces la distribucién ¥ como

Yi = 2 + %[v(ij) — 2 — ;)]
i = 2z + 3lo(if) — 2 — 2;)]
v = v(N) = v(ij)

donde N = {¢5k}.Esta distribucion es una imputacion dado que y; > z; > v(1),
y; > z; > v(J)y, como los juegos convexos son superaditivos, yp = v(IV) —
v(ij) > v(k). Ademads ¥ pertenece al Nicleo dado que se puede expresar como
combinacién convexa!® de las imputaciones 7" = (v(7), v(ij) — v(i), v(IV) —
v(i7)) y ¥ = (v(t3) — v(§), v(7), v(N) — v(3)); estas dos distribuciones cor-

responden a dos vectores de valores marginales

y es bien conocido que, para los juegos convexos, dichos vectores pertenecen al

nicleo. Finalmente obsérvese que y; +y; = v(2j), que y; > 2z; y que y; > z;. O

Establecida esta propiedad para los juegos convexos, pasaremos a demostrar la

estabilidad del Core del juego propuesto.

Toda imputacién de este juego verifica que 55 < z4 < 72; para cada valor de
{123}

-
T

z4 podemos generar un juego reducido en el sentido de Davis y Maschler, v
donde
v§23}(®) 0
v§23}(5) = max{v(S), v(SU4) —z4} VS C {123}
12;123}(123) = x1+ Ty + 23

El siguiente cuadro recoge los valores de la funcién caracteristica del juego

reducido que estan expresados en funcion de z4:

18Para una definicién precisa ver la pagina 63.

19,.

2341 2[v(Ef)—2i~25]—v(j
7 + (1 —a) - donde o = 2t {;(E’j()ziz(i)..vz(j) @)
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g . 55 < x4 <B6 |56 a2y <BHT [ BT <2y <BH8 (|58 2y <66 |66 <y < T2
m 66-24 10 10 10 10
{2} -4 TT-24 20 20 20
{3} 88-z4 88-14 88-z4 30 30
{12} 88-x4 88-14 88-z4 30 30
{13} 44 44 44 44 44
{23} 55 55 55 55 55
{123} 132-24 132-24 132-z4 132-24 66
A partir del cuadro se puede deducir que
(i) para 58 < x4 < 72 se cumple que
Co(S) > v(SU{4}) —z4 VS c{123}; S £ {123}, (2.17)
(i1) para 55 < x4 < 63,
todos los juegos reducidos véms} SON CONVeXOs. (2.18)

La caracteristica principal de este juego es que todos los juegos reducidos o bien
son convexos, con lo cual sabemos que su Nicleo es estable, o coinciden con
el subjuego. En este dltimo caso, a pesar de no tener en general su Nicleo
estable, el hecho de que coincida con el subjuego facilita que las imputaciones
que no pertenezcan al Nicleo puedan ser dominadas por el Nicleo de algin
juego reducido que a la vez sea convexo y a la vez coincida con el subjuego.

Este proceso lo veremos posteriormente cuando utilizemos el juego reducido
{123}

vz para x4 = 63; nétese que este valor se halla a la vez en los casos (i) e (ii)

analizados anteriormente.

En lo sucesivo demostraremos que toda imputacién que no pertenece al Nticleo
es dominada por una del Nicleo. Sea Z € I(v) — C(v); en este caso podemos

considerar tres situaciones:
(a) v(T) > 2(T) donde T C {123}; T # {123}.

En este apartado utilizaremos como instrumento el juego reducido para z4 = 63.

}

. . 123 .
Como ya hemos comentado, el juego reducido vé para x4 = 63 es un juego
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convexo; ademas por (2.17) se cumplird que v(S) > v(SU{4})—z4 VS C
{123} S # {123}.

Es evidente que Z no pertenecera en general al conjunto de imputaciones de este
juego reducido dado que, aunque es individualmente racional, no serd eficiente.
Sin embargo, si que podemos construir una imputacién v en el juego reducido
donde v; = z; Vi € T; La idea es que si conseguimos dominar a v via T
automdticamente estaremos dominando a Z también via T.

Por construccién del vector v y las caracteristicas del juego reducido se ve-

rificard que v ¢ C(vélw}).

Dado que el juego reducido es convexo, existird
una imputacién ¥ en su nicleo que dominara a vy via T' (consecuencia directa
de la proposicién 2.31 (ii)). Por el Teorema 2.15 y teniendo en cuenta que
v(4) < z4 = 63 < by, el vector (¢} z4) pertenecera al Nicleo del juego original
y seguird dominando a Z via T dado que z; = v < y; Vi € T y a que

YieTYi = ”3{3123}(T) = o(T).

(b) v(S) < 2(5) VS C {123}, S # {123} y v(123) > 2(123). De estas

desigualdades se derivan las siguientes conclusiones:

- 66 < z4

— por (2.17), v(S) > v(SU{4}) —2z4 VS C {123} S +#£{123}.
Dadas estas condiciones, construimos la siguiente imputacién (&) del juego v :

zi = zi + 35 - [v(123) — 2(123)] Vi € {123}
g = v(N) — v(123) = 66

—

Obsérvese que esta imputacién domina a Z via la coalicién {123}. Por (2.17),
v(S) > v(SU{4}) —z4 VS C {123} S # {123} y por tanto

doai > v(S) 2 v(SU{4}) — a4

i€s
con lo que la imputacién ¥ pertenece al Nicleo de v.
(c) v(S) < 2(5) VS C {123}, v(123) < 2(123) y v(T U {4}) > =(T U {4})
donde T' C {123} T # {123}; dado que en este caso T' puede contener uno o

dos jugadores, seleccionaremos aquella coalicion T' que sea minimal en talla.
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Esta situacién sélo se puede dar cuando 55 < zy < 58. Efectivamente, dado
que v(S) < 2(S) VS C {123}, si z4 fuera mayor o igual a 58 se cumpliria
por (2.17) que v(S U {4}) —zs < z(S) VS C {123} S # {123} lo cual
imposibilitarfa que v(T'U {4}) > 2(T U {4}).

3}

Por otra parte y por (2.18), si 55 < z4 < 58 el juego reducido vg.u sera

convexo; ademds se verificard que v(T) < 2(T) < v(T U {4}) — z4. Es decir
3} '

. . 12 . . .
que el juego reducido vé , a pesar de ser convexo no coincide con el subjuego.

Ello impide que apliquemos la misma técnica que en (a). Lo que haremos es
trabajar con un juego reducido (vélm}) que esté en un hiperplano de eficiencia
superior al de z4 (i.e.z4 > 24) pero que mantenga las caracteristicas del juego

reducido v§.123}, es decir que sea convexo y que v(T') < 2z(T) < v(T'U{4}) —z,4.

Seleccionemos entonces una imputacién Z del juego v de manera que su cuarta

componente 7, verifique que z4 < z4 < 58y que o(T) < 2(T) < v(TU{4})—
{123}

z4. Obsérvese que el juego vy ', es decir el juego reducido obtenido a partir
de la componente z4, también serd convexo por (2.18). En este nuevo juego
reducido, la distribucién z no es eficiente ni tan siquiera tenemos asegurada
la racionalidad individual (1 < |T] < 2). De esta manera, igual que en el
caso (a), construiremos una preimputacién v del juego reducido vélm} donde

v; = z; V1 € T. Distinguiremos entonces dos casos:

1.- i |T| = 1 (supongamos T = {i}), aplicando la proposicién 2.81 (i), existird
una imputacién ¢ en el Nucleo del juego reducido vémB} de manera que
vi«uB}(i) = y; > v = %. Por definicién del juego reducido y dado que

x4 > 24 , ello equivale a
v({i}U{4}) =yitaa > ity = 2ty > 2+ 2 (2.19)

Finalmente, por el Teorema 2.15, el vector (¢, z4) pertenecerd al Nicleo
del juego v y, por (2.19), dominara a Z via la coalicién {:} U {4}.

2.- si |T| = 2 (supongamos T = {ij}) entonces v serd una imputacién dado
que v:-‘;.m} es un juego convexo; aplicando entonces la proposicién 2.31 (ii),
existira una imputacion ¥ en el Nicleo del juego reducido véug} de manera
que véms}(ij) =y;i+yjcony; >y =2YyYy; > = %. Por definicién del

juego reducido y dado que z4 > z4 , ello equivale a

v({17YU{4}) = yity;tza > vitvyi+as = zitz+Ts > 2425424, (2.20)
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Finalmente, por el Teorema 2.15, el vector (¥, z4) pertenecerd al Nicleo

del juego v y, por (2.20), dominaré a # via la coalicién {i5} U {4}.

Por tanto toda distribucién no perteneciente al Nicleo serd dominada por una

del Ntcleo y, por tanto, éste sera estable.

En general, la existencia de conjuntos estables en la clase de juegos financieros es
un problema no resuelto. En la literatura, se han dado condiciones suficientes
para la existencia de conjuntos estables: una de ellas es que el juego tenga
“Large Core” ([53]); para esta clase de juegos el Nicleo es el inico conjunto
estable. Los juegos financieros no pertenecen a la clase de juegos financieros con
“Large Core” dado que, por ejemplo, los juegos financieros de tres jugadores no
son convexos y la convexidad equivale a tener “Large Core” en el caso de tres

jugadores.

Si es dificil encontrar una respuesta afirmativa al problema de los conjuntos
estables también es dificil encontrar una respuesta negativa. En este sentido y
como ya hemos comentado, una de las pocas referencias de juegos con Nucleo
no vacio sin conjuntos estables es la dada por Lucas [29] (ver también Owen

[41]). El juego que plantea es el siguiente:

v(N) = 5,v({1,3,5,7,9}) = 4,

v({1,2}) = v({3,4}) = v({5,6}) = v({7,8}) = v({9,10}) = 1,
v({3,5,7,9}) = v({1,5,7,9}) = v({1,3,7,9}) = 3,

v({3,5,7}) = v({1,5,7}) = v({1,3,7}) = 2,

v({3,5,9}) = v({1,5,9}) = »({1,3,9}) = 2,

v({1,4,7,9}) = v({3,6,7,9}) = ({5,2,7,9}) = 2,

v(S) =0VSCN

Inmediatamente uno podria pensar que este juego no es financiero dado que
obviamente no es superaditivo. Sin embargo, también nos podiamos preguntar
si la cobertura superaditiva del juego?® ¥ es un juego financiero. Esto es im-
portante porque la cobertura tiene las mismas relaciones de dominacién que el
juego original siempre y cuando 5(N) = v(NN). Para ello nétese que en este
caso, 9(S) = v(S) V.S tal que v(S) > 0. De aqui, dado que T(157) = v(137)
y aplicando la propiedad 1.16, deducimos que si existe un vector ¢ respecto al

cual el juego es financiero éste debera satisfacer que C; +Cs+C7 = C;+C3+C

20Sea P(S) la clase de todas las particiones {S;};=; , del conjunto S, ¥.$ C N. La cobertura
superaditiva de un juego v se define como 7(S) = maxg.y._ Py S i, v(S;).
{ i}i=1,...r€P( ) j=1 J
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y por tanto que C3 = (5. Por otro lado, por la definicién de cobertura tenemos
que T(345) = ¥(34); aplicando el mismo razonamiento que antes llegaremos a
que C5 = 0, y por tanto a que C3 = 0. Esto ya supone una contradiccién pues
el vector C debe ser estrictamente positivo. Por otra parte, si C3 = 0 entonces
Cy+ Cy = Cs lo que por la propiedad 1.7 nos lleva a que 5(34) = ©(4) lo cual

es nuevamente una contradiccién dado que T(34) =2 y v(4) = 0.



Capitulo 3

El Conjunto de Negociacion

3.1 Introduccién

Hasta ahora hemos visto que el Nicleo de un juego financiero es siempre un con-
junto no vacio y que, por tanto, siempre existe alguna distribucién del beneficio total
que satisface las demandas minimas de cada coalicién expresadas por los valores de
la funcién caracteristica en el juego considerado. En principio, el Nicleo parece
una solucién satisfactoria ya que excluye aquellas situaciones en que alguna coalicion
podria exigir un pago superior tomando como referencia lo que la coalicién podria
ganar por ella misma sin la colaboracion del resto de jugadores.

Sin embargo podriamos decir que el Nicleo es una solucion “estatica” dado que
no analiza la interaccion de los jugadores, la discusion entre ellos para llegar a un
acuerdo, sdlo toma como referencia unos valores que si bien pueden indicar un punto
de partida, no esta tan claro que reflejen cudl sera el de llegada.

A este respecto cabe destacar el articulo de Michael Maschler “An Advantage of
the Bargaining Set over the Core” [30] en el que analiza un juego de mercado entre
cinco jugadores, dos de ellos son poseedores de una maquina cada uno, y los tres
restantes son trabajadores especializados que estdn capacitados para trabajar con
dichas maquinas; las maquinas pueden estar trabajando 16 horas diarias y cada tra-
bajador estd dispuesto a trabajar 8 horas diarias. Por cada ocho horas trabajadas se
consigue un beneficio, antes de pagar los salarios, de 500$. Existe pues una disponi-
bilidad total de horas maquina de 32 horas y una disponibilidad total de horas de
mano de obra de 24 horas; el beneficio total que se puede conseguir es 15003. El

problema se centra en distribuir dicho beneficio.

Si P = {1,2} son los propietarios de las maquinas, ¢ = {3,4,5} son los traba-

123
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jadores y N = P U (), el mercado se representa como un juego cooperativo (N, v) de
utilidad transferible donde la funcion caracteristica es (expresando su valor en miles
de délares):

o) = minlls N Pl 515N QY

SCN
donde |T'| denota el nimero de jugadores de T.

Analizando este juego Maschler sefiala que el Nicleo de este juego estd formado
por una tnica imputacién C(v) = {(0,0, %, %, %)} Sin embargo, dicha distribucién
no parece en principio del todo satisfactoria dado que no otorga ningin reparto del
beneficio a los propietarios de las maquinas cuando son parte muy importante en
la consecucién de las ganancias y podrian reclamar (objecién) y exigir de los traba-
jadores una parte del beneficio total sin que los trabajadores puedan defender (con-
traobjecion) la distribucion inicial. De este ejemplo, el autor concluye que el marco
de analisis de este juego no se centra en el Nicleo sino en el denominado Conjunto de
negociacién (“Bargaining Set”); no obstante, su cdlculo no es en general un problema
sencillo (ver [31])

El Conjunto de negociacién, que definiremos mas adelante en sus diferentes acep-
ciones, tiene en cuenta las objeciones y contraobjeciones que los jugadores o coali-
ciones pueden realizar a un determinado reparto; en el ejemplo propuesto y segin la
definicién de Maschler, consistiria en el siguiente conjunto de imputaciones:

3

(0,0 8,8,8): 0 a< 7, % + 3 = 13}

Como se puede observar, el Conjunto de negociacién asigna la misma cantidad entre
propietarios(a) y la misma cantidad entre trabajadores (8), y todos los repartos
se hayan entre dos casos extremos: a) cuando los trabajadores se reparten todo el

beneficio (o = 0, coincide con el Nicleo) y b) cuando se lo reparten los propietarios
(=2

El anterior ejemplo nos plantea la siguiente cuestién: ;Es el Nicleo el marco en
el que se debe analizar un juego financiero, o debemos ampliar nuestro analisis a otro
tipo de soluciones? En este capitulo daremos respuesta a dicha cuestién comparan-
do el Nicleo con tres de los diferentes conjuntos de negociacién que existen en la
literatura'. En concreto analizaremos las definiciones dadas por Aumann-Maschler,
por Mas-Colell y por Zhou. Las diferencias entre éstas estriban en los conceptos de

objecién y contraobjecion que se utilizan. En el presente capitulo demostraremos la

1Ver el Capitulo 18 del ”Handbook of Game Theory” [3].
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coincidencia entre el Nicleo y los dos primeros conjuntos de negociacién mencionados
anteriormente; respecto al conjunto de Zhou veremos que en general no coincide con

el Ntucleo.

3.2 El Conjunto de Negociaciéon de Aumann &
Maschler

Al discutir sobre un juego cooperativo, en la que todo el mundo es muy libre de
cooperar, no estd en principio claro que la colaboracion entre todos los jugadores se
materialice. De hecho puede ser que a ciertos jugadores no les interese una coalicién
global sino sélo parcial; es entonces cuando surgen las denominadas estructuras de
coalicién que son las coaliciones que cristalizan fruto de los intereses de los jugadores.
Formalmente, una estructura de coaliciéon, que denominaremos B es una particién del
conjunto N. Los pagos a los jugadores (%) se entienden entonces dentro de las es-
tructuras: los jugadores de una subcoalicion Sg € B recibiran aquello que la coalicién
pueda ofrecer (i.e., z(Sk) < v(Sk))-

De esta manera, y en el sentido de Aumann-Maschler, se pueden definir tantos
conjuntos de negociacién diferentes como estructuras de coalicion se puedan formar;
nosotros estudiaremos el conjunto de negociaciéon cuando la coalicién total efecti-
vamente se forma; esto no es especialmente restrictivo si pensamos en las carac-
teristicas del juego financiero, superaditivo y con nicleo no vacio?. Por tanto, dado
que todos los jugadores se van a coaligar, la distribucién final corresponderé a una
preimputacion; si a esto anadimos que se exige que los pagos sean individualmente
racionales obtendremos que el conjunto de negociacion es un subconjunto del conjunto
de imputaciones.

Como ya hemos comentado en el ejemplo anterior, la base del conjunto de nego-
ciacién se haya en las objeciones y contraobjeciones que los jugadores realizan en el

proceso de negociacién; por ello vamos a definir previamente estos conceptos.

Sea (IV,v) un juego con un conjunto de imputaciones I(v) no vacio . Para todo

i,j € N definimos T';; = {S C N|i € S;; ¢ S}

Definicidon 3.1 SiZ es una imputacion del juego v, entonces una objecidn del jugador
i contra el jugador j con respecto a la imputacion ¥ es un par (T,7) con S € Ty; y

7 € R de manera que:

Zpara una discusién m4s exhaustiva sobre el tema ver el articulo de Aumann & Dréze [1]
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(i) yr > x para todo k € T,
(ii) y(T') = v(T).

Definicién 3.2 Si tenemos una imputacion & y una objecion (1,7y) de un jugador i
contra un jugador j, entonces (M, Z) es una contraobjecion si M € T'y; y Z € RIMI

de manera que:
(i) 2z > yp Yk € MNT; 2z, > 2, Yk € M\T,
(it) z2(M) = v(M).
A partir de los dos anteriores conceptos se define el conjunto de negociacion:

Definicién 3.3 Aumann & Maschler [{]. Una imputacion & € I(v) es un elemento
del conjunto de negociaciéon Mf)(v) st para cada objecion de un jugador i contra otro

Jugador j con respecto a T existe una contraobjecion de j contra ¢.

Observacidén 3.4 De la definicion de objecion se desprende que una condicion nece-
saria para realizar una objecion respecto a una distribucion I es que exista una
coalicién T tal que v(T) > z(T'), o en otros términos que el exceso de la coalicion T
sea estrictamente positivo, i.e. e(1,Z) = v(T) —z(T) > 0.

Es importante destacar que cualquier imputacion perteneciente al Nicleo del juego
no presenta ninguna objecion posible; no es posible ejercer ninguna objecion contra
ningun elemento del Nicleo dado que los excesos para todas la coaliciones son no
negativos (i.e., v(S) —z(5) > 0). Por tanto,

Cw) € MP(w) Vv e G

3.2.1 El caso de un juego equilibrado de tres jugadores

En esta seccién analizaremos el caso de un juego de tres jugadores cuando el Nicleo es
un conjunto no vacio, es decir cuando el juego pertenece a la clase de juegos equilibra-
dos (B?). El resultado de este anélisis sera que el conjunto de negociacién coincide con
el Nicleo. Esta equivalencia ya es conocida pero introducimos su estudio dado que

su sencillez facilitara la comprension de los conceptos de objecién y contraobjecién.

Teorema 3.5 Sea (N,v) € B® con N = {15k}, entonces

C(v) = MP ().
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DEM.

Por la observacién 3.4, es suficiente considerar una imputacion que no pertenezca
al Nicleo y demostrar que tampoco pertenece al conjunto de negociacién.

Sea ¥ € I(v) — C(v). Dado que ¥ no pertenece a C(v), existe una coalicién
{1,7} tal que v(zj) > x(ij). Por ser un juego equilibrado se derivan entonces dos

consecuencias:
o z;, > v(k).

e Existe al menos una coalicién S de dos jugadores diferente de {7,;}, tal que
v(S) < z(5). Esta dltima afirmacién se desprende del hecho de que si no fuera
cierto se verificaria que

> vu(S) > 2-zx(N) =2-v(N)
SCN;|S)|=2

siendo una contradiccién con la hipdtesis de que el juego era equilibrado.

Dependiendo de cual sea la coalicion S, serd el jugador 7 o el jugador 7 quien presentaré

una objecién contra el jugador k via la coalicién {z,;}.

e Si S = {j,k} entonces el jugador ¢ presentard una objecién § via {7,;} :
1

Yi = z; + E[U(ij) —z; — ),

1, ..
yi = @i+ 5l(ig) — e —wjl.

Dicha objecién no tiene contraobjecién (Z) por parte de k dado que se tendria
que presentar a través de una coalicién de T'y; = {k,jk} pero entonces z;, >
zr > v(k) o zj+ 2 > y;i+ax > zj+ 2 > v(jk) lo cual invalida cualquier

contraobjecion.

e Si S = {i,k} la objecién es idéntica a la anterior pero la realiza el jugador j

contra el k.

En ambos casos se llega a la conclusion de que es posible presentar una objecién
contra el jugador k sin que éste pueda presentar una contraobjecién y por tanto se

concluye que dicha imputacién no pertenece al conjunto de negociacién. 0
Corolario 3.6 Si ({i,j,k},v) € FG* = C(v) = Mgi)(v).

Dicha conclusion es evidente dado que todo juego financiero es equilibrado.
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3.2.2 El caso de un juego financiero de n jugadores

Al igual que en el caso de tres jugadores, es posible demostrar que para los juegos
financieros de n jugadores, el conjunto de negociacion y el Nucleo coinciden. Dado
" un juego financiero v respecto al vector , deberemos probar que, considerando
una imputacién & que no pertenezca al Nicleo, se puede formular una objecién contra
esta distribucién sin que se pueda realizar contraobjecién alguna. En primer lugar
seleccionaremos una coalicién a través de la cual realizar la objecién: esta coalicién,

que denominaremos T', debe satisfacer las dos condiciones siguientes:

(a)
o(T) — (T) > v(S)—2(S) VS C N. (3.1)

Nétese que si £ C(v) entonces v(T) — z(T) > 0.

(b)
Si o(T)—=z(T) = v(S) —z(S) entonces |T| > 1S|. (3.2)

Por tanto, debemos seleccionar una coalicién de méximo exceso® (3.1) y, de entre
éstas, de méxima cardinalidad (3.2).

Una vez fijada la coalicién, seleccionaremos el jugador ¢ que realizard la objecién.

Este jugador cumple los siguientes requisitos:

A T T
€Ty g<Zvjer (3.3)

por tanto, el jugador 2 es aquel perteneciente a T con el menor pago medio®.

El jugador, que denominaremos 7, al cual va dirigida la objecion serd cualquiera
que no pertenezca a T', i.e. J € N\T.

Esta particular eleccién de la coalicién y los jugadores involucrados en la nego-
ciacién propicia que se verifiquen dos propiedades que posteriormente nos serian de

gran utilidad.

Propiedad 3.7 Sea M € T';;, entonces

Z Ci-fM< Z z;

1€ M\T 1€M\T

3El exceso de una coalicién S respecto a una distribucién se define como v(S) ~ z(S5).
4Obsérvese que el pago a un jugador en un juego financiero se puede interpretar en términos
unitarios (pago medio) respecto a los recursos aportados por el jugador, i.e. &
1
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donde fyy = —iﬂ]\—qc—
1eM Tt

DEM.
Supongamos que 3 ;e\t Ci - fr > 3iennr 45 entonces
v(T) —2(T) < [u(T)=z(T)] + [Ciemr Ci - — Tiemr 2] <
< Bier Ci - fuur — Tier @i + [Ziema Ci - fuor — Tiemnr 2] =
=oMUT) —z(MUT).

Dado que M € T'; se cumple que M \ T # @ y entonces |T'| < |T'U M| lo cual

supone una contradiccién con (3.2). |
Propiedad 3.8 v(T) — z(T) > v(M)—=z(M) VM €Tjy.

DEM.

Teniendo en cuenta (3.1) sdlo tenemos que demostrar que V. M € T, o(T) —
z(T) # v(M) — z(M). Supongamos que existiera una coalicién M € T'j; tal que
o(T) — z(T) = v(M) — z(M) > 50; entonces, existiria un jugador £k € TN M
tal que & < fy. En efecto, si Vi € T N M se cumpliera que z; > C; - fa,
sumando las anteriores desigualdades para todos los jugadores de TN M obtendriamos
que Yiernm i = (Ciernm Ci) - fm. De aqui, y dado que por la propiedad 3.7
Yiemr Ti > iemt Ci - fu, se deduciria que Yieprzi > Tien Ci - fr = v(M).
Ello implicaria que v(M) — (M) < 0 lo cual es una contradiccién con la hipétesis

de partida.

Dado que existe pues un jugador £ € TN M tal que 2z, < C} -y, por la eleccién

particular del jugador 2 se cumplird que z; < C;-fy. De aqui se deduce que

o(T) —2(T) <v(T)—2(T) + C; fy—a; = v(M) —a(M) + C;-fy —a; <
< w(MU3) — (MU {i})

lo que contradice que T sea la coalicion de maximo exceso. O

Hasta ahora sélo conocemos qué jugadores (¢ contra j) y qué coalicién (T') se
utilizaran en la objecién pero no conocemos cual es el pago que recibirdn los jugadores.

La idea principal de la demostracion de la coincidencia entre el Ntcleo y el conjunto

SRecuérdese que v(T') — z(T) > 0 al no ser & una distribucién del Niicleo.
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de negociacién es que hemos de hacer una objecién de manera que se evite cualquier

posible contraobjecidn. Segin la definicién de contraobjecién ello sucedera cuando

o w4+ Y oz >v(M) VM €Ty
ieMnNT €M\T

donde los valores y; representan los pagos recibidos por los jugadores de T en la
objecion. La anterior condicién implica que los valores de y; se han de fijar de manera
que sea imposible contraobjetar a través de una coalicion M donde estén presentes
jugadores de T'. Si en la coalicion M no existe ningun jugador de T habremos de
verificar que inicialmente el exceso de esta coalicién era negativo (v(S) —z(S) < 0) y
que por tanto era imposible utilizar dicha coalicién para una contraobjecién.

Antes de demostrar el principal Teorema de este apartado enunciaremos una
proposicion que nos sera de gran utilidad para nuestro proposito; dicha proposicién
nos indica la relacién entre el juego reducido, tal y como lo definiamos en el capitulo
anterior®, y el juego original cuando tenemos un vector § que no es eficiente en el
juego reducido pero que verifica todas las restricciones referentes a su Nicleo, i.e.

Yiessi = vEV(S)VS C N\ j.

Proposicién 3.9 Sea (N,v) un juego cooperativo, T € R™ con z; > v(j) y

8= (81...,8-1,8+1,.--,8,) € R"1,
entonces
siY s 2vf Y(T) VT CN\j = S si+ S a>vS) VS CN.
ieT i€S\s i€Sn{s}
DEeMm.
i) Sij ¢ 5,

v(9) < vg\j(S) <D s

1€S
ii) Sij € S, entonces S = T'U{j} paraalgin T C N\jy

o(8) < max{o(T) +z;,0(T U j)} = max{o(T),o(T'Uj) — 2} + z; =

I

V(1) + 25 < Tiersi+

N\iay —
6 Uz (m) - 0>
v‘g\j(T) = max{v(T); v(TUj)~z;} TCN\j
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Nétese que en el apartado (ii) y para el caso § = {j} tenemos que ' = §; sin embargo,
la deduccién realizada sigue siendo correcta dado que suponiamos que z; > v(j). O

Esta proposicidn nos indica que, dado un vector (8) que verifique las restricciones
del Nicleo en el juego reducido, si completamos dicho vector con la componente z;
utilizada en la reduccion, el nuevo vector verificard las restricciones del Nicleo en
el juego original. Obsérvese que no exigimos ni que el vector § sea eficiente en el
juego reducido ni que el vector completado lo sea en el juego original. La implicacién
planteada en la proposicién supone deshacer el proceso realizado para el célculo del
juego reducido; por ello, cuando apliquemos esta proposicion, nos referiremos a ella
como el proceso de “desreduccién”. Finalmente demostraremos el Teorema principal

de este apartado.

Teorema 3.10 Sea (N,v) un juego financiero respecto a O, entonces
Cv) = MP ().

DEM.

Sea ¥ € I(v) — C(v) y T una coalicién que verifica las condiciones (3.1) y (3.2).
Sean 7 y 7 los jugadores seleccionados tal y como hemos descrito anteriormente.

Si el jugador ¢ realiza una objecién contra el jugador ) utilizando la coalicién T, el
jugador]A' no podra contraobjetar utilizando una coalicién M € T';; tal que MNT = §
dado que por la propiedad 3.7 tendriamos que Yicps Ci - fir < Sienr i y por tanto
v(M) < Y;em @: lo cual, por definicién, imposibilitaria una contraobjecién.

Por tanto sélo nos habremos de preocupar sobre posibles contraobjeciones reali-
zadas utilizando coaliciones M € T';; tales que M NT # . Estas coaliciones tienen

la siguiente estructura:
M =SURU/{j} donde S CT\3; RC N\ (TU{}}),

es decir, la coalicién M resulta de la union de algunos jugadores que estdn en T
(jugadores de S) con algunos jugadores que estan fuera de T, incluyendo siempre al
jugador {7} (R U {j}). Vamos a estudiar la manera de realizar una correcta objecién
para evitar contraobjeciones que provengan de estas coaliciones.

Sea R una coalicién tal que § € R C N\ (T' U {7}); entonces , podemos definir
para cada R un nuevo juego (T'\ {1}, wg) donde

wr(0) = 0, ) )
wr(S) = v(S U RULY — Ticrugyzi VS C T\ {2}
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Es importante remarcar que el juego wg no es financiero dado que no podemos es-
tar seguros de la positividad de los valores de la funcién caracteristica. Sin embargo, si
que podemos asegurar que pertenecen a la clase de juegos de valores medios crecientes’

respecto al vector C: esto se deduce de la aplicacién del Lema 2.20 tomando P =

5 x _ 5 ificand o O v((T\{1}) YRU{j}) 4 S
RU{7}, N* = T\ {2} y verificando que }";cp (5 D ——T < Yieruy Tis
esta iltima desigualdad se deriva de la aplicacién de la propiedad 3.78,

Obsérvese que todos los juegos (T \ {2}, wg) éstén definidos sobre el mismo con-
junto de jugadores T'\ {2} que es siempre no vacio®; por tanto es posible definir el

juego méximo (T \ {z},u) donde su funcién caracteristica es:

u(S) = max _ Wg.
BCRCN\(TU{{;}})

Este juego también es de valores medios crecientes respecto al mismo vector dado
que es el méximo de una serie de juegos crecientes respecto a un mismo vector

U

(Propiedad 2.18). Tomando la notacién fO5 = = -, tenemos que
ies 7t

u(8) = °C;-1% V5 € T\ ({i))
1€S
donde si Yies, Ci € Yies, Ci = 0%, < £%, Sy, 5, C T\ {z}.
En este instante nos podemos encontrar con tres situaciones diferentes:
(a) T\ {z}| > 1 pero zx < 005 Cr VE € T\ {z}.
(b) [T\ {z}| = 1 pero zx > £ (5 C» donde T\ {i} = {k*}.

(¢) |T'\ {i}| > 1 pero existe al menos un jugador k; € T \ {¢} tal que zj, >
fOT\{;} * Okl .

A continuacién, para cada caso formularemos una objecién que no tendrad con-

traobjecién posible:

(a) |T\ {2} > 1 pero z) < fOT\{;} .Cy Yk € T\ {i}. A partir de aqui definimos
el juego w como
u(S) = w(S)—z(S) VS C T\ {i}.
"Ver la definicién 2.17 , pagina 100.

8Témese en la propiedad 3.7 M =T\i U R U j.
®Nétese que |T] > 2.
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Dicho juego tiene el Nicleo no vacio: por ejemplo, la distribucién  definida

como

ti =04 Ci — o Vie T\ {1}
pertenece al Nicleo. En efecto,

() Sieniy ti = Tiengy o Ci—2) = Tieng FPrv Ci — Tiengy @ =
w(T\ {e}) —2(T'\ {z}); '

(i) Tiesti = Ties(fmpy-Ci — 2:) 2 Ties(fs- Ci — @) = u(S) — ()
VS CT\z.

Obsérvese que, dado que z;, < fOT\{;} .Cp Yk € T\ {i}, se cumple que
t; > 0Vi € T\ {z}. Por otro lado

u(T\{1}) = w(T\{})~=(T\{e}) =  max  wp(T\{1}) —2(T\{:}) =

#CRCN\(TU{s})

( suponiendo que dicho méximo se alcanza para una coalicién R)

= wg(T\ {t}) = 2(T\{z}) = »(T\ {Hh URU {3}) — =((T\ {{})URU {j})

donde (T'\ {t})URU{j} € T}
Teniendo en cuenta esto, el jugador ¢ podra formular una objecién (T, ) contra

el jugador 7 donde

yi = i+t + g i € T\{i}
v =+ g

i

siendo a = [o(T) — 2(T)] = [o((T\ {}) URU {3}) = «((T\ i) URUL {7})};

nétese que la propiedad 3.8 nos garantiza que o > 0.

Esta objecién no tiene contraobjecién posible por parte de {7}: supongamos
que el jugador j formula una contraobjecién (M, Z) respecto a (T, 7); dado que

la.coalicidn M tiene la estructura
M =SURU({j} dnde #S C T\{t}; RC N\ (TU{3})

se verifica que

°Dado que £07, 5, 2 £95 VS T\i
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ZZi: Z Ziznzyi“i' Z .’L‘i>122(.’lli+ti)+ Z T, =

€M i€ESURU{5} €S ieRU{7} €S ieRU{j}
= Z(xi‘f‘fOT\{i}‘Cz'—xi) + Z ;2 E(fOS‘Ci) + Z z; =
i€S ieRU{7} €S i€RU{]}
= u(S) + T; = max _ wg(S) + z; >
( ) iGI%J:{‘;} ﬂgQgN\(TU{J}) ) iERzU:{‘}'}
> Y oz 4+ o(SURU{D~ Y @ = o(SURU{J}) = v(M).
i€RU{3} i€RUL{;}

Esto supone una contradiccién dado que una de las dos condiciones para que
una contraobjecién sea valida es que Y ;car 2; = v(M). Por tanto, concluimos

que en este caso no existe contraobjecion posible.

() [T\ {¢}| = 1 pero z4p» > fOT\{;}-Ck‘ = u(k*) donde T\ {¢} = {k*}.

Teniendo en cuenta la hipétesis de partida se cumple que

Ty > u(k”) = wCQCIJIV}ngm)wQ(k*) > v({F"}URU{}) —2(RU {3})

VR;) € R C N\ (TU{j}). En otros términos esto equivale a

z({FJURU{3}) 2 v({f"}URU{3}) VR0 C R C N\ (TU{j}) (3.4)

Por (3.4), el jugador 7 podré formular una objecién (T, #) contra el jugador ;
donde

Yo = T + 35,

v =+ 3
siendo a = v(T) —z(T) > 0
Esta objecién no tendrd contraobjecién posible por parte de j: supongamos que
el jugador ; formulase una contraobjecién (M, Z) respecto a (T,%); dado que la

coalicién M tiene la estructura

M=SURU({j} donde 0 £S5 CT\{s}; # C RC N\ (TU{j})

1Por definicién de contraobjecién.
2Dado que y; = x; +1; + 771 siendo a > 0.
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se cumpliria que

Zzi:: Z Z; = Zpr + ZziZyk*—F Z$i>

€M ie{k* JURU{}} i€RU{7} i€RU{j}

> ae + Y @ > Pu(S)URU{GY) = v(M).
ieRU{7}

Igual que en el caso anterior, esto supondria una contradiccién con la exigencia
de que Y ;enr 2 = v(M). Por tanto, concluimos que en este caso tampoco existe

contraobjecién posible.

(c) |T'\ {¢}| > 1 pero existe al menos un jugador &k € T'\ {z} tal que z, >
7 - Cra-

Partiendo del vector 2T\ € RIT\E con mg‘\{%} = z; Vi e T\ {1}, y dado que
existe un jugador k; € T\ {2} tal que z;, > Cj, -f OT\ () reducimos (aplicando

la definicion 2.14 ) el juego eliminando este jugador y obteniendo un nuevo

T\({1}u{k1})

vl que también es de valores medios crecientes (Teorema 2.21)

juego u
donde

WINEED (5) = S0 M VS € T\({}U (k)
1€

Sien el juego reducido encontramos un jugador k; que verifica z;, > C, -

f lT\( (3}u{k, ) Podemos reducir el juego nuevamente obteniendo un nuevo juego

ufq\ﬂsg,};‘iii’}k)ﬁ) De esta manera podriamos continuar hasta que obtuvieramos el
juego reducido ufx({;}}%i:)_l) siendo P™ = {ky,...,kn} C T\ {2} el conjunto

de jugadores eliminados del juego original en m pasos tal que, o bien z; <
Ck £\ (yupmy V b € T\ ({t} U P™), o T\ ({z} U P™) contiene un sdlo
elemento {k*} pero zix = Chr - ™1\ (5yupm)-

Dependiendo de cudl haya sido el final de las anteriores iteraciones procederemos

de una manera u de otra. Consideraremos los dos casos posibles:

Bpor (3.4).
14Fste nuevo juego supone la reduccidn de un juego que ya era reducido. Para este juego la cor-

uT\({f}u{k,})>T\({f}U{kl,kZ})

. . Nosotros utilizaremos 16 A i
N AP0 N ilizaremos una notacién mas sencilla,

recta notacién seria (

(TN ULk ko))
ST\HUlk Yy
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(c1) T\ ({¢} U P™) contiene un sélo elemento ({£*}) pero

T\({}up™ *
T 2 P00\ (yupmy - O = %;{({{?};Pm)—l)(k )-

Nétese que las sucesivas reducciones realizadas partian en cada caso de la
siguiente hipdtesis:

Ty z fOT\E : Ckl 2 fokl 'Ofcl = u(kl)
para el primer jugador reducido k; y

. . ; ) —1
Tk, 2 fJ—lT\({2}upj—1) Gy, 2 ISfJ—lkj L, = u T )(kj)

7 ZT\{iKPI—2)
j=2,...,m P%=0 para los jugadores reducidos sucesivamente.

Estas mismas desigualdades nos permitiran aplicar reiteradamente el pro-

ceso de desreduccién (proposicién 3.9) a los juegos

T\({i}uP™) T\({i}uP™-1) T\({i}uP')
oT\(Grupm=1ys Yory(giyupm=2)s -0 U 1\

partiendo de § = (zx+) € R. De esta manera obtendremos que

w(S) < 2MHS) vS C T\ {3}

Entonces, dado que el juego u es el maximo de los juegos wg, tendremos
que para todo R; § € R C N\(T'U {j})

wa(S) < 2™HS) VS C T\ {3}

y por tanto,

vW(SURU{3}) < 2(SURU{j)}) (3.5)
VS CT\{i}ydCRC N\(TU{3}.

Finalmente podremos formular la objecién ¥ € RIT! utilizando la coalicién

T:

e!
vyi=a +—VieT
|7

15Cada juego reducido es un juego de valores medios crecientes y, por tanto, fj‘lg > fj“li Vi e

S.
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donde @ = v(T) — z(T) > 0.
Si el jugador 7 hiciera una contraobjecién Z, lo harfa a través de una
coaliciéon M = SURU {7} con S # § (es decir, con interseccién no vacia

con T') perteneciente a I';;, pero ello es imposible dado que por (3.5)

S>>yt Y zm> Ywi+ », @ > v(SURU{S}) = v(M).
€M i€s i€RU{7} €S i€RU{7}
(c2) T\ ({¢} U P™) contiene al menos un elemento pero

Entonces, definimos el juego (%, T \ ({1} U P™)) como

DD (9) —a(9) si WP 9y 5(9) > 0

sT\({iyupm—1)
. T\({fyuP™
0 si uxg\ﬂi({{;}}%pm)_l)(S) —z(5) <0
SCT\ {i}uPm).

Dado que z; < Ci - o5 (upmy VE € T'\ {1} U P™, sumando estas

desigualdades se verifica que
BT\ (i} U P™) = w Gl (TA (G} U P™) = 2(T\ ({i}U P™) > 0

Es facil demostrar que para el juego U siempre existira al menos una
imputacion (ti)ieT\( {jupm) con todas sus componentes positivas y que

pertenecera al Nicleo del juego. Considérese el siguiente vector t:

Por (3.6) se cumplird que t; > 0 Vk € T\ ({z}UP™). Ademds podemos
comprobar que pertenece al Nicleo. Sea S C T'\ ({t} U P™), entonces

Dotk =) (fmT\({z}upm) -Cr — xk) =16
keS kES .

= max{0, Y (fmT\({i'}upm) O, — :ck) > 17
kesS

6Por (3.6). .
"Dado que el juego uf)&ﬂ}ﬁi?.u
Mg Vs cT\ ({i}uP™).

es de valores medios crecientes se cumplira que fmT\({i‘}qu) >
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> max{0, E(fms +Cr — 1)} = u(S)

keS
Por tanto el juego es equilibrado y podemos afirmar que existe un vector
{ e C(u)tal quet; > 0 Vi € T\({z}UP™). Ademis por la definicién del
juego U deducimos que, para toda coalicién S perteneciente a T\({;} UP™)

tenemos que

T\({1}uP™
uxﬂ\"gf{i}}UPm)—l)(S) - }_;fﬂi < gti =
1€ 1€

UT\({Z}uP’") (S) < Z(f’%“Hé)

2T\ {IYuPm=1)
€S

VS C T\ ({:}uPpm) (3.7)

Tomando s; = z; + ?; y partiendo de la desigualdad (3.7), el proceso de

desreduccién '® (proposicién 8.9) aplicado reiteradamente a los juegos
T\({yuP™=1)  T\({i}uP™=?%) T\({1}uP')
T\({IYupm=2)s 2 r\({ijupm=3)y * * * 1 ¥ T\ (i}

nos conduce a que

u(S) < >

i€[T\({TJuP™))nS

ieP™mNS

y por tanto, por la definicion de u y wg tenemos que

(CEi —{-ti) + Z C oz (38)

i€(PmnS)U(RU{})

v(SURU{j}) < >
1€[T\({t}uP™)]nS
VRCN\(TU{})yVSCT\ {2}
Podemos entonces formular de nuevo la objecién ¥ € RITl utilizando la
coalicién T'.

Antes de esto, obsérvese que 3;cq\ (yupmyti = @(T\({z} U P™)). En el

apéndice de este capitulo (ver pag 166 ) se demuestra que

a(T\({t} U P™)) = v(5*) — z(S*) para algin S* € L.

18N6tese que en cada paso de la desreduccién el valor zj, cumple que
q 1Y 3 ple q

> fj-—l . C . U(kl)‘: P j: 1
o= Bmdery T = WG (k) =2 m PO =

va que ha sido el criterio para reducir el juego.
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Aplicando la propiedad 3.8 , o = [v(T) — z(T)] — [v(S*) — z(S*)] > 0.

Entonces, la objecion sera la siguiente:

i € {1}uP™,

=
It
B
+
=

sttt i€ T\({z} U P™).

Obviamente Y ;cryi = v(T). Siel jugador 7 hiciera una contraobjecién
la deberfa hacer via una coalicién M = SURU{j} (S # ) perteneciente

a I'z;, pero ello es imposible dado que

oz =D+ > x> > yi+ Y, wi+ Y

€M €S i€RU{j} ie[T\({tyuP™)INS i€(P™NS) i€RU{7}

Sustituyendo el valor de la objecién y aplicando (3.8) tenemos que

Zzi > Z (zi—f—ti)—l— Z z; + Z z; > ’U(SURU{]A})

ieM iE[T\({z}UPm)]ﬁS 1€(PmNS) iERU{:y"}

lo que invalida la contraobjecidn.

Dado que en todos los casos analizados es posible realizar una objecién valida (sin
contraobjeciones posibles) concluiremos que el Nucleo equivale al conjunto de nego-
ciacién. . O

Para una mejor comprension, aplicaremos el anterior Teorema a un ejemplo; el
juego considerado tendra seis jugadores. Ello obedece a un doble motivo: en primer
lugar, a que no hemos encontrado un juego con menos jugadores donde la objecién
no fuera trivial como la del caso (c1) de la demostracién; en segundo lugar porque
en un juego de bastantes jugadores se puede observar mejor el proceso de reduccién

utilizado en la demostracién.
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Ejemplo 3.11 Supongamos un juego financiero de seis jugadores respecto al vector

¢ = (100, 200, 300, 400, 500, 600)

siendo f(z) = z-[1+i(z)] y

0.1 0<z<650
. 0.11 650 < « < 850
() =3 0115 850 <z < 2050
0.12 z < 2050

Consideremoé ahora la siguiente imputacion
£ = (111, 223, 336, 444, 555, 683)

La siguiente tabla nos muestra los valores de la funcién caracteristica y los excesos

de cada coalicién (v(S) — z(5)).

STCW) [v(8) [x(S) [e(S,2) ] STCWI)| v(S)]x(S) [e(5,%)
) 0 0 0 o 34| 700 77| 780 | -3
1] 100 110 [ 111 1] 35] 800 888 891 -3
2[ 200 220] 223 3| 36| 90010035 | 1018 | -15.5
3] 300] 330 336 -6 | 45| 900 | 1003.5 | 999 45
4| 400 | 440 | 444 -4 | 46 1000 | 1115 | 1127 -12
5| 500 | 550 | 555 -5 [ 56 1100 | 12265 [ 1238 | -11.5
6| 600 660 683 | -23[128| 600 660| 670 | -10
12| 300 | 330 | 334 4124 ] 700 777 | 778 -1
13| 400 | 440 [ 447 71125 ] 800 | 888 | 889 -1
14| 500 [ 550 | 555 -5 [ 126 | 900 [ 1003.5 [ 1017 | -13.5
15| 600 | 660 | 666 6| 134 800 | 888 | 891 -3
16| 700 | 777 794 | -17 [ 135 | 900 | 1003.5 | 1002 1.5
23 | 500 | 550 | 559 -9 136 ] 1000 | 1115|1130 | -15
24 | 600 | 660 | 667 -7 | 145 | 1000 | 1115 | 1110 15]
25 | 700 | 777 | 778 -1 [ 146 | 1100 [ 1226.5 | 1238 | -11.5
26 | 800 | 888 | 906 | -18 [ 156 | 1200 | 1338 | 1349 | -11




3.2. El Conjunto de Negociacién segiin Aumann & Maschler 141

STCE) T (8 [x(5) [e(5.2) STCBY T v(8) [ x(9) [e(5.7)
234 900 | 1003.5 | 1003 0.5 1345 | 1300 | 1449.5 | 1446 3.5
235 | 1000 1115 | 1114 1 1346 | 1400 1561 | 1574 -13
236 | 1100 | 1226.5 | 1242 |} -15.5 1356 | 1500 | 1672.5 | 1685 -12.5
245 | 1100 | 1226.5 | 1222 4.5 1456 | 1600 1784 | 1793 -9
246 | 1200 1338 | 1350 -12 2345 | 1400 1561 | 1558 3
256 | 1300 | 1449.5 | 1461 -11.5 2346 | 1500 | 1672.5 | 1686 | -13.5
345 | 1200 1338 | 1335 3 2356 | 1600 1784 | 1797 -13
346 | 1300 | 1449.5 | 1463 | -13.5 2456 | 1700 | 1895.5 | 1905 -9.5
356 | 1400 1561 | 1574 -13 3456 | 1800 2007 | 2018 -11
456 | 1500 | 1672.5 | 1682 -9.5 12345 | 1500 | 1672.5 | 1669 3.5
1234 | 1000 1115 | 1114 1 12346 | 1600 1784 | 1797 -13
1235 | 1100 | 1226.5 | 1225 1.5 12356 | 1700 | 1895.5 | 1908 -12.5
1236 | 1200 1338 | 1353 -15 12456 | 1800 2007 | 2016 -9
1245 | 1200 1338 | 1333 13456 | 1900 | 2118.5 | 2129 -10.5
1246 | 1300 | 1449.5 | 1461 -11.5 23456 | 2000 2230 | 2241 -11
1256 | 1400 1561 | 1572 -11 ) 123456 | 2100 2352 | 2352 0

Obsérvese que la imputacién propuesta no pertenece al Nicleo dado que existen
excesos positivos para algunas coaliciones. Vamos a formular pues una objecién que
no tenga contraobjecion alguna.

Observando la Tabla, vemos que las coaliciones con maximo exceso son la {145}
y la {1245}; segun el criterio que hemos dado, seleccionaremos la coalicién {1245}
dado que es la que tiene mayor nimero de jugadores, y la identificaremos con la
coalicion T' a través de la cual realizaremos la objecién. Se puede verificar que todas
las coaliciones con interseccién vacia con 7' tienen exceso estrictamente negativo vy,
por tanto, no pueden ser utilizadas para una contraobjecion.

Si calculamos el pago medio de los jugadores de {1245} obtenemos el siguiente

resultado:

2L = [Laa); 2 = 11155 = = [1a1]; & = [1.11]
Ol C2 04 C15

donde el pago medio menor corresponde a los jugadores 1, 4 y 5; cualquiera de
éstos podra formular la objecién contra cualquier jugador fuera de la coalicién, es

decir, contra el jugador 3 o el 6. Vamos a considerar dos situaciones:

(i) El jugador 1 realiza una objecién contra el 6.

En esta situacidn, el jugador 6 podria contraobjetar utilizando coaliciones del
tipo M = SUR U{6} donde S C {245} y § C R C {3}. De aqui construiremos
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los correspondientes juegos wg

S |w@y(S) || S | wis(S)

2 205 | 2| 2075

4 432 4| 4305

5| 5435 5 542
24| 655 24| 6535
25 | 766.5 | 25 765
45 | 9895 | 45 988
245 | 12125 | 245 | 1211

De estos dos juegos obtenemos el juego maximo u donde

u(S) = max{uwy(S); wiey(S)}.

S| u(S)

2| 2075

4 432

5| 543.5
24 655
25 | 766.5
45 | 989.5
245 | 1212.5

Dicho juego es de valores medios crecientes respecto al vector (200, 400, 500).

El valor medio para la coalicién total es 222 = 1.1023; dado que z5 = 223 >
C,-1.1023 podemos reducir el juego en este jugador obteniendo el juego reducido
Ui%ii.}s} .
S | u i (5)
4 432
5 543.5
45 989.5

Dicho juego es de valores medios crecientes respecto al vector (400, 500). El

valor medio para la coalicion total es 958% = 1.0994; dado que z, = 444 >



3.2,

El Conjunto de Negociacién segiin Aumann & Maschler 143

(C4-1.0994 podemos reducir el juego en este jugador obteniendo el juego reducido

uiﬁs} donde
ulll, (5) = 545.5.

Este juego consta de un sélo jugador; el valor medio para la coalicion total

s % = 1.091 y se verifica que x5 = 555 > Cs-1.091. Podriamos reducir

nuevamente el juego pero dado que sélo nos queda un jugador no lo haremos y
detendremos el proceso iterativo de reduccidon. Nétese que nos hallamos en el

caso (c1) analizado en la demostracién. Partiendo de la desigualdad

y aplicando la proposicién 3.9 obtenemos que

a2 ull(S) ¢ {45).

€S

Aplicando nuevamente la misma proposicion llegamos a la siguiente conclusidn:

x> u(S) S C {245}
i€S

Por la definicion del juego u ello equivale a

>z > wr(S) S C {245}

€S

para todo § C R C {3}. Finalmente, por la definicién de los juegos wg tenemos

que

Y z; 2 v(SURU{6}) S C{245},0C RC{3}.
1€ SURU{6}

La objecién que podemos formular es la siguiente:

Yi =z + Z Vi € {1245}

Se puede verificar que dicha objecion no tendrd contraobjecién posible.
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(i) El jugador 1 realiza una objecién contra el 3

Al igual que en el caso anterior podemos construir los juegos wg; en este caso

0 C RC{6}).

S | wipy(S) S | wey(S)

2 214 2 207.5

4 441 4 430.5

5 552 5 542
24 667.5 || 24 653.5
25 779 || 25 765
45 1002 | 45 988
245 1225 || 245 1211

El juego u, mdximo de los dos anteriores, coincide con el juego wy. En este caso
s6lo podemos aplicar el criterio de reduccién del juego una séla vez: en efecto,
el valor medio para la coalicion total es f0{245} ifgg = 1.1136 verificandose
que

223 = 75 > Cp- 045 = 200-1.1136 = 222.7.

Por tanto podemos reducir el juego (u, {245}) €liminando el jugador 2 (jugador
ky) obtendiendo el juego reducido u{1245}\({1}u{2} donde

wUZENAIVED gy = max{u(4), uw(24) — 25} = max{441, 667.5 — 223} = 444.5,
f1245}\({1}"{2})(5) = max{u(5), u(25) — z,} = max{552, 779 — 223} = 554,
11245}\ {UVED (45) = max{u(45), u(245) — w3} = max{1002,1225 — 223} = 1002.

En el juego reducido el valor medio para la coalicién total es
y NV (45
Y ie(asy G

= flys = 1.1133.

Podriamos continuar reduciendo el juego si el pago medio para algin jugador
que aln permanece en el juego fuera mayor que 1.1133; esto no se verifica ni para
el jugador 4 ni para el jugador 5, y por tanto el proceso iterativo de reduccién
ha finalizado. Obsérvese que este caso corresponde al apartado (c2) analizado

en la demostracion. Para este caso construimos el juego ({45}, @)
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u(4) = ulpay/ WV (4) — 4, = 444.5 — 444 = 0.5,
(5) 0,
u(45) = ulay/ MV (45) — 2, — 2y = 1002-999 = 3,

Nétese que u(45) = v(345) — z(345) = 3 < o(T) — z(T) = v(1245) —
z(1245) = b. Definimos entonces el valor o como [v(1245) —z(1245)] —[v(345) —
z(345)] = 5 —3 = 2. Tomando un punto del Nucleo del juego %, por ejemplo

(t4, t5) = (15,15),

construiremos la objecion § del jugador 1 contra el jugador 3 via la coalicién

T = {1245} de la siguiente manera:

no= o1+ = 111+ 2 = 111.5,
v = T+ = 223+ % = 223.5,
Ya — \’E4+|—%‘I+t4 :444—‘-%-*'15:446,
ys = @5 + jo + ts =555+ 2415 = 557.

Se puede verificar que esta objecién no tiene posible contraobjecién.

3.3 El Conjunto de Negociacién de Mas-Colell

En el conjunto de negociacion, seguin Aumann & Maschler, las objeciones y con-
traobjeciones se realizaban de un jugador contra otro; la discusién se enmarcaba
en un proceso de negociacion bilateral. Mas-Colell [34] propuso una modificacién
del concepto de objecién y contraobjecién para enmarcarlo dentro de un proceso de

negociacién conjunta.

Definicién 3.12 Sea & € I*(v). Una objecion respecto a & es un par (T,§), T C N,
7 € R!T! tal que y; > z; Vi €T, siendo al menos una de las desigualdades estricta

Y > eryi < o(T).
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Definicién 3.13 Una contraobjecion respecto a (T,y) es un par (M,Z), M C N,
7€ RM tal que z; > z; Yie M\T yz > y; Yie MNT, siendo al menos una
de las desigualdades estricta y Y ;epr 2 < v(M).

En este caso la objecién respecto a & es formulada conjuntamente por una coalicién
T que propone un pago y para sus componentes donde nadie sale perjudicado y al
menos alguien mejora. La contraobjecién la formula una coalicidn M que iguala o
supera el pago propuesto en la objecién a los jugadores de M que se vieron beneficiados
de ella y iguala o supera el pago inicial a aquellos jugadores de M no presentes en T
nuevamente algunos de estos jugadores deben salir estrictamente beneficiados. Una
preimputacién Z pertenece al conjunto de negociacion si para toda objecion existe

una contraobjecién. Al conjunto de negociacién de Mas-Colell’® lo denotaremos por
B(v).
Para el caso de los juegos financieros vamos a demostrar que este conjunto de

negociacion coincide nuevamente con el Nicleo.

Teorema 3.14 Sea (N,v) un juego financiero respecto al vector C_", entonces
C(v) = B(v).

DEM.

Sea ¥ € I*(v) — C(v) y T una coalicién de mdximo exceso respecto a dicha
imputacion, i.e. v(T) — z(T) > v(S) — z(S) VS C N. Dado que % no pertenece al
Nucleo, se deduce que v(T') — z(T') > 0.

Ademds se verifica que para toda coalicién M, tal que MNT = @, v(M)—z(M) <

0; ello es inmediato dado que si supusieramos lo contrario tendriamos que
o(T) —z(T) < [o(T) —2(T)] + [v(M) —2(M)] < v(TUM)—2(TUM)
lo cual supone una contradiccién dado que T' era una coalicién de méximo exceso.
Esto implica que si se realiza una objecion por parte de la coalicién T', no nos hemos
de preocupar por una posible contraobjecion de una coalicién M cuya interseccién
con T' sea vacia.
Sea ahora M tal que M NT # (; se verifica entonces que

D.Ci-frup < Y a (3.9)

1€R 1€ER

19Para su estudio ver también el articulo de Vohra [60).
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donde R = M \ T. En efecto, si supusieramos lo contrario tendriamos que

o(T) —2(T) < [v(T) —2(T)] + [Z C; - fror — 2131] < [Z C; - fror — (1)) +

i€ER 1€R €T
+[ZC€ 'fTUR—’Z-Ti] = v(TUR) ——IE(TUR)
1€R 1€ER

lo cual es una contradiccién dado que T' era una coalicién de maximo exceso.

Obsérvese que toda coalicion M con interseccién no vacia con 1" se puede expresar
como M = SU Rdonde SCTy® C R C N\T. Entonces para cada R (nétese

que R puede ser vacio) definimos el juego wg sobre el conjunto de jugadores T' donde
wr(S) = v(SUR) — z(R) VSCT.

Dicho juego es de valores medios crecientes respecto al vector CT: esto se deduce
por (3.9) v la aplicacion del Lema 2.20 tomando P =Ry N*=1T.
Aligual que en la demostracién del conjunto de negociaciéon de Aumann & Maschler,

definiremos el juego méximo de todos los posibles wg:

u(S) = S)}.
(5) = ez {wn(S)}

Dicho juego es asimismo de valores medios crecientes respecto a CT dado que
es el maximo de una serie de juegos de valores medios crecientes. Obsérvese que
w(T) = wp(T) = v(T) debido a que T' es una coalicién de méximo exceso?. Aligual
que para el conjunto de negociacion de Aumann & Maschler, el juego u se puede

expresar de la siguiente manera:
u(S) = (Zcz) A% VS CT
i€S

donde f% = SQLQL

iesCi

En este momento debemos considerar dos casos:
(a) T < Ck'fOT Vk e T.

(b) 3k € T tal que zx, > Cy, - f7.

20Efectivamente, imaginemos que u(T) = v(T'U R) — z(R) > v(T') donde R # {; restando z(7") a
ambos lados de la desigualdad obtendriamos que v(T'U R) — 2(T'U R) > v(T) — z(T) lo que supone
una contradiccién pues T' era una coalicién de maximo exceso.
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Analizaremos los dos casos anteriores formulando en ambas situaciones objeciones

que no tengan contraobjecién posible:

(a) En este caso se verifica que z(T) < Yyer Ck - f7 lo que permite realizar la

siguiente objecién ¥ a través de la coalicién T':

Y = Ci'fOT Vi eT.

Obsérvese que Y ;erys = w(T) = v(T) y que y; > z;. Esta objecién no tendra

contraobjecién posible dado que toda contraobjecién (M, Z) se deberia realizar
a través de una coalicién M = SU Rdonde S C T, S#0y® C R C N\T

pero

DieM Zi

Niviv v

lo cual invalidaria dicha contraobjecion.

Yies¥i + Yier®i = Yoies Ci - f07 + Tiermi >
Yies Ci % + Tierti = uw(S) + Tier@i >

wr(S) + Tier®i = v(SUR) — YCicp®i + Yier®i =
v(SUR) = v(M)

(b) Si existe un jugador k; € T tal que zy, > Cj, -2 podemos realizar un proceso

de reduccién idéntico al realizado para el caso del conjunto de negociacién de

Aumann & Maschler:

Juego | Jugador reducido Condicién reduccién Juego resultante
T\k

U k] :Ckl 2 fOT . Ckl uj.q\ 1

T\k T\k
ui.‘; ' kZ Lky e flT\kl : Okz ui,*;\lzl
\pr-1 ' -1 \Pm
a—;}\pm—z km ka Z fm T\Pm"l ’ Ckm 5;\}:771—1
NP

U s FIN zp < fBp\pn - Cp VEET\ Py,

Respecto a este proceso de reduccion hemos de remarcar dos cosas:

-7 > 2

Si |T) sélo contuviera un jugador que denominaremos k*,

tendriamos que z(T') = zp > Cis - £ = uw(T) = v(T') lo que supondria

una contradiccion dado que v(T') — «(T) > 0.
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— Este proceso tiene la particularidad de que nunca nos conducira al extremo
. . T\Pm )
de que nos quedemos con un juego reducido u_r\ pm-s tal que el conjunto
de jugadores T\ P™ contenga un tnico elemento ({k*}) donde se verifica
que

T\pP™
T o _>_ fmT\UPm . Ok‘"‘ = uICI\‘\PTn‘l (k*).

Si ello ocurriera, el proceso de desreduccién (proposicion 3.9) nos con-

duciria a que
v(SUR) < z(SUR) VSCTyRCN\T

En concreto para S =T y R = () tendriamos que v(T') < z(T') lo cual es

imposible dado que la coalicién T' tenia exceso estrictamente positivo.

Por otra parte, es facil verificar que
ughf, o (T\ P™) = o(T) —2(P™) > 0 (3.10)

En efecto supongamos que ugf};_l (T\P™) = v((T\P")UQUR)—z(QUR)
donde @ C P™, ) C RC N\T y QUR # P™; entonces, v((T \ P")UQUR) —
2(QUR) > v(T) — z(P™) lo que implica que v((T \ P")UQUR) — z((T'\
P™)UQUR) > v(T) — z(T) lo que es imposible dado que T era la coalicién

con maximo exceso.

Por tanto, nos centraremos en el caso en que z; < f®pn\p, - Cy, Vke T\ P,
donde 7'\ P™ # (. Aligual que en la anterior demostracién generamos el juego
u sobre el conjunto de jugadores T'\ P™:

wN o (S) —2(S) si uN L (S) —2(S) >0

LT\pm—1 FT\pm—1
0 siulemo () — 2(S) < 0

Este juego tiene el Nucleo no vacio; para la demostracién nos remitimos a la
realizada para el caso del conjunto de negociacién de Aumann & Maschler (ver
pégina 137) dado que es idéntica. Sea ¢ una distribucién del Nicleo de u;

entonces, tenemos que

~ Por (3.10), @T \ P™) = uipmes (T \ P™) — 2(T\ P™) = o(T) — 2(T).
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a(S) < > tiy, por tanto, uZ:T\C;_l () < D (ti+ ). (3.11)
ies i€S

VS C T\ Pm

Partiendo de la desigualdad (3.11) y considerando s; = t; + z;, el proceso

de desreduccién (proposicién 3.9) aplicado a los sucesivos juegos reducidos

qu\«fzjq j=m,m—1,...,1 nos conduce a
w$) < Y (mi+t)+ Y @ VSCT.
i€(T\P™)NS 1€eP™NS

Nétese que ha sido posible aplicar esta proposicién a cada juego reducido dado

que se verifica que

s - T\pPJ—1 .
'y > I 1T\PJ'—1 : ij > ngl 1kj ‘ ij = ua_ﬂ\.,\Pj_.Q(kj) J = 2,.. ,am,mo— 1

y
$k1 Z fOT ' Ckl Z fokl 'Ck1 = u(kl)7

y por tanto, por definicién del juego v y tomando M = SU R
v(M) = v(SUR) < Yoo (miHt)+ Y, @+ Y (3.12)

ie(T\P™)nS iePmNS i€R
VSCT, VRCN\T. |
Finalmente, podemos conocer cual es la objecidn ¥ a realizar por la coalicién 7
Y= T Vi e P™,
ri+t; Vee T\ P™
Recuérdese que (T \ P™) = o(T') — z(T) > 0y que u(z) > 0 lo que implica

que algun ¢; es estrictamente positivo.

Dicha objecion no tiene contraobjecién (M,Z) posible. En efecto, sea M =

SUR,S=MnNT;S#0y R=M\T; por (3.12), tenemos que

D> >yt Yy > vt Y oyt Yy = o(M)

ieEM 1€S 1€ER 1€(T\P™)NS 1€(P™)NS 1€R

lo cual invalida la contraobjecion dado que se deberia cumplir que z(M) <
v(M).

'21Recuérdese que cada juego reducido es un juego de valores medios crecientes y, por tanto,
-1, > f-1,yi e 5.
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O

Finalizaremos esta seccién, aplicando la anterior demostracion al ejemplo 8.11.

En el ejemplo discutiamos cuél debia ser la correcta objecién a la imputacién
Z = (111, 223, 336, 444, 555, 683)

para que no existiera contraobjecién. Al igual que en aquel caso, la coalicion 7' de
maximo exceso coincide con la {1245}, aunque dado que no imponemos restricciones
sobre el nimero de jugadores podria ser la {145}. A partir de aqui generamos los

juegos wg y el maximo de ellos, el juego u:

S C(S) Wy W{3} W{e} W36} U f‘g
1] 100 110 104 94 97 110 1.1
2| 200 220 214 205 | 208.5 220 1.1
4| 400 440 441 432 | 431.5 441 | 1.1025
5| 500 550 552|| 543.5 543 552 | 1.1040
12 | 300 [330] 324 | 320.5 320 330 1.1
14 | 500 550 | [552]| 5435 543 552 | 1.1040
15 | 600 660 | |667.5 655 | 654.5 | 667.5 | 1.1125
24 | 600 660 | |667.5 655 | 654.5 | 667.5 | 1.1125
25 | 700 77| |79l 766.5 766 779 | 1.1129
45 | 900 ||1003.5|| 1002 | 989.5 989 | 1003.5 | 1.115
124 | 700 77| 779 766.5 766 779 | 1.1129
125 | 800 888 | |890.5 878 | 877.5| 890.5 | 1.1131
145 | 900 | [1115]| 1113.5| 1101 |1100.5| 1115 1.115
245 | 1100 | [1226.5 1225 | 1212.5 | 1212 [ 1226.5 | 1.115
1245 | 1200 | (1338 1336.5| 1324 | 1334 | 1338 | 1.115

La tdltima columna (f%g) refleja el valor medio de cada coalicién; se puede observar
como el juego u es de valores medios crecientes respecto al vector €124}, Dado que
el pago al jugador 2 es superior o igual al pago proporcional respecto a la coalicién

total, i.e.
223 = 23 > 04505 - Cy = 223,

podemos reducir el juego en este jugador; en la siguiente tabla se reflejan los

. : 145
valores del juego reducido ui.{m}s):
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S [ullie(8) ]| s [wlEL(S) —2(9 ]
1 110 1.1 -1

4 444 .5 1.1113 0.5 0.5
5 556 1.112 1 1
14 556 1.112 1 1
15 667.5 1.1125 1.5 1.5
45 1003.5 1.115 4.5 4.5
145 1115 1.115 5 5

Dado que para ninguno de los jugadores que atin permanecen sin reducir, jugadores
(1,4 y 5), se verifica la condicién para una nueva reduccién (z; > Ci- flyy), el
proceso de reduccion finaliza. Construimos entonces el juego %(S) que figura en la
dltima columna de la anterior tabla. De dicho juego seleccionamos una distribucién
en el Nicleo, por ejemplo, (0.5, 2, 2.5). Entonces, podemos confeccionar la objecién
7 a través de la coalicién {1245} otorgando un pago a los jugadores de §¥ = (111 +
0.5, 223 + 0, 444 + 2, 555 + 2.5). Obsérvese que la objecién se ha formado asignando
a los jugadores reducidos su pago original z; y a los jugadores que permanecian en
el juego su pago original mas el pago correspondiente en el juego %. Dicha objecién
es imposible de contraobjetar dado que el pago minimo que cada coalicién deberia
recibir es superior al valor de la coalicién. Este pago minimo se calcula otorgando z;
a los jugadores que quedaron fuera de la objecién y y; a los que estaban presentes en

la objecién.
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3.4 El conjunto de Negociacion de Zhou

Las soluciones de Aumann & Maschler y de Mas-Colell constituyen las aportaciones
maés importantes dentro del drea de los conjuntos de negociaciéon. Otras definiciones
de conjuntos de negociacién han seguido los pasos de las dos primeras modificando
en algunos aspectos los conceptos de objecién y contraobjecion; en este sentido cabe
destacar el conjunto de negociacién de Zhou. [63]

El conjunto de negociaciéon de Zhou constituye una amalgama entre los conjuntos
de Mas-Colell y de Aumann-Maschler: como en el primero, los actores de la objecién
y contraobjecién no son jugadores sino coaliciones; del segundo recoge la manera de
realizar el pago a los jugadores involucrados en las objeciones y contraobjeciones.
Sin embargo, también introduce novedades: la primera es que el nuevo conjunto estd
definido de manera tnica para cualquier estructura de coalicidn; la segunda se refiere a
las coaliciones que pueden efectuar una contraobjecién. Respecto a la primera se ha de
remarcar que el conjunto de Aumann & Maschler se caracterizaba por tener asociado
una estructura de coalicién B. Esta estructura representaba el conjunto de coaliciones
que efectivamente se habian formado; el problema se centraba en repartir entonces el
pago asociado a cada coalicién de B entre sus miembros. Una distribucién asociada
a una estructura es un par (&;B) donde B = {S5;,...,Sx|S: N S; =0,VS,S; €
B;Us,es Si = N}y & € R" tal que z(S;) < v(S;) j=1,...,k En cada juego se
habia de analizar o conocer previamente qué coaliciones de jugadores se han formado
y luego proceder al reparto mediante la negociacién. Para Zhou la formacién de una
estructura de coalicién no es previa al juego sino es el resultado de la negociacién
entre los jugadores; por tanto, a priori, cualquier distribucion asociada a cualquier
estructura es susceptible de pertenecer al conjunto de negociacién. A continuacién

definiremos los conceptos base de objecién y contrabojeccién:

Definicidon 3.15 Sea (&,B) una distribucién asociada a la estructura B. Una ob-
jecion de una coalicion T' C N respecto a (Z,B) es un par (T, i) donde se verifica

que
(a1) i € R,
(a2) y(T) < v(T) y

((ZS’) y; > x; YeeT.




154 Capitulo 3. El Conjunto de Negociacién

Definicién 3.16 Una contraobjecion de una coalicion M respecto a una objecion

(T,9) es un par (M,Z) donde

(al) 7 € RMI,

(a2) (M) < o(M),

(a3) z; >y VieMNT yz > z; Yie M\T y

(a4)
MNOT#Q M\T#0; y T\M#9. (3.13)

Una distribucién (&, B) pertenecera al conjunto de negociacién [RB(v)] si para

cada objecion que se pueda realizar respecto a & existe una contraobjecién.

De las anteriores definiciones, Zhou remarca que si un juego es superaditivo
respecto a la coalicién total?? las tdnicas distribuciones que se pueden encontrar
en el conjunto de negociacién son distribuciones colectivamente racionales para la
coalicién total (i.e., z(IN) > v(N)); ello es inmediato dado que si una distribucién
no es colectivamente racional puede recibir una objecién de la coalicién total que,
por definicién, no tiene contraobjecién. De hecho sélo se pueden considerar aque-
llas distribuciones que son preimputaciones: para todo pago Z asociado a la es-
tructura de coalicion B, y suponiendo la superaditividad del juego, se verifica que
v(N) > Ts,e80(S;) = Cs;en 2(S5;); conjuntamente con la racionalidad colectiva ello
implica que si ¥ pertenece al conjunto de negociacién deber4 ser una preimputacién.

Por otra parte, también es facil verificar que una distribucién que no sea indivi-
dualmente racional no puede pertenecer tampoco a RB(v) dado que una objecién por
parte de un jugador individual no tiene, por definicién, contraobjecién. Por tanto, y
en particular, se deduce que para los juegos financieros el conjunto de negociacién de
Zhou es un subconjunto de imputaciones.

Es evidente también que las distribuciones del Nicleo estdn incluidas dentro del
conjunto de negociacién dado que no es posible formular una objecién contra ellas.
En consecuencia, para un juego financiero de dos jugadores el conjunto de negociacién
equivale al conjunto de imputaciones que a su vez, es igual al Nicleo.

En adelante vamos a analizar si para un juego de tres o més jugadores, una

imputacién que no pertenezca al Nicleo puede pertenecer al conjunto de negociacidn;

22Un juego es superaditivo respecto a la coalicién total si 25,8 V(Sk) < v(N) para toda particién
B de N; los juegos financieros son juegos superaditivos y por tanto superaditivos respecto a N.
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para ellos subdividiremos las distribuciones ¥ € I(v) — C(v) en dos grupos tomando
como referencia las coaliciones de maximo exceso y maxima cardinalidad. En efecto,

sea Mec(Z) el conjunto de estas coaliciones, i.e.

. _ J RC N talque 1) ¢(R,Z) > e(T,Z) VT € 2V
Mec(7) = { %) si e(R,7) = e(T,&) = |R| > |T] [

A partir de este conjunto definimos O y P como:

o O = {fel(v)—C(v) tal que VT € Mec(f)IM C N; donde M y T
verifican (3.13) y v(M) —z(M) = v(T') — «(T')}.

e P = {7€lI(v)—C(v) tal que 3T € Mec(Z) donde
vo(T) — z(T) > v(M) — z(M) para toda M C N que verifica (3.13)}

Obsérvese que O U P = I(v)—C(v). El siguiente Lema analiza las distribuciones
de P.

Lema 3.17 Sea (N,v) € FG" respecto al vector C, |N| >3 y & € P. Entonces 7

no pertenece al conjunto de negociacion de Zhou.

DEM.

Sea T' una coalicién de maximo exceso y maxima cardinalidad (" € Mec(Z)) que
verifica las condiciones exigidas en la definicién del conjunto P. La idea es realizar
una objecion a través de esta coalicién que no tenga contraobjecién.

Si esta objecion se realiza via la coalicion T', las posibles contracbjeciones sélo

podran ser realizadas a través de coaliciones M que tengan la estructura
M =S8URdonde SCT;S#0,T; RC N\T; R#£0

Ndtese que por (3.13) S no puede ser vacia pero tampoco igual a T'; también por
(3.13) R no puede ser vacia.

Al igual que para el conjunto de negociacién de Mas-Colell se verifica que

Y Ci-frup < ) (3.14)

t€R 1ER

donde R = M \ T. Efectivamente, si supusieramos lo contrario tendriamos que

o(T) = 2(T) < (T) = 2(T)] + > Ci-fror) = > 2 < [ Ci- frop — a(D)] +

1€ER 1€ER €T
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+[ZC§~ fror — Z.Tt] =v(TUR)—2(TUR)
1€ER i€ER
lo cual es una contradiccién dado que T' era una coalicién de maximo exceso.
Entonces para cada R (diferente del vacio), definimos el juego wg sobre el conjunto
de jugadores T' donde

wR((o) = 07
wr(S) = v(SUR) — z(R) VSCT.

Dicho juego es de valores medios crecientes respecto al vector CT; esto se deduce
por (3.14) y la aplicacién del Lema 2.20 tomando P =Ry N*=T.

Aligual que en la demostracion del conjunto de negociacion de Aumann & Maschler,
definimos el juego mdximo de todos los posibles wg:

w(S) = | max {wr(5)}

Dicho juego es asimismo de valores medios crecientes respecto a C'T dado que es
el maximo de una serie de juegos de valores medios crecientes.
Al igual que para el conjunto de negociacion de Aumann & Maschler el juego u

se puede expresar de la siguiente manera:
u(S) = (ZC,‘) £ vscr
€S

0o u(S)
donde f%¢ = SO

En este momento debemos considerar dos casos:
(a) T < Ck'fOT Vk eT.
(b) 3k € T tal que zx, > Cy, - f2.

Analizaremos los dos casos anteriores formulando para ambas situaciones obje-

ciones que no tienen contraobjecion posible:

(a) Obsérvese que w(T) = wgx(T) = v(T'UR) — z(R) donde § # R C N\ T.
Al comparar u(T') con v(T') resulta que v(T) > u(T). En efecto, dado que
w(T) = v(TUR)—x(R),si u(T) > v(T) se verificaria que v(TUR)—z(TUR) >
v(T) — z(T') lo que supondria una contradiccién dado que T era una coalicién

de maximo exceso y maxima cardinalidad. A partir de ahora notaremos como

« la diferencia entre v(T) y w(T') [« = v(T') — u(T)].
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En este caso la objecién (T, ¥) que se debe realizar es la siguiente:

y; = C; - £ + -I-% VieT (3.15)

que no tiene contraobjecién (M, Z) posible. En efecto, siendo M = S U R,
MNT =Sy M\T = R tenemos que

SNa= n+d 52> u+ Y w>

ieM ies i€R ies ieR
> Zci‘fOT + >z >® Zci'fos + > =u(S) + )z >
ies i€R ies ieR i€R
> wg(9) + chi = v(SUR) —in + Zwi = v(SUR) = v(M)
ieR i€R i€R

lo que invalida dicha contraobjecion.

(b) Si existe un jugador k; € T tal que x4, > Cy, - f% también podemos realizar
un proceso de reduccién idéntico al realizado para el caso del conjunto de ne-
gociacién de Aumann & Maschler. Es importante remarcar que T contiene al
menos dos jugadores dado que Z es una imputaciéon. A continuacién describire-

mos el esquema de reduccién ya mostrado para el conjunto de negociacién de

Mas Colell:

Juego | Jug. reducido Condicién reduccién Juego result.
u k1 ag 207 Cp y [T| 22 U
up ks 2hy = F1y - Oy y 1T\ {i}| 2 2 ulNe
e b | e 2 e Gl y [T\ PP 22| oDV
u?f;m FIN z < fp\pm - Cr YVEET\ Py,
o|T\P" =1
Al igual que en los anteriores conjuntos de negociacién P1,..., P™ representan

los conjuntos de jugadores reducidos en cada paso, y

T\k1 T\P™—1 T\P™
Uzgr 5 evey Ugpypm—2s U p\ pm—1

23Dado que fOT > fOS ScT.
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los sucesivos juegos reducidos; dichos juegos son asimismo de valores medios
crecientes. Obsérvese como, a diferencia del conjunto de negociacién de Mas-
Colell pero al igual que para el caso de Aumann & Maschler, el final del proceso

de reduccién finaliza cuando se verifica que :

(b].) T < fmT\Pm . Ck Vk e T\Pm,

(b2) o cuando no verificaindose la anterior condicién se verifica que [T\ P™| = 1.

Para el caso (b1) generaremos el juego @ donde, al igual que en los conjuntos
de negociacion anteriores, se define como

WD (S) —(8) si ulN (S) —(S) >0

LT\PmM—1 T\pm—1
7(S) = S cT\Pm

0 si u oo () — 2(5) < 0

Nétese que (T \ P™) = o(T\ P* U Q UR)—z(T\ P” U Q U R) donde
QCPryd£RCN\T.

Este juego tiene el nucleo no vacio, nos remitimos para su prueba a la realizada
para el conjunto de Aumann-Maschler (pag 137); sea t € RIT\F™l un vector
del Nicleo. Podemos formular entonces la siguiente objecién i a través de la

coalicién T':

yi = =i + g i€ pPm
yi =z +ti+g €T\ P"

1

donde @ = [v(T) — z(T)] — W((T'\ P™) U Q UR) — 2(T'\ P™ U Q U R)].
Obsérvese que « siempre serd estrictamente positivo: si = P™ entonces
((T\P™)UQUR = TUR que es una coalicién de mayor cardinalidad que T
y por tanto, dada la particular seleccién de 7', de menor exceso; si Q # P™,
entonces T'U @ U R verifica la condicién (3.13) y en consecuencia, dado que

Z € P, tiene menor exceso.

Esta objecion no tiene contraobjecion (M, Z) posible. En efecto, consideraremos

dos casos:

1- (MNT) N (T\ P # 0
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Zzi= Zzﬁ-Zziz Zyi"‘ Z$i>

€M tEMNT 1€M\T 1€EMNT 1€M\T
> o (mit)+ DD wm+ Y wi= Y m+ oy, i >™
1€(T\Pm)nM tEP™NM ieM\T €M ie(T\P™)nM
> >z +u(T\P™)NM) > %
teEM
> 3 @it U ema (T\PINM) = > 2 27
ieM ’ ie(T\P™)nM
> >zt ma};{u(Mﬂ(T\Pm)UQ)——Z zi}— Y, oz >7
iem 9P i€Q ieMA(T\P™)
Z Z T; + u(MﬂT)— Z xr; = 8 Z Z; + maXx {wR(MﬂT)} —
ieM ieMnT ieM 0#RCN\T
— Z :CiZNZCL'i-I-wM\T(MﬂT)— Z T, =
t€EMNT €M tEMNT
= Z:c,-—}—v((MﬂT)U(M\T))— Z z; = v(M).
ieM t€(MNT)U(M\T)

2- (MNT) N (T\P™) = 0.

Este caso se produce cuando todos los jugadores de M NT han sido reduci-
dos en el proceso de reduccién que nos conducia desde el juego u hasta el

juego u:;c,m_l; en otras palabras, tenemos que M NT C P™. Recuérdese

que

Ty, 2 07 Chy 2 % - Cr, = u(ky)

> P pi - Gy 20070 O = Wi (k) §=2,...,m

Tk; 3 FT\Pi—2

2

es decir, que en cada paso de la reduccion el pago al jugador que iba a ser

reducido era superior al valor de la funcién caracteristica para ese jugador.

24Dado que ¢ pertenece al Nicleo de .

Z5Por definicién del juego .

26 Aplicando la definicién del juego uf,xypm_l y para todo @ C P™.

2"Tomando Q@ = M N P™.

Z8Por definicién del juego u.

29En concreto y para R = M\ T.

.301Nétese que cada juego reducido es un juego de valores medios crecientes y, por tanto, £-1 s >
-4, vie S
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Aplicando la definicién de juego reducido a cada una de las anteriores

desigualdades tenemos que

o oz > u{kIUQ) j=1,...,m; VQC P
1€{k; JUQ

De manera mas compacta, esto equivale a

in > u(P) VPCP™
ey

y por tanto, para el caso concreto en que P = M N T, tenemos que

S &> u(MNT) (3.16)

EeMnT

Esta desigualdad nos permite deducir que

D= oG+ Yyom= Yyt Y o>

ieM iEeMnT iEM\T iEMnT i€EM\T
> 3 z; + S @i >Nu(MNT) + > oa =
ieMnT 1€M\T 1€M\T
= pmex {wr(MNT)} + ie%:\Tfm > (para R = M\ T)

> unr(MNT) + Z z; =
ieM\T

=o(MNTYUM\T)) — Y zi+ > z;=o(M).

i€eM\T i€eM\T

En ambos casos se llega a la conclusién de que Y ;cpr 2 > v(M) lo que invalida,

la contraobjecion.

Finalmente, nos queda por analizar el dltimo caso que hemos denominado an-
teriormente (b2) y que se caracterizaba por:
— |T'\ P”*| = 1; supongamos que T'\ P™ = {k*}

i 2 P2 p\pr - Cpo = Ul Moy () (3.17)

31Por (3.16).
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Aplicando el proceso de desreduccién (proposicién 3.9) partiendo de la desigual-
dad (3.17) obtenemos que

S e > u(S) VS CT. (3.18)

€S
Entonces la coalicién T puede formular la siguiente objecion

o(T) — z(T)

VieT.
T

Yi = T +

Esta objecién no tiene contraobjecién (M, Z) posible dado que

Nom> D oyt D owm> >, mi+ Yo o>

€M 1EMNT 1€M\T ieMnT i€M\T

>uMNT)+ Y o> wpr(MNT)+ D 2 = v(M)
iEM\T 1€M\T

lo cual es una contradiccién dado que la condicién para realizar una objecién
es que v(M) > z(M).

En todos los casos analizados no existe contraobjeciéon posible con lo que la dis-
tribucion & queda excluida del conjunto de negociaciéon de Zhou. O

Una vez analizadas las imputaciones pertenecientes al conjunto P analizaremos
las imputaciones pertenecientes al conjunto (0. Notese que una consecuencia del
anterior Lema es que las Unicas imputaciones fuera del Ntucleo que pueden pertenecer
al conjunto de negociacién son las pertenecientes al conjunto O. Ello nos permite

enunciar el siguiente corolario:

Corolario 3.18 Seav € FG" respecto al vector C_", entonces
si v es convezo = RB(v) = C(v).

DEM.

Partiendo de que C(v) € RB(v), lo unico que debemos probar es que si ¥ €
I(v) — C(v) = @ ¢ RB(v). Lo que en realidad probaremos es que si ¥ € I(v) —
C(v) = ¥ € P con lo que teniendo en cuenta el Lema anterior quedara demostrado
el Corolario.

32Por (3.17).
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Supongamos entonces que & € P y por tanto & € O; entonces existiran dos
coaliciones T'y M que satisfacen (3.13) tales que v(T") —z(T") = v(M)—z(M) siendo
T es una coalicién de exceso maximo y maxima cardinalidad.

Ahora bien, si v es convexo ello implica que el juego de excesos wz(R) = e(&, R) =
v(R) — z(R) es también convexo. De aqui, y dado que M y T' no son comparables y

con interseccién no vacia (condicién (3.13)) tendremos que
e(T, %) + e(M,&) < e(MUT,) + e(MNT,Z).
En este momento se pueden dar dos casos:

e sie(MUT,Z) > e(MNT,Z) = 2-¢(T,%) < 2-e(MUT,Z) lo que comporta

una contradiccidn ya que M U T es de mayor cardinalidad que 7.

e sie(MUT,Z) < e(MNT,Z) = e(T,%) < e(MNT,Z) lo que comporta una

contradiccién con el hecho de que T sea una coalicién de maximo exceso.

En ambos casos llegamos a una contradiccién y por tanto Z € P. Como ya hemos
dicho, por el Lema 3.17, ello implica que & € RB(v)

0

El estudio general sobre si una imputacién de O pertenece o no al conjunto de

negociacién de Zhou no es un problema resuelto. A lo anteriormente enunciado sobre

los juegos convexos, afiadiremos ahora un estudio de los juegos de tres jugadores.

3.4.1 El caso de tres jugadores.

Cuando estudiabamos el conjunto de negociacién de Aumann-Maschler, analizamos
el caso particular de los juegos de tres jugadores y llegabamos a la conclusién de que
coincidia con el Niicleo para el caso de los juegos equilibrados. Ahora realizaremos el
estudio del conjunto de negociacion de Zhou para el caso de los juegos financieros de

tres jugadores.
Teorema 3.19 Sea (N,v) un juego financiero de tres jugadores,
RB(v) = {& € I(v) tal que o bien, ¥ € C(v), o T € O}.

DeEM.

Sea & € I(v); entonces nos podemos encontrar en tres situaciones diferentes
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(a) & € C(v);
(b) 7 € P;
(c) # € O.

Para el caso (a), la imputacién pertenece a RB(v); para el caso el caso (b) ya
hemos demostrado en el lema 3.17 que £ ¢ RB(v); s6lo nos queda por demostrar
que para €l caso (c¢) Z € RB(v). ‘

Si & £ C(v), al menos una coalicién de dos jugadores tiene exceso estrictamente
positivo; sea {7, 7} esta coalicién .Sin embargo, dado que el juego es equilibrado se ve-
rifica que no todas las coaliciones de dos jugadores pueden tener exceso estrictamente
positivo: en efecto, sea N = {¢,7,k} y supongamos que

v(ij) —z; —z; > 0,
v(tk) —z; —zp, > 0,
v(jk) —z; —ap > 0.

Multiplicando las anteriores desigualdades por % y sumandolas obtenemos que

%.[U(z‘j)+v(ik)+v(jk)] > 2(N) = v(N)

lo que contradice que el Nicleo sea no vacio®.

Dado que ¥ € O, sean entonces T' = {ij} y M = {ik} las dos coaliciones de
maéximo exceso (estrictamente positivo) que figuran en la definicién del conjunto O.
Por la anterior discusién, se verificard que v(jk) — z; — ¢ < 0. De esta manera
las tinicas coaliciones que pueden realizar una objecion son T'y M. Si T realiza una
objecién, (T, ¥), la coalicion M siempre podra formular la siguiente contraobjecién

2 = Yi,
2k =z + [v(g) —yi — 7).

Obsérvese que v(ij) — y; —x; > 0; supongamos que v(zj) — y; — z; < 0, entonces
dado que y; > z; tendriamos que v(ij) — z; — z; < 0 lo cudl es imposible dado que
{ij} tenia exceso estrictamente positivo. Por tanto se deduce que z, > z;. Ademds

se verifica que

zita =y + o+ 0 —yi—2] =yt ekt L)~y — et =

33Ver caracterizacién de los juegos con Nucleo no vacio via conjuntos equilibrados
(Bondareva,1962).
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= x4z + (i) — zi — z;] =z + o + (k) — zi — 2 = v(ik);
por tanto Z constituye una correcta contraobjecién.

En el caso que la coalicién que realice la objecién sea la coalicién {ik}, la coalicién
{ij} podré realizar una contraobjecién de manera idéntica a la anterioremente ex-
puesta (para la demostracion, basta permutar los indices j y k). a

Del anterior Teorema concluimos que el conjunto de Negociaciéon de Zhou no
| siempre equivale al Nicleo del juego. En la siguiente grafica, se presentan cuatro

N casos diferentes:

Kloa2=v(12) . - 203 v(23)

#lex320(13
x}ox:!:v(m H3=v(i3)

’

ex2= V(‘Z)
- N i el R
! 223\ s el2xkel23) 7\ g gheeqtay)
\
\ 7/
—_— xlex2=9(12)

- .- e(13x)=e(23x)

/ ) \ /0
e{RB3x)=e(234) ° /

Figura 3.1

Obsérvese como para el caso de tres jugadores el conjunto de negociacién coincide
con un conjunto estable: aquel que selecciona imputaciones del Nticleo y que ademas
escoge, entre las imputaciones no dominadas por el Nucleo pero que no pertenecen a él,
aquellas que otorgan el mismo exceso a las coaliciones que no verifican las condiciones
del Nicleo.

Es interesante entonces investigar si siempre el conjunto de negociacién de Zhou
coincidird con un conjunto estable. La respuesta la tenemos examinando el juego del

| ejemplo 2.30. Para la imputacién
£ = (12.5, 23.5, 30, 66)

las {inicas coaliciones con exceso positivo, y que por tanto pueden formular objeciones,

son la {1,3} vy la {2,3}; ambas tienen un exceso de 1.5 unidades. A pesar de ser

34Dado que v(ij) — zi — z; = v(ik) — z; — zp.
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un juego de cuatro jugadores nos hallamos ante la misma situacién analizada en el
Teorema 3.19: dos coaliciones de dos jugadores con exceso maximo no comparables
y con interseccién no vacfa; por tanto, el juego de objeciones y contraobjeciones es el
mismo que el expuesto anteriormente.

De aqui concluimos que la imputacion Z pertenece al conjunto de negociacién de
Zhou. Sin embargo, como ya vimos en el capitulo segundo cuando analizabamos este
ejemplo, su Nicleo es estable lo que contradice la hipétesis de que el conjunto de

Negociacion de Zhou es siempre un conjunto estable.
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3.5 Apéndice
Lema 3.20 (utilizado en pdg 138)

(T \ ({e} U P™)) = v(S*) — z(S*) para alguna S* € e
DEM.

— “ m 2 P™ 4 m
WT\ ({5} P™) = W)L (TN {UP™) = 3 =
i€T\({r}uPm™)

— max {uT\W}U”’"‘ T\ ({33 U P™), wl NS ZAT ({5 U P™)] U ke )~

zT\({i}uPm—2)

Tk, } — Z z; =

{€T\({i}uP™)

T\({iyupm-1 i’ m
) m{“m;if{%}%ym-m\w}up ISPV
i€T\({1}uP™)

i m—1 4 m
W NN ({0 P U k) ~ 2k, — 3 } -
{€T\({{}uP™)

T ; m—2 ~ m
- max{{%;i({{?}%’;m_sﬁ(T\({z}up ) D DR
i€T\(HuPm)

f m=2 4 m
N (TN (U P Ubet) — 0y — 3 i
ieT\({BuPm)
uT\({Z}UPm_z)([T \ ({;} U Pm—l )] U km) — o, — Z i )

ZT\({iyupm=3)
i€T\({i}uPm™)

SXE (0 (50 PP Uk Ub) = 3 = 56— 3 } _
i€T\({z}uP™)
]
w([T\ ({{}UP™] U M) — a(M) - (T \ ({i} UP’”))} =

= max {
OCMCL{kyyokm}
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= o7\ ({FUP™] U M*) - o([T\ ({e}UP™)]UM") =
(donde § C M* C {ki,...,kn})

= s sy WA N U PT) U M) = o(TA ({1 U PP U MT) =

(suponiendo que dicho méximo se da para la coalicién R)

= wg((T\({i}U P™) U M*) — o(T\ ({t}UP™) U M") =

= o([T\ ({1} U P™)]U M* U (RU{7})) - 2(IT\ ({i} U P™)]U M* U (RU{j})).

Finalmente observaremos que [T\ ({1} U P™)]U M* U (R U {7}) pertenece a .



Capitulo 4

Soluciones puntuales

En este capitulo estudiaremos diversas soluciones que recomiendan una unica dis-
tribucién como pago a los jugadores en el juego. Entre estas soluciones puntuales
analizaremos el Valor de Shapley , el nucleolus y el valor de 7. Su analisis se hard
desde un punto de vista critico haciendo hincapié en las dificultades de su aplicacién

para el caso del juego financiero.

4.1 El valor de Shapley

Fue introducido por L.S. Shapley en 1953 ([51]). La férmula usual para el valor de
Shapley ¢(v) es la siguiente:

b)) = 2 () (SUD) = o(S)] i=1,...,n (4.1)

S CN\{z}
donde

(T) = 7] —n|,T’ —U'yr CN,T#N. (4.2)

Por tanto el valor de Shapley para un jugador ¢ equivale a la suma ponderada de
las contribuciones marginales del jugador a las diversas coaliciones que no lo contienen
[v(S U i) —v(S)]. Si tenemos en cuenta que Ygcny i} n(S) = 1 para todo: € N,
¥ () se interpreta como la probabilidad de que el jugador ¢ se agregue a la coalicién
S cuando ésta ya se ha formado; por tanto, el valor de Shapley se interpreta como el

valor esperado de la contribucién marginal del jugador ¢ en el juego v.

Como es sabido, Shapley caracterizo su valor por medio de cuatro axiomas:

169
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o Eficiencia ¥;cy ¢i(v) = v(IV).

e Simetria Para todo juego (N,v) € G™ y para toda permutacién § : N — N
con (N,0v) € G se cample ¢giy(0v) = ¢i(v) Vi € N.

e Aditividad Para todo par de juegos (N, v) y (N, w) se cumple que ¢(v + w) =
#(v) + ¢(w), donde (v4+w)(S)=v(S)+w(S).

o Propiedad del “Dummy” Un jugador es “Dummy” (o inttil) si se verifica
que :
W(SU{i}) = o(S) = o({i}) ¥S C N\ {i}
Si un jugador 7 es falso y si la solucién tiene la propiedad del jugador falso,
entonces
¢i(v) = o({s}).
Aprovechando esta caracterizacién, se deduce una formulacién alternativa del valor

de Shapley:
¢i(v)=zm i=1,...,n (4.3)

donde Ar son las coordenadas del juego (/V,v) en la base de los juegos de unanimidad

’U,Tl.

4.1.1 El caso de tres jugadores

Basandonos en la formulacién dada por la ecuacién (4.3), estudiaremos el valor de
Shapley para el caso de un juego financiero de tres jugadores. Sea N = {1,2,3} y

C1, Cy, U los recursos asociados a los jugadores; entonces, por (4.3) tenemos que

¢1('U) = )\{1} _I_ {;2} _I_ {213} + {1323} .
Sustituyendo el valor de las coordenadas® y tomando la notacién v(S) = C(S)- 4
C(S) - fs obtenemos
$1(v) = v(1) + u(lz)—vﬂ)wﬁz) + u(13)-ug)_v(3) +
+J123)—v(12)—vL3)-—v(23)+u(1)+v(2)+u(3) B
= C1- [f1+-12f~2——fl+—132:f1+_na;ﬁ.23;fmj-_1]+
+Cy - [_12;2 + _12.3;f12;f23j-_2] n
+Cs - [_m_—_f'a + i_'ua_:i_‘m;fnﬂ]

t%

o) —

1 s15 DT,
wr($) =9 g g 5.
2Ap = ngT(—l)lTl*lslv(S)
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Tomando N = {i,J,k}, podemos expresar el valor de Shapley para el jugador ¢

comao:

giv) = O [f+ Buch g fuhiy BBty

2
C; - fufi fijk“‘fij3“ jk+fj] + (4.4)
2
2 e fio—Eyth
Cp - [f,!2f5. + £k f;ka B k],

Los factores del tipo f'2—1;fi y sus simétricos siempre son positivos dado que f; =
%3} < Z,i(’i—% = f{;;}; los tnicos que pueden ser negativos son los del tipo Eﬁfigi‘—"if—' y
sus simétricos. Estos son, por tanto, los factores que pueden hacer que la distribucién
propuesta por Shapley no pertenezca al Nicleo. Esta idea es la que formalizamos en

la siguiente proposicion:

Proposiciéon 4.1 Sea ({1,J,k},v) un juego financiero de tres jugadores,

SifN-l-fiZfij+fiij7ék€N\iViEN = QS(U)EC(’U) (45)

DEM.

La eficiencia se deriva de la definicién del valor de Shapley; la racionalidad indivi-
dual se deriva de la superaditividad del juego financiero; sélo nos queda por demostrar
la racionalidad coalicional.

Si se cumple la condicién (4.5) todos los factores de la expresién (4.4) serén posi-

tivos. Por tanto,

B+ 850 2 (Gl + B4 0 (B8

>
+ (051 + Bf) 4 o (B5R)) = o({45))

.2

| &

a

Es facil también suponer que, en muchos casos, el valor de Shapley serd una

distribucién que no pertenecera al Nucleo del juego.

Ejemplo 4.2 Sea el siguiente juego v(1) = 10; v(2) = 20; v(3) = 33; v(12) = 33,
v(13) = 44; v(23) = 55; v(123) = 66, donde C, = 10, Cy, = 20, C5 = 30. EIl Nicleo se
reduce a un unico punto [ (11,22,33)] y el valor de Shapley es ¢(v) = (11,21.5,33.5).

Este tltimo ejemplo nos abre una serie de cuestiones sobre la validez del valor de

Shapley en un juego financiero:
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El valor de Shapley no siempre pertenece al Nicleo del juego. Sin embargo, éste

no es un inconveniente especifico de los juegos financieros,

Consideremos el beneficio neto para cada jugador segun el valor de Shapley
[(1,1.5,0.5)]; si lo expresamos en tanto por ciento respecto a los recursos inver-
tidos, obtendremos los siguientes porcentajes (10%, 7.5%, 11.66%). Obsérvese
que el jugador 2, cobra en términos medios una cantidad inferior. Esta dis-
tribucién seguramente no seria aceptada por el jugador 2. Diremos que la

distribucién no es creciente en valores medios.

Observacién 4.8 Si el valor de Shapley representa una distribucién iguali-
taria del valor de las coordenadas (ver (4.3)) sin tener en cuenta el “esfuerzo”
realizado por cada jugador en la consecucion del beneficio comun, la familia
de valores de Shapley ponderados (Kalai & Samet [2/], Hamlem, Hamlem &
Tschirhart [22]) introduce un ponderacion en la distribucion del valor de las
coordenadas. En este sentido, para el caso de juegos financieros parece ade-
cuado utilizar como factor de ponderacion los recursos de cada jugador. De

esta manera definimos el valor de Shapley proporcional ¢P(v) como

#(v) = Z(f—L AT> i=1,...,n (4.6)

T3 J€T C;
donde Ay son las coordenadas del juego v en la base de los juegos de unanimidad.

A pesar de tener en cuenta las diferentes aportaciones de los jugadores, el valor
de Shapley proporcional no pertenece, en general, al Nicleo; siguiendo con el

ejemplo 4.2, el valor de Shapley proporcional es
#(v) = (10.75, 21.8, 33.45)

que no pertenece al Nicleo.

El valor de Shapley naci6 con la idea de responder a los jugadores acerca de lo
que podrian esperar del juego (valor esperado del juego). A la vista del punto
anterior, no es muy probable que el valor de Shapley cumpla con esta exigencia.
El problema se centra en que el valor de Shapley distribuye las ganancias en

términos absolutos y no relativos.
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e Dado que el modelo del juego financiero nace de observar una retribucién media
creciente segin los recursos invertidos, es logico que cada jugador espere una
distribucién del beneficio total creciente tambien en términos medios. Esta idea
la recuperaremos en la cuarta parte de esta tésis, cuando tratemos de soluciones

especificas para juegos financieros.

e Una solucién para un juego financiero debe ser inmune a ciertas manipulaciones
de los jugadores: si un jugador recibe un determinado pago segiin un concepto
de solucién este pago no debe poder incrementarse si el jugador se desdobla en
el juego en dos jugadores diferentes dotando a cada uno de ellos con la mitad de
los recursos aportados por el jugador. Esta condicién es la misma que enuncia
M.A. de Frutos ([18]) en un contexto de juegos de Bancarrota . En el capitulo
5 estudiaremos con mas detalle esta propiedad. El siguiente ejemplo ilustra

esta situacion:

Ejemplo 4.4 Tomemos el siguiente juego financiero respecto al vector (10,20, 30)
v(1) = 10; v(2) = 20; v(3) = 30; v(12) = 30

v(13) = 44; v(23) = 55; v(123) = 72

donde el valor de Shapley es $(v) = (13, 23.5, 35.5). Obsérvese que el jugador
2 estd peor pagado en términos medios que el jugador 1. Imaginemos que este
jugador se desdobla en dos (27 y 2T siendo C] = 10 y CH = 10) generdndose

un nuevo juego financiero de cuatro jugadores (N,v) con N = {1, 2!, 21 3}:
7(1) =9(2) =9(3) = 10; 7(4) = 30; 7(12) = v(13) = v(23) = 20; v(123) = 30

D(14) = 0(24) = v(34) = 44; (124) = 5(134) = B(234) = 55; T(1234) = 72

El valor de Shapley para este nuevo juego es ¢(v) = (12 4+ 1 1241 12 4
i,35 + 3). Obsérvese que el pago total al jugador 2 se ha incrementado, tanto
en términos absolutos como en términos medios ¢5(V)+ $LI(T) > y(v). Por
tanto, si el valor de Shapley es el criterio elegido para la distribucién del be-
neficio, los jugadores deberdn estudiar su estrategia dptima respecto a cémo
presentarse frente al resto de jugadores con el objetivo de mazimizar su ganan-

cia.
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4.2 El nucleolus

Otro concepto de solucién puntual importante dentro de la literatura de juegos es el
nucleolus que fue introducido por Schmeidler [48].El nucleolus 7(v) se define en base

a los denominados excesos de las coaliciones.

Definicién 4.5 Sea (N,v) un juego cooperativo y & una imputacion. El exceso de la

coalicion S C N respecto a Z, e(S,Z) se define como
e(S, %) = v(S) — z(9).

El exceso representa la “queja” de la coalicién S dada la distribucién Z: un exceso
positivo (una queja positiva) representa que la coalicién S no ha recibido como minimo
lo que ella se podia garantizar y por tanto la distribucion estard fuera del Nicleo.
Por tanto, cuanto més pequefio sea el exceso mejor (incluso negativo®). El nucleolus
es aquella distribucion n(v) que minimiza las méximas quejas de las coaliciones. En
efecto, sea O(Z) el vector formado por los 2" excesos respecto a la distribucién Z,
uno por cada coalicién, escritos en forma decreciente; sea ©(7), el vector de excesos
para otra distribucién cualquiera. Los vectores de excesos ordenan las quejas de las
coaliciones, desde la mayor a la menor; si comparamos una a una las quejas siguiendo
el orden decreciente establecido, resultard mejor aquella distribucién que, en una de
estas comparaciones, otorgue un menor exceso a alguna coalicién. Més formalmente
diremos que # serd preferida a § si, siendo O(z) = (O(&);,0(Z)s,...,0(F)en), se

cumple que

0(7); < O(¥); paraalginital quel <¢ <20

y
O(Z)r = O(Y)r para toda ktal quel < k < ¢ —1.

Este proceso de comparacion se denomina ordenacién lexicografica de los vectores
de excesos. El nucleolus se define entonces como aquella imputacién que es preferida,
de acuerdo con el orden lexicografico de los vectores de excesos, a cualquier otra

imputacion.

3A pesar de reflejar que la coalicién ha recibido mds de lo que podfa garantizarse, un exceso
negativo continia expresando una queja dado que, comparado con el exceso de otra coalicién, ain
podria recibir un pago mayor.
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En general, no existe férmula general para el calculo del nucleolus; en este sentido
cabe destacar el trabajo de S.Brune [8] que facilita un método para calcular el nucle-
olus de juegos con un niumero reducido de jugadores, y en concreto, para juegos de
tres jugadores.

El Estudio del nucleolus se puede realizar alternativamente via el denominado
Kernel del juego (Davis & Maschler [11]). El Kernel es una solucién que selecciona
un subconjunto de imputaciones basdndose en los excesos de las coaliciones. Para
juegos con conjunto de imputaciones no vacio, su existencia se puede demostrar por
el hecho de que el nucleolus siempre es una imputaciéon del Kernel. Si relajamos la
condicién de racionalidad individual para las soluciones, y basandonos en los mismos
conceptos de Kernel y nucleolus, obtendremos los denominados Prekernel (Maschler,
Peleg y Shapley [33]) y prenucleolus ; igual que para el nucleolus y el Kernel, el prenu-
cleolus siempre pertenece al Prekernel. Estos mismos autores [33] establecieron que
Kernel y Prekernel coincidian para una gran cantidad de juegos entre los cuales se
hallaban los juegos superaditivos. Por tanto, y dado que los juegos financieros verifi-
can la superaditividad, para el estudio del nucleolus y del Kernel nos serd suficiente
centrarnos en el analisis del Prekernel y el Prenucleolus. En concreto, estudiaremos
qué sucede en el caso de tres jugadores y analizaremos el caso de una subclase de
juegos financieros definida en el capitulo tercero (seccién 2.3.2, pag 90), para la cual
ya se realizo el estudio del nicleo. '

Seguidamente, definiremos el Prekernel y empezaremos determinando lo que se

entiende por maximo excedente :

Definicién 4.6 Seav € G" y & € I*(v), el mdzimo ezcedente del jugador i sobre

otro jugador j respecto a la imputacion T en el juego v se define como

sy; = max (e”(S, )|t € S; 7 ¢ 5).

1)

Con esta notacion se define el Prekernel de un juego como

Definicién 4.7 El Prekernel (K*(v)) de un juego v es el conjunto de todas las preim-

putaciones ¥ € I*(v) que satisfacen
sij(€) = sji(&) Vi,j € N, i#j
4.2.1 El caso de tres jugadores

En esta seccién determinaremos las férmulas que permitiran el cdlculo del (pre)kernel

para los juegos financieros de tres jugadores; dado que para este caso, es bien conocido
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que el (pre)Kernel s6lo contiene un inico elemento, estas mismas férmulas nos serviran

asimismo para el clculo del (pre)Nucleolus.

Posteriormente aplicaremos estos resultados a un caso especial de juego financiero.

Dado un juego superaditivo de tres jugadores, consideremos cinco situaciones di-

ferentes referentes a los valores de la funcién caracteristica:

T (v(12

(a) %(v(l) +v(2) + v(3) —v(N)) > max

(¢) 3 (v(1) +v(23) —v(N)) =

(d) 3 (v(2) +v(13) = v(N)) =

(e) 3(v(3) +0(12) —v(NV)) >

max

max

max

5 (0(1) +v(2) +v(3) — »(N
S mad T 03 —u(N)) |
2 (v(2) +0(13) —v(N)) [’
3 ((3) +v(12) —o(N))
5 (V1) +v(2) +0(3) —v(N)) )
3 (v(12) + v(13) + v(23) - 20(N))
3 (v(2) +v(13) — v(IV)) ’
2 (v(3) +v(12) —v(N)) J
5 (v(1) +(2) +v(3) —v(N)) )
3 (v(1) +v(23) — v(N))
3 ((12) + v(13) + v(23) — 20(N)) |’
3 (v(3) +v(12) — v(N))) )
5 (v(1) +0(2) +0(3) = v(N)) )
7 (v(1) +v(23) — v(NV))
2 (v(2) + v(13) — v(N))
5 (0(12) + v(13) + v(23) — 20(N)) |

)+ v(13) + v(23) — 20(N)) )
L) +o(28) - o(N)) |
Eu(@)+o(3)—o(N) [
2 (v(3) + v(12) — v(NV)) J

) )

Segnidamente, analizaremos los casos (a), (b) y (c) siendo los caso (d) y (e)

simétricos al (c).

(a) En esta situacién la tnica preimputacién Z perteneciente al Prekernel resulta

de igualar los excesos para las coaliciones individuales, i.e.

e(i, @) =

o lo que es lo mismo

Q| =

(v(1) +v(2) + v(3) —v(N)) Vi € N,

v = v(i) — 3 (0o(1) +v(2) + v(3) ~ o(N)) Vi € N.
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Efectivamente, esta distribucién pertenece al Prekernel dado que

e(12,7)
e(1,%) = e(2,7) = ¢(3,%) > max{ e(13, %) } .
e(23,7)

Para demostrar esta desigualdad supongamos que e({:},%) < e({jk},Z) 1,5,k €
N; entonces, dado que e({:},%) + e({jk}, &) = v(i) + v(jk) — v(N), ten-
dremos que 2 - e({¢},Z) < v(¢) + v(jk) — v(N), y por tanto, e({i},Z) <
T (v(@) + v(jk) — v(N)). Dado que los excesos de las coaliciones individuales

son iguales resultard que
e({1,) = £ (6(1) + v(2) + 2(3) — v(N)) < 3 (0(5) + 0(k) — w(V)),

lo cual es una contradiccién con la hipétesis de partida de este caso.

Vamos a verificar ahora que sélo existe una distribucion en el Prekernel: supon-
. 0 . .7 nd . — .
gamos que existiera otra preimputacion ¢ diferente de Z; entonces, por ejemplo

y sin pérdida de generalidad, se deberia cumplir que

e(1,1) > e(2,7) y e(1,) > e(3,). (4.7)

Por otra parte, por la hipétesis de este apartado tenemos que

S (0(1) 4 0(23) — o(V) £ 2 (1) +2(2) + o(3) ~ o(V))

que por eficiencia de la distribucién equivale a

(e(1,7) +e(23,9)) < %(e(l,t”>+e(2,t')+e(3,t’>).

DO | =

De esta desigualdad y por (4.7) obtenemos que

% (6(1,{) + e(23,{)) < e(1,1)

y por tanto, e(1,7) > €(23,1); de esta inecuacién y nuevamente por (4.7),
concluimos que 312({) > 321(5) lo que implica que la distribucién  no puede

pertenecer al Prekernel.
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(b) En este caso, consideraremos la preimputacion resultante de igualar los excesos

para las coaliciones de dos jugadores. Los correspondientes excesos seran
1 o
e(ij,%) = 3 (v(12) + v(13) + v(23) — 20(N)) Vi,j € N

y la preimputacién que obtendremos sera:

_ v(12) +v(13) = 2v(23) + v(N)

1 = 3 )

o v(12) — 20(13) + v(23) + v(N)
2= 3 )

_ ~20(12) +v(13) + v(23) + v(N)
3 — 3 .

Dicha preimputacién pertenece al Prekernel dado que

{ e(1, %) }
e(12,%) = e(13,%) = €(23,%) > max{ e(2,7) ;.
e(3,7)

Al igual que en el caso anterior, esta dltima relacién es sencilla de demostrar:
supongamos que e(¢j,%) < e(k,Z) 1,7,k € N. Por eficiencia de Z tenemos que
e({is}, %) + e({k}, &) = v(¢j) + v(k) — v(IN), lo cual implica que

e(ij, T) < % (v(i5) + v(k) — v(N)).

Dado que e(zj,Z) = % (v(12) + v(13) + v(23) — 2v(V)), obtenemos que

(0(12) + v(13) + v(23) — 20(N)) < -;- (0(i) + v(k) — o(NV)) .

W=

Por tanto, llegamos a una contradiccion con la hipétesis de partida para este

€aso.

Ademas, la distribucién analizada anteriormente es la tinica que encontramos
. . L4 - .

en el Prekernel: supongamos que tuvieramos una imputacién ¢ para la cual exis-

tieran diferencias en los excesos de las coaliciones de dos jugadores; por ejemplo

y sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

e(12,1) > e(13,1) y e(12,1) > (23,1) (4.8)
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Por otro lado y por la hipétesis de partida de este caso tenemos que

é—-[v(l?) + o(13) + v(23) — 20(N)] > %-[0(12) + 0(3) — o(N)],

por eficiencia de la distribucién 7 ello equivale a
1 1
S 1e(12,8) + €(13,1)] + e(23,1) 2 5+ e(12,8) + €3, D),

de donde, por (4.8) y sustituyendo el valor de e(13,7) y ¢(23,%) por el de e(12,7)
obtenemos que €(12,7) > e(3,%) lo que implica que sy3(f) > s35(1); esta de-

sigualdad imposibilita que esta distribucion pertenezca al Prekernel.

. vy . . . L rd
Para este caso, una condicién necesaria para que una distribucion ¢ pertenezca

al Prekernel es que los excesos de la coalicién {1} y la coalicién {23} se igualen.

Efectivamente, supongamos que
e(1,7) > e(23,1). (4.9)

Entonces, por la hipdtesis de este caso se verificaria que, o bien e(1,7) > ¢(2,7),
o e(1,1) > ¢(3,1) o ambas; si no se verificara ninguna de estas desigualdades

tendriamos que

e(L,8) + (23, 8)] = - [e(L,8) + e(2,8) + e(3,8)] =

Lo | =

L
2
1
2 g ) [6(135 + 6(1,6 + 6(17{) = 6(175

lo que implicarfa que e(23,%) > e(1,%), contradiccién con (4.9).
Por tanto, supongamos que, sin pérdida de generalidad, e(1,£) > e(2,%); por
(4.9) deduciremos que s15(f) > s31(f) lo cual impide que dicha preimputacién
pueda pertenecer al Prekernel.

De la misma forma si

e(1,1) < (23,1) (4.10)
tendrfamos que, o bien €(23,7) > €(13,%), o €(23,7) > ¢(12,7) o ambas; si no
se verificara ninguna de estas desigualdades tendriamos que

3o le(1D) + e(23,8)] 2 3 le(2,0) + e(13,0) + e(28,8)] >

>~ [e(23,1) + €(23,1) + e(23,1)] = e(23,1)

COf
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lo que implicaria que e(1,f) > e(23,7), contradiccién con (4.10). De esta ma-
nera si suponemos que e(23,t-> > ¢(13,1), por (4.10) deduciremos que 521({) >

512(5 lo cual no es posible para un elemento del prekernel.

Sea entonces ¥, una preimputacién donde se han igualado los excesos de las
coaliciones {1} y {23}, i.e.
1
e(1,7) = e(23,%) = 3 [v(1) + v(23) — v(NV)].
Dado que el exceso de la coalicién {1} estd fijado, también estard fijado el valor

de zy:
zp = v(l)+ %[v(N) —v(l) — v(23)].

Fijado el valor de z;, sélo nos quedara por fijar el de z, y el de z3. Otra
condicién necesaria para que la distribucién Z pertenezca al Prekernel es que
s23(Z) sea igual a $33(%); ambas expresiones dependen, una vez fijado el valor
de z;, del pago que asignemos al jugador 2 en el caso de sy3(Z) y del valor que

asignemos al jugador 3 en el caso de s33(Z). En efecto,
$23(Z) = ¢os(z2) = max{e(2,7),e(12,%)} = max{v(2),v(12) — z;} — zy;

332(Z) = ¢aa(z3) = max{e(3,),e(13,2)} = max{v(3),v(13) — 21} — z3;

Si igualamos $33(Z) = s32(&), y teniendo en cuenta que por eficiencia de la
distribucién z, + z3 = v(23) 4 [v(NV) — v(1) — v(23)], resulta que

Ty =1 [max {u(2),u(12) - (v(l) + L[(N) = v(1) - 'u(23)])} -

max {v(3),9(13) = (v(1) + §[(V) = v(1) - v(23)]) } + $v(23) + Lu(N) - Lo(1)]

T3 = % [max {’U(3), v(13) — (U(l) + 2{u(N) —v(1) - 'u(23)])} -
max {v(2),v(12) - (U(l) + %[U(N) —-v(1) — v(23)])} + %’u(23) + %’U(N) - %v(l)]
Estos valores de z; y x3 son los unicos que igualan s3;(Z) y s23(Z). Resulta

pues que el vector (z1, z2, ¢3) asi encontrado es el Gnico elemento del Prekernel.

Los casos (d) y (e) son simétricos al anterior, y por tanto obviaremos su estudio.

Conocido cuél es el tnico elemento del Prekernel para los diversos casos, iden-
tificaremos este elemento con el dnico del Kernel (dado que el juego financiero es
superaditivo) y por tanto, con el nucleolus. El siguiente cuadro nos resume las ante-

. ’
riores férmulas:
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El nucleolus de un juego financiero de tres jugadores

Caso (a).
m = (1) + 3 (o(V) = v(1) = ¥(2) ~ v(3))
m = v(2)+ 3 (v(V) = v(1) - v(2) - v(3))

ns = 9(3) + 3 (u(N) ~ v(1) — »(2) — »(3))

Caso (b).

_ v(12) 4+ v(13) — 2v(23) 4+ v(N)
3

v(12) — 2v(13) + v(23) + v(N)
3

- —2v(12) + v(13) + v(23) + v(N)

N2 =

Caso (c). *
m = v(1) + L[(N) - v(1) - v(23)]
2 = £ [max {0(2),0(12) = (v(1) + $[(NV) — v(1) = ©(23)]) } — max {v(3),2(13) = (v(1) + L[v(N) — (1) — v(23)]) }+

+50(23) + Lu(N) - Lo(1)]

ns = 4 [max {9(3),0(13) = (v(1) + §[(N) = v(1) - v(23)]) } — max {v(2),0(12) - (v(1) + L (V) — v(1) — v(23)]) } +

+30(23) + 39(N) = 10(1)]

Caso (d).
m = § [max {v(1),0(12) = (v(2) + (V) - v(2) - v(13)]) } — max {v(3),5(23) — (4(2) + $[6(N) — o(2) — v(13)]) } +
+50(13) + $u(N) = Jo(2)]
2 = v(2) + 3 [(IV) - v(2) - v(13)]
ns = % [max {v(3),0(23) = (v(2) + F (V) - v(2) - v(13)]) } — max {v(1),0(12) = (5(2) + 2[(N) — o(2) — v(13)]) } +

+29(13) + Lo(N) — Lu(2)]

Caso (e).
1 = 4 [max {v(1),0(13) = (v(3) + F[(N) — v(3) ~ v(12)]) } — max {v(2),4(23) ~ (v(3) + L [W(N) — v(3) - w(12)]) } +

+30(12) + Fu(N) - $4(3)]
n2 = 1 [max {v(2),0(23) — (v(3) + (V) = v(3) - v(12)]) } — max {v(1),v(13) = (v(3) + $[v(N) ~ o(3) — v(12)]) } +

+3v(12) + $v(N) = 10(3)]

ns = v(3) + Hu(N) - v(3) — v(12)]

Seguidamente realizaremos una aplicacién de las anteriores férmulas a un ejemplo

simplificado de juego financiero de tres jugadores: el objetivo es estudiar cudndo se
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aplica cada uno de los casos estudiados.

El ejemplo serd el siguiente: sean tres jugadores {1,2,3} donde cada uno de ellos
dispone de una cantidad para invertir en un Banco (Ci, C3, CUs); ademads, supon-
dremos que C; < Cy < C3y que C3 < €y 4 C;,. Los tipos de interés que les ofrece
el Banco dependen de la cantidad a invertir; supongamos, a efectos simplificadores,
que el tipo es el mismo para las coaliciones de mismo nimero de jugadores: notaremos
como iy, Ij|, ij3| @ los tipos de interés asociados a las coaliciones de uno, dos y tres
jugadores respectivamente. Evidentemente se verificara que ijy; < ijp) < i Tal y
como comentdbamos en el capitulo primero, el juego financiero asociado se construira
de la siguiente manera:
v(S) =) Ci iy VS C N.
€S

donde s es el niimero de jugadores de la coalicién S y v(@) = 0.

Dada esta situacién, uno de los objetivos de este estudio serd observar que la
férmula aplicada para el calculo del nucleolus del juego dependera del valor relativo
ijz) en relacién a ip| e i3], es decir, de si iy estd mas cercano a iy o a i)

Supongamos que ij1| € i3 estdn fijos, entonces lo inico que sabemos es que ij se
sitlia entre estos dos valores. Notese que para este caso concreto siempre se verificara

que

%.[0(1)4-@(23)—1)(]\7)] > = [v(2) +v(13) — v(N)],

|

[v(1) +0(23) —o(N)] = 5 - [v(3) + v(12) — v(V)].

DO |

Estas desigualdades se derivan directamente del hecho de que C; < Cy < Cs v
de que los tipos de interés sélo dependen del niimero de jugadores de la coalicién. Por
tanto, de las cinco férmulas que hemos facilitado sélo los casos (a), (b) y (c) seran
considerados. Para saber en cual de las tres situaciones nos encontramos, descompon-
dremos el campo de variacién de i en intervalos teniendo en cuenta los siguientes

. . Cl . ’ .
dos valores: el primero, 1j,, surgira de igualar

3 (1) + 0(2) +0(3) o(N)] = 2+ [o(1) + o(23) — w(N)],
el segundo, i, de igualar

L [v(1) + v(23) —v(N)] =

>  [0(12) + o(13) + v(23) — 20(N))].

1
3
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Resueltas las anteriores ecuaciones, los valores que encontramos son respectiva-

mente:

a_ 2 (Co+C3)-ipp + (C+ C2+C3) i) — Cy-ipy (4.11)
2l = 3. (Cz+ Cs) '

. 3-Cy-ip) + (Cr 4 Ca + Cy)ip
2 _
1|2I = 4. C] + (C2+ 03) (412)

Ambos valores se hallan entre 7jy| e ij3. Ademds, nétese que ijy < if; para ello
obsérvese que las expresiones (4.11) y (4.12) dependen de iy y de iz, Si fijamos iy,

ijy e ify dependeran linealmente de ip, i.e.

iy = Bl(ip) = ai-dg + by iy = K¥()) = az-ip + by
21 21

donde ademaés a; > ay.

- s . 1 2, . . . *1 2
Para 1j3 = 1) se cumplird que 1y = 1jyp para 1jg > 1y se cumplira que Iy < Ijg-

Teniendo en cuenta los valores i112l y if2| podemos subdividir el campo de variacién
de i)z en tres tramos, y asociarle a cada tramo una de las férmulas vistas para el

nucleolus:

. . 01 .
ip| < iy < ipy caso (a);

ijy < i < iy caso (c);

IN

if < ijp < djgy caso (b);

Asi para el primer tramo, es decir cuando ij| se sitia entre iy y i‘12|, la férmula
que deberemos aplicar sera la vista para el caso (a) del estudio general realizado

anteriormente. Efectivamente, si iy < i|12|, entonces

2-(Cy+ Cy) - i|1;) + (C1+ Cy + C3) - i[3] - 'i|1|
3 (Cy+ Cs)

i <
y por tanto
3-(Cy+Cs) i) < 2+ (Ca+Cs) - ipy + (Cy+ Cy + Ca) - gy — Ci - ipy,
o equivalentemente,

3v(23) < 20(2) 4+ 2v(3) + v(N) — v(1).
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Reordenando la ecuacion tenemos que
2v(2) + 2v(3) > v(1) + 3v(23) — v(N).
Sumando 2v(1) y restando 2v(N) a ambos lados de la inecuacién obtenemos que
2v(1) + 2v(2) + 2v(3) —2v(N) > 3v(1) + 3v(23) —3v(N).
lo que implica que

(1) + v(23) — v(N))].

DO |

.;_.[vp) + v(2) + v(3) — v(N)] <

Ademds, se puede verificar que i|12| < l—m;lﬂ y que por tanto i < il ]| ‘]2'13 )

Finalmente, utilizando esta desigualdad se deduce que:

2 (12) + 0(13) + v(28) = 20(N)] = 3 - Rip(Ch + G+ O) — 2o(N)] <
< 5 [lip+ ) - (G + Co o G) = 20(N)] = 3+ [o(1) +2(2) +0(3) — w(N)]

con lo que las desigualdades obtenidas se corresponden con las del caso (a).

Para el segundo tramo de variacién de iy tenemos que
-1 . I2
Ljg| < 1 < 1j).

Sustituyendo los valores de i|12| y i|22| obtenemos que

2-(Cy+ Cs) ip + (Cr + Ca+ Cs) -y — Cr iy _ in
= 2

3-(Cs 1 C) (4.13)

301 iy + (C1 + Oy 4 Cs)ip,
4-C1 4+ (Cy+ Ch) '

Mediante operaciones similares a las realizadas para el caso anterior, de (4.13)

deducimos que

[o(1) +9(23) = o(N)] 2 3+ [o(1) + 0(2) + 0(3) — o( V)]

B | —

y a partir de (4.14) llegamos a
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% (1) + v(23) — v(N)] > % [0(12) + v(13) + v(23) — 20(N)],

lo que implica que estamos en el caso (c).

Para el 1ltimo tramo lo importante es constatar que se cumple que Huts| ’;13 <

i]22| < i A partir de estas dos desigualdades se deriva que

(1) +0(2)+0(3)—v(N)]}

Lo =

%-[v(12)+v(13)+v(23)—~2v(N)] > max{%.[v(1)+u(23)~v(zv)],

y que por tanto estamos en el caso (b).

Teniendo en cuenta lo anterior el pago asignado al primer jugador ser4 el siguiente:

iy~ [5C1 = 5(C2 + Ca)] + gy - [5(Cr + Co + C)] iy < g < iy
m(v) := 3 i [=3(C2 + Ca)] + iy [5(Cr+ Ca+ C)] + iy~ (5C1) iy < iy < iy

i - [3(2C1 = Oy — C3)] + ipgy - [3(C1 + Co + C3)] ity <ip < g

De la misma manera, para el resto de jugadores se podria formular cuél es el pago
asignado. Sin embargo, lo importante de este ejemplo es observar cémo se comporta
el nucleolus del juego no en términos absolutos sino en términos de pagos medios.
Para observar este punto recuérdese que el Nucleo de un juego financiero se reduce
a un unico punto cuando el valor medio de la coalicion total es igual al valor medio
de todas las coaliciones de n-1 jugadores (Teorema 2.9). Este resultado aplicado a
nuestro ejemplo indica que el Nicleo de este juego se reducira a un solo elemento
cuando iz = ij3), es decir justo en el extremo derecho del campo de variacién de ijy.
Cuando esto sucede la tinica distribucién del Nicleo es la proporcional; ello tiene una
implicacién importante si observamos cual es el pago para el jugador 1: ndtese que
dicho pago es decreciente respecto a los valores de i Entonces, si cuando iy = i
el pago es la distribucién proporcional, para valores de ij inferiores a ij3 el pago al
jugador 1 serd superior a la distribucion proporcional; por eficiencia del nucleolus,
alguno de los pagos a los jugadores 2 y 3 (o ambos) seran inferiores a la distribucién
proporcional.

La consecuencia inmediata de este razonamiento es que para juegos financieros de
tres jugadores donde existe una simetria en los tipos de interés respecto al ntimero de
jugadores de las coaliciones, siempre el jugador con menos recursos estard cobrando

més en términos medios que alguno de los otros dos jugadores (o que ambos). Esto nos
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indica una deficiencia del nucleolus respecto a su aplicacion a los juegos financieros.

Finalizaremos esta discusién comentando un ejemplo numérico.

Ejemplo 4.8 Sean tres jugadores que estdan dispuestos a invertir un millén el primero,
y dos millones cada uno, el sequndo y el tercero. Los tipos de interés que pueden con-

seguir son los siguientes:

Depdosito  Tipo de interés (efectivo anual)

0-2,500,000 10%
2,500,000-4,500,000 i
4,600,000-en adelante 12.00 %

donde iy es un valor entre el 10% y el 12%. El problema se centra en repartir los

beneficios fruto de una inversion conjunta entre los tres jugadores.

Para estos datos la funcién caracteristica que se genera es la siguiente (en miles

de pesetas):
v(1) = 100;v(2) = v(3) = 200;
v(12) = v(13) = 3000 - ijgj; v(23) = 4000 - ijz; v(123) = 600

En este ejemplo iy = 10% y ij3) = 12%. Para estos porcentajes calcularemos los
valores criticos de i|12| ¥y if que nos indicardn la formula a aplicar para calcular el

nucleolus.

24000 -0.1 + 5000 -0.12 — 1000 - 0.1
+1 — =

. 3.1000-0.1 4+ 600
Z = = 11.25%.
Yol 4000 + 4000 1.25%

El siguiente esquema nos servird de guia para utilizar las férmulas de célculo del

nucleolus:

i!”:lo% 10.83% = iillzl i122|=11.25% i!1[:12%

ijg) caso (a) Tca.(c) " caso (b) '

Los siguientes graficos muestran los diversos pagos en tanto por ciento a los ju-

gadores segin los valores de ij. El pago al jugador 1 desciende desde el 13.3% hasta



