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1) PLONTEAMIENTOS Y OBJETIVOS

El objetivo de la presente Tesis Doctoral es dar wma wvision
sistematica y completa, en la wedida de lo posible, de los distintos
modelos propuestos dentro de la Teoria de la Credibilidad para el calculo
de las prims de riesgo individuales, asi comp las relaciones existentes
entre ellos, sus ventajas y sus inconvenientes.

El desarrollo de la Teoria de la Credibilidad se basa en agrupar
las polizas referentes a un mismo riesgo con wma serie de caracteristicas
commes en wn colectivo, al cual le corresponde comb a tal wma
determinada prima colectiva. Pero, a su vez, cada poliza tiene wm
conjunto de caracteristicas especificas que la diferencian dé las demas
pélizas, caracteristicas que en la mayoria de los casos son inobservables
o de dificil cuantificacion, pero que se deben tener en cuenta a la hora
de calcular las primas de riesgo individuales.

La Teoria de la Credibilidad estima dichas primas basindose en la
informacioén pasada de la experiencia de reclamaciones, y las formulas de
credibilidad obtenidas son uma especie de wedias ponderadas entre la
prima pura colectiva del riesgp y la media enpirica de las
indewmizaciones pagadas. El factor de ponderacion utilizado es conocido
con el nowbre de factor de credibilidad.

Para poder elaborar el presente trabajo un paso previo ha sido
recopilar toda la informacidén que sobre el tema se ha publicado hasta el
mmento segim nuestro conocimiento, habiéndose utilizando la wayor parte
de ella, sobre todo la que hace referencia a los origenes de la Teoria de
la Credibilidad, a los modelos credibilisticos y a la estimacidén de los

parametros estructurales.



6 TEORIA DE LA CREDIBILIDAD

El interés wostrado por el analisis de wodelos, com los
propuestos dentro de la Teoria de la Credibilidad, que permiten wa
discriminacion entre los conponentes de wn colectivo para wm mismo
riesgo, es cada vez mayor.

Hasta hace poco, se intentaba determinar la prima media suficiente
para el colectivo sin preocuparse excesivamente por la heterogeneidad
existente, en cuanto al propio riesqo, entre los conponentes del
colectivo. La tendencia actual y futura parece que considera cada vez,
con wmayor anplitud, las caracteristicas particulares de cada riesgo, por
lo que resulta imprescindible desarrollar técnicas que permitan
incorporar la experiencia de siniestralidad de los riesgos individuales,
con objeto de adecuar las primas futuras a las caracteristicas
particulares de cada riesgn, que a priori no son conocidas, y que se
intentan estimar mediante métodos bayesianos, incorporando la informacidn
resultante de la historia particular de cada riesgo.

La Teoria de la Credibilidad plantea wna aproximaciéon a la
resolucion de este problema, mediante el desarrollo de diversos modelos,
los cuales han ido adecuando sus hipdtesis a la realidad existente en
cada momento en el proceso de riesgo incorporado al colectivo.

El presente trabajo enpieza presentando una breve resefa histdrica
sobre los origenes de la Teoria ‘de la Credibilidad, los motivos que
impulsaron su aparicién y posterior desarrollo, asi como, las distintas
clasificaciones propuestas para ordenar lés contribuciones hechas en
dicha teoria, para pasar sequidamente al estudio de los wmodelos
credibilisticos expuestos hasta hoy. A dichos modelos, los hemos dividido
segim nuestro punto de vista en cuatro grandes grupos, atendiendo a sus

caracteristicas basicas commes, que son: Modelos Clasicos, Modelos de
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Regresion, Modelos Semilineales y Modelos Jerarquicos, que se
corresponden con los Capitulos 1I, III, IV y V respectivamente.

La clasificacidon que henwos propuesto no sigue estrictamente el
orden cronologico de aparicidén de los modelos, ya que el objetivo de la
misma es dar mma wvisiétn de las distintas vertientes en que se ha
desarrollado la Teoria de la Credibilidad, desde que BUHLMANN, H. (1967)
presentd su formula de credibilidad de distribucion libre, basada en el
criterio de los minimos cuadrados.

En cuanto al andlisis de los wodelos credibilisticos nos hemos
centrado principalmente en el estudio de las hipdtesis asumidas en cada
uno de ellos, asi como en los problemas de estimaciton que se presentan
tanto a la hora de obtener los estimadores ajustados de credibilidad conp
en la obtencidn de los estimadores de los parametros estructurales. i su
vez, henns cowparado los distintos modelos, y hems indicado las
relaciones y diferencias existentes entre ellos, en lo referente a las
hipotesis asumidas y a las consecuencias que se desprenden de los mismos.

Una vez analizados los modelos de credibilidad, el siguiente paso
ha sido aplicar algunos de los modelos expuestos, para prever la prima de
riesgo que debera pagar el proximp afio wna entidad bancaria, que consta
de vweinticinco sucursales y que ofrece a sus clientes, desde hace cuatro
afios, un seguro totalmente gratuito a cobrar en caso de muerte, que tiene
contratado con wna entidad aseguradora.

La entidad aseguradora dispone de informacidon respecto al montante
global de las indemizaciones que se han ido pagando en cada o de 1los
cuatro afios de vigencia del seguro, y puede acceder a la mism desglosada

por sucursales y afios de ocurrencia.
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Al disponer cada sucursal de su propia experiencia de
reclamaciones, la vamos a wutilizar para estimar su prima de riesgo
individual para el proximo afio. Una vez estimadas las primas de riesgo
individuales para cada wma de las sucursales, la prima de riesgo total a
pagar por parte de la entidad bancaria la obtendremns sumando las
veinticinco primas de riesgo individuales.

A la entidad asequradora le interesara aplicar aquel wmodelo de
credibilidad que le proporcione la prima total a cobrar gue mejor se
adecue al caso estudiado, siendo éste el objetivo wGltimp de esta
aplicacion practica.

Para prever las primas de riesgo individuales hemns aplicado el
Modelo de BUHLMANN, el Modelo de BUHLMANN-STRAUB, el Modelo Semilineal de
De VYLDER, el Modelo de Regresion de HACHEMEISTER, el Modelo Jerarquico
de JEMELL y el Modelo de Regresion Jerarquico de SUNDT.

Para obtener los resultados numéricos a través de los cuatro
primeros madelos, hems contado con la ayuda de las funciones elaboradas
en el lenguaje de programcion APL, por STIERS, D,; GOOVAERTS, M. y
De KERF, J. (1987), denominadas BUHLMANN, BUHLMANNSTRA, SEMILINEAR y
HACHEMEISTER respectivamente, wmientras que para los dos Ultimos modelos
hemos tenido que elaborar nuestras propias funciones, también en APL, que
hemos denominado JEWELL y SUNDT, ya que no tenenps conocimiento de ningim
programa informitico a tal efecto.

No solo nos hemos limitado a obtener 1los resultados numéricos,
sinb que en cada modelo hemos comentado sus ventajas e inconvenientes,
asi com las diferencias existentes entre ellos, y su adecuacion o no al

caso estudiado.
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II) INTIROINICCION A LA TEORIA DE LA CREDIBILIDAD

1.1.- Concepto y origenes de la Teoria de la Credibilidad.

El término Credibilidad fuve introducido en la ciencia actuarial
como una medida de la coreencia, de la importancia, que el actuwario
considera que debe ser dada a un cuerpo particular de experiencia con el
objeto de elaborar wna tarifa. Se considera que la experiencia de
reclamaciones de una nueva clase de segquros es demasiado pequefia para ser
totalmente creible, y se piensa que la experiencia que se desarrollara en
el futuro podria ser muy diferente a la que hasta ahora ha sido recogida.
En estos casos, para el calculo de la prima o tarifa, se tiens mayor
confianza en los conocimientos adquiridos anteriormente, para tipos
similares de seguros, que no en la propia experiencia.

En muchas ocasiones, disponewns de wna  experiencia de
reclanaciones limitada e irregular para cada pdliza, pero de wma extensa
experiencia para la cartera considerada ésta en su globalidad. La Teoria
de la Credibilidad utiliza awbas clases de experiencias, la individual ¢
la global, para ajustar la prima individual y prever su ocurrencia.

Definir qué es la Teoria de la Credibilidad resulta wma tarea
dificil, como se desprende del hecho de que los distintos tratadistas no
hayan dado, propiamente, una definicién de la misma. fsi por ejemplo,
HICKMAN, J. (1975), pp. 181, define la Teoria de la Credibilidad del

siguiente modo:
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Ia Teoria de la Credibilidad es wma coleccidn de ideas
concernientes al ajuste sistemitico de las primas de seguros

a medida que se obtiene la experiencia de reclamaciones.

NORBERG, R. {1979), pp. 181, considera que:

La Teoria de la Credibilidad investiga ciertos principios y
métodos para ajustar las primas a wedida que la experiencia

de las reclamaciones es obtenida.

Ambas definiciones son parecidas y permiten aproximarnos al
concepto de Teoria de la Credibilidad, el cual se ird afianzando a.nedida
que estudiemps la evolucion que ha experimentado la misma desde su
origenes.

La Teoria de la Credibilidad surgid a principios del siglo XX y su
formulacion actual, en relacion con los sistemas de ajustes de primas en
el sequro de accidentes o seguro de compensacion obrera, fue desarrollada
en los afios anteriores a la Primera Guerra Mmdiall.

Comb herramienta practica, la Credibilidad es en gran parte
invencion de los actuarios americanos, sin embargo, sus raices provienen
de la Teoria del Riesgo, y de la estimacion estadistica. La practicidad
de la Teoria de la Credibilidad resulta evidente si se constata que los
procedimientos credibilisticos empleados en las conpafiias aseguradoras
precedieron a su justificacion tedrica, y que los recientes progresos en

esta teoria han ampliado sus potenciales campos de aplicacion.

! Ueanse mas detalles en el apartado 1.2.1. del presente trabajo.
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El mwotivo del desarrollo de la Teoria de la Credibilidad, en los
afios anteriores a la Primera Guerra Mmdial, fue la presion que
ejercieron algunas enpresas, con un gran nimero de empleados y una baja
siniestralidad, para que se les reconociera estos hechos en el iwporte de
las primas a pagar.

WHITNEY, A. (1918) fue o de los primeros autores gque se ocupd
del tema, y establecid que en los sequros de compensacioén obrera, en los
segquros de grupo, en algunos seguros de responsabilidad, y posiblewente
en otros pocos tipos de sequros, el riesgo asegurado proporciona uma
experiencia de si mismp, esto es, las contingenqias aseguradas ocurren
con suficiente frecuencia como para proporcionar informacion til.

Por ello, en los nencionados tipos de seguros, el problema de la

tasacion de la experiencia presenta la necesidad, desde el pimto de vista
de la esquidad para el riesgo individual, de alcanzar um equilibrio entre
la experiencia del grupo y la experiencia individual.

Para WHITNEY, A. (1918), el problema fundamental residia en la
obtencion de un criterio que permitiese dar, a cada wno de los dos tipos
de experiencia, su peso adecuado en la determinaciéon de la prima a pagar
por cada individuo.

Dicho autor propuso estimar la prima puwra wverdadera, x, de uwn

enpleado a través de la siguiente cowbinacidn lineal convexa:
Pl P
x=p+2Z(p-p)

o lo que es lo mismo:

Pl >
x=Zp+ (1 -2Z)p
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donde:
p : es el ratio de la prima calculada a escala industrial para
ma clase ocupacional particular.
p : es el ratio de la prim basado en la experiencia individual

relativa a wn enmpleado; en realidad ha de haber un ratio

para cada empleado.

Z : es el factor de ponderacion, llamado posteriormente factor
de credibilidad (credibility factor) o sinplemente
credibilidad (credibility), y mide la confianza o la

.iwportancia que se da a la experiencia individual en la

determinacion de la prima a pagar.

Dicha prim, ;, no es mis que wna wedia ponderada entre los
valores extremns p y ;. Las formulas del tipo indicado por WHITNEY sé
han denominado farmulas credibilisticas (credibility formulas), y se han
convertido en un elemento caracteristico de la Teoria de la Credibilidad.

Los fundamentos tedricos de los procedimientos credibilisticos
aparecieron tardiamente, tras largos afios de enpirismo. En efecto,
LONGLEY-COOK, L. (1962) planted la necesidad de un modelo matematico bien
fundamentado para posibilitar el futwo ¢ correcto desarrollo de la
Teoria de la Credibilidad; y en 1965, en el cologquio de ASTIN, se
expusieron sus verdaderos fundamentos tedricos, al presentar BULHMANN, H.
su formula de credibilidad de distribucion libre, basada en el criterio

* . rd
de los minimos cuadrados.
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El nodelo de credibilidad presentado por BUHLMANN, H. ha sido el
pmto de partida de la moderna Teoria de la Credibilidad, y a partir de
él han aparecido wna serie de wnodelos credibilisticos cada vez wmas

desarrollados y perfeccionados.

1.2.- Clasificacion de las cantribuciones a la Teoria de la Credibilidad.

Cuando se intenta clasificar las contribuciones hechas a la Teoria
de la Credibilidad enpiezan las dificultades, debido a la existencia de
ideas que utilizaﬁ el lenguaje de dicha teoria para el analisis de los
datos de los seguros, pero no incluyen la distintiva media ponderada
propia de los wodelos credibilisticos. Ello ha sido motivado, en parte,
al hecho de que el término “credibilidad™ es un vocablo, en un priwér
womento, de cardcter coloquial que admite matices diferentes (incluso en
el awbito asegurador) en su utilizacién.

Dado lo atractivo del nonbre de credibilidad asi como del concepto
subyacente, no fue dificil que ya desde un comienzo quedara prendida la
atencion de los “practicos de sequndo nivel”, dando lugar a wn conjunto
de féormulas de caracter empirico que resolvian los problemas inmediatos.
Pero toda ventaja lleva asociados sus inconvenientes, y en este caso
éstos han sido un obstaculo en el intento de clasificar tedricamente las
contribuciones hechas a la Teoria de la Credibilidad.

No existe wna tmica clasificacién dentro de 1la Teoria de la

Credibilidad. Los autores que han tratado el tema han hecho distintas
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clasificaciones, partiendo de distintos puntos de vista. En la medida que
alcanza nuestra informacidn, existen las clasificaciones debidas a
LONGLEY-COOK, L.v(1962); TAYLOR, G. (1974); HICKMAN, J. (1975);
JEMELL, W. (1976); De VYLDER, F. (1979) y NORBERG, R. (1979).

HICKMAN, J. (1975), pp- 184, clasifica las contribuciones hechas a
la Teoria de la Credibilidad en base a la circunstancia de que el nodelo
de credibilidad propuesto considere los parametros del proceso de
reclamaciones comp constantes o como variables aleatorias. 8i los
parametros se contemplan como constantes que deben ser estimadas usando
tmicamente los datos relevantes de los sequros, el modelo es consistente
con la visién de la Teoria estadistica tradiciomal, es decir, con la
inferencia tradicional. Por el contrario, si los parametros que definen
el proceso de reclamciones son considerados como variables aleatorias
generadas por un proceso estocastico que no puede ser completamente
conocido, el wmodelo estid acorde con la aproximacion bayesiana de los
estadisticos.

NORBERG, R. (1979), pp. 185-186, indica que la bTéoria de 1la
Credibilidad se bifurca en dos ramas, conocidas generalmente como: Teoria
de la Credibilidad de las Fluctuaciones Limitadas y Teoria de la
Credibilidad de la Mixim Precisiom. Estas dos ramas tienen poco en
comim, yva que reflejan diferentes estadios en el desarrollo del
pensamiento estadistico general. La mis antigua de las dos es la primera,
pero esta mas desarrollada la sequnda, que puede considerarse comd una
rama de la Teoria de los Minimos Cuadrados.

Aungue  algunos  autores la denominan, a la Teoria de la
Credibilidad de las Fluctuaciones Limitadas, Teoria de la Credihilidad

fimericana, el nowbre nos parece inadecuado porque la Teoria de la
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Credibilidad de la MAxima Precisién tanmbién fue iniciada por los
americanos. Los partidarios de tal denominacién svelen llamar Teoria de
la Credibilidad Frropea a la Teoria de la Credibilidad de la Mixim
Precisién, seguramente, comp indica NORBERG, R. (1979), porque fue en
grén medida clarificada y desarrollada por los actuarios suizos.

Haciendo referencia a su orden cronolégico de  aparicion,
ocasionalmente se las denomina tawbién Teoria clasica y Teoria moderna.
HICKMAN, J. (1975), por su parte, ha utilizado la voz clasica en
oposicion con bayesiana para distinguir las dos ramas de la Teoria de la
Credibilidad.

La utilizacidon de estos dos términos para clasificar las
contribuciones hechas a la Teoria de la Credibilidad, no es‘aceptada por
un gran nimero de autores, no sblo por su inadecuacién sino también
porgue pusde dar lugar a confusiones.

Hacia la mitad de este siglo, se produjo mma separacién entre los
estadisticos bayesianos y los estadisticos clasicos (consideran que la
probabilidad debe ser vista como uma frecuencia relativa). La discusidén
mantenida entre los dos grupos de estadisticos, tuvo wna repercusion
clara en el anbito actuarial, y en concreto en el campo de la Teoria de
la Credibilidad, ya que sus raices provienen de la estimacion
estadistica.

i pesar de que hubo autores, como BAILEY, A. (1950),
MAYERSON, A. (1964) y BUHLMANN, H. (1975), que defendieron abiertamente
la aproximacion bayesiana, frente a otros autores como JOHNS, M. (1957)
que se opusieron a la misma,; no se puede decir gque los actuarios se hayan
dividido en dos congregaciones, una bayesiana y otra clasica. Se trata

mas bien de una separacion aparente que es debida, en gran parte, a las
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distintas situaciones practicas que tienen en mente, ya que seqim la
situacidn en que se esté se adoptara una postura u otra.

Asi, por ejewplo, si se considera el problema de la correcta
tarificacion de un riesgo individual, en un colectivo cuya estructura de
riesgo viene determinada por wna distribucién estructural U, cualqﬁier
actuario aceptaria la interpretacitn de frecuencia de esta distribucion.
Nadie pensaria en sustituirla por otra distribucidén anterior, proveniente
de su particular consideracion. En otros casos, por el contrario, los
juicios subjetivos no pueden evitarse; es mas, debe confiarse en ellos
para llevar a cabo la tarificacidn.

Este seria el caso en que el actuario no tiene a su disposicidn
estadisticas colectivas, por ejemplo, cuando una compafiia introduce umna
nueva clase de cobertura. En estos casos, debera realizarse wa
valoracion inicial del riesgp en base a las posibles fuentes de
reclamaciones, y al conocimiento de datos de otros riesgos que sean
parecidos al tratado. La prima que inicialmente resulta es wma conjetura,
dependiente del conocimiento del actuario y de su juicio, asi comn de su
habilidad; mas tarde, a medida que se disponga de experiencia, la prim
se ira ajustando gradualmwente.

El problema asi descrito encaja perfectanente en el marco de
trabajo de la estadistica bayesiana, ya que para realizar wn analisis
bayesiano, el estadistico debe, como paso previo, plasmar su anterior
visiéon y creencias personales en una distfibucién previa, y ningim
actuario rechazaria este procedimiento de trabajo.

La Teoria de las Fluctuaciones Limitadas se suple presentar como
tma aproximacion alternativa, basada en la linea de los estadisticos

clasicos; sin embargo, los elementos subjetivos no desaparecen por
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escoger esta “filosofia™, sino que siguen permaneciendo aungue
disfrazados, enmascarados u ocultos; elementos tales cono el nivel de
confianza £ y el paranetro k, que a continuacion introduciremos”.

Otro notivo por el cual la locucidon Tearia Clasica de la
Credibilidad es inadecuada para hacer referencia a la Teoria de la
Fluctuaciones Limitadas, es que la aproximacidn enpirica de Bayes a la
credibilidad, es también "clasica”, en el sentido de que se basa
inicialmente en la interpretacion de la frecuencia de la probabilidad.

Nosotros wamos a  seguir la clasifiecacion propuesta por
NORBERG, R. (1979), pues es la que consideramns mis adecuada y coherente
con el esquema de nuestro presente trabajo. Dentro de la linea de dicho
autor, admitiremos que la Teoria de la Credibilidad se bifurca en dos
ramas:

~ Teoria de la Credibilidad de las Fluctuaciones Limitadas.
-~ Teoria de la Credibilidad de la Maxima Precision:
+} Exacta.

+) Distribucion libre.

1.2.1.- Teoria de la Credibilidad de las Fluwtuaciones Limitadas.

La Teoria de la Credibilidad de las Fluctuaciones Limitadas fue
sugerida en un articulo de MOWBRAY, A. (1914); Dicho autor, se planted en
el contexto de los seguros de conpensacidn obrera, como también hizo
WHITNEY, A. (1918), la cuestion de cuantos asegurados, n, cubiertos por

el miswo contrato, son necesarios para tener una estimacidn conpletanmente

2 Veanse wmas detalles en el apartado 1.2.1. del presente trabajo.
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creible del ratio de la prima basada en la experiencia individual de wun
enpleado, que pueda servir como prima para el proximo afio.

Su respuesta al problema fue:

Una prina pura segura es mma para la cual, la probabilidad
de que no difiera de la prima pura verdadera mis que en un

limite arbitrario, es alta.

Es decir, comp indica NORBERG, R. (1979), pp. 186, para
MOWBRAY, A. (1914), una prim puwra es segura si no difiere de la
verdadera mas que en un limite arbitrariamente elegido, pero de acuerdo

Fal
con las conveniencias del caso. Esto es, la prime pura observada, p, es

segura si:

P IP-Plsk'P]zl-E
0 lo que es lo mismo:
P[-k'p sp-pskp]l21l-¢
siendo:
k: el limite arbitrario elegido

p: la prima pura verdadera, en este caso.

Dividiendo los miembros de la desigualdad que figuran en el

interior del paréntesis por la desviacién estandar de p, obtenemns:
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“k-p P-p k-p
F < <
/p{1-pj/m p(1-p)/n Jp-(1l-p)n

I
[
I
m

Para wn valor elevado de n, por ejemplo Nys la variable:

p-p
Y p-{1 - p)/n0

se distribuye aproximadamente como una normal tipificada, siendo:

c = k-p
1-5/2 /Pl -p)/m
de donde:
2
C1-5/2 1 -p
Mo = 7
k p

Puesto que, n, depende del walor desconocido, p, MOWBRAY,
A. (1914), incluyd la estimacion de p, p, para hacer operativo el calculo

de no.

MOWBRAY, A. (1914) calculd, con un modelo matemitico relativamente
simple, el nimero de asegurados cubiertos por el mismo contrato
requeridos para tener una estimscion sequra (creible) de la prima pura
verdadera.

La solucion de MOWBRAY, A. fue interpretada como un esténdar (una
norma) para conseguir una credibilidad completa o credibilidad total. Si
el nimero de asegurados n, verifica que n 2 Ny, entonces ; puede ser
usado como prima, y el valor del factor de credibilidad Z es igual a la

unidad.
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MOWBRAY, A. (1914) no fue el Umico actuario que se preocupd de
hallar cual era el tamafio necesario de uma experiencia de sequros para
poder alcanzar una credibilidad completa. En efecto, PERRYMAN, F. (1932)
desarrolld también un criterio para alcanzar la credibilidad conpleta,
basado en el nimero de reclamaciones esperadas.

PERRYMAN, F. (1932) considerd que el volumen de exposicion
requerido para alcanzar la credibilidad completa de la prima pura se
obtenia multiplicando el nimero de reclamaciones requerido para la
credibilidad de la frecuencia de accidentes por el factor

52

i

siendo M y S la wmedia v la desviacidn estandar, respectivamente, de la

1 +

distribucion del montante de reclamaciones.
Para llegar a esta conclusion asumid, siguiendo a otros autores,

gue al considerar un elevado nimero de reclamaciones:

a) La frecuencia de las reclamaciones se distribuia

aprogimadamente como una normal.

b) La distribucion de frecuencia del coste medio de las

reclamaciones era asimismo normal.

fiios mis tarde, MAYERSON, A.; JONES, D. y BOWERS, N. (1968)
llegaron al misnmo resultado que PERRYMAN, F. pero abandonaron la
hipotesis de normalidad para la distribucion del nimero de reclamciones
y del coste medio de las misms, aungue admitieron: a) que la
distribucion del nimero de reclamaciones tenia media y varianza iguales,

y b) que 1a prima pura se distribuia comp una normal. Estos tres autores
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desarrollaron también un criterio para alcanzar la credibilidad completa,
basado en los momentos de las distribuciones del nimero de reclamaciones
y del coste de las mismas, pero sin necesidad de hip6tesis alguna sobre
la forma especifica de las distribuciones.

Una vez que el problema de la credibilidad completa, propuesto por
MOWBRAY, A. (1914), estuvo bien definido, se planted otro: como actuar
cuando el nimero de asegurados fuese demasiado pequefio, es decir, cuando

niin siendo n la norma para la credibilidad ccmp.leta3 (usando el

o’ )
lenguaje de MOWBRAY). A este problema se le conoce como el problema de la
credibilidad parcial, ya que se trata de calcular el peso que se 'debe
asignar a los nuevos datos f{rente a la experiencia de reclamciones
pasada, cuando tales datos no son lo suficientemente numerosos como ﬁara
proporcionar tma credibilidad completa.

Fueron los continuadores de MOWBRAY, A. y WHITNEY, fi. quienes
tuvieron la idea de atacar el problema de la determinacion del factor de
credibilidad Z de WHITNEY, A., siguiendo el espiritu de trabajo de
MOWBRAY, A.; en efecto no compartieron la idea de WHITNEY, A. de
considerar las caracteristicas del riesgo para los distintos contratos
conp variables aleatorias, y por ello adoptaron la postura de MOWBRAY, A.
de suponerlas como parametros fijos. De tal manera esa idea se iwmpuso,
que considerar las caracteristicas del riesgo de los distintos contratos
englobados en una cartera de riesgos de la misma especie comn parametros
fijos, se convirtid en un elemento tipico de la Teoria de la Credibilidad

de las Fluctuwaciones Limitadas.

SIRREBAY, A. (1914) no pudo solucionar este problema ya que su articulo

es anterior al de WHITNEY, A. (1918), en el cual se propuso la primera
formula de credibilidad.
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El problemm de 1la credibilidad parcial didé lugar a miltiples
discusiones entre los actuarios norteamericanos, publicadas en revistas
especializadas, asi como a un nimero elevado de formilas para la
determinacién del factor de credibilidad, algumas de ellas casi
increibles. Todas las formulas propuestas toman la credibilidad parcial
como un valor conprendido entre @ y 1.

WHITNEY, A. (1918), pp. 288, en el articulo que dio a conocer la
formula tipica de la Teoria de la Credibilidad, sugirid para el factor de

credibilidad la expresion:

dnﬁde n es wna wedida del volumen de los datos vy k es uma constante a
determinar en cada caso.

PERRYMAN, F. (1932) sefiala, que la mejor ponderacion que se puede
asignar a wna observacidén es el reciproco de su desviacion estandar.

las formulas mis difundidas que se propusieron para el factor de

eredibilidad, Z, son:

™~
"

; 172
, - n
minimo — y 1
| Dy |

 n 2/3
Z = minimo o |
o |

N
1

{ n n, + K }
.. 74
minimo . s 1

todas ellas de caracter puramente empirico.
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La primera de estas tres formlas, por ejemplo, se puede
justificar de la siguiente wanera: El error que se comete al utilizar la

formula de credibilidad propuesta por WHITNEY, f.:
X=2Zp+ (L-2Z)p
es ;—x=z-(p—x) + (1 -2Z):(p - x)

Este error se puede desglosar en dos términos, wnmo debido al error
en la estimacidn basada en la experiencia individual, y el otro debido a
la falta de especificacion de la prim rramxall1 {(manual premium). Si se
establece qﬁe el primero de estos dos términos esté limitado por k.x, con

w nivel de confianza £ queda:
el
P[Z-]p- x| skx] 21-¢

entonces la Z debe satisfacer que:

1/2
Z < [——-]
nO

Al ser Z wn valor comprendido entre @ y 1, se tiene que:

n 172
Z = minimo [ - ] A |
7]

4 NORBERG, R. (1979}, pp. 187, no especifica el significado de “manual

premium”. Nosotros entendemos, siguiendo a WHITNEY, A. ( 1918) quien
propuso la formula de credibilidad anterior, que prim mnuml es la
prima calculada a escala industrial o prima colectiva.
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Como ya hemps dicho, aparecieron gran cantidad de formzlas para la
credibilidad parcial, y todas ellas tienen en comm que recurren a
consideraciones exdgenas al wodelo de trabajo.

La Teoria de la Credibilidad de las Fluctuaciones Limitadas pronto
se vio superada ya que, desde sus inicios, se planted la necesidad de
formular wn nodelo matemitico potente que permitiese desarrollar
correctamente la Teoria de la Credibilidad, superando conceptualmente la

fase de herramienta practica.

1.2.2.- Tearia de la Credibilidad de la Mixima Precisidn.

La Teoria de las Fluctuaciones Limitadas dio respuesta a muchos
problemas planteados en aquellos nmomentos, aunque tanbién dejd sin
respuesta a otros. Esta teoria no fue disefiada para tarificar los riesgos
individuales pertenecientes a um colectivo hetereogénso, sino que se
ocupd principalmente del problema de la tarificacion de los riesgos
englobados en wn colectivo de riesgos homogénsos. Por otro lado,
considera las caracteristicas del riesgo para los distintos contratos
como parametros fijos, lo que da lugar a que las decisiones de
tarificacion sean consideradas comp casos aislados, desconectadas unés de
las otras. Ello plantea una evidente paradoja, los riesgos individuales
son diferentes para llevar a cabo la tarificacidén, y a su vez son
similares, ya que pertenscen a un colectivo de riesgos de la misma

especie.
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Esta paradoja fue eliminada gracias a la Teoria de la Credibilidad
de la Maxima Precisidn, al considerar las caracteristicas de los riegos ,
Oj, cono variables aleatorias.

Dentro de la Teoria de la Credibilidad de la Maxima Precision nos

encontramns con dos estadios de pensamiento diferentes que son:

*) La Teoria de la Credibilidad Exacta.

+) La Teoria de la Credibilidad de Distribucién Libre.

1.2.2.1.- Credibilidad exacta.

Sea st la cuantia que representa el total de reclamaciones en el
periodo s para la pbliza j-ésim. Si el parametro de riesgo para la
poliza j-ésim, ej, fuese conocido, el problema de valorar la prim de
riesgo  individual, que simbolizaremos por p(BJ), se solucionaria
facilwente, pues la prima pura verdadera, simbolizada por m(ej), seria el

valor esperado de p(ej); esto es:

m(sd) = E[p(ej)/ej] .

Pero al ser @. desconocido, para el calculo de la prima debe
recurrise a otro procedimiento.

Cada riesgo individual, caracterizado por un valor de 8, puede ser
observado a través de un cierto nimero de variables aleatorias, XJs’

siendo s = 1,2,...,t {que no son ms gque la experiencia de reclamaciones
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de los t afios anteriores), un estimador que se propuso para la prima pura

Fal
”

y que siwbolizamns por “ﬁ’ fue:

~
~
m.

5 = E[u(e‘i)/le, sz,..., xjt]

estimador que esta basado en las observaciones de los t afios anteriores.

La justificacion de esta eleccion se encuentra en el hecho de que
entre todas las funciones dependientes de las t observaciones anteriores
es la gue proporciona una wenor desviaciton cuadratica esperada.

Resulta, por tanto, gue:

~
~
m.

J = E[H(GJ)/XJI, x.z, veny th]

J

es la prima mis precisa, la opcidn Gptima para estimar la prim pura
verdadera. Esta estimacion optime es conocida, por los actuarios, con el
nowmbre de estimador posterior de Bayes para nﬂoj).

Al pesar de ser la prime mAs precisa a nivel tedrica, no tiene una
f4aoil aplicacién practica, pues es necesario conocer la funcién de
distribucion condicionada del coste, F(#/8) y la distribucién a priori
del pardmetro de riesgo (funoién de la estruntura de la cartera) U(&), y
aunque ambas sean conocidas, las matemiticas involucradas en su ocalculo
suelen ser bastante complicadas.

NORBERG, R. (1979), pp. 191-194, muestra tres ejemplos de la
expresion que adopta la prima de maxima precisién, calculada segim el
método de la oredibilidad exacta, segim la distribucién a priori del

parametro de riesgo que se considere.
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En los casos en que se utilicen, ya sea wma estructura wmiforme o
dicotdmica, las férmulas que aparecen son extremadamente complicadas, y
poco operativas. Pero si se utiliza wmma estructura binomial/beta, la
- férmula obtenida para la prima presenta una gran semejanza con la tipica
de los modelos de credibilidad, como bien indicé BAILEY, A. (195@). La
importancia del resultado propuesto por BAILEY, A. radica en que
simplifica en gran medida los andlisis, debido a que su formula presenta
ma gran simplicidad, y a que la familia de la distribucidén beta es
bastante amplia.

De manera que seqim el par {F(x/8) , U(8)) que se adopte la prima
exacta es practicamente igqual a la prima lineal. Este fendmeno es

conocido con el nowbre de credibilidad exacta.

1.2.2.2.- Teoria de la Credibilidad de distribucian lihbre.

BUHLMANN, H. (1967) no era de la opinién de que proporcionar la
menor desviacion cuadratica esperada fuese suficiente justificacidon para
elegir al llamado estimador posterior de Bayes conmo estimador de la

funcion buscada.

En su articulo, publicado en el Astin Bulletin en 1967,

BUHLMANN, H., pp. 205-207, establece que lo que interesa es que las

primas sean expresables mediante una expresion lineal, de manera que la

mejor aproximacion lineal para:

E[n(8;)/%;ys Kjpreees il
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se encuentra seleccionando la nejor priwa dentro de la clase restringida

de las primas lineales:

a+hbX
donde:
t
X.
X = \ Je
£ t
s=1

BUHLMANN, H. (1967) se planted el siguiente problema: Hallar los

valores de a y b tales gue minimicen:

y llegd a la conclusidon que la prima lineal de maxima precision era:

my = (L - b)m+ b-X

donde:

m = E[n(6,)]

b =es el faotor de ocredibilidad, que es un nimero

comprendido entre @ y 1, y que siwbolizaremos por Z.

A ;;'J se le suele llamar estimador credibilistico de la prima pura
verdadera, estimador ajustado de credibilidad o simplemente estimador de
credibilidad.

Este resultado representd una gran ayuda para los actuarios en la

formulacion de los problemas oredibilisticos, y a su vez, significo
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tanbién un inportante paso hacia adelante, ya que BUHLMANN, H. (1967) no
hizo supuestos acerca del tipo de funcidn de distribucién gque gobierna el
riesgo individual, ni necesitd introducir como dato wna distribucidn a
priori de la funcion estructural.

La idea de ajustar mna linea recta a la prima de wmaxima precisidn
no fue una idea originaria de BUHLMANN, H. (1967), pues ya fue concebida
por BAILEY, A. (195@), quien la aplicd en un contexto wuy especial. Sin
‘ewbargo, la importancia de esta idea no fue reconocida por sus
contemporaneos, posiblemente porgue su articulo carecia de la claridad
del de BUHLMANN, H. {1967), y tanbién porque  BAILEY, A. profesd
abiertamente la teoria bayesiana, que en agquella época no gozaba de buena
consideracién entre la casi totalidad de los estadisticos americanos.
MAYERSON, A. (1964a) también menciond la idea de ajustar wma linea ;;;£a,
pero no llegd a elaborarla.

Para muchos autores los fundamentos tedricos de la Teoria de 1la
Credibilidad no fueron establecidos hasta gue BﬁHLMQNN, H. presentd su
formala de credibilidad de distribmidn libre, basada en el criterio de
los minimos cuadrados. Pero aunque BUHLMANN, H. (1967) elabord el modelo
v obtuvo la prima de credibilidad, no abordo el problema de la estimacién
de los paramatros b y m. Esto lo hicieron otros autores, entre ellos cabe
destacar a NOBERG, R. (1979), quien elaboro uh andlisis detallado sobre

el proceso de estimacion de los parametros estructurales que aparecen en

el Modelo BUHLMANN desde el punto de vista ewpirico de Bayess.

3 ROBBINS, H. (1955.y 1964} también ha utilizado la aproximacidn empirica
bayesiana para la estimacion de los parénetrqs, y JOHNS, M. (1957), por
ejemwplo, elabord estimadores enpiricos bayesianos no paramétricos.
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A los estimadores enpiricos de Bayes se les han hecho wmuchas
objeciones,; entre las que cabe destacar la gran cantidad de tienmpo que se
precisa para su cadlculoj sin embargo, en la aproximacion credibilistica
los parametros implicados sdlo dependen de los nomentos de primero y
sequndo orden, y son facilmente estimados.

El Modelo de BUHLMANN representd wma importante contribucién a la
ciencia actuarial, y a partir de &1 se desarrollaron wa serie de
modelos, cada vez wmas perfeccionados, que mas tarde estudiarenos eh

profundidad.

1.3.- Mmalisis de los modelos credibilisticos.

El objetivo de este apartado consiste en dar wna vision general de
los distintos wodelos de credibilidad, propuestos a partir de que
BUHLMANN, H. (1967) expusiera su férmula de credibilidad de distribucién
libre.

La inportancia del MODELO DE BUHIMANN radica en su idea de
seleccionar 1la wejor prima lineal dentro de la clase restringida de las
prims lineales para estimar las primas de riesgo individuales,
utilizando para ello el procedimiento de los minimos cuadrados, y tawbién
porque ya no es necesario hacer ninguna hipotesis ni sobre la funcién de
distribucion que gobierna los riesgos individuales, ni sobre la funcion

de distribucion estructural a priori de los parametros de riesgo.
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Cono ya hemos dicho, el Modelo de BUHLMANN fue el primero gue
aparecid, y las hipotesis que asumid son bastantes rigidas, independencia
entre las pdlizas y dentro de cada pdliza, y howogeneidad en el tiempo,
hipotesis, esta dltima, que en la wmayoria de los casos cabe considerar
como un defecto. Un prerrequisito para poder aplicar este modelo es tener
una cartera formada por polizas que tengan aproximadamente igual
inportancia o impacto dentro de la misma, y solamente puede usarse en el
caso de trabajar con cantidades de reclamaciones deflactadas o sin
tendencia.

Para superar la limitacidon que representd el Modelo de BUHLMQNN al
ignorar la informacidn que supone para el asegurador el impacto que tiene
una péliza debido a su volumen, aparecid el MODELO DE EllHI..l‘l)NN—S’IBQI]B en
1970. Se trata, asi mismo, de un modelo de tiempo homogéneo, com el de
Bt'mmrm, pero con observaciones ponderadas, y mantiene también la
hipdtesis de independencia dentro y entre las polizas, pero en este caso
sdlo las observaciones esperadas son homogéneas en el tiempo.

El Mddelo de BUHLMANN y el Modelo de BUHLMANN-STRAUB, los hemos
englobado bajo la denominacién comm de Modelos Clasicos, ya que han sido
los primeros nodelos de credibilidad gque han aparecido cowp tales, y han
servido como punto de referencia para el surgimiento de los demds modelos
credibilisticos, los cuales se pueden dividir, segim nuestro punto de

vista, en tres grandes vertientes que hemos denominado:

+) Modelos de Regresion
+) Modelos Semilineales

*+) Modelos Jerarquicos
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La linea de los Modelos de Begresion fue iniciada por
HACHEMEISTER, C. (1975), con su modelo conocido con el nonbre de MODELO
DE REGRESION DE HOCHEMEISTER, que es una generalizacion del Modelo de
BUHLMANN-STRAUB. En &1 se abandona la hipotesis de howogeneidad en el
tiempo, y se asume otra de tipo polindmica para las observaciones
esperadas, pudiéndose de este modo trazar tendencias y tener en cuenta
los efectos de la inflacion, e incorpora ademis la técnica de regresion
para el calculo de los estimadores de credibilidad, aungue sigue
considerando estimadores de tipo lineal.

Siguiendo .la linea iniciada por HACHEMEISTER, C., en 1985 aparecid
m nuevo wodelo, el MODELO DE REGRESION NO-LINEAL DE De VYLDER, que es, a
su vez, tna generalizacion del Modelo de Regresion de HACMISTER. En
esfe mdelo, :la hipotesis de homogensidad en el tiempo es abandonada
conpletanente, y es réenplazada por otra no necesariamente de tipo
polindmica, siendo el Modelo de Regresion Exponenéial wo de los mas
utilizados dentro de los modelos de regresion no-lineales, y se wuestra
como mas adecuado cuando se trabaja con datos que incluyen los efectos de
la inflaciodn.

Otra vertiente es la de los Modelos Semilineales, que se hallan
dentro de la linea de los Modelos Clasicos, en cuanto a la hipotesis de
howogeneidad en el tiempo, y esta formada por los dos wmodelos
semilineales de De VYLDER, F. (1976), conocidos con el nowbre de MIDELO
SEMILINFAL. DE De VYLDER y MIDELO SEMILINEAL OPTIMD DE De VYLDER. En
estos dos modelos, una caracteristica fundamental es que ya no se trabaja
directamente con los datos de la experiencia de reclamaciones, sino con
dichos datos transformados a través de wmas funciones. Las primas de

credibilidad siguen siendo lineales, pero no necesariamente respecto a
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las variables observables, experiencia de reclamaciones, sino respecto a
las funciones antes citadas.

El MODELO SEMILINEAL. DE De UYLDER es una generalizacion del Modelo
de BUHLMANN, en el cual existen unas funciones dadas, que como ya henos
dicho no son wmas que transformaciones de las wvariables observables. Este
modelo tiene la ventaja de que eligiendo cuidadosamente estas funciones
pueden servir para detectar observaciones no deseadas, por ejemplo, por
tratarse de datos atipicos, y al mismo tienpo dotan de mayor flexibilidad
al modelo. Sin ewbargo, es iwposible incorporar distintas precisiones
para las ohservaciones, y no es apto para descubrir tendencias.

El MODELO SEMILINEAL OPTIMD DE De VYLDER, por su lado, es también
ma generalizacién del Modelo de BUHLMANN, perc en este caso.se considera
umabﬁnica funcidn que no es dada, sino gque uwno de los objetivos de este
modelo es precisamente la bisqueda de la funcidn optima.

Paralelamente a la aparicién del Modelo de Regresidon de
HACHEMEISTER, JEMWELL, W. (1975e), expuso su wmodelo denominado MODELO
JERARQUICO DE JEMELL, dando lugar a la aparicion de la vertiente que
hemos denominado linea de los Modelos Jerarquicos. E1 Modelo Jerarguico
de JEWELL es wna extension del Modelo de BUHLMANN-STRAUB pero distinta a
la de HACHEMEISTER. La principal novedad de este modelo es que considera
la cartera dividida en un cierto nimero de subcarteras o sectores,
caracterizada cada wma de ellas por un parametro de riesgo, que describe
las diferencias existentes entre las distintas subcarteras. Se trata de
un modelo en el cual cada poliza tiene asociados dos parametros de
riesgo, wno en el nivel de las polizas y el otro en el nivel de las

subcarteras, y es por este motivo que dicho modelo es tanbién conocido

con el nombre de Modelo Jerarquico con Dos Niveles.
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La credibilidad Jjerarquica no se ha quedado limitada a dos
niveles, ya que TAYLOR, G. (1979), BUHLMANN, H. y JEWELL, W. (1987), vy
GOOVAERTS, M.; KARS, R.; HEERWAARDEN, A. van y BAUWELINCEX, T. (199@) han
extendido el DModelo Jerarquico de JEWELL para el caso de considerar mas
de dos niveles dentro de una cartera, dando lugar al MIOEIO JERARQUICO
CON MULTIPLES NIVELES.

Por otro lado, SUNDT, B. {1978, 1979a y 1980) generalizd el Modelo
Jerarquico de JEWELL en otra direccidn, abandonando la hipdtesis de
homogeneidad en el tiempo y reemplazandola por otra de tipo polindmica
para las observaciones esperadas. Su wodelo, conocido con el nombre de
MIDELO DE BEGHESION JERARQUICO DE SUNDT, sique siendo wn modelo con
parametros aleatorios a dos niveles, de manera que cada poliza tiene
asociados dos parametros de riesqo, pudiéndose considerar como una
conbinacion en un solo mndelo del Modelo de Regresion de HRHCHEMEISTER y
del Modelo Jerarquico de JEWELL.

Este modelo tanbién ha sido generalizado para el caso de r
niveles, dando lugar al MXELO DE REGRESION JERARQUICO COON MILTIPLES
NIVELES. Entre los autores que han tratado este tem estan
TAYLOR, G. (1979); SUNDT, B. (198@) y NORBERG, R. (1986).

Resumiendo, los wodelos que vamos a analizar son los siguientes,

englobables en la escuela de pensamiento bayesiano:

Modelo de BUHLMANN (1967).

Modelo de BUHLMANN-STRAUB (1972).

Modelo de Regresién de HACHEMEISTER (1975).

Modelo de Regresion No-Lineal de De VYLDER (1985).

Modelo Semilineal de De VYLDER (1976)
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- Modelo Semilineal Optimo de De VYLDER (1976).

Modelo Jerarquico de JEWELL (1975).

Modelo Jerarquico a Maltiples Niveles (1979).

Modelo de Regresién Jerarquico de SUNDT (1978).

Modelo de Regresién Jerarquico a Miltiples Niveles (1979).

Estos diez modelos6 son los que segim alcanza nuestra informacion
existen hasta el nonento, siendo el Modelo de Regresion No-Lineal de
De VUVIDER el dltimo gque se ha expuesto. Con posterioridad a esta fecha la
bibliografia existente no es dewasiado abundante, habiéndose dedicado los
distintos autores a mejorar los nodelos ya Aexistentes, sobre todo los
jerarquicos, al estudio y perfeccionamiento de los estimadores ﬁropuestos
para los parametros estructurales, asi comp a aplicar los modelos
existentes a casos concretos, como al calculo de las reservas IBNR o a
los segquros de vida de grupos.

Un esquema clarificador de las felaciones existentes entre los

tdistintos modelos puede ser el siguiente:

6 Cabe sefialar, que el afio que aparece detras de cada uno de los nmodelos
es el primer afio en que aparecid dicho modelo.
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YOCELD DE REGRESICN DE HACHEYEISTER {1973)

| MOOELO DE BUHLINNN (1967)

IDDELD DE BUKLIRNN-STRAUB (1979)

PODELO SEMULINEAL DE DE VYLDER {1976) FODELO JERARQUICO DE JEMELL (1973)

IOOELO DE REGRESION MO-LINEAL DE DE VYLDER (1983)

FOOEL0 BEMILINEAL OPTIMD DE DE VYLDER (1976) FOOELD DE REGRESICN JERARQUICO DE SUNUT (1978)

—

MCEO JERARQUICO CON MATIPLES NIVELES

ICOELD DE REGHES ION JERARQUICO CON MULTIPLES NIVELES
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En todos estos wodelos cabe tener presente lo siguiente: Como
sabenps, excepto en las situaciones en que la priwa venga impuesta por la
autoridad o venga reglamentada, la parte principal de la prim que se
paga consiste en la prim de riesqgo, y es por ello que en todos estos
modelos sOlo vanps a considerar dicha prima.

Por otro lado, cabe sefialar que las estadisticas de reclamaciones
suministran informacién respecto a la prima colectiva, pues dan las
cantidades observadas como frecuencias medias acumuladas o datos
similares para grupos de riesgo. Por lo tanto, la prima de riesgo no se
puede obtener directamente de las tablas, pero juega un papel esencial ya
que representa la prima tedricamente correcta para un riesgo individual.

Esta prima, en mwxchos casos es desconocida excepto en dos casos:
- Bi el colectivo estadistico es homgéneo.

- 8i el riesgo puede ser observado durante un largo periodo de

tiempo, siendo la experiencia de reclamaciones estacionaria.

Es necesario distinguir entre prima de riesgo y prim colectiva, y
ademds tener en cuenta que la prima de riesgo individual sblo se puede

determinar para un riesgo del cual se conoce la prima colectiva.
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1.4.— La importancia de la Teoria de la Credibilidad.

Los actuarios tienen a su disposicién uma amplia gama de nodelos
credibilisticos, y debido tanbién al crecimiento de la capacidad de
calculo, los problemas referentes a la fijacién de primas, reservas y
estrategias de direccion de riesgos estan bajo wmn control wcho was
estrecho gue en un pasado reciente. Los problemas que subsisten estan en
el area del anAlisis yenel uso de los datos de los segquros para
modificar swcesivawmente las tarifas, com consecuencia del entorno
dinémico; |

La Teoria de la Credibilidad juega y jugarda un papel fundamental
en el analisis estadistico de los datos de las reclamaciones reales, ﬁara
poder wedir la wvalidez de algunos de los modelos propuestnsQ Por otro
lado, debe desarrollar sistemas estadisticos para facilitar el
conocimiento del proceso de segquros y facilitar a su vez, el ajuste
sistemitico de las primas.

La aplicacion de la Teoria de la Credibilidad en el ambito
actuarial ha experimentado uma notable evolucion a lo largo del tienpo.
En primer lugar, se interesd por alcanzar la credibilidad total, para
pasar a continuacién, si asi se puede decir, al problema de la
credibilidad parcial. Ya desde los primeros nomentos, se vio la necesidad
de desarrollar un modelo matematico bien fundamentado para poder dotar a
las herramientas credibilisticas, que hasta el momento habian sido
eminentemente practicas, de una consistencia tedrica. En ello jugd um
papel  fundamental BUHLMANN, H. (1967), al presentar su férmula de
credibilidad de distribucion libre, basada en el criterio de los wminimos

cuadrados. Ajustar wna linea recta a la prima de mixima precisién no
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fup una idea originaria de BUHLMANN, H., pero si fue guien la dotd de
consistencia tebrica.

El Mddelo de BUHIMANN ha sido el punto de partida para el
surgimiento de la wayor parte de los wodelos credibilisticos aparecidos
hasta el womento, y es por ello, que desde su aparicidén la bibliografia
referente a este tema ha proliferado considerablerente, asi como la
dedicada a la estimacion de los parametros estructurales que aparecen en
los distintos modelos, comp puede apreciarse en la bibliografia que se
encuentra al final del presente trabajo.

El primer autor espafol que se interesd por el tema de la Teoria
de la Credibilidad es VEGAS PEREZ, A. (1968). Dicho autor, centrd su
atencion en el tem Fiahilidad—credihilidad, asi como al mpdo de estimar

——

la fiabilidad, y definié ambos conceptos del siguiente modo:

Fiabilidad es la probabilidad de gque un sistema funcione de
forma correcta durante un cierto tiempo y en adecuadas
condiciones de utilizacidén, y Credibilidad es el nivel de
informacion de la estadistica de que se dispone para la
obtencidn de la muestra, que es funcidn creciente del tamafio

mestral y asintéticamente igual a wno.

Cono bien indica VEGAS MONTANER, f. (1981) en su tesis doctoral,
si bien la credibilidad consiste en el grado de aceptabilidad de la nueva
informacién, en términos de probabilidad, tenemos que la fiabilidad
supone la probabilidad de que la estructura definida por la informacidn
anterior continue vigente. Conmo puede apreciarse, ambos conceptos en

principio se contraponen, ya que el primero se refiere al valor de 1la
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nueva informacion, para wmodificar la situacion anterior, y el segundo
supone la negacion de la nueva informacién. Pero por otro lado, se
complewentan, ya que no se puede hablar en términos absolutos, sino gue
se precisan situaciones intermedias, cuya ponderaciéon depende de las
probabilidades que midan los grados de credibilidad y fiabilidad.

A partir de los afios setenta, los actuarios dedicados al tema
credibilistico enpezaron a mostrar cierto interés por la aplicacion de
los nodelos aparecidos en el seno de la Teoria de la Credibilidad al
canpo de los seguros de vida de grupos. Ello representd un importante
avance, desde nuestro punto de vista, ya que hasta aquellos momentos los
modelos credibilisticos se habian aplicado, casi exclusivanente, en el
campo de ios sequros no-vida. los autores gque trataron dicho tema son:
MARGOLIN, M. (197i); BOLNICK, H. (1974); FALK, W. Y BOLNICK, H. (1975);
LETSCH, V. y ZOPPI, G. (1981); LOCKYER, J. (1983); GUNTHER, D. (1984);
NORBERG, R. (1987), ammque los verdaderos pioneros del tema fueron:
WHITNEY, A. (1918); KEFFER, R. {1929); PERRYMAN, F. (1937);

SMICK, J. (1939); JOHNSON, R. Jr (1941); BAILEY, . (1945 y 1950).

La Teoria de la Credibilidad tawbién ha sido aplicada dentro del

anbito actuarial en materias comn:

- En los seguros privados de wviajeros: BRAILEY, A. y SIMON, LeR.

(1959); SUNDT, B. (1986b y 1987b).

- En los seguros de hospitalizacion: KORMES, M. (1968).
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- En el campo de las reservas IBENR: De VUYLDER, F. (1978b y 1982);
EEGEHEN, J. van (1981); HADIDI, N. (1985); ROBBIN, I. (1986);
NORBERG, R. (1986); MACK, T. (1990); GOOVAERTS, M.; KASS, R.;

HEERWAARDEN, A. van y BAUWELINCKX, T. (1992), pp. 241-310.

- En el “"large claim”": DERRON, N. {1966); GISLER, A. (1980);
BUHLMANN, H., GISLER, A. y JEWELL, W. (1982); GOOVAERTS, M. y
HOOGSTAD, W. (1987), pp. 99-104; HESSELAGER, O. v

WITTING, T. (1988).

- En las primas segin el wmétodo de ESSCHER: GERBER, H. (1980);
GOOVAERTS, M. y HOOGSTAD, W. (1987), pp. 107-110; GOOVAERTS, M.;
KASS, R.; HEFRWAARDEN, A. wvan y . BAUWELINCKX, T. (1990),

pp. 241-310.

- En el campo del calculo de las provisiones: CABRAL, M. ‘y

GARCIA, J. (1974); PEREIRQ, M. y ALFONSO, J. (1974a).
- En el campo del reasequro: ROBERTSON, R. (1975).

lo que ha dado lugar a la aparicién de ciertos modelos para el calculo de
las reservas IBNR y tanbién para el calculo de “"large claims", que son

aplicaciones concretas de los modelos de credibilidad que a continuacién

desarrollarenos.
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Un hecho a tener en cuenta, es que la Teoria de la Credibilidad no

solo tiene aplicaciones en el ambito actuarial7, por ejenplo:

- JACKSON y HAMILTON (1968) trataron el tema de la valoracidn
de los activos de los fondos de pensiones, y utilizaron wnos
métodos de valoracion que conbinan el coste inicial y el wvalor

corriente del wercado.

- En el informe preliminar del mayo de 1974 del Comité de la
Sociedad de fctuarios, se planted el problema de la evaluacion
no garantizada de los cash-flows, como la politica de dividendos
con wn indice de comparacion de costes. Una de las propuestas
presehtadas fue la aplicacidon de un factor de credibilidad a los
dividendos, antes de que el wvalor de cada dividendo se incluyera

en el cdlculo de in indice de comparacion de costes.

- KIMELDORF y JONES (1967) desarrollaron un método de ajuste de la
tabla de nortalidad, donde la wmwedia ponderada tipica de 1la

Teoria de la Credibilidad es usada explicitamente.

7 Atn sin poder documentarlo nos consta que hay aplicaciones en la Teoria

de las Decisiones Politicas.
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Dentro de los wodelos de credibilidad clasicos hewns englobado al
MODEIO DE BUHIMINN y al MODELO DE BiHIMINN-STRAUB, yva que son los dos
primeros wodelos credibilisticos que aparecieron, el primero en 1967 y el
segundo en 197@, y han sido el punto de partida de la moderna Teoria de
la Credibilidad.

El objetivo de anbos wodelos es estimar la prima de riesgo
individual para wma poliza concreta, seleccionando para ello la me jor
prima dentro de la clase restringida de las primas lineales, y utilizando
el procedimiento de los mininmos cuadrados.

Se trata de dos modelos de tienmpo homogéneo pero el sequndo con
observaciones ponderadas, siendo este (ltimp elemento wa de las
novedades que introduce respecto al primero. En ambos modelos se asume la
existencia de independencia dentro y entre las polizas, y que las
observaciones esperadas son homogéneas en el tiempo. Sin embargo, en el
Modelo de BUHLMANN-STRAUB la varianza deja de ser constante y pasa a

depender del periodo considerado via los pesos o ponderaciones naturales

introducidos.
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En realidad, el Modelo de BUHLMANN-STRAUB no es mis que wna
sencilla extensién del Modelo de BUHLMANN, que aparecid para superar la
limitacién gque suponia el Modelo de BUHLMANN al ignorar la informacién
que representa para el asequrador un contrato debido a su volumen.

Ambos modelos solo son adecuados cuando se dispone de datos
deflactados o sin tendencia, pero ademas para poder aplicar el Modelo de
BUHLMANN es necesario disponer de una cartera formada por polizas que

tengan mas o wenos igual inportancia dentro de la misma.
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2.1.- MIELO DE BUHLMANN

Los fundawentos tedricos de la Teoria de la Credibilidad no fueron
establecidos propiamente hasta el oologquio de fstin en 1965, donde
BUHLMANN, H. presentd su formula de credibilidad de distribucidn libre,
que fue publicada en 1967, basada en el criterio de los miniwos
cuadrados.

BUHLIMANN, H. (1967) replanted el problema de la estimacién de la
prima de credibilidad del sigquiente mwodo:

Deseanmds gue las primas sean lineales y propuso seleccionar
la mjor prima dentro de la clase restringida de las prims
lineales. Para su obtenciodn utilizd el procedimiento de los
minimos cuadrados, no siendo necesario hacer ninguna
hipotesis ni sobre la funcidn de distribucidn que gobierna
los riesgos individuales ni sobre la funcién de distribucidn

estructural a priori de los parametros de riesgo.

funque las hipotesis que introdujo han sido objeto de critica
debido a su gran rigidez, independencia dentro y entre las pdlizas, y
homgensidad en el tiempo, la formulacién de su modelo fue un  inmportante
paso para el desarrollo de la Teoria de la Credibilidad, y ha dado lugar
a la aparicidon de wodelos cada vez mis pefeccionados. Se trata de wn
modelo de tiempo homgéneo con observaciones no ponderadas, por lo que
ignora la informacidon que representa para el asequrador el impacto que

tiene wma pdliza debido a su volumen, mostrandose apto cuando se trabaja

con datos deflactados o sin tendencia.
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2.1.1.— Variables relevantes.

El Modelo de BUHLMANN puede ser descrito usando las siguientes

variables:

Js

Es el parametro de riesgo para la poliza j-ésima. Es wuna
variable estructural, gque describe las caracteristicas de
riesgo del contrato j-ésimo, con j = 1,2,...,k, siendo k el
nimero total de pblizas de la cartera. En la mayoria de los
casos este parametro es desconocido o inobservable, de ahi,
gue estos paranetros sean considerados como variables

aleatorias desconocidas.

Variable que indica la experiencia de reclamaciones para la
poliza j-ésima en el periodo s-ésimo, donde j = 1,2,...,k
y 8 =1,2,...t, siendo t el nimero de periodos observados
para cada pbdliza. Es tanbién wna variable aleatoria, pero
con realizaciones observables. En ocasiones se suele
interpretar cono el inporte medio de las indemnizaciones

por siniestro.

Un esquema clarif icador puede ser el siguiente:
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Poliza
=1 =2 « .o J=k
Variables de
estructura 91 92 ' gk
! Rt o1 . K1
2 x12 X22 XﬁZ
Variables . . . . .
observahles . . . . .
t X X s @ =
Periodos 1t 2t et

donde la pdliza j-ésima viene descrita por el siguiente vector:

) X.)

(650 Bjys Bipreens By = (850 X;

2.1.2.- Hipotesis del mdelo.

Las hipotesis asumidas por BUHLMANN, H. (1967) son dos:

-3

B.1) Las poblizas j = 1,2,...,k, es decir, los pares (4,, X ),
- -

(92, Xz),..., (Bk, Xk) son independientes v estan

idénticamente distribuidos.
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B.2) Para cada contrato j = 1,2,...;k, y para mm Gj dado, las
variables condicionadas: . ./86., K../8.,...q X. /8. son
JU737 g2 Jt'

independientes y estan idénticamente distribuidas.

La primera hipdtesis indica la existencia de independencia entre
los riesgos (pblizas) y equivalencia exterior de los mismos o
equidistribucién de las variables de estructura, o dicho de otra manera,
se estad asumiendo que las pdlizas son independientes entre si, y a priori
tanto da coger una pbliza como otra.

La sequnda hipotesis, por su parte, expresa la existencia de
independencia dentro de cada riesgo y honogeneidad en el tiempo. Si hay
homogeneidad en el tiempo, se estd asumiendo implicitamente que no hay
aprendizaje, que un individuo no mejora ni ewpeora a medida que va
pasando el tiewpo.

Asi pues, tma manera alternativa de expresar las hipdtesis de este

modelo es la siguiente:

-,
B.1) Las polizas j = 1,2,...,k, es decir, los pares (81, Xl),

’ - ]
(82, Xz),..., (ek, Xk) son independientes 14 estan

idénticamente distribuidos.
B.2) a) E[X; /6] = n(e;) 5 € {1,2,...,t)

Las observaciones esperadas no depende del periodo en que

estems, debido a la eristencia de homogeneidad en el tiewpo.
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b) Cov[;JIBJ.] = 62(93)-1 s € {1,2,...,t}

donde I es la watriz identidad, de dimension (t,t}),

: -3
02(93) = Var[leeé] 4 XJ es un vector de dimension (t,1),

—p

siendo XJ. = (x.jl’ K.oyeeay XK.

i2 it

2.1.3.- Estimcion de la prim de riesgo individual.

El objetivo de BUHLMANN, H. (1967) fue estimar de la mejor manera
posible la prima de riesgo individual p(BJ). En un primer mmento se

intento estimar dicha prima aproximdndola mediante wma funcidn:

g(x‘ii, XJ2,..., th)

que sdlo depende de la experiencia de reclawaciones, y se usO para medir
la ecalidad del ajuste la desviacion cuadratica esperada. De modo que se

debia determinar g como el minimo de la siguiente expresion:

1] = Bpyygy [[(05) = 908y Eipoeres By)1?]

y se llegd a la conclusién de que la funcion optimas g, usando el criterio

de los mininos cuadrados, era:
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g(le, sz""’ th) = E[?(ej)/le’ XJE""’ th]

Esta funcion g es conocida por los estadisticos cono el estimdor
posterior de Bayes para u(sj).

Este resultado tiene escasa aplicacion practica, como ya henos
indicado anteriormente, puesto que para su cdlculo es necesario conocer
la funcidn de distribucion F(#/8) y la funcion de estructura U(8), y aim
en el caso de gue awbas sean conpbcidas, gque no es lo usual, los
desarrollos mtematicos inﬁolunrados en el calculo suelen ser en general,
como poco, demasiado conplejos y de dificil solucion analitica.

BUHLMANN, H. (1967) soluciond en gran parte este problem, v
propuso lo siguiente: Querenmns gque nuestras primas sean lineales, y
propuso seleccionar la mejor prima dentro de la clése restringida de

primas lineales de la forma:

BUHLMANN, H. (1967), pp. 206, establecid el siguiente LEMA:

Si dados CJO’ cjl’ cjz,..., cjt tenenos que:
t t
. 2 R 2
ETotal[[”(ej) cjo 7/ %isBis| | ¢ Brotar|[*85) ~ ®jo T/ CjsEys
s=1 s=1

para c&e, cél, c32""’ cit arbitrarios, entonces:



NODELOS CLASICOS: BUBRLNANK 55

es también la mejor aproximacidon lineal para E[p(e‘j)lxu, ij,..., x,jt]'

DEFDSTRACION:
t

Erotal [["(93) " %o~ Z1 CJS'XJS]Q] )
=

“E [[p(ed) - E[A(0)/K;yy Biprenns Kyl +

t

" 2] _
* E[u(8;)/K5p0 Rygreees Byl = (oo * l—fcés'xss) =

s=

- Brgean [[4(0,) - ELMO 8 Bigueens 27 4
YEL, [[E[”(e,j)/le’ Kigreos Byl = (ojq + chs'xjs)]Q] -
- 2'Erota1[[“(93) - E[#(8;)/Kjys Rygaeees th]]'

t

&
»[E[p(ej)/xﬂ, Rigreer Kyl = (o0 * %cjs.xjs)]]
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Cono:

E[p(BJ)] = E[%[“(GJ)/XJI’ XJZ";.’ th]]
resulta gue:
E[p(ad) - E[p(e‘j)/xdl, XJQ,..., th]] =@

siendo:

t
Erotal [["‘(93) " %o " Zl °Js'xa's]2] )
=

_ E&utal[{“(ed) - E[u(6,)/%;, Ripyeens th]]2] +

t
_ 2
+ Erotal[[s[p(ej)/xji, Rigrenos Kyl = (o0 + (: oo,
s=1
El primer sumando no depende de los coeficientes

ch’ c‘jz,..., cjt’ de lo que se desprende que la parte izquierda vy
derecha de la igualdad estan minimizadas por los mismos coeficientes DJ 1

cjz,..., cjt' guedando dempstrado gque si:
ot /__Cis"js
s=i

es la mejor aproxkimacion lineal para ).1(8J.), también lo sera para

E[n(6)/%;ys Kipreens K]
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Asi pues, la me jor aproximacion lineal para
E[p(ej)/le, sz""’ X,jt] se encuentra hallando los valores de los

coef icientes c,j@’ C,jl""’ cjt tales que minimizan:

t
1[CJQ’ RETAARER Djt] = Erotal [[ ”(e.i) " %o~ Z CJS.XJ'S]Q]

de acuerdo con el criterio de la maxima precisidén mininmo-cuadratica.
El estimador asi calculado se denomina estimador de credibilidad
para la prim pura verdadera o sinplemente estimador de credibilidad, y

vamos a siwbolizarlo por ,u(ej).

2.1.3.1.- Notacion previa.

fntes de hallar la solucidn al problema de wminimizacion,

introduciremos la siguiente notacidén previa:

) p(GJ.) = E[stlej]. Es la prim de riesgo individual para una
poliza concreta, la j-ésima, es decir, es la cantidad esperada
de reclamaciones individuales, que no es mis que la esperanza

condicionada a un parametro de riesgo fijo.

= = .}]. Dennta la cantidad wmwedia esperada
‘) m Efotal[xjsl E[)J(GJ)] P
de reclamaciones para el conjunto de la cartera. Es la prim de

riesgo colectiva, que no es mas que el valor esperado de todas

las primas de riesgo individuales.
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+)as= Var[E{XJSIBJ]] = Var[p(ej)]. Mide la varianza o dispersion
existente entre las primas de riesgo individwales. Es un
indicador de la heterogeneidad de la cartera, medida a través

de la cantidad de reclamaciones individuales esperadas.

+) 52 = E[Uar[xjslej]] = E[oz(BJ)]. Es el valor esperado de la
dispersion total de los datos de reclamaciones de nuestra
cartera, ya que Var[XJSIGJ] refleja la varianza de la variable
experiencia de reclamaciones para una poliza concreta en el

tienpo.

Por otro lado tenemns:

2
) Cou[XJP, st] =a+8 S5

+) Covlpi@.), XK. =a
) [m{ J)s JS]
donde Brs es el sinbolo de Kronecker, siendo:

@ sir#s

i sir=s

Estas dos tltimas igualdades son faciles de demostrar.

En primer lugar, deseamods conprobar que:

Cov[K. , XK. ] =a +6__ 5
Jjr!' “js rs
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Para ello partimos de la formula general de la covarianza para el

caso de que r # s
Cov[xdr, st] = E[Cov[xjr, XJSIGJ]] + Cov[p(ej), p(ej)]

Por la segunda hipbotesis de este wodelo, sabemos que XJPIGJ Yy

XJ.S/GJ son variables aleatorias independientes, por lo tanto, la
covarianzas

Cou[X, , X, /8] =@

Sustituyendo, resulta que:

it

Cou[XJr, xjs] o + Var[y(ej)] = a

En el caso de que r = 5, tenemns:

Cou[xjr, st] Var[xjs]

¥ si aplicamps la definicidn de varianza:
2

Var[XJS] = E[Uar[xdslej]] + Var[E[XJS/OJ]] =8 +a

quedando, por lo tanto, demostrado que :

2
Cov[xjr, XJS] =a+b S
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Para comprobar que:
Cov[p(sj), xjs] = a
aplicamos de nuevo la formula general de la covarianza:
Cov[p(BJ), xjsl = E[Cou[p(ej), st/BJ]] +
+ Cov[E[p(BJ)IOJ], E[XJS/OJ]]

Debido a la hipdotesis de independencia asumida en el modelo y que

p(ej) es una constante respecto a wn GJ dado, resulta que:

Cov g. X./8.] =0 Eln(e.}/8 .1 = 8.
ov[ u| J)' js J] by [n{ J) J] n{ J)
siendo:

Ccv[p(sd), XJS] =0+ Cov[p(éd), p(ed)] = Var[p(sj)] = a

2.1.3.2.- Calculo de la mejor aproximacion lineal para la prima de riesgo

individmal.

Una vez introducida la notacion previa, pasemos a resolver la
cuestion que nos ocupa. Recordemps que estanmps interesados en hallar la
wejor aproximacion lineal para E[”(GJ)/XJI’ XJQ""' th], que cono hemos
visto, se encuentra hallando los valores de cj@’ cjl""’ cjt tales que

minimizan:
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t
Hejor j1reer Cjel = Erotan [[”(e.i) " %o~ Z CJS'XJS]Q]

6=

Para ello, primero derivamos respecto a los t+1 coeficientes que

tenemps e igualamos a cero:

t
:; = Erotal [2' [N(G?J) " Cip " Zc,js'xjs]'(—l)] =Q
* = (1)
t
3:. = Frotal [2' [MQJ) " e ” Z CJs'xjs]'(-XJP)] =@
Jr s=1

r=1,2,...,t (2)

obteniendo un sistema de ecuaciones homogéneo de t+1 ecuaciones con t+1

incognitas, que tawbién se puede escribir:

t
&
Erotas [M9,) = 00 - - °ja%js] = 0 (3)
<
Erotat [Se [49;) =20 - o oja¥is)| = © (a)
S=

r=1,2,...,t

Multiplicando la ecuacion (3) por E[Xjr]' y restandosela a la

ecuacion (4) sucesivamente para r = 1,2,...,t, nos queda:
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t
SN L _
E[x.ir' [’*(95’ "o T L "is x.is]]
sS=
t
- E[ij]-E[M(Bj) - Cip " Z DJS-XJS] =0 (5)
=1
N 1,2,000,t

Cowmo la esperanza de una suma es la suma de esperanzas, operando

resulta:
t
<
E[X. -p{6.) -X. Cc., - . K. ‘X_ | - E[X. ]'E[an(€.)] +
[Jr a J) ir'%je T £ %js " is e [ Jr] [a .1)]
s=1
Tt_
+ CJO.E[XJP] + E[er]'E / CJS.XJS =
o=
t
- \
= E[XJr-p(GJ)] cJo-E[XJr] E / CJS st XJI‘

=1

1]

t
E[er]'E[M(BJ)] + cJO-E[XJr] + E[XJr]-E Zc. @ =

Js J&
s=1
t
= E[X,,#(8;)] - E[X, 1-E[n(8;)] - E[Xjr-zl GJS-XJS] +
sS=
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t

= Cuv[u(ej), X,ir] - ZCJ.S'CDV[XJP, XJ.S] =0 (6)

s=1
Verificandose, por lo tanto, que:

t

o
Cov[p(ej), XJr] = é__.cJS-Cou[XJp, XJS] {(7)

s5=1

r = 1,2,.--’t

§i volvenos al sistema de ecuaciones inicial, y hacemos algunos
reajustes en la ecuacién (3), al ser la esperanza de una suma, sum de

esperanzas, nos queda: '
E[p(BJ)] - CJQ - cJS-E[XJS] =0 (8)
g=1

pero a su vez, com m = E[p(ed)] = E[XJS]=
Vt"
m - CJO - / CJS-m =0
5=1
siendo:
t
—
m= GJO + m-z CJS (%)
g=1

Por otro lado, en (7) hemos obtenido que:
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t
Cov[n(QJ), Xjr] = Zz::cjstov[XJP, X

s=1

(7)

js!

r = 1,2,--.'t

Si sustituinps anbas covarianzas por su valor:

2
Cou[p(ad), Xjr] = a y Cov[XJr, st} =a+é -5
obtenemns:
‘t__
‘ 2
as=, cJSc(a + Srs's ) {10)
s=1 r=1,2,...,t
o lo gque es lo mismp:
t t
N 2\
a=a-, @©,* s "/ cJS-BPS (11)
s=1 s=1
r = 1,2,-.-,t
@ sir s
Pero coom & = resulta que:
rs .
i sir=s
t
-
/ cjs Srs - ch
s=1
siendo:
t
(12)

2
a=8 -cjr + a-: cjs
s=1

ras= 1,2,---,t
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De manera que noestro sistema de  ecvaciones inicial de t+1

ecuaciones podewns escribirlo también del siguiente nodo:

| t

—

ot ™'y B =m (9)
s=1

1 t
52- ch + a-é ch =a, parar = 1,2,...,t (12)
s=1
L

Observemos que este sistema de ecuaciones es simétrico respecto a

los coeficientes CJI’ CJZ""’ Cjt’ lo que iwplica:

CJI-CJZ— .. =CJ.t=G
siendo:
©j0 +mtic =m (13)
2
§wc+atc=a ‘ (14)

De la ecuacion (14) podenos despejar c:

c= ——533——- (15)
S + a-t

y si definims una nueva variable Z cowo:

Z =2t (16)

podemos escribir la constante c del siguiente modo:
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a Z
c = = (17)
S2 +a-t t
Por otro lado, de la ecuacidn (13) resulta que:
o = m (1 - t.c) (18)
A .
Pero cown € = ——, a sU Vez c,, se puede escribir como:
Z
®jo = ‘“‘[1 “"‘t—]
o lo que es lo misno:
i = m[1 - Z] (19)

De manera que los wvalores de los coeficientes CJO’ GJI,..., GJt

que minimizan nuestra funcion 1(030, CJI""’ cjt) sons
OJQ =[1-2]'m

c., = O

.0 = -2
J1 t

32=l.l =°Jt

y en consecuencia, la mejor aproximcion lineal para:

E[i(8)/K; s Kigreeny Hyi]
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o lo que es lo mismo, el estimador ajustado de credibilidad para p(Oj)

es:
t t
FaY ‘
8.) =¢c + c, 'X. =c¢ + c': X
a J) e /__"js "js Jjo L_ s
s=1 s=1

Sustituyendo Cip ¥ © por sus respectivos valores, dados en (19) vy

(17), resulta que:

mej) = [1-2]m+zE (20)
. donde:
7 = 5 a-t
§ +a-t
t
X = v s
=/ t
s=]

2.1.3.3.- Propiedades del estimador ajustado de credibilidad.

El estimador ajustado de credibilidad, p(ej), llamado también
estimador credibilistico de la prim pura verdadera, o simplemente prim

de credibilidad, tiene tres importantes propiedades a mencionar:

- En primer lugar, asegura que los ingresos por primas y los pagos

se equilibren conjuntamente por término medio.
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E[n(6,)] = [1 - z]-E[m] + Z-E[%] =

t Ex.
=[1-2Z]'m+ Z-Z———[ 't’S] =
s=1

[ -Z}m+ —%—-t-m =[1-Z]'m+Zm=m

- En sequndo lugar, p(BJ) s& aproxima a la prima pwa verdadera
para cada riesgo, cuando t crece. Ello es debido a que para un
parametro de riesgo dado OJ, la media X se aproxima a m cuando t

tiende a infinito, y Z se aproxima a la wmidad.

- Y en tercer lugar, para la obtencién de p(ed) no se han hecho
hipotesis sobre el tipo de funcidn de distribucion que gobierna
el riesgo individual, o de 1la funcion de distribucidn

estructural a priori de los parametros de riesgo.

2.1.3.4.- Prapiedades del factor de credibilidad.

En la férmula de credibilidad aparece el parametro Z, denominado
factor de credibilidad o sinplemente credibilidad, que es un nimero
comprendido entre @ y 1, awmbos inclusives, y que resulta ser una sintesis

de varios elementos.
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Las propiedades que verifica dicho factor son las siguientes:

-~ Cuando t crece, es decir, cuando tiende a infinito, entonces Z
tiende a la wnidad. Ello signifieca que a medida que tenemos
mayor informacidn sobre el riesgo, wayor es la ponderacién
relativa dada a su experiencia individual. En el caso de poseer
experiencia conpleta, es obvio, que tengams wna total confianza

en la prima de riesgo individual.

~ Cuando a = VaP[E[XJSIGJ.]] = Var[p(ej)] = @, entonces el factor
de credibilidad es nulo.

Ya dijimbs que "a” es wn indicador de la heterogensidad

existente dentro de la cartera, en este caso al ser nulo, no hay

heterogeneidad y entonces m es el mejor estimador lineal para

p(BJ).

- Cuando "a" tiende a infinito, el factor de credibilidad tiende a
la wnidad, ya que nos estd indicando que el colectivo es
extremadamente heterogéneo, por lo que las diferencias
observadas entre las reclamaciones registradas de wn riesgo a

otro son importantes. En este casa, X es el mejor estimador

lineal para p(ej).

- Y por dltim, cuando g% = E[GZ(OJ)] tiende a infinito, el
factor de credibilidad tiende a cero. Esto es, si existe mucha

varianza en la siniestralidad individual el mejor estimador para

la prima de riesgo individual es la colectiva.
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2.1.4.- Estimacion de los parametros estructurales.

NORBERG, R. (1979), pp. 197, llama a w, a, ¥ 52 paranetros
estructurales. Utiliza este término para indicar que, para objetos
practicos, estos parametros deben ser estimados a partir de las
observaciones , y poder asi calcular Z vy ;(BJ).

BUHLMANN, H. (1967) no abordd el problema de la estimacion de los
parametros estructurales, so0lo planted 2l modelo y obtuvo el estimador
ajustado de credibilidad, ;(BJ), que es resultado del proceso de
minimizacién, indicando gque el problema de la estimcién de los
parametros atm no habia sido abordado.

Para la obtenciéon de los estimadores de los parametros
estructurales vamos a seguir el articulo de NORBERG, R. (1979),

pp. 197-198, siendo los parametros estructurales que querenps estimar:

3
I

= E[x, ] = E[n(8;)]

W
n

Var[E[st/ej]] = Uar[p(BJ)]

2 2
5 = E[Var[XJS/BJ]] = Efe (BJ)]
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2.1.4.1.- Estimacion de la media poblacional.

Un estimador obvio para la media poblacional mes el wvalor medio

observado:

(21)

-rjw
M~

[
[N

k
.
® L

Jj=1 s

Mt

u
[y

J

Observems que Mb da la wmisma inportancia a todas las wedias

individuales, esto es, presupone que se trata de wn colectivo howogéneo,

aunque no lo sea.

. . 2
2.1.4.2.- Estimcion del parametro g2 - E[s (Gj)].

El parametro estructural 52 indica el wvalor esperado de la
. . 2
dispersion total de los datos en el tiempo., Un estimador para S§° es el

valor wedio de las k wvarianzas individuales enpiricas, siendo su

expresion:
k t
22 1 Nt Ny ony2
J:l 5=1
donde:
. 2
2 __ 1 - M. 23
SJ Tt -1/ (XJS J) (23)
g=1

que es la varianza individual enpirica dentro del riesgo j-ésimo.
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2.1.4.3.- Estimacion del parametro a = Var[p(ﬂj)].

El parametro a expresa la variacion de la prima pura verdadera

individual entre los riesgos en la poblacion.

Un estimador para dicho parametro podria ser la varianza empirica

de la prima pura ohserwvada, aps definida como sigue:

k
A = o) (1 - 1) (21)
J=1

~ -~
Si p(ed) estuviese perfectamente estimado por p(ej), entonces ag
a8
seria wn estimador insesgado de a. Sin ewbargo, p(sj) fluctia mas
anmpliamente que p(BJ), yva que estd afectado por la wvariacion accidental

dentro del riesgo de wn periodo a otro, siendo el estimador ajustado

correctamente de a:

K
a= ﬁz (m; - n0)2 - _t_.§2 (25)
j=1

Los tres estimadores que acabamps de ver son insesgados y

consistentes, esto es:

i
E

- E[1,]

- E[8%] = E[o%(6)]
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- E[a] = Var[n(s,)]

(M 52, a) —F (m, 82, a) cuando t—; o

2.1.5.- Calculo del valor esperado para el periodo “t+1".

‘Nuestro objetivo hasta ahora ha sido hallar la mejor aproximacidon

lineal para la prima de riesgo individual:
E[p(ej)/le, ij,..., xjt]

y la hemps obtenido hallando los valores para GJO, cjl""’ cjt, tales

que minimizan la esperanza total:

t
ETotal [["(95) " %o~ Z GJS'XJS]Q]

de acuerdo con los criterios de mixima precisién.
Este problema se puede plantear desde otro pumto de wvista.
Podriamos no estar interesados en p(ej), pero si en estimr la

experiencia de reclamaciones para el periodo t+l, esto es, Xj,t+1'

La solucién de este problema es facil, si mantenemos las misms

hipdtesis consideradas en el modelo para las nuevas variables aleatorias.
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En este caso!

E[M(6,)/8 s Kopseey K] = B[R, /R0y Hopyeny Ko ]
ya que:

nO;) = E[X, 1 /6.] = E[X, /6.5 Koy Koppunny K]
de ahi que:

E[#(ej)lle’ sz,l--, th] =

E[E(X; ¢,1/850 Bjypoener B )/Byyy Bigguney By =

E[Xj,t+1/le’ XJQ,..., th]
Por lo tanto, para hallar XJ g4y VRS A seguir el wmismo
] .
procedimiento que antes: Querewos hallar los valores de cjo, CJI""’ cjt

tales que minimicen:

N 2
He,gr C5pr000y ©5¢) = Ergeay [[Xj,t+1 Ci0” /__ Cjs'¥js

de acuerdo con el criterio de maxima precisiéon minimo-cuadratica.
La solucion de este problema de minimizacidn nos lleva a los
mismos resultados que habiamps obtenido en el apartado 2.1.3.2., para el

calculo del wejor estimador lineal de la prima de riesgo individual, ya

gue: '
COU[Xj,t+1, XJS] = COV[A(GJ), XJS] = a con s = 1,2,-."t

De manera que la e jor aproximacion lineal para

E[xj,t+llle’ XJQ,..., th] coincide con la wmejor aproximacion lineal
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para E[“(aj)/le’ XJ.Q,..., th], siendo su estimador ajustado de

credibilidad, M(BJ), el mismo que habiamns obtenido anteriormente:

ﬁ(ej) =[1-2z]'m+ 2§

con:
t
g3 s
=) —
s=1
7 = 2"""‘
§ +a't

2.1.6.- Comentarios al mdelo.

Hemos visto que la solucidn del Modelo de BUHLMANN con los valores
reales (no estimados) de 52 y a equivalia a minimizar para todos los

-

posibles valores de CJO, c jt

gt’
t
Erotal [[‘”(QJ) " %e T Z 035.}{35]2]

Como consecuencia de la aparicidn de la constante de minimizacidn

c muchos autores denominan a la solucion de esta forma cuadratica

3o’
Formula de credibilidad no homogénea. Por el contrario, si consideramos

el problema homgeneo:



76

TEORIA DE LA CREDIBILIDAD

t

Eratar [40) = Y 050 %y,]7]

s=1

sin la constante cj@’ pero con la siguiente restriccidn :

t

E[u(s )] = ) o EIX,,]
s=1

llegamos a la llamada Formala de credibilidad homgénsa, que es la

siguiente:

donde:

.;(BJ) = (1 - 2)my + zm,

férmula que coincide con la no-homogénea en el caso que m sea estimado

por el estimador insesgado Mb.

Por altimo, wvamps a apuntar algunos de los inconvenientes que

presenta el Modelo de BUHLMANN:

- En primer lugar, cabe destacar que las dos hipotesis de este

modelo son bastantes rigidas. La homogeneidad en el tiempo es
considerada com un defecto en la mayoria de los easos. Asi, por
ejemplo, si XJS representa la cantidad reclamada, las
realizaciones de esta variable aleatoria observable estan

afectadas por la inflacidn, elemento perturbador que cambia la
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distribucién en el tiempo para un mismo elemento, debiendo ser
eliminada. Sin enbargo, la inflacién no es a weces el tmico
factor relevante, y los datos pueden sufrir una tendencia. En

estos casos, el Modelo de BUHLMANN no es apto para ser aplicado.

- Por otro lado, como ya sabenos, la varianza es en general uma
medida de la precision de los resultados. En este modelo es wn
prerrequisito tener polizas que sean mas o nenos de igual
inportancia, ya que tener pdlizas con una alta y baja exposidn
al riesgo distorsiona el resultado. En el Modelo de BUHLMANN se

" supone que todas las polizas tienen el mismo impacto en el

negocio, aunque no sea asi.

- Y en tiltino lugar, otro elemento a tener en cuenta es que
m = E["O] independientemente del valor de Z, siempre y cuando
conozcamos los verdaderos valores de a ¥y 82. Ello nos indica
que wna estimacion errénea de Z no queda reflejada en los
ingrespos totales por primas, pero las primas de riesgo
individuales se alejan de las que corresponderian segim sus

caracteristicas. De ahi la importancia de estimar adecuadamente

el valor de Z.

Para concluir diremos que el Modelo de BUHLMANN solo es adecuado
en el caso de utilizar cantidades de reclamaciones deflactadas o sin
tendencia, y ademis considera implicitamente que las pélizas tienen el

mismo inpacto en el negocio.
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2.2.~ MDELO DE BiHLMANN-STRAUB

El Modelo de BUHLMANN-STRAUB (1972), no es mas que wna sencilla
ampliacién del Modelo de BUHLMANN. Se trata de un wodelo de tiempo
homgeneo, pero con observaciones ponderadas, y es probablemente el
modelo més utilizado en la practica.

Como ya hemos dicho, aparecid para superar la limitacion que
suponia el Modelo de BUHLMANN al considerar que todas las pdlizas tienen
igual iwmportancia dentro de la cartera, independientemente de su volumen,
limitacion que en este modelo deja de serlo al introducir una ponderacién
0 peso natural para cada poliza, ampliando de este modo su campo de
aplicacion. .

Las obsebvaéiones esperadas siguen siendo honbgéneas en el tiempo,
pero la wvarianza deja de serlo, pasando a depender del periodo
considerado via los pesos o ponderaciones naturales.

Otro elemento inportante a tener en cuenta, es que el factor de
credibilidad ya no es constante para toda la cartera, como lo era en el
modelo anterior, sino que cada pbliza tiene ahora su propio factor de
credibilidad.

A pesar de todo ello, este modelo, como el de BUHLMANN, sblo es

" apto en el caso de trabajar con datos deflactados o sin tendencia.
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2.2.1.— Variables relevantes.

El Modelo de BUHLMANN-STRAUB puede ser descrito utilizando las

siguientes variables:

- OJ : Es el parametro de riesgn. Es wma variable aleatoria
desconocida, gque describe las caracteristicas de riesgo del
contrato j-ésimo, con |j = 1,2,...,k, siendo k el nimero

total de pdlizas.

- ¥. : Es uma variable aleatoria observable que nos indica la
experiencia de reclamciones, con d = 1,2,...,k b4
s =1,2,...,t, siendo t el nimero de periodos observados

para cada pdliza.

Arbas variables ya aparecian en el Modelo de BUHLMANN, y ademis

incorpora:

~

- w._: Pesos o ponderaciones naturales, que son nimeros positivos

Js
conocidos, con j = 1,2,...;k ¥ s = 1,2,...,t.

Normalmente, XJs representa la cuantia media de reclamaciones y
“ﬁs suele representar el nimero de reclamaciones. Si XJS representa el
ratio de pérdidas, los pesos naturales wBS, serian los correspondientes
volimenes de primas.

La incorporacién de estas ponderacionss o pesos naturales amplia

considerablemente el campo de aplicacién del modelo.
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Un esquema clarificador de este modelo podria ser el siguiente:

Pbliza
J=1 J=2 . J=k

Variables de
estructura 91 92 't ek.

! Ryg(wyy) o Bpylwy) oo v R (v

2 Rialwp)  Eyplwys) LPIL Y
Variables . . X . . .
observables . . ’ . . .

t Rl Bylwy) e Bl

Periodos ¢

donde X.S seria el coste medio por siniestro y “55 el nimero de polizas

que han tenido siniestro. En este caso podemps escribir:

2.2.2.- Hipotesis del mdelo.

Las hipotesis de este modelo son:

_’
BS.1) Las polizas j = 1,2,...,k , es decir, los pares (81, Xl),
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BS.2)

- -
(62, XZ)""’ (Bk, Xﬁ) son independientes, y las variables

.,8, estan idénticamente distribuidas.

aleatorias &,,8 K

1, 2,--

i,2,...,k vy s =1,2,...,t, tenemos:

Para todo

1}

a) E[X, /8] = n(8;) s € {1,2,...,t}

1 2
b) CDV[XJP, XJS/BJ] = Srs'——‘-":]:"ﬁ (BJ)

donde W, san nimeros positivos dados, p(sj) y 02(93) son

- funciones desconocidas, vy 5P5 es el simbolo de Kronecker,

como en el Modelo de BUHLMANN.

Esta sequnda hipotesis indica que para cada Jd=1,2,...,k

y para un GJ dado, las variables lele,j’ szls‘j,. fey xjkle;j

son independientes y estan idénticamente distribuidas.

Este mdelo aim mantiene la independencia dentro y entre las

polizas, com el Modelo de BUHLMANN. Sin embargo, aungue las

ohservaciones esperadas siguen siendo howogéneas en el tiewpo ya que:

E[X; /6] = u(8;) 5 € {1,2,...,t)

la varianza si que depende del periodo en que estenos, a traves de los

pesos o ponderaciones naturales, puesto que:

2
Var[X. /78.] = ' 8.
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El Modelo de BUHLMANN-STRAUB es wma extension del Modelo de

BUHLMANN, para ello basta ver como se pueden reescribir

originales de dicho wodelo:

B.1')

B.2')

Los contratos J = 1,2,...,k son independientes.
variables 8,,8,,...,8, estan idénticamente distribuidas.
Para todo j = 1,2,...,k y s =1,2,...,t, tenemos:
a) E|X. 78.] = p(8. s € {1,2,...,t

) E[X;.78,] = n(6;) {1,2,...,t}

2
b) Cov[xjr, XJSIGJ] =8 0 (GJ)

donde p(ej) y az(ej) no dependen de s, y 5. es

sinbolo de Kronecker, antes definido.

- 2.2.3.- Estimacidn de la prim de riesqo imdividumal.

El objetivo de este modelo es hallar um estimador para la prima de

las hipbdtesis

Las

el

riesgo individual p(od). Para ello, vanns a seguir el mismo procedimiento

quz en el

Modelo de BUHLMANN: Seleccionar la mejor prima dentro de la

clase restringida de las prims lineales, utilizando para ello

el

procedimiento de los minimos cuadrados. No s6lo vamos a utilizar el mismo
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procedimiento, sino tanmbién la misma notacidn, introducida en el apartado

2.1.3.1.

Nuestro objetivo es hallar los coeficientes cjo, ) vey C.

J1e Jt
tales que minimicen:

ejgr Sj110e1 S5¢] = Brota) ["(e.j) “ %o "/ Sjs'¥js

En primer lugar, derivamos parcialwente respecto a cada wno de los

coeficientes e igualanps a cero, obteniendo:

t .
d1 .- .
" Frotar|(72) {”(83) "o /_ °Js'x.js] =0t
Jjo s=1
' .
d1
do = Erotal [ {”(OJ) T %e T /__ OJS'XJS]'( Jr-) =0
Jr s=1
r=1,2,...,t  (2)
0 lo que es lo misno:
t
&
ETotal [”(93) " %o~ - "Js'x,js] =0 (3)
s=
\_t__
Erotal [[*“(8,,') “Cje ” L—f CJs'xjs]'Xjr:l =0 (4)
S=

r = 1'2’---,t

tratandose de un sistema de ecuaciones homogéneo con t+l ecuaciones y t+i

incognitas.
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Multiplicando la ecuacién (3) por E[Xjr]’ y restandosela a 1la
ecuacién (4) sucesivamente parar ='1,2,...,t, lleganmbs a la siguiente

expresion:
{‘_
Cov[u(BJ), xjr] = Z___.t::‘].s-C(:m[}‘IJP, XJS] (9)

5=1 !‘=1,2,-..,t

expresién ya obtenida en el wodelo de BUHLMANN, siendo:

Cov[p(BJ), XJP] = E[Cou[p(BJ), XJP/BJ]] +
+ Covl[E{u(8.)/86 . EfH. 78 . =0 + Co g. 8. =
oo[E[A(0,)/0 1, E[,,/5 1] o[u(8;), n(e,)]
= Uar[,u(ej)] = a (6)
ya que al ser p(BJ) constante respecto a QJ:
C 8.}, . /8.1 =0 E[u{6.)/8.]1 = pn{8 .
ov[u(8;), X;.78,] y [n(6;)78;] = nig;)
Por otro lado, cuando r # s:
CoulX s K ] = E[Cov[X, , X /8.]] +

+ CDU[E[XJr/QJ]’ E[XJSIGJ]] =0 + Var[p(ej)] =a

ycuando r = s:

Cov[R;_, X, ] = Var[X, ]
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Aplicando la definicién de varianza resulta que:

Var[X, = EjVar{X. /8. + Varl|E|X. /8. =
ar[%,] = E[var[x, /6 1] + Var[E[X, /6 ]]
1 2
= E[-——0¢7(8.)] + Var[n{8.)] =
; d J
is
- Ll %6 )] +a-= 5% + a
W, J .
Js Js
De wodo que:
Cou[K. , K. ] =a+5_«—ig? (?7)
Jr! Tis rs W

Sustituyendo (6) y (7) en la ecuacion (5) obtenemos:

t
\ 1 2
as=, cjs'[a+8rs 5]
s=1 Js
r=1,2,...,t
o lo que es lo mismo:
t t
\ 2 \ Js .
aua-: °J5+S.t —;"—.-S—‘rs (8)
5=1 g=1 J
r = 1’2,---‘t
expresion que a su vez se reduce:
g
2 “js
a=a ©is + 8T —F {9)
s=1 Js

S = 1,2’lli,t
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Por otro lado, si en la ecuacion {3) calculampbs la esperanza vy

sustituimos cada expresién por su valor, nos queda:

N e, (10)

de wmanera qu el sistema de ecuaciones inicial se puede también escribir

del siguiente modo:

t

-
m=ci, + m, e (19)

s=1

t t o
\ 2 \ Js
a =‘a / cjs +8 / W srs (2)
° S=1 5=1 J g = 1’2’IIl’t

resultando ser la ecuacion (9) wn sistetm de t ecuaciones con t

L e P Js
incognitas, que a su vez es simetrico respecto a - . Esto es:

Js
C. C. C.
Al 2o - consTANTE C(11)
it i2 it
siendo:
c. =C.'w, (12)
js = T ds

Sustituyendo en la ecuacion (9) cjs por su valor nos queda:

de donde:
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“i T . | (13)

w

'Z:%s*g
g=

Por otro lado, si definimos wna nueva variable, Z‘i, cono:

t
a- : W,
L— Js aw
s=1 J*
ZJ = = —3 (14)
t 5 + a-w‘i'
N 2
a: /- sz +8
st -
c‘i se puede escribir comp sigue:
Z§
GJ = W‘i. (15) ,
siendo:
Z.
Js = W 4 'sz (16)
.jo

Y por udltinmo, si en la ecuacidn (1@) sustituimos G ;s POT (12) v
operamps resulta:

t t

_ _N _ N . _
cjo-m 1 L_.GJ =m 1 L_.c-i w.js

=1 s=1

n
"n
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6o = m[1-2] (17)

Una vez obtenidos los valores para cjo b4 cjs, podenmos obtener la
mejor aproximecion lineal para u(ej), 0 lo que es lo mismo, el estimador
ajustado de credibilidad lineal para u(ej) gue vamps a simbolizar por

p(sj), siendo:

AB. = I
P( J) CJQ

Sustituyendo Cip ¥ ©jg POT (16) v (17) obtenewns:

t
Fay _ J _
ne) =[1-2z]m+ :: o wo Ko =
s5=1
t
. X,
\ Yis s
=1 -Z.]m+2Z.. S LA L
[ J] il w.,
s=1 J
donde:
aw.
Z. = J*
Jd
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A su vez, si simbolizamps por:

el estimdor ajustado de credibilidad

individual resulta ser:

89

(18)

ne.) =[1-2]m+Z X
ne;) = [ il PR

(19)

2.2.3.1.- Propiedades del estimdor ajustado de credibilidad lineal.

Veanps algumas de las propiedades gque verifica u(ej):

- En primer lugar, los

ingresos por primas y los pagos

equilibran inmediatamente por término medio, ya que:

E[Z(BJ)] =[1 - ZJ].m + zJ-E[wa] =

[t - ZJ]'m +Z

1-2Z]m+ 2z,

J

t
T Vs ElEs]
L—— W..
s=1 J

t
Y—- w‘is-m
z W..
s=1 J

lineal para la prima de riesgo

se
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w.

Js
w.

J‘

t
[1 - Zj]-m + ZJ-m-E:;
sS=

1 ~-Z.1m+Z.-m=m
[ J] d

Esta propiedad también se verifica en el Modelo de BUHLMANN como

ya hems visto.

- En segundo lugar, lo wiswmb que en wmodelo anterior, no se ha
hecho ninguna hipotesis sobre el tipo de funcion de distribucion
que - gobierna el riesgo individual o sobre la funcion de

distribucién a priori de los parametros estructurales.

- Y en tercer lugar, p(GJ) se aproxima a la prima pura verdadera
para cada riesgo cuando t crece, esto es cuando tiende a

infinito.

Como  se desprende, la prima de credibilidad verifica exactamente

las mismas propiedades que la del Modelo de BUHLMANN.

©2.2.3.2.- Propiedades del factor de credibilidad.

En este caso, el llamado factor de credibilidad, Zj, ya no es una
constante {en el Modelo de BUHLMANN lo era), sino que depende de j, a
traves de wh., con j = 1,2,...,k,. Un elemento inmportante a tener en

cuenta es que el factor de credibilidad ya no es ‘mico para toda la
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cartera, como lo era en el Modelo de BUHLMANN, sino que en este caso cada
pbliza tiene su propio factor de credibilidad, que viene definido del

siguiente wodo:

De la expresion de ZJ se desprende que cuando el valor de “ﬁo es
elevado, ZJ estd proximo a 1, puesto que cuando t crece (t — ),
disponemos de mayor informecion sobre el riesgo, y wmayor serad la
ponderacion relativa dada la experiencia individual, como ya vimos que
ocurria el DModelo de BUHLMQNN{ Sin ewbargo, cabe sefialar que el elevado
valor de w. tanbién puede ser debido a que los pesos credibilisticos wﬁs
sean elevados durante los t periodos observados sin necesidad de alargar
el periocdo de obhservacion.

El factor de credibilidad, ZJ' sigue verificando el resto de las
propiedades que verificaba el factor de credibilidad Z del Modelo de

BUHLMANN, a saber:
-8i a= Var[p(ed)] = @, entonces ZJ = Q.
- 8i a — o, entonces ZJ ~— 1.

- Y por Gltimo, si Sz—e «© entonces ZJ — O.
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2.2.4.- Estimcion de los parametros estrocturales.

La formula de credibilidad lineal que hemos obtenido para estimar
la prima de riesgo individual es:
a 9‘ z
J=J[1-Z.}Jm+ Z_ X,
ne;) = I i i iw
donde:

m = E[u(6;)]

En ella aparecen, siguiendo la nomenclatura de NORBERG, R. (1979),
los parametros estructurales m, a, y 82, parametros que deberan ser

estimados para poder aplicar dicha farmula.

lo henos obtenido en el

El estimador individual para “(83)’ de,

propio proceso de minimizacion, y no es mis que la media aritmética

ponderada de las ohservaciones. Observemps gue:
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¥ que:
t w
N ]
Uar[xjwlej] = Var / w : -X /9 =
s=1 J
t 2 t 2
. e.)
S| Yis 1 N o J
= L__ w‘j. Var‘[XJS/GJ] == 2 I WJ T =
s=1 .10 s=1
2
(eJ) T— a*(6,)
J' s=1

va que las wvariables XJSIOJ, con Jj 1,2,...,k, son variables aleatorias

independientes siendo, por lo tanto:

Uar‘[XJ.w] = E[Var[xjw/ej]] + Vat‘[E[XJw/GJ]] =

62(8.) . »
= 1 + Var[n(8,)] = —E[s7(8;)] + a =
J‘ J.
2 52 +aw,
= + a = J (22)
w.
J* J*

f su vez de la ecuacion (22) podemns obtener:
§2 + aw, = w, Var[X. ] (23)
J° J° J

y si sustituinos la ecuacidn (23) en la expresion obtenida para Z., la

(14), resulta:
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arw. . aw.. a
Z; = —3 d = J = (24)
8% + a-wJ. w‘j.,-Var[X'jw] Var[XJw]
o lo que es lo miswo:
Var[u(6 ;)]
j" (25)
Uar[XJw]

En consecuencia, el factor de credibilidad ZJ se puede obtener
tanbién como el cociente entre la varianza de la prima de riesgo

individual, y la varianza de su estimador individual.

2.2.4.1.- Estimaciim de la media poblacional.

Hallar el estimador colectivo para p(GJ.), es decir, para la media
poblacional, presenta alguna dificultad.
Pareceria logico a simple vista, tomar como estimador de m a wa,

la media aritmética de las medias individuales, esto es:

T R Ve
By =) —So— (26)
P

siendo:
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v

* 8

1=

[
1
e

Xw es uwn estimador insesgado, sin embargo no tiene varianza
minima dentro del conjunto de estimadores insesgados.
DUBEY, A. y GISLER, A (1981), pp. 189, consideran que el wejor

estimador lineal insesgado para m es:

k
—
Mo = Bz = A ZJ 'xjw (27)

[N
it
=
W
n
—

donde:

k
4 =Zz (28)

Su insesgadez tiene facil comprobacidn:

k z,
E[M,] = E[E[1,/6.]] = E| E }::'“Z%'"ij-’ej =
J=1

& &

- —d, - e ] =

E 7 ElXy/0)| =El ) =7 u(e;)
=1 j=1 |
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Pero este estimador no s6lo es insesgado sino que tawbién posee

varianza minima. Vedwoslo:

k k
~ <
Sea M = b.X con b.=1
Ry l_
que verifica:

E[n] = m

Como xjw' ceon j = 1,2,...,k, son variables aleatorias

independientes:'

Var[;] =

1=

2
bJ-Var[XJ“J

(-
i
[

P

Pero, ¢icudndo p tendrd varianza minima?. O dicho de otra manera,

ique valores deben tomar los coeficientes bj’ con j = 1,2,...,k, para gque
p tenga varianza minim?.

Querenns que:

Tk"

~ 2 T .

Var[u] = / bJ-Uar[XJ“J sea minima, pero sujeta a la
J=1

restriccion:

P

C
1}
—
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Un camino para solucionar este problema es utilizar el método de

Lagrange:

J
J=1 J=1
28 _op Var[R J+r=0 [1]
5b . J
J
J=1,2, sk
\E_
5 ,
—_rl = b. -1 =@ II
[N 4—; d (2]
J:

Si cogemos las k primeras ecuaciones resulta:
bJ-Var[XJ“J = —-—%—-: Constante = K para j = 1,2,...,k

siendo:
d

Observenos que para que ; sea un estimador de varianza minima, los
coef ioientes b, deben ser inversamente proporcionales a Uar[XJ“J. Es
decir, a mayor varianza individual, menor serd la ponderacidn que le
demos y a menor varianza, mayor ponderacion.

Es obvio, que no podemos dar la misme inportancia a todas las
medias individuales, pues cada pdliza tiene una varianza distinta. Si los

datos estdn muy dispersos (varianza elevada), la media de los mismos es
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poco representativa, por lo que debemps darles poco peso dentro de la

wedia colectiva.

Si wvolvenns al sistema de ecwvaciones inicial, y retomanmps la

ecuacion [II] y al mismo tiempo recordamos que:

Var[u(6 )]
Var[XJw] = ZJ
obtenenos:
k k k
S 5 .S gt oS 1 )
VAN R A A a
=1 j=1 Var[xj“J o1 Var[p(ej)]
Z.
J
k
v a. -
arln(8,)] 4
z, ‘ Var[p(8 )]
Uar[p(ej)] .
Sustituyendo el valor de k en bj’ resulta que:
b - K. 1 _ Va!‘[p(BJ.)] 1 Var[p(ej)] i
j= = =
Var[xj“J Var[Xj“J zZ, Var[u(oj)] zZ,
siendo:
Z.
b. = —3_
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Por lo tanto, decir gue los coeficientes bj deben ser inversamente
proporcionales a Uar[XJ“J, es lo mismo que decir que sean proporcionales

alz..
J

Sustituyendo bj en p obtenenos:

b.'X.
J Jv

=2
i

k 2
= ‘—_———J X
L _ Z, Jw

i=1

gt

que es, dentro del conjunto de estimadores lineales insesgados, el de

varianza minima, y que habiamns simbolizado por My

El estimador que utilizaremos sera, por lo tanto:

&
=t '
donde:
k
-\
z‘ - é—— ZJ-
i=1

Cabe destacar que ZJ depende, a su vez, de los parametros
estructurales a y 82. De wanera que Mb sera el estimador de la media

poblacional sblo en el caso que a y S2 sean conocidos.

Las variables aleatorias que dependen de parametros desconocidos
se les llam psewmio-estimadores. Fn la practica a y 52 son reenplazados

por sus correspondientes estimadores.

Para acabar con este estimador, fijémonos que si Var[p(ej)] es
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igual a cero, es decir, a = @ ===) Z = @. En este caso, segim DUBEY, A. y

dJ
/ Z.
GISLER, A. (1981), pp. 189, deberemos definir ZJ como:
ZJ wj.
1im =
a- Z. woo
siendo Mb:
kK w
§ ‘jo
MQ = V4 w 'x‘jw (32)
=1 ~

2.2.4.2.- Estimacidn del parametro 52 = E[cz(sj)].

BUHLMANN, H. y STRAUB, E. {1970) propusieron el siguiente

estimador para s? - E[cz(e‘i)]:
L
wl 1 1 2
S = (R, - XK. 31
Lol Vis Bs T Ry (31)
k t 1
J=1 s=1

gque no es mas que el valor medio de las Kk wvarianzas individuales

empiricas, gque podenps siwbolizar por SJ, donde:

t

1 N
S, = ——— ) w,_-(X. -M
J _ [ Vs Bjs ~ T
t-1 £

)2 (32)

E[S /8] = az(aj).
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A su vez, §2 es un estimdor insesqadoa, ya que verifica:
o2 2
E[S"] = E[c (BJ)]

Posteriormente fue propuesto otro estimdor para 82, que vanmos a

: . 2 . :
simbolizar por S'“, siendo su expresion:

k t
832 - 1 v— 1 -T— sz (X - X )2 -
£ A Js Jw
k % t Q.
Jj=1 s=1 Js
k k t
1 X 1 \ 1 X\
= — T. = «—ms — T. 33
Tt T s (33)
J:l J-’:l s5=1
donde:
js Y 2
- - T = (. - H.
iz is

Dicho estimador tanbién es insesgado, y wverifica que:
E[T. 76.] = E[T./8 ] = 02(9.)
Js J J d J
Como DUBEY, A. y GISLER, A. (1981) indican, la aparicion de este
estimador se debe a que al coger las variables aleatorias st norm lmente

distribuidas:

4
Var[T. /78.] = 2 8.
or[T; /0] = 2:a%(0))

8 Su denpstracién se puede hallar en GOOVAERTS, M.; KAAS, R.;

HEERWAARDEN, A. van y BAUWELINCKX, T. (1990), pp. 152.
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y si TJI’TJ2""’TJt son independientes para wm GJ dado, resulta que:
Var{T./8.] & Var|{S5./8.
[T;/8;] [s;/8;]

fi venudo para un &. dado las variables aleatorias T.,,T.,.4...,T.
J Ji' g2 gt

son dependientes, y en aste caso:
Var{§./8.] & Var §./9.
[s;78;1 [s;/8;]

-~ Fal
para todos los estimadores SJ con E[SJIBJ] = 02(93).
Siguiendo la opinién de DUBEY, A. y GISLER, A. (1981), pp. 190,
asi como la de De .VYLDER, F. (1984), pp. 145, vams a utilizar como

estimador del parametro estructural 52 a 82, por considerar que es el mas

adecuado en la mayoria de los casos.

2.2.4.3.- Estimacion del parametro a = var[p(aj)].

La estimacion de este parametro presenta grandes dificultades, y
ha sido objeto de miltiples discusiones.
BUHLMANN, H. y STRAUB, E. (1970) propusieron el siguiente

estimador para el parametro “"a":

k
s
3 =1 L - 2 _ - S

J=1
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donde:
k k
. .
w = w w = w.
jo T L s y e T LT
J:l .j:l
t k w
=N s g . X =3 _d' ¥
Jw ™ / w., Js wr [/ w,, Jw
s=1 9 j=1

Pero éom es posible que ; {9, se usa comw estimdor el
miximo (3, ).

Este no es el tmico estimador para el parametro a que ha sido
propuesto, sin embargo, es el gue nosotros utilizarenmns para las

posteriores aplicaciones practicas.

2.2.4.4.- El problem de los psewdo-estimdores.

Recordenns que hemos dicho que el estimador para la prima de
riesgo colectiva, MO, es un estimador insesgado, sin embargo, esto degja
de ser cierto al reewplazar a y ‘32 por sus respectivos estimdores ; Y §
en el calculo de los factores de credibilidad Zj’ siendo ésta la tnica
posibilidad en la practica para el calculo de l‘lQ

Un parametro cono "0’ gue contiene via ZJ. paranetros desconocidos

es llamado psewip-estimador, y son muy frecuentes en la Teoria de la

Credibilidad. El problema radica en que wna vez que insertamos las
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estimaciones en lugar de los verdaderos valores de los parametros,
sabemos wmuy poco sobre la conducta matemitica de los pseudo-estimadores,
pero en general suelen ser consistentes. A pesar de ello, en la practica
no tenewns otra alternativa que wutilizarlos, y la practica cotidiana
mestra que tienen una buena aplicacidn, en general.

Hay que sefialar que nuestro estimador ; no es n psewdo-estimador
ya que no depende de 52 sino de §2 directamente.

De VYLDER, F. (1984) y DUBEY, A. y GISLER, A. (1981), han tratado
el problema de los psewlo-estimadores, y han demostrado que éstos tienen
buenas propiedades asintdticas.

Se pueden distinguir, por asi decirlo, dos tipos de
pseudc-estinﬁdores: Por un lado estan aquellos psewdo-estimadores, como
es el caso de ﬁb, gque son estimadores que a su vez contienen en su
formulacidn parametros desconocidos, los cuales deben ser estimados
previamente. Y por otro lado estan aquellos estimadores, gque contienen el
propio parametro que es objeto de estimaciotn, y que también se leé
denomina pseuwdo-estimadores, aungque son distintos a los primeros. Este
seria el caso del estimador propuesto en primer lugar por BICHEL, F. y
STRAUB, E. (1976), y posteriormente por De VYLDER, F. (1984), pp. 145,

para el parametro a, y que simbolizaremns por a', siendo iqual:

k
. i .‘_- , _ 2
§=1

Se trata de un estimador insesgado y la razon para considerar este
estimador, segin GOOVAERTS, M.; KAAS, R.; HEERWAARDEN, A. van V4

BAUWELINCEX, T. (1990), pp. 155-157, es que junto con 82 nos da mma buena
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interpretacion del grado de heterogeneidad existente, y a su vez nos
permite hacernos wuma idea de la manera en que estos resultados podrian
generalizarse.

32 mide la heterogeneidad en el tiempo de los riesgos
individuales, wmientras gque a' mide la heterogeneidad entre las pdlizas.
En este estimador, la diferencia al cuadrado entre el estimador
individual para 1la prima de riesgo, XJW, y el estimador colectivo, MO’
esto es, (xjw - MO)’ es la cantidad relevante para wmedir la
heterogeneidad entre las polizas, mientras que en 82 1a fluctuacidn es
medida por el cuadrado de las diferencias (XJS - ij)z corregidas por sus
~pesos o ponderaciones naturales wﬁs'

El estimador a' es un pseudo-estimador, pero con la peculiaridad
de gque contiene, via ZJ’ el propio parametro que deseamos estimar. Los
estimadores de este tipo se resuelven, en la practica, wmwediante un
proceso iterativo. Primero se selecciona tm valor inicial para a', por
ejemplo, haciendo todas las ponderaciones credibilisticas iguales a la
unidad, y con este valor inicial se calculan los nuevos valores para Zj vy
MD' A su vez, con estos valores se obtieng un valor wejorado para a',
volviéndose a iniciar el proceso, que se va repitiendo hasta que la
secuencia converge.

Tanto el estimador de BUHLMANN-STRAUB, como el de BICHSEL-STRAUB
para el parametro de riesgo a, han sido utilizados en aplicaciones
practicas, pero no se puede afirmar cual de los dos es mejor

universalmente.

Ya hemos visto como se pueden calcular los estimadores para los

tres parametros estructurales que aparecen en este nmpdelo. En primer
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lugar, deberenns estimar 82 a través de gz, y este balor 1o utilizarewns
para estimar el parametro a. A continuacidn, los dos estimadores g v a
los utilizaremns para calcular los factores de credibilidad: Zi’ ZQ,...,
Zk' Con las poderaciones credibilisticas y los valores de XJS
calcularemns, finalmente, el estimador de la prima de riesgo colectiva,
Rb. Una vwvez obtenidos todos estos elementos estarenns en condiciones de

aplicar la formula de credibilidad que hemps obtenido:

,'I(ej) = [1 - 2] + 2K,

siendo:
K;“- w
X = 43 X
w4 w. s
s=1 d A

2.2.35.- Comentarios al mdelo.

El estimador de credibilidad para la prima de riesgo individual

que hewos hallado, lo hewns obtenido para el caso no-howogéneo:

t 2
. <
Min Erotal ["(g.j) %0 ~ /__ %js'¥js
o o =1
o' %js
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En lugar de considerar el caso no-homogéneo, hubiésewos podido
hallar la formula de credibilidad homgéneag. En este caso, el problem

de minimizacién que hubiéramns planteado seria el siquiente:

t
, 2
. AN
Min Erotal ["(a,j) - é_cjs'x‘js
Cc, s=1
Js
sujeto a:
YL
Eju{& . = c. ‘EIX.
[n(e)] = ) o, E[X, ]
s=1

siendo su solucion:

3(93) = [1- 2], + 2K,

con:

El Modelo de BUHLMANN-STRAUB es de gran utilidad cuando disponemos
de obseraciones incompletas, por ejemplo, cuando algunas observaciones
x,js no existen , ya sea porque los datos estadisticos no estan
disponibles © porgque una o mas observaciones son tan excepcionales que
deliberadamente no deseamns tenerlas en cuenta.

En este caso, para cada j = 1,2,...,k, TJ (# @) indicara el grupo

de subindices s para el que x.js existe. De mpodo que, el conjunto de

variables del cual dispondrenos de informacion sera:

? 1a obtencion de la férmula de credibilidad homogénea se puede hallar en

GOOVAERTS, M.; KAAS, R.; HEERWAARDEN, A. van y BAUWELINCEX, T. (1999},
pp. 153-155.
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{ X

jo /4= L2k 5 s €T, }

siendo:

S
w. = w.
R A |-

SETJ

El procedimiento a sequir para los calculos es el mismo que antes,
lo imico que canbia es el estimador para 82, que ahora wviene definido del

siguiente wodo:

k
n2 1 Vv XN 2
8 = — w, {X - X.
s —{_ js" Bjs ™ X
Jj=1 s€T.
J
donde:
(‘i_
5 = t. -1 t. z 2
) fegm ) (g2 )

Por otro lado, tanbién es posible hacer una generalizacion del

Modelo de BUHLMANN-STRAUB ajustando la esperanza condicionada:

E[XJS/BJ] = YJS'B(GJ) J = 1,2,...,k

donde Yjs'son constantes dadas, y g(ej) es una funcion desconocida, que

no depende ni de j ni de s.
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Este wodelo es was general que el de BUHLMANN-STRAUB, ya que
reenplaza la hipotesis de homogeneidad en el tiempo para las
observaciones esperadas por otra de tipo lineal, y puede ser a su vez
ficilwente reducido al propio Modelo de BUHLMANN-STRAUB a través de la
sustitucion:

4 ¥,

Js v Js
Jjs

entonces:

E[X; /6.] = #(6;)

'GQ(BJ)

Cov[X. , X. /8.]=6__-
S rs .
Js

donde § es el sinbolo de Kronecker y w'. = w..fY?

rs Js Js js

Ya por Gltimo, cabe destacar que si bien el Modelo de BUHLMANN-
STRAUB sigue manteniendo la independencia dentro y entre las podlizas,
comp el Modelo de BUHLMANN, la rigida asuncion de la homogeneidad en el

tiempo ya s6lo se mantiene para las observaciones esperadas, pues:

E[X. /8.1 = u(8. s € {1,2,...,t
[ js J] u( J) {1,2,...4t)
pero:
1 2
Var|X. /8.] = o (8.
ar{;,0] = ——a%(8)
Js

A su vez, en el Modelo de BUHLMANN solo se utiliza la informacion

concerniente a la cuvantia media de las reclamsciones, Xjﬁ, v no se tiene
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en cuenta el correspondiente nimero de reclamaciones, mientras que en el
Modelo de BUHLMANN-STRAUB si es posible aprovecharse de esta informacidn,
via las ponderaciones naturales o pesos credibilisticos, y tener wma

medicion propia de las observaciones.
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