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Desde la aparicion de los modelos gque hemps denominado clasicos la
Teoria de la Credibilidad se ha bifurcado, segim nuestro punto de vista,
en tres direcciones, wna de las cuales es la que a continuacidn
analizarempos,. y que hemps denominado la linea de los MODELOS DE
REGRESION, ya que en ellos la utilizacién de la técnica de regresidn es
una de las notas dominantes, Jjunto con el completo abandono de la
hipotesis de homogensidad en el tiempo, tanto en las observaciones
esperadas como en la matriz de covarianzas.

Esta vertiente fue iniciada por HACHEMEISTER, C. (1975) con su
Modelo de Regresion, gque es wuna generalizacion del Modelo de
BUHLMANN-STRAUB, y seguida por De VYLDER, F. (1985) con su Modelo de
Regresidn No-Lineal, que es wna generalizacion del Modelo de Regresion de
HACHEMEISTER.

En el Modelo de Begresion de HACHEMEISTER se asume que las
observaciones esperadas se ajustan a una funcion polindmica, mientras que
en el Modelo de Regresian No-Lineal de De WYLIER la hipotesis de
homogeneidad en el tiempo no es reenplazada por una necesariamente de
tipo polindmica, sino por otra mucho mas éeneral, siendo el Modelo de

Regresién Exponencial uno de los mis utilizados.
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El ohjetivo de anwbos wodelos sigue siendo estimar de la mejor
manera posible las primas de riesgo individuales,; pero el procedimiento
utilizado en awbos es distinto. HACHEMEISTER, C. (1975) sigue utilizando
el procedimiento de los wminimos cuadrados para hallar la wmejor
aproximacion lineal para las primas de riesqgo individuales, wmientras que
De VYLDER, F. {1985) utiliza el instrumental de las distancias. Lo que si
cabe destacar, es gque los factores de credibilidad dejan de ser escalares
para convertirse en matrices, denominadas matrices de credibilidad.

A diferencia de los wmodelos clasicos, estos wmodelos son aptos para

detectar tendencias y tener en cuenta los efectos de la inflacidn.



NODELOS DE REGRESION: HACRENEISTER 117

3.1.— MODELO DE REGRESION DE HACHEMEISTER

El Modelo de Regresion de HACHEMEISTER, que es tma generalizacidn
del Modelo de BUHLMANN-STRAUB, fue presentado por primera vez en 1974, en
ma  conferencia sobre credibilidad titulada ‘“fActuarial Research
Conference on Credibility” que tuvo lugar en la Universidad de Berkeley,
California.

HACHEMEISTER, C. (1975) planted la necesidad de establecer
estimaciones para las tendencias gue presentaban los datos de los
nontantes de las reclamaciones de los seguros de autowéviles por estados,
debido a los efectos de la inflacidn, ya que en su opinion la inflacién
se habia convertido en uﬁ elerento inportante a tener en cuenta en las
tarificaciones. Disponiendo de 1los datos sobre los montantes demI;s
reclamaciones por estados y por periodos, propuso utilizar mm estinmador
que fuese una ponderacidon entre el estimador individual para cada estado
y el estimador para el conjunto del pais, utilizando para ello un wndelo
de regresitn lineal.

HACHEMEISTER, C. (1975) no formulo explicitamente las hipotesis de
su wodelo, aunque si las dejd entrever, pero desarrolld el procedimiento
para obtensr los estimadores ajustados de credibilidad para las prims de
riesgo individuales, siendo en realidad NORBERG, R. (1979), pp. 208,
quien formuld propiamente las hipdotesis del modelo, y se ocupd también

del problema de la estimacién de los parametros estructurales.

El Modelo de Regresion de HACHEMEISTER es el primero de los dos
modelos de regresion que aparecid y esta fuertemente inspirado en el

Modelo de BUHLMANN-STRAUB, en el cual, aungue las observaciones esperadas
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son homgéneas en el tienmpo, ya se permite la variacién en el tiewpo de
1a Var[XJSIBJ]. En el Moddelo de HACHEMEISTER no solo se permite esta
variacion sino también en la E[XJ/GJ], donde la hipdtesis de homogeneidad
en el tiempo es sustituida por otra de tipo polindmico, pudiéndose de
este wodo tener en cuenta los efectos de la inflacién o trazar
tendencias. Otra novedad del wodelo es que incorpora la técnica de

regresion para la obtencion de los estimadores de credibilidad.

3.1.1.- Variables relevantes.

Las variables mis relevantes de este modelo son:

- &. : Es el parametro de riesgo, con j = 1,2,...,k.

- . : Es la variable aleatoria que nos indica la experiencia de -
reclamaciones, con j = 1,2,...,k y s = 1’2""’tj’ siendo
k el nimero total de pdlizas que integran la cartera .y tJ

el nimero de periodos observados para la pdliza j-ésima.

Ambas variables ya han sido utilizadas en los dos nodelos
descritos anteriormente, pero en este caso se define ademids para cada

contrato j:
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- YJ : Matriz dada de dimension (tj,n), de rango pleno n, gue debe
verificar n { tj' La n indica el grado, mis wma wmidad, de
la mayor tendencia polinomica prevista para las distintas

polizas que integran la cartera.

- “J : Matriz dada, en este caso de diwmensidn (tJ’tj)’ V4

semidef inida positiva, con j = 1,2,...,k.

3.1.2.~ Hipotesis del wodelo.

Las hipdtesis que se asumen en este wodelo son:

-’
H.1) Las pdlizas j = 1,2,...,k , esto es, los pares (91, Xl)’

-3 -
(92, XQ),...,(GR, Xk) son  independientes, y las variables

91’92""’9k son independientes y estan idénticanmente
distribuidas.

Como en los dos modelos anteriores, se sigue asumiendo la
independencia entre las polizas, y la equivalencia esxterior

de las mismas.
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H.2) Para todo |

[ 1 t. i i
J
1 t. -1 1 2
J
YJ = i tJ -2 o alternativanente YJ = i 3
1 1 ] | 1 tJ ]
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1]

1,2,..-,1{ Y thD Y‘,S = 1,2,'.',tJ se tiene:

a) E|X./8. Y. -8(8. t.,l

) B[ /6] = ¥, 8(6;) (t 1)
donde B(GJ) es wn vector de regresion desconocido de
es una wmatriz dada de dimension

dimension (n,1}, YJ

(tj,n), v XJ es w vector columa:

La introduccion de las matrices Yj regmplaza la rigida
asunbién de homogeneidad en el tiempo, asumida hasta ahora,
por otra de tipo polindmica, y en particular, cuando n = 2
por otra de tipo lineal, siendo posible por tanto en este
modelo trazar tendencias, 0 tener en cuenta los efectos de la
inflacion. En el caso particular que n = 2 las matrices Yj

adoptan la siguiente form:
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En general, utilizaremns la priwera por ventajas desde el
punto de wista de la prediccién, ya que el proximo periodo
seria s = @ con lo que del wmodelo polindmico o lineal,
solamente sera significativo el término independiente o punto
de corte.

Esta primera hipdtesis constituye wna ampliacion de la

considerada en el Modelo de BUHLMANN-STRAUB que establece:

esto es, que las observaciones esperadas son homogéneas en el

tiempo.
b) Cov[X./6.] = 02(9.)-v. (t.,t.)
Jd J J J Jd

donde 62(9J) es wa funcion escalar desconocida, y v; con
J=1,2,...,k, son matrices dadas, semidefinidas positivas de
dimensién (tj'tj)’ siendo [62(93)-VJ] la watriz de varianzas
y covarianzas correspodiente a la poliza j-ésima.

Si consideramns la hipdtesis de covarianzas nulas y varianzas

constantes en el tiempo, VJ seria la watriz identidad

I(t t.)" Otra hipotesis menos restrictiva, seria considerar
gt

J d
nulas las covarianzas, pero las varianzas variables en el
tiempo, siendo en este caso uv‘j una matriz diagonal, con todos
sus elementos estrictamente positivos, siendo este el caso

asumido en el Modelo de BUHLMANN-STRAUB. En general, la
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condicidn que debera verificar VJ es Jque sea una matriz
semidef inida positiva,- admitiéndose covarianzas
significativas entre instantes temporales distintos.

En principio, esta hipotesis se diferencia de la de BUHLMANN-
STRAUB en la posibilidad de que existan covarianzas no nulas,
pero la dispersion, que viens medida por 62(93), no se hace
variable en el tiewpo.

NORBERG, R. (1979) cuando formulé por primera vwvez las
hipotesis del Modelo de Regresién de HACHEMEISTER, no
contempléd la posibilidad de que existieran covarianzas no
nulas, sino que establecid que Vj’ con j = 1,2,...,k, son
matrices dadas, conocidas y diagonales. Posteriormente, el
propio NORBERG, R. (1982) anplid esta hipdtesis y establecid
gque v. son matrices conpcidas no aleatorias y semidefinidas

positivas.

3.1.3.- Estimcion de la prim de riesgo individual.

El objetivo de este mwodelo sigue siendo estimar, de la wejor
manera posible, las primas de riesgo individuvales.

HACHEMEISTER, C. (1975) sefialé que existian dos alternativas para
estimar dichas primas:

- Una es a través del analisis de las series temporales,

- y la otra, a través de un modelo de regresién.
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En la primera, se pone el énfasis en la interdependencia de XJS/BJ
para varias A mientras gque en la segunda la esperanza
condicionada, E[stloj]’ se considera una conmbinacion lineal de otras
variables obhservadas.

Estas dos alternativas no son totalmente independientes, ya que es
posible crear wn wdelo que contenga a awmbos elementos, la
interdependencia de las XJS/BJ por un lado, y la esperanza condicionada
como cowbinacidn lineal de otras variables observadas, por otro.

De las dos posibilidades que propuso para estimar las primas de
riesgo individuales HACHEMEISTER, C. eligido la sequnda, la utilizacién de
un modelo de regresidn, en el cual el prcblena fundamental que se
presenta es principalwmente de orden practico, ya que se debe estimar la
matriz de covarianza de XJS para diferentes s, y al mismo tienpo,
estimar los coeficientes de regresion.

El planteamiento de HACHEMEISTER, C. (1975) fue el siguiente:

Estamns interesados en estimar la"prina de riesgo individwual para

la pbliza j-ésima en el periodo s-ésimo:
E[X. 786.] = Y. f{8.) = p. (8.
[%;.76,1 = Y. -8(6;) = n; (8;)

donde Y35 el vector fila s-ésimo de la matriz YJ anteriorwente definida,
siendo su diwensioén (1,n).

Vamps a aceptar que el estimador ﬁj:(oj) es el estimador optim
si verifica, de forma aniloga a lo efectuado en el Modelo de BUHLMANN,
que:

Elu (8,) - An(8.)1%] s E[lu; (6,) - A (0,)1°]
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para todo posible estimador “35(93)'

Siguiendo a BUHLMANN, H. y STRAUB, E., considerd estimadores de

tipo lineal:

a. XK. =q, + {'‘A

= i
}'{2 12
H = % con Xi =%

gue es un vector columa de dimension (ti,l), v A es tanbién un vector

columa particionado de dimensidn (k+t;,1) definido cono:

Ay %1

8 %2
A= A con Qi = o

..l ..I.!"

: a.

Ak ] 1tij

que también es un vector columa de dimension (ti’l)'

Si calculanps:
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La mejor aproximacion lineal para la prima de riesgo individual la

obtendrewmons hallando los valores de ao y de air 6un i=1,2,...,k v

r = 1'2""’ti tales que minimicen la siguiente esperanza total:

C a2
?is = Ergrar [[#;5(8;) = 9 — ¥*+A]°]

en la que aparecen (k't, + 1) parametros.

Para facilitar la exposicion del proceso de minimizacion vamos a

introducir los siguientes elementos:

‘) B = E[ﬁ(sj)] que es un vector de dimension (n,1).

+) La matriz de covarianza de los coeficientes de regresion, que

se simboliza por I, es una matriz cuadrada de dimension (n,n):

r= Cov[ﬂ(oj), n'(e‘i)] = E[g(aj).g'(ej)] - BB’
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+) Hemos definido p. (8.) = E[X. /8.] = Y'_-p(8. no es was
) Mig(85) = E[X; /8,] = Y3 -p(8;) que

que la esperanza condicionada para la poliza j-ésima.

Si calculanmps la esperanza de ”js(ej) respecto a los distintos

parametros de riesgo 8, tenenos:
E{n. (8. = E[Y. 8(8. =Y. ‘E[p{€&. =Y. .
[n,,(6,)] = E[¥;_-8(8;)] = ¥} -E[A(6,)] = Y} -8
de wmanera que:
Erota1[%js] = E[E[XJS/BJ]] = Y5 A

siendo Y&s-p un escalar.

Por otro lado, sabemos que:
E[X.7686.] = p.[(8.) = Y. B(8.
[¥;78,] = nj(6,) = ¥;-8(8;)
Si calculamms su esperanza respecto a 8:
E[un.{8. = ElY..-p{o. = Y E[fpl@. =Y.
[n;(6,)] = E[¥,-p(6,)] = ¥, E[8(6,)] = ¥,-B
siendo:
Erota1[x,j] = E[E[XJIOJ]]= YJ.-p

que es un vector de dimension (tj,l).

Y por Gltino:
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%y Yy oh Yy
% Yy8 Yy
E&btal[xl = E&btal : = : = : p = Y*'B =m
X. Y. B Y.
o d L4
B Y # T

ya que:

ETotal[XJ] =<E[E[XJ/8J]] = E[N(BJ)] = YJ'ﬁ

donde Y' es wna matriz particionada de dimensidn (k-tJ,n),
siendo sus elementos a su vez matrices de diwension (tj,n).
La matriz m = ¥ 8 es una matriz de dimensién (k-tJ,i), esto

es, un vector columa con (k-tj) filas.

+) La matriz de covarianzas entre Xi y pJS(BJ), para

i=1,2,...,4,-++,k es igual:

Cou[Xi, pJS(BJ)] = SiJ'COU[Xi, pJS(GJ)]

por la hipotesis de independencia asumida entre las polizas.

S5i i = jJ resulta que:

]

Cov[XJ, p.S(GJ)]

j E[CDU[XJ, pJS(QJ)IQJ]] +

+

Cou[E[%,/6,], E[n; (8;)/8,]] =

=0 + Cov[pJ(GJ), MJS(GJ)] =
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COV[YJ“.G(GJ) ’ Y:is'ﬁ(gd)] =

]

Y .-Covu 8.})|1'Y. =Y.-I''Y,
j CovlR(8;)]-Y; = YTV

de manera que:

‘11'1"-"1&5'61‘i

Y, 'Y, +6,.
2 Js 2j
Covl X . {&. = .

. Yk.r'YJslskj .

que es wn vector de dimensién (k-tj,l), donde 5, . es la delta

de Kronecker.

') La matriz de covarianzas entre los distintos valores de las
variables aleatorias experiencia de reclamciones vams a

simbolizarla por C, vy viene definida del siguiente wodo:

C = Covu[X, X'] =

debido a la hipdotesis de independencia asumida en el mndelo,

donde:
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C.=¢C X.,, '} = EJC X., X/8. +
J ov] 3’ J] [Cov J’ JGJ]]

+

Cov [E[xd/ej], E[x:/8,1] =

E[Var[XJ/é)J]] + Cov[uJ(BJ), pé(ed)] =

]

E[o%(8;)] v, + Covl¥,-p(8,), B'(6,)-¥}] =

2
S v, + Y Coulf(8_ 3| VY. =V. + Y. .I''Y"
J J [a¢ J)] J J dJ J

siendo VJ = 82-\:‘i una matriz cuadrada de dimension (tj’tj)'

Una vez introducidos todos estos elementos pasemos a resolver el
problema de minimizacion que nos interesa. Queremos hallar los valores de

do y A que minimicen la siguiente esperanza total:

¢js = E&btal[[pjs(ej) "% " x.'ﬁlzl

y de este modo hallar el estimador ;JS(BJ) éptimo para la prima de riesgo
individual.
Derivando parcialmente ¢js respecto a G Y A, es decir,
59 ; 585 10

calculando 1L y , @ igualando a cero, obtenemos:

6«0 &Aa

1o Es la expresion matricial de la derivada respecto a los elementos del

vector A, siendo por ejewplo:

59 .

dS_ _  _o, , - - W',

a2 Eroarl®;[1s(65) - g ~ X 8;1]
i
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¢ .

oa

ap .

I

oA

De la ecuacion {1) resulta:

E&btal[pjs(gj) T % " x'-f] =0

o lo que es lo mismo:

Erotalt“Js(GJ)] "% ~ Epgta[X'10R = 0

de donde:

% = Erota1l#js(€3)] = Epgeq [¥']°A

Sustituyendo ambas esperanzas por su valor nos queda:

] ] *.
a9 = ¥ig B - BV oA

= - "2 ErgtaillMj (65) — 9 ~ XA]] = @

£ - -Z'E%btal[x'[“js(ej) "9 X*-Aa]] =

(1)

o (2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Como Y&s-ﬂ es un escalar, da lo misno tener Y. ‘8 que su

transpuesto ﬂ"YJs y de manera que:

%'
= i . - ' . .
% 8 YJS 8'Y A

siendo:

Js
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ap = B'[Y,, - v*.q) | (7)

que es5 un escalar.

Por otro lado, de (2) obtenewns:
E’I’otal [x'['u,js(g,j) T % "~ R a]] =0 (8)
o lo que es lo mismo:
Erotat[¥#;(85)] ~ Epgyy ) [X]-ap = gy [X-X"]-8 = 0 (9)
Sust ituyendo a, por (5) resulta:
ETotal[X‘pjs(g.j)] - ETotal[x]'El’otal[p,js(ej)] +

* F‘I‘cntad[x]'!‘:.‘I‘t:ital.[x.]"‘1 - E’l‘cﬁ:al[x'x']'Q =0 (10) .

Reordenando los términos y sacando factor comim la ecuacion (10)

se puede escribir también comp sigue:
Cou[H, u, (8,)] - Cou[X, X']-A =0
o de forma aniloga:

Cou[X, X']-A = Cov[X, u; (6.)] | (11)
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Sustituyendo awbas covarianzas por sus respectivas expresiones
resulta:

. . ' . = . . .
[V, + ¥, ¥}]-8; =Y -TY, 5 (12)

1j
i = 1,2,nnn,k

tratandose de un sistems de k-ti ecuaciones con R'ti incognitas A

8i i # j el sistema de ecuaciones anterior se convierte en:

[v, + ¥,-T¥;]-A, =0 (13)

i = 1,2,0--,1( - {J}

resultando ser un sistema de ecuaciones homogéneo conmpatible determinado,
" ya que por la hipotesis de independencia asumida entre las polizas todas
las epuacicnes son independientes, siendo el rango de la matriz asociada
al sistem igual}al nimero de incognitas.
Al tener solucion trivial resulta que:
Qi=° para i # j

lo que implica que todos los coeficientes air son iguales a cerg para
i=1,2,..,k-{j} y r-= 1,2,...,ti

8i i = jel sistema de ecuaciones (12) se transforma en:

[V. + Y. .I"Y!]'Q, =Y. IY,
i i i i J

is (14)

siendo wn sistema con tJ ecuaciones con td incognitas qjs, con

8 = 1,2,l|l,tjl

Si a la ecuacion (14) la premultiplicanos por (Y&-U}l) obtenenos:

rveev. s vty rviya, = vivthiy oy, (15)
AR I A R T i L T A N e



MODELOS DE REGRESION: BACHEMEISTER 133

pero cono:
Y'.UT, = ¥ =T 4
i d J (t,t) (nyn) 7

podemos sacar factor comm y despejar Y&-QJ:

[1+v.viiy . rjvea, = vvily oy, (16)
37E R T T s

viea = [1+vviy i hhyewty oy
Jd J Jd J J Jd d J Js
que es 1o mismo que escribir:

vea, =yl s vevihy iy, (17)
i B I R ii is

11

va que s
-1

vevily . rqr+vvity .yt
ivi i

= +v. vty oy lyewity o
ivi it

Si definimos wna nueva matriz Zj, de dimensioén (n,n), como:

11 Si simbolizamos por B = Y"i-U;l-YJ-I‘ resulta que:
-1 -1 -1 w1 -1 -1,-1
I +Y..9.°.Y,.T Y. .Y.. = (I +B B=(I +B (B
[T+ Y39 oy P17y vy T = (T 4 B) (1+8)7 (87
- - -1 -1
=@yt (B e
Yy a su vez:
-1 -1 -1 -1 ~-1,~-1 -1
Yy.-vo.°.¥.-r{I + Y.V ".Y. - = B-(I + B = (B {I + B
Jd J J ( . J dJ J ] ( ) ( ) ( )
-1~ -1 -1
(1 +By.E Yyt = (B 1)
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Z. = vu ey rr o+ vvt
Qi i

-1
; Y] (18)

la ecuacion (17) se puede escribir tanbién como:

YA, = Z..Y, (19)
Jd J Js
y sustituyendo la ecuacion (19) en la (14) nos queda:
V..A +Y T2 Y _ =Y IV, . (20)
J J J J JS J Js ,
de donde:
-1 _ '
A, =V.".Y..T{I = Z.}1'Y. 21
J J J [ J] - Js (21)

Ahora bien, si en la ecuacidén (19) sustituimos QJ por la expresion

obtenida en (21) se desprende que:

-1
Z.=Y..0U .Y .I Y - Z. 22
J J J J [ J] (22)

siendo:

-1 -1
1 -Z.]=({Y."V.7.Y_.T 'z 23
[1-2z,] = (vyvity oz, (22)

Si sustituimos (23) en la ecuacidon (18) obtenenos:

yorvviiy ol oy (24)
J Jd J

-1
. js

A. =V
J J

que premultiplicada por X3 resulta ser igual:
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X' A, = B7 .Y, 25
J Bi2j | (25)

siendo:

(26)

o lo que es lo misno:

-~ - -1, -
C= KLeu Y (Y Y 27
By = By ¥y ¥y (27)

pues V. = Sz-u..
J J
FaS
" El vector ﬁj, de dimensién {n,1), no es ms que un estimadar
mininn-cuadritico generalizado para el modelo de regresidon polindmico,
basado en Xj'
finteriormente hemos obtenido en la ecuacién (7) que el coeficiente
a, era igual:

°
"'
- ', - .
a, = B [YJS Y -A] escalar

pero como henos obtenido que Qi =@ para i # j, con i = 1,2,...,k,

resulta que:

siendo:

0 = B[Y, - v&-aj] (28)
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¥ a su vez, si sustituinos Y&-QJ por (19) resulta que tanbién podemos

escribirlo del siguiente modo:

ap = B [I - 23]'Yjs (29)

Una vez ohtenidas las expresiones de 9% ¥ de XS‘QJ' siendo:
= B [1 - 2], (29)
H-A. = A‘.-Z.-Y. 25
Cd SJ J (25)
estamos en condiciones de obtener el estimador optimo para la prim de

N
riesgo individual . {8.}).
g ’ #Js‘ J)

P
Para ello, recordemps que habiamps def inido pJS(GJ) cono:

“35(93) =a, + X''A =q, +

[
1]
[
.-
[

=

Sin embargo como en (13) henos obtenido que:
Qi = 0@ para i#®g
rasulta que:
M. (8.) =a, + KA, = p[I -2 ] Y. +8-Z.Y,
”Js( J) o iy ® [ J] s T B2 Ys

siendo:
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Higlby) = [ B [T = 250 + 852, ]'Yjs (30)

tratandose de un escalar.

El estimador ajustado de credibilidad lineal optino también

podemos escribirlo como sigue:

NJS(GJ) = Mg,j)'y,js (31)

donde:

Bog) = [T - 2] + B2 (32)

que es un vector de dimension (1,n}, y se le conoce con el nowbre de

estimador de credibilidad del vector de regresion p(ej), siendo:

A = E[p(6;)] dim (n,1)

~ -1 |

CoRew by yee tiy dim {1
Ry = Byrwg ¥y (Yyroge¥s) im (1,n)

~N
]

syt g s vty ot dim (nyn)
I IR id
A la matriz Zj, HACHEMEISTER, C. la denomind wmatriz de

credibilidad, que tawbhién se suele escribir del siguiente wodo:

Z; =T (I+ 52'“3)-1 (33)

siendo:
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O, = (Y'.'U-.'l'v.)
d Jd J J

- (34)

Para obtener esta expresion alternativa para la matriz de

credibilidad, Zj’ recordewns que henos definido V‘i = 52-0.. Si

J
sustituimps en la ecuacién (18) VJ por esta expresion resulta:

2 -1 2 -1 -1
Z.=Y'"(S ‘v, XY T I + ¥ {8 v, Y..r
RICEC Rl g0 L S A CL R A Y

i
siendo:
(Y'.'(Sg-v.)“i-Y.)”1 = 82-(Y"nv-.'l-Y.)'-1 = 5%,
J it iva i
de dondel?:
Z, = (Sz-wj)-l-r'[l + (52-%)'1.:‘]"1 -

r[(1 o+ (sz-mé)“r)-s%d]‘1 =

2

F-(Sz-md s rres -md)—l

De manera que:

2

Z.=r(r+s%e)’!
J J

12 (Sz-mj)-l-r = r-(Sz-mJ)—l yvaque T y @; som matrices simétricas.
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3:.1.4.~ Estimacion de los parametros estructuorales.

Una vwvez obtenido el estimdor para la prima de riesgo individual

el siguiente paso consiste en estimar:

-8 = E[Q(GJ)]
-8 - E[az(ej)]

- I = cov[p(6)]

A los parametros 8, 52 y I NORBERG, R. (1979) los denomina
parametros estructurales, y la estimacién de los misms es wn
prerrequisifo indispensable para poder aplicar el estimador ajustado de
credibilidad. |

Entre los autores que han tratado este tema cabe destacar a
HACHEMEISTER, C. (1975), De VYLDER, F. {1978, 1981a y 1984), NORBERG, R.
(1979 y 1982) y a ZEHNWIRTH, B. (1984), entre otros. |

Al estimar estos tres parametros estructurales nos volvemns a
encontrar con el problema de los pseudo-estiwadores, al igual que en el
Mydelo de BUHLMANN-STRAUB. Sin embargo, en este caso, la estimacion de
los parametros a través de los pseudo-estimadores esta mas desarrollada.
La idea basica consiste en definir una familia de pseuwdo-estimadores
insesgados para cada umo de los parametros estructurales, y después
elegir, de entre ellos, el que tenga varianza wminima, ya que la
insesgadez y la varianza minima se siguen considerando las propiedades

mis deseables para los estimadores.
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Dejando de lado los problemas que presentan los pseudo-

estimadores, pasemos a la estimacion de los tres parametros

estructurales.

3.1.4.1.- Estimacion de 8 = E[p(ej)].

HACHEMEISTER, C. (1975), pp. 148, propuso estimar el parametro 8 a

~
través del estimador insesgado 8, definido como sigue:

8= (Y ol by vl (35)
donde v wna matriz diagonal, cuyos elementos de la diagonal principal

son las matrices VJ, con j = 1,2,...,k.

Este no ha sido el imico estimador propuesto para 8. De
UYLDER, F. (1978) y NORBERG, R. (1979) propusieron estimar £ del
siguiente wodo:

Al ser EJ’ definido anteriormente comn:

~ -1

= (Ylew, Y.) Yl X,
By = (¥ )

J J Jd 4 J

m estimador insesgadola de 8, ya que E[ﬁJ] = 8, resulta que:

K
EF=ZF.-E. (36)

13 La insesgadez del estimador fue demostrada por De VYLDER, F. (1978),

pp. 102-103.
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es también un estimador insesgado de 8, siendo Fj’ con § = 1,2,...,k, umna

serie de matrices cuadradas de dimensién (n,n), que verifican:

siendo la matriz I la matriz identidad.
La relacién (36} define una familia de pseudo-estimadores para 8,
de entre los cuales el que tiene wvarianza winima, com demostrd De

VYLDER, F. (1978), pp. 108-109, se obtiene cuando FJ es la mtriz de

credibilidad ZJ prenormada, esto es, cuando:

k -1

- Y_
F.=2Z. = z. | -Z.
L " J

J=1

siendo el estimador colectivo para E[ﬁ(ej)] propuesto por De VYLDER, F.:

-1

G

k
R (37)

T
~N
n

J=1

[
[}
e

que sera el estimador que nosotros utilizaremps en la  posterior

aplicacion practica.
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3.1.4.2.- Estimacién del parimetro S° = E[az(ej)].

Segin NORBERG, R. (1979) el estimador para el parametro g2 ce

obtiene a través de:

k
2
e = ZSJ:G (38)
=1
donde:
2 o~ .. . _ .A
Sj,6 = By = YyoBy) Gy (¥; - Yyhy) (39)

es una sum ponderada generalizada de los residuns cuadrados con Gj

matrices de ponderacion de diwensién (tj’tj)’ definidas positivas,

simétricas y sujetas a la restriccion:

-
.

1 -1
t oG} -t Yo 'Y, (YL G, Y. =1
[ raza(vJ J) razal ( 'Y YJ) { i'%; J)]]

i

Por su parte, De VUYLDER, F. (1981) utiliza el siguiente
razonamiento para hallar el estimador para 82:

El estimador clasico insesgado14 para 82, basado sélamente en el

vector XJ, viene dado por:

. -v.B) (40)

que no es ms que un estimdor minino-cuadratico generalizado.

149 1 insesgadez del estimador fue denpstrada por De VYLDER, F. (1978},
pp. 102-103.
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Para todos 1los escalares Gj (j = 1,2,...,k), podemos definir Sg

conn :
k k
2 X ~2 AN
8% = G.'S5° G. =1 af
G 4L _§7d ean A (a1)
J:l . J::l

el cual define wma familia de estimmadores insesgados para 52.
Introduciendo la hipétesis de normalidad para el vector XJ, es

decir, si XJ se distribuye como N(Y-B(BJ), az(ej)-vj), resulta que el

estimador de varianza winima, como demstrd De VYLDER, F. (1981),

pp. 120-122, dentro de la familia de estimadores (41) es:

k
~2 1.\ 22
S = — s°, 42
LT (42)
=t
siendo la wedia aritmética de los estimadores parciales.
Sustituyendo §§ por su valor, se obtiens:
k
a2 1 N P T Y
8% z —— X.-Y.-g.})ruvu. (K. - Y. 8. 43
ke (t _n)/__(a JpJ)J(J Js‘l) (43)
j=1

que es un escalar, y serd el estimador que nosotros utilizarenos.
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3.1.4.3.- Estimacion de la matriz I = Cov[B(Oj)].

Se han propuesto distintos estimdores para la wmatriz de
covarianza I'y algunos de ellos de mma gran complejidad. -
HACHEMEISTER, C. (1975), pp. 149-151, propuso cono estimador de T

a la siguiente matriz:

>
u

—5— (1 + 1) (44)

siendo:

—1-Y*)-1-§2] (45)

o]
n

rhe - (k- 1) (Y v

k .
G = Z__i_ (o) v ) (8 - B) (R - B) (46)
J:

k
AT LS | -1
= - [ . . '.'.OY.i
m=1 / (Y v .Y) (YJ v, J)
J=1
w1 -1
. . Y ) (Yiw," Y. 47
() (v hy ) (97)
B = (vt vl (48)

Se trata de un estimador insesgado, que no depende del parametro
que estamos estimando, representando uma gran ventaja desde el punto de
vista calculatorio. No obstante, no posee varianza minima.

NORBERG, R. (1979), pp. 210, por su lado, considera el siguiente

estimador para I:

k
R .Y_u A2 8 g v lv -l
fom ) [y By - ettt
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~ o S |
+ pt - H{Y v .7 Y, +H' - B 49
siendo HJ matrices de ponderacion, de dimension (n,n), sujetas a la

restriccion:

k .
—
_L_. HJ =1 . (59)

J=1

Y por wltimo, cabe mencionar a De VYLDER, F. (1984) que propuso
comp estimador de lamatriz " a ', el cual si tiene wvarianza minim

dentro de la clase de estimadores insesgados:

- _

A- 1 .Y—" ' ”~ -A ) ~ -a\ ,

F o R Ry ) (s1)
J:

N
La matriz 7, de dimension (n,n), debe ser una matriz simétrica,
” Ea
. .. - r+r
por lo que en cada iteracidn es sustituida por —_—
o~
La matriz I’ es un pseudo-estimador, que contiene a traves de ZJ el
parametro I’ que esta siendo estimado. Estimadores como éste se solucionan
mediante un proceso iterativo. En la practica, se escoge un valor inicial
o~ "~
para I', con el que se calculan unos valores para ZJ ) 4 pz. Con estos
valores se obtiene un wvalor para I' mas perfeoccionado, y el proceso se
o o
repite hasta que la matriz I se estabiliza. Al ser I una matriz

simétrioa, en ocada una de las iteraciones sucesivas que se van haciendo,

I+ r
2

esta matriz es sustituida por
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Cabe destacar que los estimadores propuestos por
NORBERG, R. (1979), como el indica, son consistentes bajo suaves

restricciones, es decir:

(8 82, T) cuando k — o

(Bes b0 4)

y que los estimadores propuestos por HACHEMEISTER, C. y De VYLDER, F. se
obtienen tomando wnas particulares matrices de ponderacion en los
estimadores dados por NORBERG, R.

Nosotros vanos a utilizar como estimadores de los parametros
estructurales 8, 82 y I 1los propuestos por De VYLDER, F. que vienen
dados en (37), (43) y (51), pues son los que en general se han utilizado
con‘ mayor asiduidad, siendo los pasos a seguir para obtenerlos los

sigquientes:

Dados: X. (t.,1) ; wv. {(t.,t.) ; Y {(t.,n).
© J(J’)’ J(J’J)’ (.1’)

el - - -
Primero se calcula 8. = (Yt-v.l-Y.) Ly wilx, y a
J J J J J J J
continuacion el escalar:
k
2 i \ ~ -1 ~

§ = —m—m—— X.-Y.'B.)'v.{X. -Y.B.

k.(t_n)_L.i_(J Ry By YyRy)
J:‘.

Para poder calcular el resto de los estimdores es necesario fijar
un valor inicial para el parametro I, por ejemplo, I = diag{c,c,...,C),

matriz de dimension (n,n), siendo c un nimero elevado.
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Una vez fijado el valor de I se calcula Zj, asi como el valor de

K -1
E ZJ y caloculados ambos valores se puede obtener ﬁz, que es igual
i=1
a:
K "
~ Y—" T— ~
= Z. . Z.'8.
Ay L7 L2t
=1 i=1

estando ya en condiciones de calcular I', pues todos los elementos que
intervienen en su formila han sido obtenidos previamente. Una wvez
obtenido el walor de I, se vuelve a iniciar el proceso a partir del
calculo de la ZJ, v e5 en el calculo de ZJ. cuando se utiliza en lugar de
FaY ; + ;\‘l

repitiendo hasta que el valor de I se estabiliza.

ya que debe ser uma matriz simétrica. Este prooceso se va

Una vez conocidos los valores de ZJ' ﬁz )4 ﬁJ se puede calcular el

estimador de credibilidad para la priwa de riesgo individual:

pJS(GJ) = ,(5((5'J)-\{J.5 = [ﬂ:i'z.i + py[I - ZJ] ]-YJ‘5

3.1.5.~ Comentarios al modelo.

Como ya hemos indicado anteriormente, el Modelo de Regresion de
HACHEMEISTER es una generalizacién del Modelo de BUHLMANN-STRAUB, de wodo

que este Gltimo no es mis que un caso particular del primero.
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Si en dicho modelo consideramos el caso particular que:

vector de dimensidn (tJ,l)

I R Y

B(GJ) = p(ej) escalar

. 1 i 1
v, = diag( ' yeaey }
J Vi1 Yi2 Vit .
d
resulta que:

-y

1

1
E[XR./8} = a8 .
(k0] = | | |-uley)

-1‘4

Cuv[XJ/GJ] = 02(65)-vj = Uar[leej]
y los parametros estructurales se convierten en:

g = E[u(oj)] =m escalar

7 - E[oz(ej)]

r= Cuv[u(ej)] = var[p(ej)] =a

siendo a su vez:
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t.
J
- -1 -1, -1 1 N
= X T Y Y 7Y B et . . =K.
Ry = Byroy Yy ¥y WJ,Z__.WJ‘-'T js = Sjw
=1
, | -1 -1
Z.=vv..y.rf1+ vty oyt o
AR IR g
-1
b C P (52 + y~!
= a ar* = 3a'w aw =
g2 g2 J
aw.
J.

En este caso, el estimador ajustado de credibilidad se convierte

ens

sz(GJ.) = [#'[1 - zj] +RLZ, ]-YJ.'5 = [1 - ZJ]-m * R 2

gue es precisamente el estimador ajustado de credibilidad obtenido en el
Modelo de BUHLMANN-STRAUB para el caso en que cada pdliza tenga tj
observaciones. Si consideramns ademas gue tJ =t vj, el estimador de

credibilidad que obtendremos sera idéntico al de BUHLMANN-STRAUB.

Tanbién hemps visto que wna de las hipdtesis del Modelo de

Regresion de HACHEMEISTER es:
Cov[X./8.] = 02(9.)-v.
J J J d

donde oz(oj) es wna funcién escalar desconocida (ya hemos visto como
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estimarla}), y v; es una matriz dada, de dimension (tj,tj), semidef inida
positiva.
Sin embargo, el propio HACHEMEISTER, C. (1975) cuando aplico su

modelo de regresion a un caso practico introdujo la siguiente hipotesis:

es decir, implicitamente para cada contrato asumid que las series
temporales de las observaciones de la experiencia de reclamaciones estan
incorrelacionadas. En otras palabras, considerd que la cantidad media de
. reclamaciones del periodo r-esinmo no afecta al montante del periodo
s-esinp, siempre que r ¥ s.

AL QUIRIN (1975), pp. 164-169, en la discusién gque hizo del
articulo de HACHEMEISTER, C. (1975), apuntd el hecho de que la no
aceptacion de la hipotesis de autocorrelacidén en la aplicacidon practica
de su wodelo, junto con la asuncion de que:

Var[X.] = 02{8.) s € {1,2,...,t.}
d dJ d
le sirvid para simplificar la obtencion de sus resultados numéricos, y
evitarse de este modo muchos de los problemas que representa estimar los
parametros que aparecen en su mdelo de credibilidad, muchos de los
cuales no son directamente observahles, comp es el caso de ZJ’ que para
conocer su valor es necesario estimar previamente los parametros

estructurales I' y 82.
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Varios afios was tarde, De VUVLDER, F. (1981) propuso una
simplificacién del Modelo de Regresion de HACHEMEISTER, que consiste en
utilizar como pesos credibilisticos escalares en lugar de watrices. Dicho
autor justifica la utilizacion de escalares debido a que las matrices de
credibilidad pueden contener elementos negativos, dando lugar a
resultados que son de dificil interpretacidn en los casos practicos. Esta
wodif icacién da lugar a estimadores menos precisos, pero el wmodelo
adquiere wna serie de ventajas. Al ser los pesos credibilisticos nimeros
conprendidos entre @ y 1, anbos inclusives, los resultados son ms

atractivos en las situaciones préacticas.

Y por Gltimo, cabe mencionar a ZEHNWIRTH, B. (1984), que siguiendo
a DUCAN y HORN (1972), expusd un Mpdelo de Regresiom Lineal Mixto. Dicho
modelo consiste en conmbinar, por um lado, wn mdelo linsal que describe
los datos basicos, y por otro, unos estimadores minimp-cuadraticos

generalizados, siendo 21 modelo lineal qué describe los datos basicos:

- . . G
donde € es el término de error de wedia cero y matriz de covarianza Z, X

es un vector de observaciones, y ? es la mtriz de datos conocidos.
Ademis se supone que se poseen datos anteriores a los que se les

aplica wn modelo lineal con los mismos parametros E que en el modelo

anterior. Basdndose en dichos datos se obtienen unos estimadores

minimo-cuadraticos generalizados:

Bg=3+g
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FaS
donde 8 es un término de error de wedia cero, y con una matriz de

covarianza I.

La utilizacién de anbos conjuntos, cowbinando las dos formualas

anteriores, da lugar al Modelo de Regresion Lineal Mixto:

x° Y €
= -E +

G FaN

ﬁQ I 6

”~ el ‘ L UL Y
donde E[€] = E[8] = @, y la matriz de Cov(€,8) es wma matriz diagonal con
elementos Z y I.

El estimador minim cuadrado generalizado para este modelo mixto

st .

~a -1 -1 .G
A

° A’ ~ _1 _,1 __1 ~ A'
= (Y2 Y +T ) o Ry + YLK
8i se define:

”~

z= (v iy oty

v haciendo algunos calculos previos se llega a:

)\a ~

B = [I - Z]-p, + Z:R
donde:

~ A. _.1 A _1 A‘ _1 G

30 = (v':Z 'Y) ToYE XK

siendo el estimador minim-cuadratico generalizado para el mdelo en
. . . L G
ausencia de informacion a priori de 8.

Este wodelo es facilmente reducible al Modelo de BUHLMANN, al de
BUHLMANN-STRAUB o al de HACHEMEISTER, con sOlo introducir las hipotesis

especificas de cada uno de estos wodelos.
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3.2.- MODELO DE REGHESION NO-LINEAL DE DE UYLDER

El Modelo de Regresion No-Lineal de De VVLDER no es was que wna
generalizacion del Modelo de Regresion de HACHEMEISTER. En este wodelo,
la hipdtesis de homogeneidad en el tiempo es abandonada conmpletamente vy
es sustituida por otra, no necesariamente de tipo polindmica, sino wmucho
nés‘general.

Las observaciones esperadas pasan a ser funcitn de un vector de
regresién desconocido: E[XJ/GJ] = f(B(GJ)), funciéon que puede adoptar
distintas expresiones, de entre las cuales cabe destacar la de tipo
» exponencial, ya que el nhdelo de Regresion Exponencial es uno de los mas
utilizados dentro de los modelo de regresion no-lineales.

" El ohjetivo de este modelo sigue siendo, como en los wodelos
anteriores, hallar un estimador para la prima de riesgo individual, sin
embargo en este caso, el procedimiento utilizado es distinto.
De VYLDER, F. (1985), se plantea encontrar la mejor aproximacion de tipo
credibilistico para el vector de regresion ﬁ(GJ), utilizando el
instrumental de las distancias, abandonando el procedimiento de los
mininmos cuadrados. Su primer paso fue hallar el estimador individual para
el vector de regresién, para luego pasar a calcular la watriz de
credibilidad optima.

Debido a que no es posible conocer la expresion concreta que
adopta el estimador individual de p(BJ), sino tan sdlo la ecuacion que
debe verificar, De VYLDER, F. (1985) se vio en la necesidad de hallar la
mejor aproximecién polindmica para el mdelo de regresion general, para

poder asi hallar wma expresion concreta para la matriz de credibilidad, y
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de este wmodo poder obtener la mejor aproximacion de tipo credibilistico
para el vector de regresion p(ej).

El Modelo de Regresion No-Lineal es el Gltimo de los modelos
credibilisticos expuestos hasta el wmwomento, segim nuestra informacion
disponible, y es el que se muestra como was adecuado cuando se trabaja
con datos que incluyen los efectos de la inflacidn, en especial el Modelo

de Regresién Exponencial.

3.2.1.—- Variables relevantes.

Las wvariables mis relevantes de este wodelo son:
- GJ : El ya conocido pardmetro de riesgo, con j = 1,2,...,k.

- XJS: Variable aleatoria que nos indica la experiencia de
reclamaciones, con Jj = 1,2,...,k 1 4 8 = 1,2,...,t,
siendo:

K = (X ., X.opeuuy X}
5= (Bar Bygreeen Hyed
- Ademids se considera que para cada pbliza existe wma funcidn f

def inida de la siguiente forma:
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siendo n la longitud del wvector B(BJ), vector de regresion
desconocido que ya aparecio en el wodelo anterior, y donde t es
la longitud de XJ'

Por razones de tipo matemitico, se asume que todas las derivadas

parciales existen, y simbolizaremns con g(bl, b2,..., bn)
6h.
1

la matriz Jacohiana de dimension (t,n), formada por las

derivadas parciales puestas en columas, esto es:

6f &6f &f

g(bl’ bz,n--, bn)= y greey
Sbl 5h2 &b

n

3.2.2.~- Hipotesis del modelo.

Las hipotesis que se asumen en este modelo son:

-
D.1) Las pbdlizas § = 1,2,...,k , esto es, los pares (81, Xl),

- -
(92, XZ)""’ (Gk, Xk) son independientes, y las variables
81,82,...,8k estan identicanente distribuidas.
Igual que en los tres modelos anteriores, se asume la

independencia entre los riesgos, y la equivalencia exterior

de los misnos.
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D.2) Para cada j = 1,2,...,k:

a) E[X /6 ] = £(a(8;))

donde 3(93) es un vector desconocido de dimensién n, y £ es
la funcién antes definida: f£: R® —— Rt.

Cono puede ohservarse, la hipotesis de honmogeneidad en el
tienpo es abandonada completamente, y es reemplazada por otra
asuncién, no necesariamente de tipo polinbnﬂba, como  ocurria
en el DModelo de Regresion de HACHEMEISTER, wostrandose como

mas adecuado cuando se esta trabajando con datos que incluyen

los efectos de la inflacion. -
b) Cou[X./8.] = 6°(8.) v,
J J J J

donde az(ed) es una variable aleatoria integrable
desconocida, y UJ wma matriz dada, de dimension (t,t),
semidef inida positiva y simétrica, con j = 1,2,...,k.

Cov[XJIGJ] es la wmatriz de varianzas y covarianzas
correspondiente a la poliza j-ésima, y coincide con la matriz

dada en el Modelo de Regresion de HACHEMEISTER.

[}
[

Asi, por ejemplo, en el «caso Dparticular que n

pj = (bji’ bjz)’ con j = 1,2,...,k, y definiendo:
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£(bjyy by) = [ by b

que es un vector de dimensién (t,1), estamns considerando que:

s-1

E[X; /8] = b, b

js’% con s = 1,2,...,t

tratandose, a su vez, de un vector de dimension (t,1).
La matriz Jacobiana g, de las derivadas parciales, para la pdliza

J-ésima es en este caso una matriz de dimension (t,2):

&6f (33
Sbjl J2
1 @
bjz bjl
2 .
= bJ2 2 le bJ2
t-1 t-z
R R L R TR
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[ 4

Este wondelo es conocido con el nombre de Modelo de Regresion
Exponencial, y es uno de los mas utilizados dentro de los wodelos de

regresion no-lineales.

3.2.3.- Estimaciim de la prim de riesgo individual.

Como en los wodelos anteriores, el objetivo de este modelo sigue

siendo estimar la prims de riesgo individual, que en este caso es:

E[XJ/BJ] = f(ﬂ(GJ))

Para el tratamiento de este problema vamps a seguir el articulo
original de De VYLDER, F. (1985).
Para dicho autor, el problema reside en este caso, en encontrar

ma aproximacion de tipo credibilistico para B(GJ) del tipo:

BlO;) =Z;8; + [1-2.]8

donde:
B = E[p(ej)] es un vector de dimensioén (n,1).
e
BJ es el estimador individual para B(BJ), siendo a su vez un

vector de dimensioén {n,1}.



HODELOS DE REGRESION: DE VYLDER 159

Z.
J

A

es la matriz de credibilidad, de dimension (n,n).

o~
p(Bj) se le conoce con el nonbre de estimdor ajustado de

credibilidad, y es un vector de dimension {n,1).

Antes de adentrarnos en el problema, vamns a introducir wma serie

de conceptos y lemas, que después vampbs a utilizar para la determinacién

del estimador ajustado de credibilidad.

LEMA 1

8i a, %, b son matrices tales que el producto a'x'b es5 un

escalar, entonces:

axhb=0 VK {===) ha=0
DEMOSTRACION:
—
a'k'b = tr(a'xb) = tr{xn-c) = /35795
ij
donde c = b-a, xiJ son los elementos de la matriz x vy ciJ los
de la matriz c.
Si axb=20 vk {===) c. 6. =0 Viyj (=== c =0

1J

Esto significa que si a'x'b = @ WX, un caso particular podria
ser aquel en que todos los elementos de x tuviesen el wismo
signo, y fuesen distintos de cero, con lo que todas las cij

deberan ser nulas, o sea c = 0.
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Distancia en R

La distancia usual entre dos puntos a,b € R® es:
. 172
[(b-a)I:(b-a)]

donde I es la matriz identidad.
Con was generalidad, con wna watriz simétrica, definida
positiva, de dimension (n,n), p, se puede asociar una distancia

en R° definida por:
. 172
[(b-a) p:(b-a)]

Esta distancia es la correspondiente al producto escalar
def inido por:
{a,h) = a'p'b

siendo la relacidn de ortogonalidad:

alb (===} a'p:b=20

. . P . e n
Distancia de optimizacion en R :

Sea a €R" un punto fijo, y x un punto variable sobre wma
superficie S en rR" fijada. La condicion necesaria para que el
punto x € S minimice la distancia al punto a es tal que:

(x - a) 1dx

donde dx es la diferencial de x.
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Matrices aleatorias

Son matrices cuyos elementos son variables aleatorias.
. N n N .
Vamos a siwmbolizar por I..2 8l espacio de columas aleatorias

con n conponentes cuadrado-integrables.

LEMA 2

Si A, B son matrices aleatorias y % una matriz tal que A-x'B es
wna matriz de dimension (1,1), entonces:

E(Q'X-B) = 0@ Y {===) E(B'ﬁ) =0

DEMOSTRACION:

n
]

E(A'x'B) = E tr{A'x'B) = E tr(x-B:A) = . _

tr E(x-B-A) = tr(x-E(B-Q))

Si E(B-A) = @ , entonces E(A-x:B) = @

Por otro lado, si E(R'x'B) = @ vz, entonces se sigue que

‘E(B-Q) = 0.

Distancias en Lg :

A wna matriz p de dimension (n,n), simétrica y definida
positiva, vanmps a asociar un producto escalar en Lg definido
por:

{#,y) = E(x''p'y) siendo x,y € Lg
La relacion de ortogonalidad correspondiente se define como:

Rly (===) E(x''py)=0 H,y € Lg
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Y por Gltimo, la distancia asociada entre los puntos X,y € L;
es:

E[(y - x)'-p-(y - x)]'"2

+) | Distancia de optimizacion en Lg

Sea A un punto f£ijado en Lg y ¥ 8 w punto que se extiende

schre wna superficie fijada § en L; . Entonces el punto x € §
qgue minimiza la distancia a f cumple:
(x - 8) L dx

para todo desplazamiento infinitesimal dx en S.

3.2.3.1.- Calculo del estimdor individual para p(sj).

Una vez introducidos los elenentos anteriores pasemnns al problemm
que nos ocupa. De VYLDER, F. (1983) antes de atacar el problema de la
aproximacion credibilistica para B(Gj), centré su atencion en el calculo
de su estimdor individual, gue nosotros hemos simbolizado por Ed' v gque
25 uno de los elementos que aparzce en la formula del estimador ajustado
de credibilidad.

El problema que plantea es el siguiente:

Sea X € Rt vy sea f una funcion f: R ——— RJc ,con n < t.
El objetivo es encontrar un punto b € R tal que £(b) sea lo més proximo
posible al punto dado x. La distancia es medida a traves de wa matriz

arbitraria p, de dimension (t,t}, pero simétrica y definida positiva.
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El punto optimo b = h{x) depende de %, siendo h wa funcién

definida como h: Rt —_ R y de manera que:
h[f{b)] = b vb € R

ya que el punto b, tal que f(bo) es el mas proxim a x = f(b) es el

propio b.

La solucion que da De VYLDER, F. a este problema es el siguiente:

Sea b = (b,, byy...; b }'. Vamos a asumir que las derivadas
i n

2"
parciales de f(b), con b € R", respecto a b, (i =1,2,...,n) existen.

Entonces:

n
df(b) = E:: &f ‘db, = g(b):db (b €R")

i=1 i

donde g(b) es la wmatriz Jacobiana de f, de las derivadas parciales
puestas en columas, de dimensidén (t,n).

A continuacion se introduce el siguiente teorema:

TEOREMA 1 {:

. . t
El punto b = h(x) € R” tal que £(b) es el ms proximo a x € R es

tal que:

g'(b)-p'x = g'(b)-p-£(b)

Esto es, es el punto que hace que la distancia entre g{(b) y x

coincida con las distancia entre g(b) y £(b).
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DEMOSTRACION:

Segim la definicion de distancia de optimizacion en Rn, el pumto b

es tal que:
% - £(b) L df (b) vdb

x - £(b) 1L g(b)-db wdb
es decir, tal que:
db'-g'(b)'p:{x - £(b)) =@ wdb

Segim el LEMA 1:

axb=290 v {===) b:a=0
61 consideramos que a = I(n,n) reéulta que:
db':g'{b)p-(x - £(b)) =@  wib
se verifica, si:
g'(b)'p:{x - £(b)) = @

Si adaptams este problema a nuestro caso particular, es decir, al
calculo del estimador individual para 9(03), que es el vector 33,

tenemns:

t n
Dado K.€R, y £1 R —— R' con n ¢ t, estamos interesados

~ ~
en hallar un punto BJ € R" tal que £(QJ) sea lo mis proximo posible a

XJ' En este caso, la distancia es medida a través de la matriz v}i, que
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es elegida por razones de tipo credibilistico, siendo wna wmatriz
simétrica, definida positiva, y de dimensidn (t,t).
El punto 8 = h(X;) € R" tal que £(f;) es el ms proxim a

X‘j € Rt es tal que:
g (B.)v R, =g (B.) v (B
it i T 't J

o dicho de otra manera, el estimador individual para 3(93) es el vector

ﬁj de dimensién (n,1), tal que verifica:

(e Yoo L. - fE Y =
9'(B;) -] (X, - £(Ry) = @

3.2.3.2.- Cilculo del estimdor individuml para p(aj) en el caso

particular del Modelo de Regresidn Exponencial.

Comv ya hemos dicho anteriormente, el Mbodelo de  Regresidn
Exponencial es wmo de los mas utilizados dentro de los modelos de
regresion no-lineales, y aparece en el caso particular enque n = 2. En

este caso, la funcidn f viene definida del siguiente modo:
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£(bjyr byp) = | By b5

siendo la prima de riesgo individual para la pdliza j-esima:

E[R,/6 ] = bjl-hjg_l con s = 1,2,...,t

que es un vector de dimension (t,1).
Nuestro objetivo es estimar la prima de riesgo individual,
hallando una aproximacion para B(BJ) = (bJI’ sz) de tipo credibilistico.
Como ya hemos dicho, el primer paso consiste en hallar el

estimador individual para ﬁ(BJ), que es el vector BJ, tal que verifica:
"B yvilx -£(B)) =0
o' (8;) vyt (% - £(B )

En este caso:
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~ ~ 5¢ 5
5bd1 5bd2
- T
1 Q
bJZ le
= j2 2'b31 sz

~ ~

-1 t-2
(t-1):bj b,

Sustituyendo cada uno de estos elementos en:
. o~ -1 ~
Jou T (K, - £(f.)) =0
g’ (B) v (% - £(R,))

obtenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, sistem que se

puede simplificar considerablemente si asumimms que:

. ,
v. = diag ( ' yaeny
J Vit W2 Yit

esto es, si asuminos que no existe correlacion entre las observaciones

referentes a periodos distintos de tiewpo, y gque la wvarianza es

inversamente proporcional a las ponderaciones para cada periodo.

El sistema de ecuaciones que resulta es:

t t
\ 2 ge-f ~ X ~ 2:(s-1}
. W, *b. =b.,: . «b. 1
[ Bis Vs P42 it/ Vis 2 (1)
=1

1]
I
(]
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t t
~ X ~g-2 225 2¢-3
b, & - 1})X, w. *b, =h. 7 g - 1l)w, ‘b,
Jll_.( ) is js 42 JIL__( ) js Jj2
5:1 5:1 (2)
De la primera ecuacion podemps despejar g'l’ que es igual:
TL
[ BisisPy2
o~ s=1
b., =
ity
\ »~ 2s-1
[/ Vis'Bja
s=1
Si en la segunda ecuacion sinplii‘ic:anﬁs, obtenenmos: -
t t
\ o5 o \ o~ 2s5-1
-1)'X. w. 'b._ =b.," - W, .
/ (s ) st st i2 v/ (s - 1) w sz
s=1 s=1
”~
v sustituyendo bjl por lo que vale:
t
\ o~ s
s - 1)X. w. 'b.. =
L ( ) js Js 2
=1
t
\ > s
[/ Bis'Vis'Pia t
s=1 \ o 2s5-1
= . / (s 1)'“Bs.bj2
Vo .f 25 s=1
l__ s 2

resul tando:
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t t
\ o~ 2s-1 \ bl -3
) Vg IJJ.2 4/ (s 1)'XJS'WJS'DJ2 =
g=1 s=1

Vt_ ‘..t__

-~ o5 ' o 251
= / xjs'w,js'b,jZ / (s 1)'wJS-bJ2
Gz 5=1

Si multiplicanps los dos mienbros de la igualdad anterior por I:;J2

nos gueda:
t t
\ o~ 25 \\ -1
. _*b. -1})X. w. +b.
| £_ Vs "2 (37 ) Ewighsy
s=1 ’ s=1
t t
\ ™~ s \ ~ 25
= / XJS'WJs'h,ﬁ 1/ (s 1)-sz'b‘i2

5=1

1]
1]
[

de donde obtendrenos bjz'

3.2.3.3.- Calculo del estimador ajustado de credibilidad para #(BJ).

Una vez hallado el estimador individual para B(GJ)F pasemps a

calcular su aproximacion credibilistica.

Segim De VYLDER, F. (1985), lo que se pretende es mejorar la
aproximacion dada por ﬂj para ﬁ(ej), reenplazandola por su aproximacion

credibilistica B(GJ)=
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Blo;) =z,;-B; + [1-2.]p

donde E(Bj) es el llamado estimador ajustado de credibilidad.

El problema reside en hallar la mtriz Zj, gque es la llamda
mtriz de credibilidad, de dimensién (n,n), matriz que debera ser fijada
a través de un camino optimo.

Para obtensr dicha wmatriz De UYLDER, F. (1985) introduce el

siguiente teorema:

TEOREMA 2

La matriz ZJ, de dimension (n,n) tal que hace que:
2 g.) = Z.-A. + |1 -2.]
A J) J ﬁJ [ J] A

sea el estimador credibilistico mas proximo a 3(93) est

donde:

(e;) = ale;) - 8

DEMOSTRACION:

Segim la definicion de distancia de optimizacidn en Lg y la matriz

optima ZJ es aquella tal que para todo dZJ:



NODELOS DE RPGRESION: DE VYLDER 171

Zipy + [1- 200 - pleg) La(zp; + [T -2,]-8)

O sea:

20 .p0

es decir:

/\DI. I‘ . ‘AD_
E[ﬁd dz}-q (z ¥

[s]

e )1 =0

donde q es na matriz simétrica, definida positiva, de dinension
(nyn), que utilizanmos para medir las distancias.

Utilizando el LEMA 2, resulta que esta Gltim condicidn equivale a

decir que, para todo dZJ:

Elq- (2,85 - £°(6,)-87')] = 0

Conmp la matriz g es uma matriz conocida, resulta que:
“0
]

a-E[(2;-8] - £7(8,))-85"

=0
o lo que es lo mismo:
“o o o “0
‘E[Z..f.:p." - e )p'j =0
CE[Z; BB - R(O;) 8]

Al ser la esperanza de una resta, diferencia de esperanzas:



172 TEORIA DE LA CREDIBILIDAD

20 0007 _ . T] P07 _

o de forma analoga:
0 20,1 _ o .p0.

Comb estamns calculando esperanzas respecto a un parametro de

riesgo determinado, resulta que ZJ es wna constante,
- verificandose:
“o 0, fa} “o,
z -E[R7-8'] = E[g°(8.)-8°'].
J J ' J J
de donde:

- o 7011, 1o 7o,

guedando de este wodo probado el teorema anterior.

Cabe destacar que la obtencién de la watriz de credibilidad
optima, ZJ' no depende de la watriz q, que es la matriz que hewos
utilizado para wedir las distancias.

Comb acabamms de ver, la matriz de credibilidad Zj’ de dimension
(n,n), que hace que E(OJ) sea el estimador credibilistico mas proxino  a

p(ej) es:

o 01,5 120,09,
ZJ = E[p (BJ)'BJ ]E [ﬁj ﬂj ]
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o lo que s lo miswn:
1 —1 - . - '

gque a su vez resulta ser:

~ _1}‘\
ZJ = Cav[ﬁ(sj), ﬁj]vCov [ﬂj]

Si calculamos las dos covarianzas por separado, obtenemns por un

lado:

Cov[;B(BJ/), EJ] = E[Cov[A(6), Ej/aj] +

+ Cou[E[£(6,)/8 ], E[EJ./eJ.]] = Cov[p(6;)]

ya que Cov[ﬁ(ej), pj/ed] = @, puesto que para un parametro de riesgo fijo
ﬁ(BJ) es una constante, y E[ﬁjlej] = B(OJ), pues ﬂj es wn estimador
insesgado de s(ej), siendo Cov[p(ed)] o de los parametros estructurales

de este modelo, que mis tarde estimaremns y simbolizaremos por I.

Y por otro lado:

COV[,EJ] E{Cnu[ﬁjxoj]] + ch[E[,EiJ./sJ.]] =

E[Cov[ﬁj/ej]] + Coup(6 )]

Una wvez que hemos llegado a este punto, resulta que no podemos

A
calcular Cov[ﬂjlej], ya que no conocemps la expresién concreta que adopta
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el estimador individual para ;B(BJ), sblo sabemos que ;Bj verifica la
ecuacion:

g'(B,)-v; (%, - £(3,) = @

y de la misma no podenps despejar ‘Bj’ excepto en el caso que adoptemns la
hipbtesis:

£‘[‘5(9‘])] = Y,j'ﬁ(e.i)

que es el caso particular del Modelo de Regresidn de HACHEMEISTER. Con

esta asuncidn se obtiens que ‘Bj es w estimdor minimo-cuadratico

generalizado, definido como sigue:

Para solucionar este problema, De VYLDER, F. (1985) propuso buscar

la mejor aproximacian polindmica al modelo de regresian general.

3.2.3.4.- fAproximacion polinomica al Modelo de Regresion No-Lineal.

El objetivo de De VYLDER, F. (1985) es hallar la wmejor
aproximacion polindmica para el wodelo general, es decir, la wmejor

aproximacién del tipo:

E[X;/8.] = ¥, + Y-B(8)

donde:
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X, : es un vector de dimensién (t,1), de términos independientes

(%]

que actian como un cambio de origen en la wmedida de las

variables X. .
Js

Y: es la mtriz que ya aparecid en el Modelo de Regresion de

HACHEMEISTER, de dimension, en este caso, (t,n).

p(ed): es el vector de coeficientes de regresién desconocido de

dimension (n,1).

Para hallar la wmejor aproximacién polindmica se introduce el

siguente teorema:

TEOREMA 3 |:

En el nmodelo polindomico mas proximo al wodelo de regresion

general, tenemos que:

Y = covl£(8(8,), #'(8,)]-Cov [A(6,)] = a1

siendo:

%, = E[£(8(6,))] - Y-E[8(6,)]

DEMOSTRACION:

Estams interesados en hallar el vector aleatorio X, + Y-Q(GJ) ms
proximo  a f(ﬂ(ej)) en L;. Para ello vamos a wedir las distancias

con wna matriz arbitraria, p, de dimension (t,t).
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Seqim el concepto de distancia de optimizacién en L; visto

anteriormente, los XQ e Y Optinmos son tales que para todo d¥,, dY:

X0 + Y-ﬁ(ed) - f(ﬁ(ed)) 1 d(x0 + Y-Q(BJ))
o lo que es lo wmism:

Xp + Y-8(8;) - £(R(8,)) L K, + dv-p(6;)

es decir:
E[(p'(e‘i)-d‘l' + dXé)-p-(XQ + Y'ﬁ(eé) - f(,B(GJ)))] =0

Como [ﬁ'(BJ)-dY‘ +dXp], v [¥y + Y-p(ej) - £(ﬁ(ej))] son matrices

aleatorias y p es wma watriz tal gue:
{g.)y.dy' + d¥})'p-{X, + Y-p(0.) - £(B(0O.
e (8;) o) P (g + Y-8(8;) - £(A(6,))]
es un escalar, por el LEMA 2 sabems que:
E[(ﬁ'(ej)-dY + dx"b)-p-(xo + Y-ﬁ(ej)] = 0@ v (===)
{===) E[(X, + Y-8(@.) - £(p(8.)) - (A'(6.)-dY' + dX =0
[(%, + Y-8(8;) - £(8(8,))-(8"(5,) o)
Si consideramms dY = @ en la esperanza anterior, resulta:

E[(%, + Y-8(6,) - £(p(6,)) ax,) = @
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y al ser dXé mma constante respecto a 93=
Ef (R, + Y:8168.) - £{p(8.)] =0
[(8, + Y-8(8,) - £(A(6,)]
o lo que es lo miswo:

X, + Y-E[8(8;)] = E[£(8(6;))]

siendo:

x@ = E[f(ﬂ(ed))] - Y-E[,G(QJ)]

Por otro lado, si consideranos dXo = @ en la esperanza anterior

obtenenos:
E[ (X, + Y-B(6;) - £(8(8;)))-p'(6,)-a7'] = @
Como dY es una constante respecto de GJ:

B (%, + Y-8(0;) - £(8(8,)))-'(6,)] = 0

es decir:

B (K + V-R(8,))+8"(85)] = E[£(8(6,)) 8" ()]

Si multiplicamos [X, + Y'E[ﬁ(ed)]] por E[ﬁ'(ej)], y restamos esta

expresion de la anterior nos queda:

B[ (%, + ¥-8(0;))-8"(8;)] - E[X, + ¥-(0;)1-E[A*(8)] =
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= CDV[XQ + Y'ﬁ(gj), ﬁ.(ed)]
A su vez, esta covarianza es igual:
CDV[XO + Y-ﬁ(sj), p.(e.])] = E[f(B(BJ))-ﬁ(GJ)] -

- E[£(a(8,))1-E[p* (¢)] = Covl£(8(8,)), #'(6)]

ya que:
B[ (%, + Y-8(6,))-£'(6,)] = E[£(8(8,))-#' (¢ )]
E[%, + Y-£(6)] = E[£(3(8;))]
Si aplicamos las propiedades de la covarianza resulta que:
CoulH, + Y-p(8,), R'(6,)] = Cou[Y-p(6,), £'(6,)] =
= Y-Cou[A(8), 8'(6,)] = Y-Cov[p(8,)]
Por otra parte, como:
Coulsty + Y-p(6;), B(6,)] = Cov[£(R(6,), B*(6,)]

obtenemns que:

1

Y = Cav[£(p(8;)), ﬁ'(GJ)]-Cou—l[ﬁ(GJ)] = dr
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siendo:

=N
1}

Cou[£(p(8;)), £'(8;)]

=~
[}

Cou[p* (8)]
qguedando denpstrado el teorema anterior.

A partir del sistema de ecuaciones anterior podemps hallar los

coef icientes ﬁ(GJ), yva que los hemps elegido de tal manera que:
-1
COV[E(‘;(BJ))! g (9‘))] +Cov [ﬁ(ad)]

sea igual a la matriz Y dada. -

Una vez obtenida la nejor aproximacion polindmica para el modelo
de regresion general, podemns retomar el problema que nos ocupa, la

estimacion de la matriz de credibilidad ZJ'

Si en el TEOREMA 1 introducimos la mejor aproximacion polindmica,
esto es si consideramps que:
f£(p(8. =X, + Y-B(6.
(B(6,)) = % + V-8(8))
verificandose el sistema de ecuaciones:

con:

H, = E[£(2,)] - V-E[B,]
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obhtenemns que ﬁj es el estimador minimp-cuadratico generalizado:

e

-1
= (Y'ep V) .Y peX.
B (Vp ) pX,

o de forma analoga:

- -1 -1 -1
.= {(Y'vu.T Y Y'u K.
IBJ ( J ) J J
si la matriz arbitraria que utilizamos para medir las distancias es 1la
matriz VTI.
d
Recordemps que la matriz de credibilidad Zj’ es aquella que
verifica:
z .c [8(6.), B.]-Cov [
. = Cov . .]Covu .
; 8(6;), B,]-Cov  [B,]
siendo:

Cov[p(BJ), EJ] = Cov[ﬁ(ej)] =T
Cm,[;;j] - E{Cov[ﬁj/ej}] + T

En este caso, si que podremos calcular la Cou[ﬁdloj] puesto que

conocenns la expresion que adopta el estimador ﬁj.

~ -1 -1 ~1
Covifp./6 .} = Cov| {Y''v. Y Yeuv. X ./8.] =
[8;/6,] = Cou[ (¥*+v3 -¥) ™ ¥ " X /8]

(v v ly)liyw ccov[r s vty (v o) S
J i i i

(Y'-v}l-Y)-l-Y'-vj-az(od)-vj-vgl-Y-(Y'-vEI-Y)—l =

u
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1 -1

- cz(ej)-(Y' ity

Yy Su esperanza:

E[Cov[ﬁ‘ilej]] - 82 (v -v:,.'l-Y)-l

o~ -~
Sustituyendo las expresiones de Cov[ﬁ(ed), ﬁj] vy Cov[ﬁj] en la
formula de la matriz de credibilidad ZJ’ que al considerar su

- . & - 2 » - - ﬁ
aproximacion polinomica simbolizaremns por ZJ’ nos queda:

1 gy=1y=1
)

z‘; = ro(r + 82 (v ity

Pero a su vez, como Y = d-r_l:

- r.r+ 82 [ci-r'l]'-v}l-d-r"]d]'l -

r [r + 82.r. [d' -v}l-d]—l-l"]-l

Si simbolizamos por dj = (d‘-vj-d)‘l resulta gue:

A_orlrs sz-lv*-ct.-r']'1
J J
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y como I' es wna matriz simétrica (I = I'') obtenemns:

r. [r + 82-I‘-dJ-I"]_1 =T [(1 + sz.r-dd..)-r]'l -

]
1}

- r.r L [I + sz-r-dd]-l

siendo:

8 . [1 + 52-r~d.]"1
J J

donde:

s? - E[oQ(sJ.)]

I'= Ccm[ﬂ'(ej)]

d, = (d"wv..d) !

J J
Es importante remarcar gue para obtener wna expresion para la

matriz de credibilidad ha sido necesario utilizar la aproximacion
polindmica para el modelo de regresion general, tratandose, por lo tanto,
de wna aproximacion.

3.2.3.4.1.- Matrices de credibilidad diagonales.

Por razones practicas, segin indica De UYLDER, F. (1983), puede

ser Gtil restringir las matrices de credibilidad, y €l las restringio a
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ser diagonales. Para poder calcular la matriz de credibilidad diagonal,
que simbolizaremos por Zg, que hace que E(BJ) sea lo mis proxino a ﬁ(GJ),
es necesario introducir dos nuevos lemas gque aparecen en el articulo del
citado autor.

Vanps a siwbolizar por aij gl elemento de la fila i y de la

columa j de la matriz a. 5i a es uma matriz cuadrada:

d '
a = (all,-..,am)

sinboliza el vector columa formado por los elementos de la diagonal

principal de a. Y por ultimo, si a y b son matrices con la misma

dimension, entonces c = a*b sinmboliza la matriz con elementos:

c. . a.. b..
T 1J 1J

tratandose del producto de matrices calculado elemento a elewento.

Los dos nuevos lemas que introduce De VYLDER, F. (1985), son:

LEMA 3 |:

Si a'®X'b es una matriz cuadrada v ¥ una watriz diagonal, entonces:
(a-x-b)d = (a*h')-xd

DEMOSTRACION:

El elemento i-ésimo de (a-x-b)d es igual:

(a-x-d)? = (a-x'b),, = z:::E::%iJ'xJk'bki
i k

Pero al ser x diagonal, queda simplemente:
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d _S N .
(arred)y =7 2y 5Pa = 22PN T
i o
- Z (anb) on = ((awbe) )

guedando demostrado el lema anterior.

LEMA 4 |:

Si A, B son matrices aleatorias y & 25 vna matriz tal que A-x'B es

wna matriz de dimension (1,1), entonces:
E(A-x-B) =@ vx diagonal <(===> ET(B-A) = @

DEMOSTRACION:

Por las propiedades de la traza de wna matriz:
E(A'x:B) = E tr(A'x'B) = E tr {x:B-A)

Como la esperanza de uma sum s suma de esperanzas resulta:
E tr(x-B-A) = tr(x-E(B:)) = tr(g-c)

siendo c = E(B-A)

A su vez:
telwe) =y (wely =) ) wgee) wgey
i i J i

De manera que:
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E(R'x'B) = @ vx diagonal si c,; =@ vi,

o lo que es lo mismo si Eﬁ(B-Q) =

185

Una vez introducidos estos dos lemas, De VYLDER, F. (1985) propone

el siquiente teorema:

TEOREMA 4 {:

La matriz diagonal Zg, de dimension {n,n), tal que:

”~

-~ d d
PO;) = 258y + [1 - 2518

es la mis proxim a 3(83), #s aquella que verifica:

J

28 = [t A0 ooete®to,) 8511]

DEMOSTRACION:

. - 4 a - a - - & n
Por la definicion de distancia de optimizacion en L,

optim Zg es aquella que para todo dZJ:

-

d d _ d o - -4y,
zj'ﬁj +[1 - ZJ]'ﬁ ﬁ(ej) 1 d(ZJ ﬁj +[I ZJ] 8)

2. E“ - 8%(s;) L dZi 2o

J J

E[ﬁ ' dZ g (Z - #° (8,001 =

mtriz
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Por el LEMA 4, esto &5 lo mismo gque:

p e - e o
o que:

[a-25-E[85-87 117 = [aE°[a(e ) 2510

va que para un parametro de riesgo determinado 23 25 una
constante.
d 7o 7o, ; . .
Como [q-ZJ-E[ﬁjvﬁJ 1] es wna matriz cuadrada de dimension (n,n), y
Zq es wma matriz diagonal (recordenmos que hemos restringido las
matrices de credibilidad a ser diagonales), podempns aplicar el
LEMA 3, verificandose:
d o0 20,,.d ~0 S0 d
+ZE[f. 8 = [gq*E]R.8.']1]'Z.
[a-Z;-E[f;8;'1]" = [a*E]# ;811"
v a su vez:
' 0 7o, d o ~0,,.d
[avE[RT 85112 = [a-E[£°(8;) 8}"]]

de donde 23 resulta que es igual a:

2] = (a8 117" [a-ELa%(6 ) A5 11°

quedando denostrado 1 TEOREMA 3.
Cabe destacar, gue cuando imponenos que la matriz de credibilidad

sea diagonal, entonces dicha mtriz Zg depende de la matriz g que henos

introducido para wedir las distancias, cosa que no ccurria al no imponer
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en el caso general la restriccion de diagonalidad en la matriz de

credibilidad.
Conp:

‘=ﬁ‘i~ﬁ

~0
ﬁJ
po(BJ) = ﬁ(GJ) -8

la matriz Zg la podenmos tanbién escribir del siguiente modo:

25 = [a(EL(B; - 8)-(8; - 8)' 117" [a-EL(8(6;) - 8)-(B; - )11

z = [qxCov[B JH"-[q-c«wwe PRl

siendo:

cou[p(e,), A1 = E[Cov{p(8;), &/8,1] +
+ Cav[E(B(8,)/9 ), E(EJIGJ.)] = 0+ Cov[p(6,)] = T

tratindose de wmo de los parametros estructurales del mdelo, y

fi

COV[EJ] E[CDV[EJIGJ]] + CDV[E(EJ/BJ)] =

u

E[ch[ﬁjfej]] + me[p(éj)] =

i

E[Cov[EJ/OJ]] +T
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Como en el caso anterior, nos volvenns a encontrar con la
problemitica del calculo de la Cov[ﬁjlej], imprescindible para hallar la

watriz de credibilidad z?.

Una aproximacién de la misma la podemos obtener si utilizamos la
wejor aproximacién polindmica al modelo de regresion general. Por el
TEOREMA 3, sabenmbs que en el modelo polindmico mas proximo al wodelo de

regresion general:

. -1 R
Y = Cov[f(ﬁ(ej))! o (BJ)]'CDU [,(.’.(BJ)] =d-r

B, = E[£(8(85))] - Y-E[A(6;)]

Repitiendo el misnmp proceso que en el caso de la obtencién de una
aproximacidn para ZJ’ obtenemos a través del TEOREMA 1 que:
8. = (vvity)y iyl
J J
Sustituyendo ﬁd para el calculo de la E[CDV[BJ/BJ]], que es el

imico elemento que nos falta por conocer en la formla de Z?, obtenemos:

E[COV[EJIGJ]] = 52-(Y'-v31-Y)_1
siendo:
CDV[EJ] = 52-(Y'-u;1-Y)-1 +T
como en el caso anterior.
Por dltimo si  en Zg = [q*Cov[BJ]]-l-[q-Cov[p(Gj), EJ)]d

sustituimos cada covarianza por su valor, nos queda que la aproximacion
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polindmica para la wmatriz de credibilidad diagonal, que simbolizaremns

por Z':;Q, es la siguiente:

z?ﬁ - [q*[Sz-(Y‘-vgltY) + 117 (g0

Pero a su vez, como Y = d-F"l, resulta que:

-1

-1
Y' v,
( J

Y) [(d-r'l)*-u}l-«:t-r"i]"1 =

[(F')-i-d'-ugl-d-F—l]-l

rqarw iyt s rd o =srdr
J i J

pues I’ es uma matriz simétrica.

Sustituyéndolo en Z?A obtensmos:

zga - [q*[SQ-F~dJ-F + 7@ n)

y si denominamns:

m. =T +8%.rd..T
i J

Zfim también se puede escribir como sigue:

an =

y (Q*"u)"i-(q-P)d
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De VYLDER, F. (1985) considera que la matriz q mas adecuada para
este caso es!
q = Cov'l[ﬁjl
Al considerar la mejor aproximacion polindmica para el wodelo de

regresion general resulta que:

s~ - -
Cou[p.] =T + s (vv i)t o rag?rda.r=m,
J J J J
siendo, por lo tanto:
q=m"
J
. 4]
y sustituyendo q en ZJ y resulta:
diA 1 .,.d
27 = (m, ¥*m, (m,” I’
o= (mm )T (m )

3.2.3.4.2.- Besunen de los resultados obtenidos.
El estimador individual para p(BJ) es el vector BJ, que verifica:
() vl (x -s(@ )
' B K - R =
g (B;) v, (% - £(8;))

y el estimador ajustado de credibilidad ﬁ(GJ), es un vector de dimension
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(ns1), que viene definido como sigue:

AB. =Z.'A.* 1-2.1:
Bloy) = z,8 + [1-2,]8
siendo:
£ el estimador colectivo para E[p(BJ)].
ZJ la matriz de credibilidad.
En el caso general, la matriz de credibilidad es:
Z. = cov[p(e.), 8.1 -covi[p.]
J J J J
y en el caso de restringir dicha matriz a ser diagonal:
d ~ 4q-1 ~ 4qd
ZJ = [q*Cov[pJ]] -[q-Cov[ﬁ(BJ), pj]]
Si en el calculo de las mtrices de credihilidad utilizamos la

mejor aproximacion polindmica para el modelo de regresion general,

resulta gque las aproximsciones para Zj b4 Z? son:

28 - (1 +8%ra)!
J J
siendo:
-1 -1
d. = {d'v. d
J ( J )
y
dA -1 1 -1 d
Z = (m. ¥m m. T
5= (mwm )™ ()
donde:
2
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3.2.4.- Estimacion de los parametros estructurales.

Los parametros estructurales que aparecen en este modelo son:

B = E[ﬁ(GJ)] vector de dimension (n,1).

5% - E[oz(ej)] que es un escalar.

i
*~1
n

Cov[ﬁ(ej)] matriz simétrica de dimension (n,n).

I
=}
n

Cov[f(p(ej)), p'(ej)] matriz de dimensién (n,t).

parametros, que conp puede obserwvarse, son independientes de .

Para el calculo de estos parametros se sigue utilizando la
aproximacion polindmica al modelo de regresidon general. En este caso, los
estimadores propuestos coinciden con los sefialados en el Modelo de
Regresion de HACHEMEISTER, aungue con alqunos pequefios canbios, que son

las adaptaciones al modelo actual. Los estimadores son los siguientes:

- El estimador para 8 = E[p(ej)] es:
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- El estimador para s? - E[crz(e‘i)] es:

- El estimador para I’ = Cnv[ﬂ(s‘i)] es:

N

ZJ.“}J = pz).(p.] - pz)‘

Cs
1]
[y

Al tratarse de un pseudo-estimador, para su cidlculo se sigue uwn

procesp iterativo, como ya hemns visto en el Modelo de Regresidn de

”~ ~
r+1r:

HACHEMEISTER, y en cada iteracion es sustituida por -—-—;—-—- y ya que debe

ser una matriz simétrica.

- Y el estimador para d = Cuv[f(p(Bj)), p'(oj)] es:

k
R s I OB SRUCR )L
i1

Cabe indicar, que las matrices de oredibilidad que aparecen en
estos ouatro estimadores son las matrices generales, no diagonales, es

deoir:
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- (1 +s%ra)?
j j

Para poder obtener estos cuatro estimadores el procedimiento a

sequir es el siguiente:
FaY Pl

Se tom como punto de partida wnos valores iniciales para BZ’ 'y

Pl

d, por ejemplo, los correspondientes para ZJ = I. Con ellos, se calculan
umnos nuevos valores para Zl, 22,..., Zk, EZ’ ? Yy 3, y el proceso se va
repitiendo hasta que los valores de los parametros se estabilizan.
Excepto .en casos excepcionales, que a continuacién indicaremns, el

proceso converge y los valores finales obtenidos no dependen de los

valores inicialmente tomados.

3.2.3.- Caso degenerado.

Cuando hemos hallado la mejor aproximacion polindmica para el
modelo de regresion general hemos obtenido el siguiente sistema de
ecuaciones:

Y=dr!

Cono es de suponer, esta expresion no tiene sentido si la matriz
de covarianzas I no tiene inversa.

En este caso, el proceso iterativo antes descrito resulta

divergente, ya que en las iteraciones los valores caracteristicos de la

matriz tienden a cero, siendo preciso en esta circumstancia utilizar wna
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aproximacion diferente para el wodelo de regresitn general, es decir, wna
aproximacion polindmica menos proxima.’
Esta aproximcion se obtiene a través de la Formula de Taylor,

limitada a los dos primeros términos en el punto f:

E[R;/6,] = £(B(8;)) = £(8) + g(B)-(R(8;) - 8) =

By + Y8(6)

donde:

K, = £(8) - g(p)p
Y = g(8)

En este caso la aproximacién para la matriz de credibilidad

general (no diagonal) Z? Bs:

22 - r(r+g%a,)?
i J

siendo:

a; = (g'(8) v g(e)) ™!

Esta expresion se obtiene sustituyendo en la formula de ZJ para el
caso de utilizar la aproximacon polindmica, la matriz Y por lo que wale,

es decir, sustituyendo en:
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A 2

Z.i =TI (I +8".(Y' -v‘i-‘l)_1

-1

)

Y por g(B).

Del mismo modo, para obtener la aproximacion para la matriz de
credibilidad diagonal, basta sustituir en la expresion de Zga, obtenida
anteriormente en el caso de utilizar una aproximacion polindmica para el

modelo de regresién general, la matriz Y por su valor:

258 = [oov™[B, Jxcov[B 117 [cov™! (p ) -Cavla(e;), B,11°
siendo:

1 -1

Ccm[ﬁd] - r+ 52 (v oihY)

CDV['Q'(GJ)’ BJ] = CDV[B(GJ)] =T

Si sustituimos Y = g(g#) resulta que:

cov[p ] = I + 5% [g"(8) v g(#)]™! = I + 5%.a,

y sustituyéndola en Zj nos queda:

z‘jﬁ = [(r +5°

@ )T (r + 870 )17+ 8%a )T

A su vez, si siwmbolizamos por m‘i =T + Sz-aJ, resulta que Zzn

también se puede escribir como sigue:

da i | -1 d
Z. = . ¥m, (m. T
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3.2.6.- Obtencion del Modelo de Begresion de HACHEMEISTER comd  caso

particular del Modelo de Begresion No-Lineal.

Cooo ya hemos dicho, el Modelo de Regresion No-Lineal de
De VVLDER, no es mas que una generalizacién del Modelo de Regresidén
polindmico de HACHEMEISTER, o dicho de otra manera, el Modelo de
Regresion de HACHEMEISTER es um caso particular del Modelo de De VVLDER
que surge cuando f(p(sj)) = Y-ﬁ(ej), es decir cuando consideramos f wna
funcidn polindmica.

Para este caso particular, la segqunda hipétesi; del wmodelo de

De VYLDER, se escribe del siguiente nodo:

1,2,-",1{:

D.2) Para todo

a) E[X./8,] = Y-8(8))

siendo la funcion f wna funcidn:

f: Rn-———————-;Rt

£(B(9,)) = Y-B(6)

donde Y es una matriz dada, de dimensiéon (t,n), y p(ej) es un
vector de regresion desconocido de dimension (n,1)

En este caso, g(#(BJ)) = Y siendo un vector de dimensidn

(tyn}.
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2
b)Cov|{X./786.1] =0 (8.} v.
Jeou R 6 ] = 02(8;) v,

que es wa matriz de dimension (t,t).
Esta hipotesis coincide exactamente con la sequnda hipdtesis

del Modelo de Regresidn de HACHEMEISTER.

Para obtener el estimador individual para p(ej) aplicamns el

TEOREMA 1 del Modelo de De VYLDER:

TEOREMA 1 |§:

El punto BJ € R" tal que E(ﬂj) = Y-ﬁj es el mas proxivo a Xj E»Rt

es:

a'(8,)px =o' (8,) 0 e (8)
YOpR; = Y P YR

8. = (v pyv)typex,

j i

1

Lo habitual es considerar la matriz p = v} y Siendo ﬁj igual a:

Lyyhyutt,

p;, = (Y"VJ j

J

donde ﬁj es el estimdor minimo-cuadratico generalizado que habiamos
obtenido en el Mydelo de HACHEMEISTER.
Del mismp modo, si aplicamps el TEOREMAR 2 para obtener la matriz

de credibilidad ZJ tenems:
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TEOREMA 2

La matriz ZJ’ de dimension (n,n}, tal que ZJ-ﬂJ + [I - ZJ]-ﬁ es

el mas proxim a @(GJ) es:
Z.=C 8.),8.1-cov [
. = Cov . .]:Cov .
j = CoulA(e;),81-cov [8)]
Para este caso particular:

Cou[#(6;), #;] = E[Cav[R(8;), f/6,]] +

i
™~

+ Cav[E[4(6,)/8 1, E[EJ/eJ]] = @ + Cav[#(6,)]
y » -
COV[EJ] - E[Cov[EJ/BJ]] + Cav[E[EJ/GJ]] - E[Cuv[ﬁj/sj]] +T
donde:

Cov[EJ/eJ] - ch[EJ, EE’GJ] -

1 1 -1

-1 -1 -1 -1 -
= (Y'u. Y'iou. " Cou[X./8 . ]v. Y (Y v, 7Y
( v, Y) Y v; ou| i J] v; ( v; )

i

! _1-Y'-v71-x., siendo v, una
J J J

pues como ya hems visto 8, = (Y'-v} 'Y)

matriz simétrica definida positiva.

Como Cov[Xj/GJ] = 02(63)-v31, si lo sustituinps en Cov[BJ/GJ]

nos gueda:

1 ..,-1 -1 2 -1 -1 -1
Y Y'eu, Jowoeu, oY (Y v, Y =
) vJ ¢ (GJ) J UJ ( J )

L]

8./8 . Y
CoulB 8] = (¥'+9]

-1

! ~Y'-VEI»I-Y-(Y'-031-Y) -

-1

02(83)-(Y'-v3 'Y)
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2 S B |
= 6%(6,)-(¥' 07 Y)

y si calculamns:

1 -1

E[Cou[géled]] - E[GZ(BJ)-(Y'-VEI-Y)_l] = 82-(Y'-v3 Y)

Por Gltimo, sustituyendo cada wno de estos resultados en la

formila de la matriz de credibilidad, obtensemns:

1 ,\-1,-1

Y)

]

Z. = I [I+5% (Y v,
J J

y si simbolizamos por:

W, = (Y' -v-..l
J J

.Y)"i

como hicimos en el Modelo de HACHEMEISTER, resulta que:

Z. =1 (r+se)!
J J

expresion que coincide con la obtenida en el Modelo de Regresidn de
HACHEMEISTER.
Si en los estimdores de estos parametros estructurales

considerams:
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obtenenns tanbién los wmismwps estimadores para los parametros
estructurales que los obtenidos en el Modelo de Regresion de

HACHEMEISTER.
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En este capitulo vamos a analizar los dos nmodelos semilineales
expuestos por De VYLDER, F. (1976), denominados respectivamente MODELO
SEMILINEAL. DE De VYLDER y MODELO SEMILINEAL. OPTIMD DE De VYLDER, siendo
el segundo wna generalizacidn del primero.

Ambos wmodelos, oonfiguran wma de las vertientes en la cual se ha
hifurcada la Teoria de la Credibilidad desde la aparicidn del Modelo de
BUHLMANN, hallidndose en su misma linea en cuanto a que siguen asumiendo
la existencia de honogeneidad en el tiempo. La diferencia fundamental
respecto al Modelo de BUHLMANN es que en estos modelos no se utilizan
directamente los datos obtenidos de la experiencia de reclamaciones, sino
que se trabaja con los datos cambiados, transformados, a través de umas
funciones. En el Modelo Semilineal se considera que existen P funciones
dadas cuadrado-integrables, mientras que en el Modelo Semilineal Optimo
solamente se asume la existencia de una fmica funcién, siendo wo de sus
objetivos la biisqueda de la misma.

En cuanto a los estimadores ajustados 'de credibilidad para las
primas de riesgo individuales son lineales, pero en este caso, no
respecto a las wvariables aleatorias  observadas, experiencia de

reclamaciones, sino respecto a las funciones o funcion antes citadas.
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Al ser el Modelo Semilineal Optimo una generalizacion del Nndelo
Semilineal, este Gltimo se puede obtener como wun caso particular del
primero, puesto que las funciones introducidas en el Modelo Semilineal
pueden ser wna de las posibles soluciones que hallemos en la busqueda de
la fimcidn optima. Por otro lado, el estimador obtenido a través del
Modelo Semilineal Optimn es por lo menos tan buenn comp el hallado en el
Modelo Semilineal. A pesar de ello, se sigue utilizando la aproximacion
dada por el Mydelo Semilineal ya que en este wodelo no es demasiado
dificil hallar los estimadores ajustados de credibilidad, pero se
complica en gran medida en el Modelo Semilineal Optimo, puesto qué un
prerrequisito para -obtenerlos es estimar previamente la distribucién

conjunta de los pares (X}, Xs); con rys = 1,2,...,t.
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4.1.— MODELO SEMILINEAL DE DE UYLDER

El Modelo Semilineal fue el primerp de los dos rwodelos
semilineales que expuso De VYLDER, F. (1976). Se trata de wma extension
del Modelo de BUHLMANN, en el cual se sigue asumiendo la existencia de
hompgeneidad en el tiewpo.

La principal innovacion que introduce De VYLDER, F. (1976) es que
ya no trabaja directamente con los datos de 1la experiencia de
reclamaciones, sino con dichos datos transformados. Asume que existen p
funciones dadas, con p = 1,2,...,P, cuyo objetivoe es transformar los
datos de la experiencia de reclamaciones, dotando de este modo de mayor

flexibilidadal modelo. Si las funciones son cuidadosamente elegidas

pueden .servir, entre otros fines, para detectar observaciones atipicas y
eliminarlas.

En este mdelo, los estimdores de las primas de riesgo
individuales son lineales, pero no necesariamente respecto a las
variables aleatorias observadas, sino respecto a las p funciones dadas.
Para la obtencion de dichos estimadores se utiliza el procedimiento de
los mininmos cuadrados, y en cada estimador aparecen tantos factores de
credibilidad como funciones dadas han sido utilizadas.

En la mayor parte de las aplicaciones practicas no se trabaja con
las p funciones dadas, sino que normalmente existen buenas razones para
utilizar wna timica funcién. En este caso, la obtencitn del estimador
ajustado de credibilidad se simplifica apareciendo um timico factor de

craedibilidad.
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4,1.1.~- Variables relevantes.

Las variables mis relevantes de este modelo son:
- 85 : El ya conocido parametro de riesgo, con j = 1,2,...,k.

- X.S: Variable aleatoria que nos indica la experiencia de
reclamaciones, con Jd = 1,2,...,k 4 8§ = 1,200yt
siendo:

Xs = (Xls’ X29""’ st).

wn vector de dimension (k,1).
- Ademds se asume que: £0’£1’£2""'£P‘ son funciones dadas, tales
que fp(xs), con p=0,1,2,...,P ¥ 5=1,2,...,t, son
cuadrado-integrables. Estas funciones no son ms que

transformaciones de las wvariables aleatorias observables,

siendo:
f : Rk ;Rk
P
- - -
{xls fp(Xls)
X f (X
X = 2s ) fp(Xs) = p('25)

xﬁs | ; _fp(xks) i

donde fp(XJS) es el elemento j-ésimo del vector fp(XS) de

dimensioén (k,1).
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Generalmente se considera que fo es la funcidn identidad siendo:

fa(x) = x para todo x € R.

En este wudelo,- De VYLDER, F. (1976) np esta interesado en la
busqueda de las funciones éptimas fp(XS), sino que las considera como
funciones dadas, cono ya hewps dicho.

la introduccion de estas fumciones proporciona toda wma serie de
ventajas, aungue tanbién algunos inconvenientes. En primer lugar, podemps
destacar que si se eligen ocuidadosamente pueden servir para detectar
observaciones no deseadas. flsi, por ejenmplo, en wna situacién &onde

hallemos de forma esporadica algunas observaciones, X. , que estén por

J8

encima de wna cierta cantidad, Mp, da lugar a considerar, de forma

intuitiva, a estos puntos como puntos outliers. Una definicién adecuada

podria ser en este caso:

t

fp(Xs) = nnn(Mp, X)) =X

donde X: es un vector de dimensién (k,1) truncado, en el cual se han
sustituido las observaciones originales del vector XS que estan por
encima del nivel Mp, por dicho valor.

En general, estas funciones hacen mis flexible al modelo, en
conparacién con los wodelos anteriores, sin embargo es inmposible
incorporar diferentes precisiones para las observaciones, y ademas no es
apto para detectar tendencias, como si lo son el Modelo de Regresion de

HACHEMEISTER, y el Modelo de Regresién No-Lineal de De VYLDER.
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4.1.2.- Hipdtesis del modelo.

Las hipdtesis de este modelo son:

D.1)

D.2)

Para uwn parametro de riesgo fijo, las wvariables
condicionadas: xl/e, x2/8,..., Xt/B son independientes y
estan idénticamente distribuidas.

Esta hipotesis es idéntica a la de los modelos anteriores.

Hay uwmas funciones dadas, fp(xs), con p=1,2,...,P ¥y

s = 1,2y,...,t que son cuadrado-integrables, tales que:

E[£,(%,)/6] = u(6)

donde pp(e) es un vector de dimensién (k,1), siendo su

elemento j-ésimo:

n(8) = E[£ (. )78 ]
In esta sequnda hipdtesis cabe destacar que el wvalor
esperado, pp(e), no depende del tienmpo. De forma idéntica al
Modelo de BUHLMANN se sigue asumiendo que las observaciones
esperadas son homgéneas en el tienpo, que hay
estacionariedad, la diferencia estiA en que en este modelo no

se utilizan los datos que se obtienen directamente de la
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- experiencia de reclamaciones, sino que se utilizan estos

datos transformados, cawbiados, a través de las funciones

dadas f .
P

4.1.3.- Estimacion de la prima de riesgo individual.

En el Modelo de BﬁHLMQNNlS comprobamns que cuando se siguen
manteniendo las hipdtesis iniciales del wodelo para las observaciones del
periodo siguiente, esto es, -para Xt#l’ se verifica para el caso

particular de la poliza j-ésim que:

= E;rotal[xj,tﬂ/le, Kigreres X

it]

Si trasladamns dicha iqualdad al Modelo Semilineal de De VYLDER,

ésta se puede escribir del siguiente modo:
= E&btal[fo(xj,t+1)/£1(xji)’""fl(xjt)""’fp(le)’""fP(th)]

que expresada en forma vectorial es conmo sigue:

13 Véase para mas detalles el apartado 2.1.5. del presente trabajo.
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N (TN (-3 V7 3035 PRI 00 0 PRVURY 31 35 POY ¢ 35 ) I
3 S (X0 J V700 .9 PROURY 2 5 PRPORY S0 5 PRURR 6 B )

tratandose de dos vectores de dimensién (k,1).

Naturalmente, somos libres de elegir la funcion fo(xt+1) que mejor
se adapte a cada situacion, sin embargo, en la practica, lo usual es
considerar:

FolBeeg) = Epyy
ya que lo que nos interesa es estimar la esperanza condicionada de la
experiencia de reclamciones para el periodo t+l.
" Al tratarse de wna extension del Modelo de BUHLMANN, el estimador
de la prim de riesgo individval para la pdliza j-ésim, p(BJ), sigue
siendo lineal, no respecto a las variables aleatorias observables,

experiencia de reclamaciones:

+ c; XK., + ...+ o, X, (1)

Cis'%is = Cjo jt 'Lt

sino respecto a las transformaciones de las wmismas a través de las

funciones dadas fp, con p = 1,2,...,P, esto es:
(2)

que expresado de forma vectorial es:
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P t
ag * Z Z aps-ep(xs)' (3)
p=1 s=1

Nuestro objetivo es, por lo tanto, determinar la cowbinacion

lineal del vector 1 y de los vectores £ (X }, con p =1,2,...,P ¥y
(k,1) p's

s =1,2,...,t, ms proxima al vector po(e), en el sentido de los mininos
cuadraticos. Esto equivale, a su vez, a determinar la combinacion lineal
anterior mas proxima al vector EQ(Xt+1)'

fintes de pasar a la obtencidn de la combinacién lineal del tipo
(3) mas proxim a po(e) oa £0(xt+1)’ vamos a introducir la siguiente

notacién para los parametros estructurales que aparecen en dicho modelo.

Sean:
“b = E[pp(a)] = E[fp(xs)] p=0,12,...,P
3y = E[Cov[fp(xs), fq(xs)/e]] p,qg = 9,1,2,...,P
bpq = Cov[pp(e), pq(G)] p,q = 0,1,2,...,P
Coq = Cov[fp(xs), fq(Xs)] p,q = 0,1,2,...,P
dpq = Cov[fp(X}), fq(xs)] p,q = 0,1,2,...,P
r#£s
Estas expresiones no dependen de r,s = 1,2,...,t y para todos los

valores de p y q estan relacionadas del siguiente wodo:
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[}
-
o

=] a
Pq Pq Pg

d b = Couf[f (X 8 debido a la hipdtesis d
s = Pog = COVTEH,), w(0)] p g

howogensidad en el tiempo.

Para obtener la cowbinacion lineal de 1(1{ 1) y de los vectores

]
fp(Xs), de dimension (k,1), was proxima a ,uo(e) o a fo(X . ), vamos a
sequir el articulo de De VYLDER, F. y GOOVAERTS, M. (1985). Estos dos
autores proponen el siguiente teorema para solucionar el problem

planteado:

TEOREMA 1

»e
i

La combinacidén lineal de l(k 1) vy de las wvariables aleatorias
§
fp(xs), con p = 1,2,---,!’ y & = 1,2,-.-’t, ﬂés pr‘éxim a ”6(9)

y a £,(K.,,) en el sentido de los minims cuadrados es igual a:

B t p
T R RTINS o
p=1 s=1 p=1
donde:
my = E[u,(6)] vector de dimension (k,1)
m, = E[pp(e)] vector de dimensioén (k,1)
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Zys 22,..., Z, son P escalaresle, solucion del sistem

lineal de P ecuaciones con P incognitas:

P
Z [Cpq + (t - 1)‘dpq]'zp = t'd q = 1,2,.:-,?

oq

o del sistema lineal equivalente:

P
Z q=1'2'll',P

=1

+tbh )Z =th
pa’ p

(apq @q

o

A su vez, el estimador ajustado de credibilidad para el elemento

Jj-ésimo se suele escribir comp sigue: A

P P
~ S A
8 = Z - M. + - Z M
Mol J) L B it e
p=1 p=1
0 de forma alternativa:
P
u (8. + Z (M, -1
n(8;) = M, ! { )
p=1
donde:
16

En este modelo, a diferencia con el de BUHLMANN, los factores de

credibilidad no son necesariamente nimeros conprendidos entre @ y 1,
sino que pueden ser cualquier nimero perteneciente a los R.
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t
1 N
Mp,j = —{—‘L__ fp(x‘js) p = 0,1,2,---,P
s=1
k
1
MP=T'4_1_HPJ p=0,1,2,...,F
J=

siendo Mp. el elemento j-ésimo del vector de estimadores de

ml
p

k

1 X

%=—k~_': Mo‘i p=0,1,2,---,P

J=1
siendo M@j el elemento j-ésim del vector de estimadores de
LT

DEMOSTRACION:

pp(e) sera el estimador mis proximo a po(e) si verifica:
B[4, (0)] = E[uy(8)]

Cou[n, (8), £,(%,)] = Covley(X,,,), £ (X)]

para p=1,2,...,P y s =1,2,...,t.

-~
¥ del mismo wndo, pp(e) es el estimador mis proximo a fe(xt+1) si

verifica:

E[n,(6)] = E[£4(X,, )]
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c.:u[ﬁp(e), £o(R.)] = Covly(X,, ) £.(X,)]

para p = 1,2,..., ¥ s =1,2,...,t.
Lo i(mico que hay que hacer es conprobar que si se verifican las
cuatro igualdades anteriores. Nosotros lo haremns para mn elewento

en particular de estos vectores, el j-ésimo.

En primer lugar vamos a conprobar que:

B[, (0;)] = Elay(0;)]

Como ya sabemns:

siendo su esperanza:

P P
E[1,(8 )] = Z Z -E[M ] + E[1,] - Z 2, E[M,]
p=1 p=1
t t
\) E[M ] = E -:——Z £ () | = Z E[¢ (X,,)] =
5=1 =1
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k
1 N .
-+ / M . resulta que:

+) Por otro lado, cono Mp

PJ
J=1
. N
1 1
EM] =Elq—y Moyl = w7 Bl =

j=1 j=1

k
= —11;- Z; E[m,(8;)] = --i:—--E[np(GJ)} = E[u,(6;)]

J=

+} ¥ por Gltimo, como "0 es el estimdor colectivo de

po(GJ.), se verifica que E[M,] = E[po(ej)]. Esto es:

k t
E[M,] = —l’;—z ":—Z_— E[fp(H; )] =
J=1 s=1
k t
-0 Y Elgle) -
J:l &=1
k k
- Y EEuyle)] = 4 Elmgle,)] -
Jj=1 J=1

+—EL1(6,)] = E[uy(6 )]

Sustituyendo en E[HP(BJ)] estas tres esperanzas por su valor

respectivo, nos queda:
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P ’ P
Eﬁg%”=§;ﬁgﬂ%Wﬂ]+ﬁ%@ﬁ]‘2¥gﬂ%Wﬁ]=
p= p:
= E[P@(e‘j)]

quedando dempstrado que E[;ﬁ(sd)] = E[po(ej)].
En segundo lugar debemos conmprobar gque:

Cou[n (6 )s £,(X;.)] = Coulmy(8,)s £,(K, )]

pal‘a p=1,2,n¢-,P y 5=1’2,-|¢t-
Para ello aplicaremos la definicidén de covarianza, siendo:

Ccau[ﬁp(sd), fp(xjs)] = E[COV[ZP(GJ): fp(x‘is}/e‘i]] +

+ CDV[E[HP(GJ)/OJ], E[£,(X,,)/8 ;1]

N
+) Covu 8. f (X. })/8.} = @ a ara wn determinado
) Cov[n (8;)y £(X;.)/8;] = @ va que p

GJ, el estimador ajustado de credibilidad es wma

constante.

*) E[fp(xds)/edl = up(BJ) por la hipbtesis D.2) del modelo.

p

‘) E[ﬁp(ej)/aj] = Z_— Z,'E[M /6 ] + E[My/8 ] -

p=1
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P P
N N
B é_r Zp E[M,78,1 = é_r ZgtHpl8;) + Hplf5) -
p: p:
P
i E:;:ZP'"P(BJ’ = ol8))
p=

De ello se desprende:

Cov[E[;ﬁ(BJ)/OJ], E[£(%,)/8,1] = Covluy(6,)s 1(6,)] = by,

siendo, por lo tanto:
Co u 8. f (X. =b = Cov e. e.
"[I-‘p( J)’ p( JS)] op o [“O( .])’ Pp( J)]

Pero comn:

d =b = Cov[f (X. a.
b = Poq (€500 1 (85)]
resulta que:

bOp = Cot:[pe(ej), fp(XJS)]
siendo:

Cov[;p(aj), (%551 = by, = Covlug(6,)s £, (%;.)]

que es lo que queriamos comprobar.
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En cuanto a las dos dltimas igualdades que nos falta por comprobar

del TEOREMA 1, se haria de idéntica forma a lo efectuado para las

dos primeras.

El estimador de credibilidad que hemos obtenido, a diferencia con
el del Modelo de BUHLMANN, ya no es una combinacidn lineal convexa entre
el estimador colectivo y el estimador individual de la prim de riesgo
individual, sino que en este wodelo adopta, para la podliza j-ésim, la

siguiente expresidn:

P
~ T |
Hpl8) = My * LT Zy (M5 M)

p=

Como puede apreciarse, dicho estimador se obtiene sumando la media
colectiva de las observaciones de la cartera transformadas a través de la
funcibén dada fo(xs) mas p sumandos, tantos com funciones £p(xs) hayamos
considerado, siendo p = 1,2,...,P. A su vez, cada mn de estos sumandos
es el resultado de mltiplicar el factor de credibilidad correspondiente
a la funcion dada fp(xs), por la diferencia entre la media individual vy
la media colectiva de las observaciones transformadas a través de dicha
funcibn.

Normalmente se considera que £0(XS) es la funcion identidad
(EO(XS) = XS) por lo que en la mayoria de los casos M, esta definido del

siguiente wmdo:
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kKt
1 NN
ARy

J=1 s=1

siendo la wmedia colectiva de las obserwvaciones para la

cartera en su

totalidad, coincidiendo con el estimador colectivo para la prim de

riesgo individual obtenido en el Modelo de BUHLMANN.

4.1.4.- Estimacion de los parametros estructurales.

A partir del TEOREMAR 1 hemps obtenido el estimador ajustado de

credibilidad para pQ(B) O para £0(Xt+1)' que es:

P t P
~ i el S,
w8 =, Ty Ep(%) *mp - L._
p=1 s=1 p=1

P P
~ " S
g.) = Z M - Z ‘M
‘up(.)) _"p pi "o L_"p'pP
p=1 p=1
donde:
‘.*_
1
M.z — £ (X.
pj t L_P(JS)
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k
1 X :
Mp - —I(_-. : ij Can = 0’1,2,-!.,?
J=1
Zl’ 22,..., Zp son P escalares, solucidon del sistema de

ecuaciones lineal:

(a

s

+tbh )Z =tb = @,1,2,...,P
Pq pq) P oq 9 RSty

k=]
i
[

Al ser fo, fl,..., fp funciones dadas, los valores de Mb., Mp v

J
MO son conocidos o de facil calculo, y lo (mico que nos falta para poder
obtener el estimador ajustado de credibilidad para la poliza j-ésim,
-~

pp(sj), son los valores de los factores de credibilidad: Zl’ 22,..., ZP’

factores, que como ya hemos dicho, son la solucion del sistema de

ecuaciones lineal:

= th q=0,1,2,...,P

=

(a. + t:b

pq ep) ' %p oq

o
1t
[N

Para poder solucionar este sistema de ecuaciones, debemns estimar
previamente los valores de los parametros estructurales apq y bpq, que

son respectivamente:

0,1,2,--0?

]
1]

- E[Cov[fp(xs), fq(xs)]] P:q

0,1,2,--.?

Bog Cov[pp(e), uq(e)] Pq
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Los estimadores propuestos para awbos parametros estructurales son

Eas

Y bpq s que vienen definidos del siguientes modo:

a
pq
‘k_ \_‘5_
A 1
q = T o L £ BplBye) T M) (g (B )~ M)
ket - 1) ST ig

gue la media aritmética de las k covarianzas individuales.

k
1

~ 1 v‘ ~
b = oM M) -M) - ——

L Moy = M) My ~ M) ~ o
J=

Pq kK -1

p,q = 0,1,2,..!?

que es la media aritmética de las k covarianzas de ij.

Estos dos estimadores son insesgados.

4.1.5.- Casos particulares.

1) En la mayoria de las aplicaciones practicas a menudo existen
buenas razones para utilizar el Modelo Semilineal de De VYLDER,
con una tmica funcidn, f(XS).

En este caso, los parawmetros estructurales se suelen escribir

del siquiente mndo:
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ne(8) = E[£(X_)/8]

me = E[n,(6)] = E[£(X_)]

apy = ELCov[e(x ), a(x,)se]]
bpg = Covlig(6), i ()]
opg = CoVE(R,), a(X,)]
dp = Cov[E(R), g{X,)]
donde: R

g(X_) = £(X) o g(X) = £a(%)
Evidentemente se verifica:

Cfg = a + b

dfg = bfg
Un elemento inportante a tener en cuenta es que en este caso
los parametros estructurales dejan de ser matrices para
convertirse en escalares.
Al utilizar una ‘mica funcidn, £(XS), resulta que el estimdor

ajustado de credibilidad que hemos obtenido en el TEOREMA 1:
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P t P
- SV, N T
Hol8) =y Zpy ) tmpm Ty
p=1 s=1 P=1
pasa a ser:
t
{ “5(9) = Z-E::'f(xs) tm, - Zimg
s=1
donde:
my = E[‘uf(e)]
My = E[ny(8)]

siendo uf(e), f(XS), m, ¥y m, vectores de dimensién (k,1}.
En este caso, no tenemos p factores de credibilidad sino wm

tmico factor17 Z, que se obtiene a partir de la ecuacidn:
(afq + t-bfg)'z = t'bo£

de donde:

t-bQf t'def

+ t«hff Cop * (t - 1)-d££

Y3

17 En este caso partiocular, aunque el factor de credibilidad sea (mico
no tiene porque estar comprendido entre ® y 1, sino que puede ser
cualquier nimero perteneciente a R, como se desprende de su
definiciodn.
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siendo los estimadores de los parametros estructurales que

aparecen en dicha expresién los sigquientes:

2

M
1

1 R (£(X.

B8 ot - 1) =4= j=) ™ M)

J”l s=1
"‘_ \_f_.
~ 1
dor = k- (t - 1) §:r é;; (E(X ) - MQJ)'(fo(XJS) - Mbj)
Tk—
bep = e -1 l— (Mey ~ Mp)™ - —ap
i=1
\1‘__
Par = My M) (Mg m ) T T2
i=1

Para el caso particular de la poliza j-ésim, el estimador

ajustado de credibilidad es:

n(8) = Z-MEJ. + M, 1M,

o de forma alternativa:

Be(6) = 1y + Z: (M - 1)

donde:
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t
1 U
Mej = v /[ £(x,js)
s=1
YIL
1
Me =1/ Mgy
Jj=1
1 1
Yo=w%"'/_Mo;= Tt /_/_ fO(xjs)
J=1 j=1 s=1

2) Si consideramns ademis la hipdtesis:

£(X) = g(X,) = £,(8)

resulta que el estimador ajustado de credibilidad para la

péliza j-ésima es:

He(6) = ZeMy + [1 - 2]M

ya que en este caso MD = Mg! Yy a su vez:

of = “ef

siendo el factor de credibilidad Z, igual a:
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tb
Z= £f =
8pp * tbyp Cpp

t-dff

+ (t -

1)-dff

. En este caso, el estimador ajustado de credibilidad es ya wma

3)

conbinacion lineal convexra de la wedia individual v de la nedia

colectiva, al igual que en el Modelo de BUHLMANN, pero con la

salvedad que se siguen utilizando los datos transformados a

traves de la funcion dada f£(X_), siendo el factor de

credibilidad © < Z < 1.

Si ademis de considerar una inica funcién £(X_) introducims la

hipotesis:
fo(xs) = f(xs) = XS
resulta que el estimador ajustado de credibilidad es:

ne(6) = Z:Mg .+ [1 - Z]M,

donde:
t
1 N
Mei; =t/ ¥is
s=1
K t
Moot ‘Y'“'YT"X
P TRt [/ js
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- £s
aff + t-bff
YLLY:C—
s 1 2
g = s (Rig Mgy
Ke(t - 1)
J=1 s=1
Tl_{—
~ 1 2 1 -~
bee = g My - M) T 3
k-1 4

que coincide con el obtenido en el Modelo de BUHLMANN, aunque

s . o ad
con distinta nomenclatura, siendo Mk = MO’ 8pp = s vy

o”\ ”
b.. = a. En realidad, coincide con el estimador ajustado de

£f
credibilidad de BUHLMANN, wna vez que en éste m = E[xjs] es
sustituido por su estimador Mb.
Para concluir, diremos que el Modelo de BUHLMANN se puede
considerar como un caso particular del Modelo Semilineal de

De VYLDER, que se obtiene cuando se considera que enriste una

tnica funcion dada y ademas que S(XS) = PO(XS) = K_.
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4.2.- MODELO SEMILINEAL OPTIMD DE DE VYLDER

Se trata de uma generalizacion del Modelo Semilineal de De VYLDER,
de manera que se sigue asumiendo la existencia de hompgeneidad en el
tiempo. Comn en el Mddelo Semilineal no se utilizan directamente los
datos que se obtienen de la experiencia de las reclamaciones, sino que se
trabaja con los datos transformados, cambiados, a traves de mma funcion.

La diferencia fundamental que existe entre el Modelo Semilineal y
el Modelo Semilineal Optimp es que, wmientras que en el priwero se
considera que existen p funciones dadas, cuvadrado-integrables, con
p=1,2,...,P, en el sequndo se asume que existe una imica funcién,
siendo mno de los objetivos del modelo la bisqueda de ia misma,
utilizando para ello el procedimiento de los minimos cuadrados.

El estimador ajustado de credibilidad sigue siendo lineal, pero
respecto a la funcidén optima que se esta buscando, complicandose
considerablemente su obtencidn, vya qué tn paso previo es estimar la

distribucidn conjunta de los pares (xr, Xs), con r,s = 1,2,...,t.

4.2.1.- Variables relevantes.

Las variables mas relevantes de este mndelo son:

-‘GJ : El ya conocido parametro de riesgo, con j = 1,2,...,k.
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- X.ie-.: Variable aleatoria que nos indica la experiencia de

I‘Eclan‘BGiDnES, con J = 1’,2,---’]( y 8 = 1,2,lll’t, SiendD
B = (Xls’ Hogr =ovs st)
un vector de dimension (k,1).

- Tanbién se asume que existe una funcion f(xs), tal que:

3] Rk——————-—aR

s [ £(%).) ]
B o= | M2s | ———p(x) - f(?zs)
N o]

siendo E(XJS) el elemento j-ésimo del vector £(X ), de

dimension (k,1).

4,2.2.~ Hipdtesis del mdelo.

Las hipotesis de este modelo coinciden con las del Modelo

Semilineal de De V\"L.DEZR18 para el caso particular que p = 1. Esto es:

Véase para mas detalles el apartado 4.1.2. del presente capitulo.
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D.1) Para un parametro de riesgo fijo, las variables aleatorias

condicionadas: xl/e, X,/8y..., X /8, son independientes vy

2

estan idéenticamente distribuidas.

t

D.2) Hay una funcion f(XS), con s = 1,2,...,t, que es cuadrado-

integrable, tal gue:

E[£(X_)/8] = p,(8)

donde pf(e) un vector de dimension (k,1), siendo su elemento
j-&ésino:

&.) = E[f(X. )/8.
npl0;) = ELE(X,)/0.]

-

Las observaciones esperadas son homogéneas en el tiempo, como
en el Modelo de BUHLMANN, y en el Modelo Semilineal de

De VYLDER.

4.2.3.~ Estimacion de ia prim de riesgo individoal.

En el Modelo Semilineal de De VYIDER hemos considerado wm
estimador de tipo lineal para po(e) O para £O(Xt+1)' cuya forma vectorial

es la siguiente:
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IVI“

t
z:::ap of (X )
s=1

k=)
11
[55Y

En este modelo, seguinps estando interesados en hallar estimadores
de tipo lineal para las primas de riesgo individuales, pero al haber
asumido la existencia de wna ‘mica funcion, f(X_ ), resulta que en este

caso adoptara la siguiente forma:

fi su vez, al no existir linﬁtaciones en cuanto a la estrunturé de
la funcidn f(Xé), podemos eliminar los coeficientes a, y a_, con
s =1,2,...,t, ya que podemos asumir que estin incorporados en la propia
funcion £(XS). En consecuencia, sin pérdida de generalidad, podemos

considerar estimadores del siguiente tipo:

t
&
) f(X)

g=]

para cuya obtencién vamds a utilizar el mismo procedimiento que en el
Modelo de BUHLMANN: Minimizar la esperanza total del error cuadratico

medio cometido.

El estimador ajustado de credibilidad obtenido en el Modelo

Semilineal de De VYLDER, cuya expresion es:
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P
UEDIER
=1

t
S e (x) 4w, -

1

=1

‘c
n
o

1]
fors

se puede tanbién expresar como sigue:

ﬁp(e) = £(K,) + E(R) + ...+ £(X)

donde:

Ello wmwestra gque las funciones introducidas en el DModelo
Semilineal pueden ser una de las posibles soluciones que hallemos en la
bitsqueda de la funcion optima, al aplicar el Modelo Semilineal Optimérm

La aproximacion credibilistica qué proporciona la Teoria de la
Credibilidad semilineal optima, para fo(xt+1) o para pg(o), es por lo
menos tan buena comn la hallada a través del Modelo Semilineal, pero si
la comparamps con la prima lineal usual, la del Modelo de BUHLMANN, la
diferencia que existente entre anbas es considerable.

Todo ello nos lleva a preguntarnos el motivo por el cual se sigue
utilizando la aproximacion dada por el Modelo Semilineal. La respuesta es
facil. En el Modelo Semilineal de De VYLDER para calcular los factores de

Zp,que son la solucidn del sistema de ecuaciones

credibilidad Zl’ 22,...,
lineal:
P
E:::(apq + t-bpq)-Zp = t-beq q=1,2,...,P.
p=1

es suficient val de 1 ametros a b b, .
suficiente conocer ;os ores de los par oq’ Ppg b4 oq
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En general, no es demasiado dificil construir estimadores
insesgados para los misnmbs basados en las observaciones de la cartera en
consideracién. Sin embargo, la determinacion del estimador semilineal
optino es wna tarea mas dificil y que consume mas tiempo, ya que para su
obtencion es necesario estimar la distribucion conjunta de los pares

(Xr' XS), conr,s = 1,2,...,t.

4.2.3.1.- Obtencién del estimdor ajustado de credibilidad para pm(a) o

para fo(xt+1).

Para su obtencidén vamos a seguir el articulo de De VYLDER, F. vy
BALLEGEER, Y. (1979), pp. 131-148.
Sea:
. . ~ 19
- my = E[XI/G] la prima de riesgo para cada aho .
~ Para cada funcion f, de wna variable, vamos a sinbolizar por £9

la variable aleatoria:

£, = E[£(X,)/6]

LEMA |:

+) Para cada par de funciones f,g de una variable:

E[£(X,) 9(X;)] = E[£5-9(X;)] = E[£(X,) 9,] = E[£5-95] (1)

19 En este caso y en otras situaciones similares, el subindice 1 puede

ser reemplazado por otro indistintamente, ya que las variables

Xl’ X2,..., Xt son intercawbiables en el sentido de De FINEITI.
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+) Para cada funcion £, de una variable, y para cada funcién ¢,

de t variables:
E[Q(xl, [ c,xt)'f(xt+1)] = E[?(xi,--.,xt) 'fe] (2)
+) Para cada funcion f, de una variable:

E[£ (X

t+1)/ xl,x2,...,xt] = E[fe/ Xiyxz,n‘-,xt] (3)

TEOREMA 1 |:

Sea la £" la solucitn de:

E[X,/%,] = £7(%,) + (t - 1)-E[£" (X,)/% ] (4)

Entonces, para cada funcion €:

E[my - £¥(%,) - ... - £9(%,)1% ¢
< E[my - £(K,) - ... - £(8)1° (5)

El error cuadratico wedio cometido en la aproximacion de m, por

f*(Xi),...,f*(Xt) viene dado por:

E[m, - £7(%,) = ... - £*(x,)1% =
= E[X,X,] - t-E[X, £ (X))] (6)
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Si g* tanbién satisface:

E[X,/%,] = g" (¥,) + (t - 1)-E[g"(¥,)/%,] (7)
entonces:
£ (%)) = g (%)) . (8)

Este teorema nos indica que existe la funcion optima f* que es

la solucién de la ecuacion (4), y a su vez que es UNICA.

COROLARIO |:

Sea la £ la solucion de la ecuacién (4). Entonces, para cada f:

S B I Tt ) L

<E[X,,, - £(X) - ... - £(8)]°  (9)

E[X 41

En este wodelo, la prima de credibilidad semilineal dptima para el

afio t+1 se define y se simboliza del siguiente modo:

FRiyeen B ] = EN(R) 4 L+ £ (R,) (10)

E[R, .78

tratandose de un vector de dimension (k,1), y donde £" es la solucién de

la ecuacion (4), esto es:

E[X,/%,] = £7(X,) + (t = 1)-E[£"(%,)/X,] (4)
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TEOREMA 2 |:

E[E[xt+1/x1,...,xt]] = E[X,,,] (11)

Del mismo wodo, podemos definir el estimador ajustado de
credibilidad o la prim de credibilidad semilineal optima del elemento

j-ésimp de la siguiente manera:

t
,’I*.(ej) - Zf*(x.is) = £ (Ky) 4 e ER) (12)

s=]

» . .
donde £ es la solucidn de las ecuaciones:

E[£4(X,.)/R, ] = £“(xds) + (t - 1)-E[f*(xdr)/xjs] (13)

Jd=1,2,...,k; r,s=1,2,...,t
Lo usual es que £0(xj,t+1) = xj,tﬂ

Si retomanps el vector de la prim de credibilidad semilineal
optima, y consideramos que las variables X1 N4 X2 tienen wna funcion de
densidad conjunta p(x,y), resulta que la ecuacién (4) se puede tawbién

escribir cowo sigue:

Jy-p(x.y)-dy = f*(x)-J p(n,y)-dy + {t - 1)-J £ (y) plry)-dy | (14)

Ya que:
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- U LIVAN

£ (1)) = £ (®)-| p(y)-dy = s*(X)-J Blt).ay

(X

r

#* * X
B[ (%,)/%,] = | £ (v} Pp 2. dy

(%

Esta ecuacion es una ecuacidn integral del tipo FREDHOM para wma
funcion f* desconocida. Aungue existen metodos numericos  para
solunionarla, en la practica no se utilizan, sino que su calculo se lleva
a cabo, a menudo, mediante distintas aproximaciones.

| 8i asuminos gque X1 toma un nimero finito de valores, que es lo mas
usual, sea @,1,...,n, entonces la ecuacion (4) se coﬁvié}te en el sistem

de ecuaciones lineal siguiente:

n n n
N * N N
_/_l'pml -£‘m -L‘_pm1 + (t 1)'L__£1 Pt (19)
1=0 1=0 1=-0
m=9,1,...,n
donde:
P, = P(X, =m X, = 1) (16)
»* *
£m = £ {m) (17)

Las ecuaciones (14) y (15), tanto sirven para llevar a cabo
investigaciones tedricas como para obtener los calculos numéricos de las
prims de credibilidad semilineales optimas, para lo cual, solo es

necesario conocer la distribucion conjunta de X1 Y X2.
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4.2.3.2.- Estimacion de la distribucion conjunta del par (X}, XS).

Estimar la distribucidn conjunta del par genérico (Xr’ XS), con
rs = 1,2,...,t, 5 un prerrequisito para poder hallar el estimador

ajustado de credibilidad:
t

"‘f(e) = A

s=1

£(x_)

ya que para obtener f*(XS) es preciso solucionar el sistema de

ecuaciones:
n n n
; * ;
(VP fmg Pt (E 1) 4 £ P
1=0 1=0 1=0
m=0'1,2,'.-,n

(15)

en el ocual henos asumido que las variables Xs toman un nimero finito de
valores, y donde P, son las probabilidades conjuntas, probabilidades que
se deben estimar previamente para poder solucionar este sistea de
ecuaciones. A la matriz cuadrada de dimension (n+1, n+l), cuyos elementos
son las probabilidades oconjuntas antes ocitadas, se la suele denominar
mtriz de credibilidad, y la simbolizaremns por P,

Estimar dichas probabilidades no es tarea facil. De VYLDER, F. y
GOOVAERTS, M. (1984), pp. 179-188, hicieron un estudio enahustivo de las
condiciones que debe verificar una matriz para poderla considerar una
matriz de credibilidad, para el caso particular en que las variables:

Xl’ Xz,..., Xt tomen un nimero finito de valores.
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Dichos autores probaron que para n+l £ 4, una matriz P es wma

matriz de credibilidad si satisface las siquientes condiciones:

- P es no-negativa, es decir, si P : @,

n n )
: ‘R
- P es normalizada: / / Py = 1.
m=0 1=0

- P es simétrica y semidefinida positiva.

Sin embargo, si n+tl > 3 las condiciones anteriores no son
suficientes para asegurar que la matriz P sea una matriz de credibilidad

de orden n+l, y en estos casos propusieron 21 siguiente TEOREMA:

Cualquier matriz de orden n+l es una conmbinacion convexa de

no mas de —%—-(n+1)-(n+2) matrices de credibilidad siwples.

Su inconveniente, es que su aplicacidn no es nada practica, debido
al gran nimero de valores desconocidos involucrados en los calculos.

Por lo general, considerar n+l £ 4 no presenta grandes
dificultades en la wmayoria de 1las aplicaciones practicas. Asi, por
ejemplo, en los sequros de autombviles asumir que la probabilidad de
tener mis de 3 accidentes en un afio es cero, no es dificil de aceptar. Si
la variable XS, en lugar de ser el nimero de reclamaciones fuese el
importe de las misms, considerar n+l ¢ 4, si supone wma limitacién en

principio, limitacion que se puede solventar agrupando los inmportes de
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las reclamaciones en tres intervalos, pudiéndose de este modo calcular,
de manera mis facil, la matriz P.

Un camino a seguir para hallar los valores de las probabilidades
conjuntas, P,y &5 construir wm estimador para la matriz P, que verifique
las tres condiciones anteriores y gque a la vez sea insesgado.
GOOVAERTS, H. y HOOGSTAD, W. (1987), pp. 81, propusieron el siguiente
estimador:

Sea Iq wma funcidon indicador, definida como sigue:
1 si q es verdaero
@ si q es falso

~

entonces el estimador insesgado para P 0 Py OS¢

g~
n

ml

N
N
NG

Este estimador tiene una limitacidn, es demasiado sensible a
pequefios canbios en los datos, sin embargo, su cdlculo es sencillo ya que
. - o~ P
S1 disponemns de wna tabla de contingenciasze, la mtriz P, de dimension

(nt1, n+1), cuyos elementos son las probabilidades conjuntas estimadas

2
@ Una tebla de contingencias no es mis que uwna tabla que nos

proporciona la informacion concerniente al nimero de pdlizas con 1
reclamaciones el primer afio y m reclanciones durante el segundo afio,
siendo 1,m = 0,1,2,...n.
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FaS L}
P coincide con —Ei;iz—-, siendo » la mtriz asociada a la tabla de
cont ingencias.

Otro camino para hallar la matriz de credibilidad, es utilizar el
Procedimiento de la Mixima Verosimilitud. Se trata de wn camino
alternativo al de los mininos cuadréticos, ¥ en este caso parece ms
adecuado, ya que su objetivo es hallar wm estimador para la matriz P, de
tal manera que, los resultados empiricos obtenidos tengan la probabilidad
maxima de wverificarse cuando el parametro estimado tomase el wvalor
asignado por el estimador.

Suponganos que tenenmps una cartera que ha sido observada durante t
afins, y que estid compuesta por k polizas independientes e idénticamente
distribuidas, siguiendo las hipdtesis de nuestro mndelo. En este caso,
los subindices 1 y 2 representan dos afios cualesquiera observados. Vamos
a considerar que los valores ohservados son el nimero de reclamaciones,
siendo @,1,2,...,n, de tal manera que la variable st, con j = 1,2,...,k
y s = 1,2, nos indica el nimero de reclamaciones del contrato | duranfe
el periodo s.

En este caso:
= 1) con ml =9,1,2,...,n

P

ml = P(XJI =m, X

J2
probahilidad que no depende de j.

Por otro lado, vawos a simbolizar con th el nimero de pdlizas con
m reclamaciones durante el primer afio y 1 reclamciones durante el

segundo.

Si n, 2 @, son nimeros dados, cuya sum es k, entonces la

probabilidad de que ocurra el evento:

leznml
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de acverdo con la ley multinomial, ya que parece la mds adecuada, es:

n n
POy = i) = ——2——1 ] | ] o™
ggnml'

Para estimar las probabilidades, P, vams a utilizar el
procedimiento de la mxima verosimilitud, de tal mnera que dichas
probabilidades maximicen la probabilidad de obtener P(le = nml)’ lo cual

equivale a maximizar la funcidén:

n n n n
n
| | I I 1 NN
L= IDg P m = n -log p -
"m0 1=0 ml “(;a_lL—a ml ml
ya gue = 111 es una constante respecto a la probabilidad que
I I I Inml!
m=0 1=0

deseanns estimar, y por lo tanto, no interviene en el proceso de
maximizacion.

Segim De VYLDER, F. y GOOVAERTS, M. (1984), pp. 184-185, la matriz
P, de dimension (n+i, n+l), cuyos elementos son las probabilidades P, =©
debe construir de tal manera que sea de la formm P = b':b, donde b es
tanbién wna wmatriz de dimensién (n+{, n+i), no-negativa y triangular

superior, siendo ademds necesario que se verifique:
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Para hallar los valores de las probabilidades P, que maximizan la
funcion L:
n n
L= L/ | log Pm1
mw=0 1=0
sujeta a las restricciones anteriores, De VYILDER, F. . vy

GOOVAERTS, M. (1985) proponen utilizar el algoritmo que aparece en la

subrutina EQ4UAF

de la NAGLIB: 1442-0:Mk 9.

Como punto de partida para este algoritmo podria ser ttil utilizar

-~ e
la matriz P, cuyos elementos P,s son los estimadores de las

probabilidades conjuntas, P! obtenidos a partir de la expresion:

>

‘g

ml

yva que la matriz

t t k
_ 1 NNV
- Vd / . = X =1
ket-(t - 1) ﬁs:l PR ™ Bis
r#s

-~
P es un estimador insesgado de la matriz P.
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Paralelamente a la aparicién del Modelo de Regresidon de
HACHEMEISTER, JEWELL, W. (1975e), presentd su nmodelo conocido con el
nonbre de MODELO JERARQUICO DE JEMELL, tratandose de otra generaliz&cién
del Modelo de BUHLMANN-STRAUB pero en otra direccién, siendo a su vez el
precursor de otra de las uertientes en la cual se ha desarrollado. la
Teoria de la Credibilidad desde la aparicién del Modelo de BUHLMANN

Mientras que HACHEMEISTER, C. (1975) generalizé el Modelo de
BUHLMANN-STRAUB abandonando la hipdtesis de homogeneidad en el tiempo, en
cuanto a las observaciones esperadas y la sustituyd por otra de tipo
polindmica, e incorporo ademis la técnica de regresion,
JEWELL, W. (1975e) asumid que cada cartera puede estar dividida en wn
cierto nimero de subcarteras, donde cada wma de ellas estid caracterizada
por un parametro de riesgo desconocido que describe coOmo wuna subcartera
difiere de las otras. Es decir, considerd un modelo jerarquico con
parametros aleatorios a dos niveles: en el nivel de las polizas y en el
nivel de las subcarteras.

En los nmodelos que hemos descrito hasta el nomento, las
caracteristicas inobservables de los riesgos individuales estan
representados por unas variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas, los pardmetros de riesgo, que describen como
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una poliza difiere de otras similares pertenecientes a la misma cartera.
Los estimadores para las primas de riesgo individuales, estan basados en
la experiencia propia del riesgo, ya que se considera que los distintos
riesgos contenidos en la cartera son independientes, y los parametros de
riesgo son también independientes y estan generados por la misma fimcion
de distribucion.

Todos estos wodelos son apropiados cuando 1la cartera se puede
considerar como wma wuestra aleatoria de wma poblacion de riesgos. En
ellos, la informacidén colateral sobre otros riesgos de la cartera no se
tiene en cuenta de forma expresa, aunque intuitivamente parece que puede
contener informacién relevante respecto al riesgo que se esta
considerando. No obstante,  la informacion colateral écaba siendo
introducida a través de los estimadores de los paranetros estructurales.

Como indica JEWELL, W. (1975e), pp. 7-8, en su wodelo jerarquico
los conceptos de variables aleatorias de riesgos individuales, parametros
de riesgo y cohorte de riesgos elegidos dentro de en un colectivo, se
siguen utilizando, pero ahora consideramns que nuestro colectivo no es
necesariamente representativo de otros posibles colectivos, los cuales
constituyen un universo de colectivos. Segim JEWELL, W. (1975e) ello
significa que existe un hiperparametro colectivo, el cual describe com
los posibles colectivos pueden variar de wnos a otros. Una vez que este
hiperparametro es elegido, y las caracteristicas del colectivo estan
definidas, entonces se eligen los parametros de riesgo para cada wmo de
los miembros de nuestra cohorte, independientes e idénticamente

distribuidos.
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Para JEWELL, W. (1975e), su nodelo tien2 wa interpretacién
practica clara. Para ello basta que imaginenos una conpafiia de sequros en
la cual cada riesgo individual es wma pdliza de segquro individual, y el
colectivo es la cartera de coberturas similares dentro de nuestra
conpafiia. Estd claro que las carteras pueden variar de wna compafiia a
otra, y gue nuestra cartera puede ser mejor o peor que la media nacional.
El miverso de colectivos corresponde a la wmion de todos los posibles
contratos de riesgo de este tipo en la nacidn, esto es, estd formado por
los colectivos o carteras parecidas de todas las compafiias del pais, para
las cuales, como indica JEWELL, W., podemns asumir gque disponemos de
estadisticos adecuados.

Desde su aparicion, el Modelo Jerarquico de JEWELL ha despertado
un gran interéé, hasta tal punto que el mdelo jerarquico no ha qgrdado
limitado a dos niveles, sino que se ha extendido para el caso de
miltiples niveles, dando lugar a la aparicién del MODELO JERARQUICO CON
MILTIPLES NIVELES, siendo su idea basica la siguiente: los riesgos
pertenecen a cohortes, los cohortes pertenecen a las compafiias, las
conpafiias pertenscen a una regién determinada, etc... Los autores
artifices de este modelo han sido TAYLOR, G. (1979), el cual utilizd las
técnicas del espacio Hilberiano, BUHLMANN, H. y JEWELL, W. (1987) y
GOOVAERTS, M.; KAAS, R.; HEERWAARDEN, A. van y BAUWELINCKK, T. (1990).

Por otro lado, siguuiendo dentro de la linea de 1la creibilidad
Jerarquica a dos niveles, SUNDT, B. (1978, 197%9a, 1980) presentd su
wodelo conocido con el nonbre de Modelo de Regresion Jerarquico de SUNDT.
Se trata de wna combinacion del Modelo Jerarquico de JEWELL y del DModelo
de Regresidon de HACHEMEISTER, en el cual se considera, al igual que en el

-

Modelo de JEWELL, que la cartera se halla dividida en un cierto nimero de
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subcarteras, estando cada podliza caracterizada por dos parametros de
riesqgo, sin embargo, la hipdtesis de honogeneidad en el tiempo se
abandona completamente, y es sustituida por otra de tipo polindmica para
las observaciones esperadas, comd se hizo en el Modelo de Regresion de
HACHEMEISTER, al wmisno tienpo que se utiliza la técnica de la regresion.
Del wmisnmo nodo que el Modelo Jerarquico de JEWELL se ha extendido
para mis de dos niveles, ha aparecido el Modelo de Regresion Jerarquico
con parametros aleatorios para n niveles que no es ms gque wa
generalizacion del Modelo de Regresidn Jerarquico de SUNDT. Entre los
autores que han tratado este tema estan el propio SUNDT, B. {1980) vy
NORBERG, R. (1986), el cual centra su atencién principalmente en la
obtencion de los estimadores lineales de credibilidad, al mismo tiempo

que propone estimadores para los parametros estructurales.
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5.1.~ MODELO JEARARQUICO DE JEWELL.

El Modelo Jerarquico de JEWELL se puede considerar como ma
generalizacién21 del Modelo de BUHLMANN-STRAUB, y aparece paralelamente
al Modelo de Regresion de HACHEMEISTER, pero su optica es conpletamente
distinta.

En este wodelo, se considera que la cartera existente puede ser
dividida en un cierto nimero, p, de subcarteras o sectores, donde cada
wa de ellas esta caracterizada por un parametro de riesqo, que describe
las diferencias existentes entre las distintas subcarteras, ya que cada
subcartera estid formada por un cierto nimero de pdlizas que han sido
agrupadas por poseer determinadas caracteristicas basicas conﬁmes. Sin
embargo, cada pbdliza posee wmas caracteristicas especificas que la
diferencian de las demis polizas dentro de la subcartera, caracteristicas
especificas que vienen cuantificadas por otro parametro de riesgo.

Se trata, por lo tanto, de wn Modelo Jerarquico a dos niwveles,
donde cada pdliza tiene asociados dos parametros de riesgo, wo en el
nivel de pdlizas y otro en el nivel de las subcarteras.

Al igual que en el modelo de BUHLMANN-STRAUB, las observaciones
esperadas son homogéneas en el tiempo, mientras que la varianza depende

del periodo considerado via los pesos naturales.

2 En realidad, JEMELL, W. (1975e) considera que su modelo jerarquico

es una generalizacion del Modelo de BUHLMANN pero, al ser el Modelo
de BUHLMANN un caso particular del Modelo de BUHLMANN-STRAUB, se
puede también oconsiderar como una generalizacion del DModelo de
BUHLMANN-STRAUB.
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El objetivo de este modelo sigue siendo hallar los wejores

estimadores

de credibilidad lineales para las primas de riesgo

individuales utilizando el procedimiento de los minimos cuadrados, sin

embargo, en este caso al haber estructurado la cartera en dos niveles, su

obtencion estd ligada a la de los estimadores de credibilidad para las

primas de riesgo de cada subcartera.

3.1.1.- Variables relevantes.

" Las variables mas relevantes de este mdelo son:

-8
P

e .
pJ

"Es una nueva variable que se introduce en este wodelo. Es

el parametro de riesgo que caracteriza a la subcartera p,
conp =1,2,...,P, siendo P el nimero de subcarteras en
las que se ha dividido la cartera.

Al tratarse de un parametro de riesgo, es una variable

aleatoria inobservable.

Es el parametro de riesgo que describe las caracteristicas
de la poliza j-ésima perteneciente a la subcartera P,
con Jj = 1,2,...,kp, siendo kp el nimero de pdlizas que
constituyen la subcartera p. Es el mismo parametro de

riesgo que aparece en los otros modelos, pero en este caso
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pJs

w . .
pds

le hemps afadido un nuevo subindice, p, para indicar a que

subcartera pertensce la poliza que estanos considerando.

: Es la wvariable aleatoria observable que nos indica la

experiencia de reclamaciones para la pbdliza j-ésim,
perteneciente a la subcartera p, en el periodo s-ésino,
con = 1,2,...,P} J=1,24..,k 5 = 1,2,...4t .

B s <y R B 14y o y ¥ <y pj?

siendo t_. el nimero de periodos observados para la pbliza

j-ésima perteneciente a la subcartera p.

Son las ponderaciones o pesos naturales de las variables

ohservables xpjs' Son nimeros positivos conocidos.

En este wmwondelo, la subcartera p viens caracterizada por el

siguiente conjunto de variables:

(ep’ GPJ, XpJS) J = 1,2,---,kp; s = 1’ 2,...,tp‘j
Yy el contrato pj por:

9 . . 8 = 1 2 e e t .

( pJ’ pas) T pg

Un esquema clarificador y representativo de este rodelo puede ser

el siguiente:
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Subcarteras
p=1 . p=P
91 . GP
Variables 811 812 . 9P1 8P2 .
estructurales
Variables iy HBygy oo e Koy ¥pay e
observables (¥ (4) (u&21) ces - (woyy) (“%21) “ee
(Ponderacio-
nes natura- x112 x121 X?12 xP21 tee
les) (v&lz) (“ﬁgg) ‘es “oe (v¥12) (m¥22) <o
Contratos 11 12 e P1 P2 “es
9.1.2.- Hipatesis del modelo.
Las hipotesis de este modelo son las siguientes:
J.1) Las subcarteras p = 1,2,...,P son independientes, es
decir, los pares (ep, epj, ijs), con  j = l,2,...,kp y

s = 1,2,-‘-,tp

J.2) Para cada

j’ son independientes.

p=1,2,..., ¥ para cada Gp dado, los contratos

P = pl,p2,...,pkp y @5 decir, los pares

8 = 1'2'lll'tp

e ., X .
( pJ’ PJS)'

j’ son condicionalmente independientes.

con
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3.3)

J.4)

J.5)

Para cada = 1,2,...4P} J = 1,2,...4k ara cada (@ g .
p 1< s¥§ J sy ,pYP!‘ aa(p! PJ)
dado, las observaciones condicionales: X ../78_,8 .3
pil" 'p’pj
X ..,/8 ,8 o3 X .. /8 ,8 . son independientes.
pi2  p " pt i Ppjt_ Yp'%pj P
BJ
Todos los pares de variables (ep, epj)’ con p=1,2,...,P
y J= 1,2,...,kp estan idénticamente distribuidos.
Para todo p, j, v s:
E /8_,8 =
3) El¥pa/0p8p4] = nl6pr )
b} Var[X . /8 ,8 ] = --l-«oz(e y 8_ )
pjs p’pJ w_. ) S * B -

PJs

donde p(ep, 8 vy az(ep, epj) no dependen de los

p.i)

subindices p, j v &.
En este modelo las observaciones esperadas son homogeneas en
el tiempo, mientras que la wvarianza depende del periodo
considerado via los pesos naturales, como ocurre en el Modelo

de BUHLMANN-STRAUB.

Varos a definir u(ep] como:

8 ) = E[u{(8 8 /8 = E[X
gque no es mas que el valor esperado para todos los elementos
de la subcartera p en el tiempo, o dicho de otra manera, es

la prima de riesgo para la subcartera p, con p = 1,2,...,P.



262 TEORIA DE LA CREDIBILIDAD

9.1.3.- Estimdores de credibilidad limeales.

El Modelo Jerarquico de JEWELL nos proporciona, en {ltim
instancia, estimadores de credibilidad lineales para p(ep), en el nivel
de las subcarteras, y para p(Bp, Bpj), en el nivel de las pblizas.
Graficamente podriamos indicar las esperénzas condicionadas para el

modelo jerarquico del siguiente wodo:

Subcarteras i - p ‘e P
POlizas (ps1)  oov (pyd) . (p,kp)
Variables GP

estructurales Gpl s sz - epkp

Esperanzas de

n8y) = E[X,; /6,] = E[n(6,, 8 ,)76,)]

las subecarteras pis p

Esperanzas de

las polizas g, 8 e e, e ) ... g , 8
P ny, 6,) ney 8,;) M(8 P“p)

Antes de obtener los estimadores de credibilidad vanos a definir
los parametros estructurales que aparecen en este wodelo, que son los
siguientes:

) m = pn8

b, = E[n(6,, 6,,)/6,] = E[X . /8 ]

P) pjs p
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Es el valor esperado para las polizas de la subcartera p, con

p 1,2’-.1,P-

E[}.\(Gp)] = ETotal[”(ep’ Bp,j)] = Erotal[xp,is]

3
i

Es la esperanza conjunta para la cartera en su totalidad.
2 2
+) 8 = Elc"{6 , &_.
) [o°(8,s 6,)]

Mide 1la heterogeneidad esperada en el tiempo de la experiencia

de reclamaciones.

Y a = E[Var[p(ﬂp, epj)/ep]]

Mide ahora el grado de wvariabilidad esperado dentro de las
subcarteras, o la heterogeneidad esperada dentro de las

subcarteras.

) b = Var[u(8,)]

Mide la heterogeneidad entre las distintas subcarteras, siendo

por lo tanto, wma novedad de este wodelo.

Por otro lado, la notacion que vams a utilizar no es mis que una

ampliacion de la ya usada en el Modelo de BUHLMANN-STRAUB. En este caso:
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k Kt
P p pd

V¥ =g Vi T/ s
Jj=1 j=1 s=1

*) ZpJ: Es el factor de credibilidad en el nivel de los contratos,
con p=1,2

Py §j= 1,2,...,kp siendo igqual :

factor que coincide con el obtenido en el Modelo de

BUHLMANN-STRAUB.

o Es el factor de credibilidad pero en el nivel de la

subcarteras con p = 1,2,...,P, que viene definido de 1la

siguiente manera comp mas adelante probaremps:

En la definicion de 2

0 aparecen comp pesos, los pesos

naturales waS' mientras que en la definicidon de Zp

aparecen los pesos de credibilidad acumlados, siendot

K
-

Z = Z .

pe £ "pi
J=1

Ademas varps a introducir las siguientes medias ponderadas:
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S
R
=\ _pjs pjs
jw w_.
PJ é;; ¢
k
p n. »
¥ =3\ _‘pi pjw
pzw [ Z.
=t F
P
X =Y % Ypzw
zzw [/ Z'
p=1
P
. \
siendo: Z = Z
"L TP
p=1

Cabe destacar que en las nmedias gque utilizarenns para las
subcarteras y para la cartera, aparecen conp ponderaciones naturales los
factores de credibilidad acumilados en lugar de los pesos natﬁrales w%js.

Segin GOOVAERTS, M.; KaAas, R.; HEERWAARDEN, A. van, v
BAUWELINCKX, T. (199@), pp. 162-164, bajo las hipotesis del Modelo de

JEWELL se pueden obtener los siguientes resultados para las covarianzas:

- . . = &6, .:a +
Cov[p(ep, GPJ)' qus] 6pq( i@ b)

~ Cov[u{g@ ), X..]=6_-b
ovln(fp)s Xyl = 8pq

¥.,]=————+a+h

= Cov[X jer Epjst
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5_ .S
- Cuv[xpjs, XPJ,S,] = B.J,- - +al+h
J pis
- Cov[Xsz, xqj's'] =0 p#q
a
= Covl¥jer Hpjrad = VIR Ko =B ¥ 8550 Zi
~Cov[X_ ., K _]=Cou[8 ,H J=-—o—=h+-
pjw’ pzw] - pzw’ pzw] - Zp - Zp.

b
Z

Cc?v[xpzw’ Xzzw] Cov[xzzw' xzzw]

L}

Una vez introducidos todos estos elementos, vamps a pasar al
problema que nos ocupa.

Estamos interesados en hallar los estimadores de credibilidad
lineales, no-honmogéneos, para las primas de riesgo individuales y para su
obtenciébn vamns a centrarnos en una poliza concreta, la pj.

Para obtener dicho estimador vanos a seguir el mismo procedimento
que en el Modelo de BUHLMANN-STRAUB: Seleccionar la mejor prima lineal
dentro de la clase restringida de las prims lineales, utilizando el
procedimiento de los mininos cuadrados. Sin embargo, en este caso
deberenps aplicar este procedimiento dos wveces, como ya verenos.

Al tratarse de un Modelo Jerarquico a dos niveles, la pdliza PJ
forma parte de la cartera considerada a través de la subcartera p a la
cual pertenece, de mmnera que debemns obtener el estimador de
credibil idad para p(&p, OPJ)' restringiendo su pertenencia a la
subcartera de la cual forma parte, siendo en este caso el problem qu2

debenns considerar el siguiente:
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t
pi

.

l_

g=1

P /I,f

2
Min E [%(Gp, OPJ) ~Cp cpxs'xﬁis] /Gp (1)

[[]
o

i

Este proceso de minimizacion tiene facil solucion ya que consiste
sinplemente en aplicar el Modelo de BUHLMANN-STRAUB pero restringido a la

subcartera p, siendo el resultado del misno:

Kot [1 - 21 EING,, 8 )81  (2)

#
Z .»
PJ pPJvw

T

8 ) =
p’ PJ)
que a su vez es lp mismo gue escribir:

*
n(e

ot Opg) = Zpi Rosw * [ - Z,5100(8)) (3)

pd PJ PJW
donde:

ij :t Es el factor de credibilidad para la poliza j-ésim

pertensciente a la subcartera p, siendo:

PJ 52 + a'w_.
pJ*

K . : Es el estimdor individual para pn(8_, 8_.)} dentro de la
pgw . =R *
subcartera p, siendo:

t .
PJ
w . ‘X .
o pjs _pys
w w .
PJ — Dj*

m = u(ap) = E[u(ep, Bpj)lep] = E[X g8 ]: es el wvalor esperado

p J5 P

para todas las polizas de la subcartera p, 0 dicho de otra

manera, es el estimador colectivo de u(Gp, 9pj).
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Para poder obtener el estimador ajustado de credibilidad para la
poliza pj, es necesario que EStiWEﬁDS‘n(Qp), esto es, la prima de riesgo
para la subcartera p, ya que ha aparecido en nuestro proceso de
minimizacion.

Para obtener el estimador ajustado de credibilidad lineal,
no-homogéneo, para p(&p) deberemps utilizar toda la informacion relativa
a las demis subcarteras, ya que la subcartera p es una de las p
subcarteras, con p = 1,2,...,P, en las que hemos dividido nuestra
cartera. Se trata, por 1lo tanto, de aplicar .otra vez el Modelo de
BUHLMANN-STRAUB, pero ahora para estimar la priﬁa de riesgo para la
subcartera p, perteneciente a tna cartera dada. En este caso, el problem

de minimizaciéon que debemos considerar es el siguiente:

k t .
\P \ : \QJ :
Min Erotal ”(ep) "% "/ [ _ [ _°qis%qis (4)
Q=1 g=1 s=1

El objetivo sigue siendo hallar los coeficientes Co ¥ cqJs tales
que minimicen la esperanza total anterior. En este caso, vams a
desarrollar el proceso de minimizacion debido a la importancia de alguwnos
resultados intermedios. El procedimiento a seguir es el siguiente:

§i derivamps parcialmente respecto a ¢, e igualamos a cerd,

"/}
resulta que:

_qds " aqds
Qs dyS

op = ELM(8,)] = 3 oy B[R ] (5)
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o lo que es lo miswo:

N
Cp =M é-f' cqjs'm (6)
qQyds5

Sustituyendo (5) en (4) tenenos:

Min E{[p(ep) - E[n{e,)] + Z Cajs El¥q e -

C oiiigs qJs
qJ's
2
‘ ]
- . X . 7
{_ ais "ajs (?)
qJs
" Derivando parcialmente respesto a cq'J's' € igualando a cero

resulta:

z[[u(ep) - E[u(8)] -

—
- . (H. . - E[H_ . H,., | =e 8
[ %qisqjs ~ Bl By jes (8)
qjs
€' = L2, 0P s L2k st = L2t
esperanza que también podemos escribir:
E{[u(6 ) - E[pn(6)1]1%,.,..] =
[Bute,) - Etute,) 15,0 14
) eais [F] ]
= . CEI®.. -E[® .I1K.,.... 9
[ Cqjs’ B Bajs ~ ElBqel] By s (%)
qjs

q. = 1,2,.-.,?; J. = 1,2,---,kq,; 5' = 1,2,--l,tq‘i.
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fplicando la relacion de la covarianza®® esta igualdad es analoga:

.-
= +Ci b i
Couln(p)s Ryujrgrl = 7 Cqjs @V[Ryje0 By jis] (10)
qJs
ql = 1,2,.--,P; Jl = 1,2,--l,kql; SI = 1,2,-."tq.J|
que a su vez es igual:
2
=Y e b sl = —sa]|en (11)
L_Tais T’ L0 Lsst W .
qJs
q' = 1,2,--:,?; Jl = 1,2,---,kq|; 5' - 1’2,---,tq|‘j.

tratindose de un sistema de tantas ecuaciones comp incognitas cqjs

tenenos, estoes P x k x t_ ..
‘ p PJ

Si p # q' el sistema de ecuaciones anterior se convierte en:

2

P W ,~[5..,-[5 ,--—S——+a]+b] (12)
L Tajis Taq’ [T3§° Lsst v .
qJs
q' =(112y. 0 PY{p); 3" = Li2yeeakoig 8t = L2yt

tratandose de un sistema de ecuaciones honmbgéneo, compatible determinado,
yva que por la hipotesis de independencia asumidas en este modelo resulta

que todas las ecuaciones son independientes, siendo el rango de la matriz

22 E[{x - E[X])-(y - E[y]}] =

E[ (x - E[x])-y] - E[(x - E[X])] E[y] =
E[(x - E[x])y]

Recordemos que Cov[x, y]
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asociada al sistema igual al nimero de incognitas. Al tener solucidn

trivial resulta que todos los coeficientes cq‘,j's’ son liguales a cero

para todo j' y s'. Esto es cq'J's' =@ para q' = {1,2,...,P} - {p}.

Si p=4q"' tenenos para j' = 1,2,...,kp, s' = 1'2"”’1:13&"

. 2
b = c .6 |6, ., 16__, S +al +h {13)
L "ajs Tap 43t [Uss' o w .

qjs
J' = 1,2,.-.,kp; s' = 1,2,---,t

pJ’

que a su vez es igual:

2 A
b=v—c.-h+6...-6 ,-S +a (14)
L __Tpis Jd ss' w_.
- pJjs
Js
J' - 1’2'---’Rp; 5. = 1’2'...’tpj'
o también:
2
N N s
b=y Cpis™®* £ %isBii| Best “pis e (13)
Js Js

j! -12 L] k ' -12--- t M
J 1€ 'p' 3 ] AL

expresion que a su vez se reduce:

pj’
2
A S 5
b = L—Cp‘js'b + L__DPJ.IS‘ 855,'—-;——.:-;—"' a (16)
Js s=1 PJ

J' = 1,2,...,kp; 5' = 1’2"“’th'

0 de forma anidloga:
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pJ'"

\ \ ij's‘ 2
b t DPJS b + t Gp'j,s'a + —";_‘-u_-l——'s (17)

Jjs g=1 L

J' = 1,2’---,kpi 5l = 1,2,..-’tpd‘
Operando resulta que:
C_.._,

b=c_ b+awc ., +6.—RIS_ (18)

p** 21 B wa'S'

J. = 1,2,-uul,kp= 5' = 1,2'--.,tpj
que es un sistema de tantas ecuaciones como incognitas kp X th. tenems,
y con la peculiaridad de gque todas las ecuaciones son iguales a la
constante b.

Para cada wvalor de j', tenenps th, ecuaciones iguales, que en lo

C_iph
imico que se diferencian es en el subindice s' de B -1 ya que

“pi's
8' = 1'2""’tpd" Si consideramns el caso particular j' = j, obtenenos
mm sistema de tPJ ecuaciones con kp X th incognitas.
=]
b = cp‘.-h + a-cpJ' + 52- WPJI
pJt
2 “pj2
b=o,,b+ac,. +8 o (19)
pJ2
* : : [ o ;
pJit
b=c,,,b+aec,, * g2 = BJ
P pit

Cogiendo dos ecuaciones cualesquiera, por ejemplo, para s y &'

resulta que al tener el misno término independiente se verifica:
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o lo que es lo mismo:

®pjs ®pjs"
w . W, (20)
pis pjs

De manera que los coeficientes ijs son proporcionales a las
ponderaciones naturales “bjs’ para cada valor de j fijado.

Al darse esta relacién de proporcionalidad entre los coeficientes
C ., ,yW

pi's Pi's
de kp b th, scuaciones y kp X tpj' incognitas, se reduce a un sistema de

, para cada valor de j' dado, el sistema de ecuaciones (18)

kp ecuaciones con kp incognitas, siendo las incognitas: cpi’

c - w c
p2' """ Tpk °
Pp

Para obtener este sistema de ecuaciones, consideremwns de nuevo el

sistema de ecuaciones (19). Al  wverificarse la relacion de

proporcionalidad (20), podemos considerar que:

Chirg c ., € Woiag
WPJ - wpa s==m) Cpjrs = paw pJ (21)
pi's P’ pi’e

S = 1'2,.ll’t ]

PJ
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Al werificarse (21), el sistema de ecuaciones (19} queda reducido
a ma sola ecuacidn, y si en ella sustituimos ij's por su valor, nos

queda:

o B
b = b'c + asc .. +8 D .1 (23)
w

vy sacando factor comim cpJ:

b=bec +|a+———|c_ ., (24)

Si la expresion de dentro del corchete la multiplicamos vy

dividimos por a, obtenewns:

c_.,
b=hwoc_, +a—Ei (25)
p* Z .,
PJ
resultando que para cada wvalor de j' = 1,2,...,kp, tenenos un sistema de
t_., ecuaciones como en (19), y cada wno de ellos, a su vez, queda

PJ
reducido a wna sola ecuacion, al  verificarse la relacién de

proporcionalidad (2@) para cada ' = 1,2,...,kp. De manera, que el
sistema de ecuaciones inicial (18) se convierte en un sistema de kp

ecuaciones con kp incognitas, siendo su expresion general:

c :?
b=hbc_  +a—El (26)
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A su vez, este sistema de ecuaciones es simétrico respecto a

c .,
zpq s, de manera que:
pJ’
c_ .,
_22%7_ = R = CONSTANTE  para (' = 132y 0 eeikey (27)
PJ

constante que puede ser determinada como sigue:

k
‘_E
b = b + a'R = a'R + b-R- Z .
%pe 7T R [ “pit T
j'=1
=R-(a+bz)
siendo:
b
R=<3p2 (28)
Sustituyendo este resultado en (27), obtenemos para cada
J' = 1,2,...,kp:
beZpj Zogr  Ph
pjt =By = 3T Bz Z, @%bz (29)
Y 5i definims wna nueva variable Zp cono:
bz,
%" TeBz (30)

resulta que la ecuacion (29) se puede tawbién escribir:
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Z .,

pJ .
c ., =2- 31
pJ' p Zp. (31)

J' = 1,2,I.l,kp

Una wvez que hemos obtenido los valores de los coeficientes c_. ,

pJs
la obtencion del coef iciente Cp @ partir de la ecuacion (6) es inmediata,

yva que al verificarse que todos los coeficientes o .

= @ para
q={1,2,...,P} - {p} y todo j y s, resulta:
k_ t .
— A
c, = m - o . m=m- 'm
° L Cais L_L_Cpis
d5J,5 J=1 s=1
Susut i tuyendo Csz por {21), y luego cpJ por (31) obtenenos:
k k
‘Tli lel VA
pg'
G, =m- c_.'m=m- AR m =
o L "pi l_ "p 0 "
J=1 J'=1
k
Y£ zZ_ .
- -— s . pJ. = -— .
=m Zpo m / zp. =m-2Z 'm
J'=1
siendo:
o =[1-Z]m (32)
y al misnmo tiempo como todos los ooeficientes o . = @ para

q={1,2,...,P} - {p}) ypara todo j y s, resulta que el estimador
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ajustado de credibilidad para la subcartera p, que habiamos def inido

cono:
k.t .
o~ P _49 4qj
p(9)=c+: : :c.-x.
p @ [ _ [ [/  Taqis "qjs
g=1 j=1 s=1
se convierte en:
kp tpa’
P
N
e = 0, + c D S
‘"(p) @ [/ _/_ Tpjs “pis
j=1 s=1

que, a su vez, se puede también escribir del siguiente wodo si

sustituimos el coeficiente Cpjs POT (21):

kP
P
T
8 )=c, + c_ .'X .
M) =co * ;  Cpi o
j=1
Y por dltimm, si sustituinps Cp Y Gp.j por sus respectivos
valores, dados en (32) y (31), obtenenmos:
k
-~ Z X .
\ PJ PJw
8)})=f1-Z}m+ 2 . ~rd _Froo
d=1
siendo:
A .
8 )=[1-2Z Jm+ Z X : 33
mey) = [1-z]mez K o (32)
donde:

m = E[,u(ep)]: Es la esperanza conjunta de la cartera en su
totalidad, que es uno de los parametros estructurales del

modelo.
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Zp: Es el factor de credibilidad para la subcartera p,
cuya expresion es la siguiente:
b-Z |
Z = p

B + hZ
p a P

sz“; Es el estimador individual para p(ep), donde:

k
B oz .x .
g =\ Pj_pjw
pzw ~ / Z .
J=1 P

Una vez obtenido el estimador ajustado de credibilidad para y(&p),
lo sustituimos en (3) y obtenenns, de este modo, el estimador ajustado de

credibilidad para la prima de riesgo individual pj, siendo: i

o

8 , 8 .
P( p! pJ)

zZ X . +[1-Z .;'[[t-Z ]wm+Z X =
Py PJw [ PJ] [ P] p PZ“J

a-m+ b-Zp-szw
Z X . +[1-2Z .}
PJ PJw [ PJ] a + b-Zp.

Pero como:

k
P
Z X .
x =V _Pi pjw
pzw [/ Z,
J=1 P
resulta que:
k
VE
Z ‘X = Z .- .
p* 'pw [/_ "pj piv
J=1

siendo:
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~
B Opg) = Zpi Hpgu * “p
a-m + b-Z ZpJ'prw
+ [1 - ZpJ]- 3 +J;%Zp. (34)

Este estimador coincide practicamente con el obtenido por
JEWELL, W. (1975e), pp. 9. La (mica diferencia esta en que JEWELL, W. no
traba jo con los pesos naturales y nosotros si.

Una vez obtenido el estimador ajustado de credibilidad lineal,

no-honogéneo para la prim de riesgo individual pj, el siguiente paso es
N

conprobar que p(Gp, apj) es el mejor estimador de credibilidad lineal.

Para ello es necesario que verifique, como indica, entre otros,

SUNDT, B. (198@), pp 26-27, las dos condiciones siguientes:

P

a) E[u(e,, 8,:)1 = E[n(6,, 6_.)]

Pl

b) Cou[p(ep, BpJ)’ sz“J = Covuf p(ep, GPJ)’ xpsz
-
Conprobar que E[u(ep, OPJ)] = E[u(ep, Gpj)] no presenta demasiadas

dificultades, ya que por un lado, ya sabemns que:

E[u(6,, 8,;)] = E[X

5] = EL(6)] = m

Y por otro :
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E[p(Bp, BPJ.)] = ZPJ-E[XPJ.W] +

280
T
siendo:
t .
‘P_J
E[X . =
[paw] L
s=1
de manera que:
"
Efu{e_,8 .
. [H( p’ pd)]

k
\__P.
am+ b Z E[X .
L "pi [pr]
1
+[1-2 ] J
LU | a+ b2
pl
tpé
. 'E[X
v$J5 [ PJS] m .; w =m
w_. W Vi pJs
PJ* PJ* ezl
am+bm2Z .
Z .om+ [1 -Z .1 P =
PJ PJ a + b-Zp'

PJ pJ

Z . .m+{1-Z Jm=m

En cuanto a la igualdad entre las covarianzas, debemns comprobar

que se verifica:

Cov[p(ap, GDJ)’ sz“J =

Cono ya sabenns:

Cov[u(@ , 8_.
O[”(p’ PJ)'

de manera que:

—

Z

pJ

-+

g
[
g

pis

]

Co &, 8 .
v p’ PJ)' Ll
J:

P

Cov[u(op, gpé)' sz“J

xﬁir]

Z

p.

=& (6, .:a+b)
pq 1y

e

. is
Pi pJ

0
1l
—
g

‘b
q

6 8..ra+é
pq 1y p
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K t .
pJ pJs
C & e . X = b +
ovm(8pr bpshs Hppld = 4 . LW
Jj=1 g=1
kp tpd
Z . . z .
\ pJ RIS _ _p s Pd_.4
L Zy, Yo Zoe
J=1 s=i
il su vez:
e
Cov[u{é , 8_.), X =2Z .-Cov[X ., X +
a6y 8p)y Hopl = 2 Cov¥p s Fpzel
k
TE
b Z Cov[X ., X _
l_ “pi™" ( pdvw’ pzw]
A J=1 '
+[1 -2 .7 -
PJ a+ b-Z
p'
Cono:
COV[X.,X w]:——b—-zb-i- a
PJw T p=z Zp Zp*
resulta que:
- Zpi
Cov[p(6 , 8_.}, X = ‘b +
VK8 bpjhs Xopul .
p
Kk
9 P
" N,
Z, L_"pi
+ [1 - Z .]' J=1 =
PJ a+ bz
p.
B2
A 'Zp‘
Z . P
= ZPJ b+[1-2.] =
p PIT a4 bZ,,
%p, b 2%,
ol uml ST B ey vy sl
p p P



282 TEQRIA DE LA CREDIBILIDAR

z . zZ_.
=—Pd h+[1-2 Jb=aEl +p
% R %

siendo:

P

= 1
Cov[p(@p, OPJ), sz“J = Cov[p(ep, epJ)' XbZ“J a Zp +h

Fada™
Comn u(Bp, BpJ) verifica las dos condiciones antes citadas,

resulta gue se trata del mejor estimador de credibilidad lineal,

no-homogéneo, para la prim de riesgo individual.

En lugar de plantearnos la obtencion de los estiwadores de
credibilidad lineales no-homogéneos, nos hubiesenos podido plantear su
obtencién en el caso de que fuesen homogéneos, esto decir, en el caso de

que no existiese la constante ¢ En esta circunstancia, bajo las

0"
hipotesis del wmodelo considerado, los estimadores de credibilidad

lineales homogéneos para la prima de riesgo individwal pj, y para la

subcartera p, son respectivamente:
P F

M6, 6,0) = [1 -2, 1-8(6) + 2, X

P§ Piw

P

ney) = [1-Z 18,  +2Z X

donde:
b-v:.’
7 = 5 pd
PJ 8 + aw .
PJ*
b:Z .
7 P

ED e ————————
a+hb1Z
P p
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5.1.3.1.— Un caso particular.

Si consideranmns que Gp es constante para vp, y qu mp = m es
decir, que la esperanza conjunta de la cartera én su totalidad coincide
con el valor esperado para las polizas de cada subcartera resulta que al

E[u(e,, 0,:)/8.] = E[A(6,)] = m

el estimador de credibilidad lineal para la primme de riesgo individual pj

es igual:

o~

u(ep, 8

) = X . +[1-2 1
pg’ wtl pgl ™

= %55 %py
no siendo preciso en este caso volver a aplicar el DModelo de
BUHLMANN-STRAUB para estimar E[p(&p, GPJ)/GP].

Se trata de una hipdtesis muy restrictiva, ya que estams
asumiendo que todas las subcarteras tienen idéntica prima y que, a su
vez, coincide con la esperanza conjunta de la cartera. En realidad,
introduciendo esta hipdtesis hemos suprimido la jerarquizacién propia del

Modelo de JEWELL.
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5.1.4.- Estimcion de los parametros estructurales.

Como ya hems visto, el estimador de credibilidad lineal,

no-howogéneo, para la prima de riesgo individual p(ep, GPJ) es:

-~
g g Y=7 K . +
#{Ops 6550 = Ty % i
Kk
y- p o
a-m+h-: Z X .
[ "pi Tpiw
—
+[1-2.] J
P a+hz
p‘

siendo:

.m: la esperanza conjunta de la cartera en su totalidad.

bw .
pJ*

PJ 82 + a'w_.
PJ*

Por otro lado, el estimador ajustado de credibilidad lineal que

hemos obtenido para p(ep) est

e
8)Y=N=[1-21Tm+2Z X
B( p) . [ p] .
siendo:
h-Zp‘
7 = —2F
a + b'Z
p pe

Para poder aplicar awbos estimadores es preciso que estinenos
previamente los parametros estructurales que aparecen en los mismos:

m, 82, a vy b, parametros que ya henos definido anteriormente.
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Ios estimadores insesgados propuestos para estos paradmetros son

los siguientes:

Ead
Y m= “O = X para la esperanza conjunta de la cartera en su
ZZW

totalidad, siendo:

*) §2 para 52, que wmide la heterogeneidad esperada de la

experiencia de reclamaciones en el tiempo:

k t .
p P pJ
V’\—V'w X _ W]Q
N L_ L _ /L _pis tTpis  Tpi
82 = p=t j=1 s=1 con t . > 2
P kp pJ
S (t_. - 1)
L[ _‘'pi
p=1 j=1

Pa
+) a para a, que mide la heterogenesidad esperada dentro de las

subcarteras:
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k
P p
SN 2
Z [¥. -X
L_4_pa[paw paw
as= p=1 j=1 con k. > 2
P p
—
k -1
P NERY
p=1

~
*) b para b, que mide la heterogeneidad entre las distintas

subcarteras:
P
\ 2
/ Zp ' [szw xzzw]
b = b=l .

La demostracion de la insesgadez de estos estimdores puede
hallarse en el libro de GOOVAERTS, M.; KAAS, R.; HEERWAARDEN, A. van, ¥
BAUWELINCKX, T. (1990), pp. 168-169.

Como puede apresciarse, el estimador para 82 se puede calcular
directanente a través de las variables observables, experiencia de
reclamaciones. Sin ewbargo, para poder aplicar la formula para calcular
;, gs necesario gque conozcams los valores de a vy 82, va gque anbos
apérecen en la definicion de Z . v X . En realidad, ; e un

pJ pzw

pseudo-estimdor ya que contiene, a traves de ij b4 sz , el propio

W
parametro que estamos estimando. Estimadores como este se solucionan,

cono ya henmps visto, mediante un proceso iterativo., Esto es, escogemps un

valor inicial para a, con el que calcularems unos valores para ij b4
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Eal
szw. Con estos wvalores obtendremps wn nuevo valor para a, mas

el
perfeccionado, e iremns repitiendo el proceso hasta que a se estabilice.

~

Ea
Para calcular b, nos encontramns con el mismo problema que para a,

ya que dicho estimador es un psewlo-estimador, que contiens a través de

Zp b'4 xzzw el propio parametro b que estanmps estimando, y a través de
szw el parAmetro a. Para hallar el valor de b, introduciremns el valor

Pl
de a obtenido en el proceso iterativo anterior, y tomremns un walor
inicial para b iniciandose unm nuevo proceso iterativo, a través del cual
A~
obtendrenos el valor de b a utilizar.
En general, la utilizacion de un proceso iterativo proporciona wuma
solucidn, sin embargo en algunas ocasiones converge a cero. fisi, por
A
ejemplo, si a = @, indicaria que no hay heterogeneidad dentro de las
subcarteras. En este caso, deberiamps pensar en otra subdivisiéon para las
subcarteras.
A2 el -~
Una vez obtenidos los valores de S, a y b podremms hallar los
factores de credibilidad Z .y Z, asicomX s pudiendo de este
PJ P pzw
~
modo calcular m.
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