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Introduccion

El anélisis de la solvencia en las carteras de seguros no vida es un tema que ha
sido muy tratado en la literatura actuarial generando una amplia bibliografia.
Las hipdtesis y los riesgos analizados han ido amplidndose, incluyéndose, ya no
s6lo el riesgo bésico que viene representado por las fluctuaciones de la siniestrali-
dad, sino otros muchos factores como la rentabilidad de las reservas, la inflacién,
los ciclos econdmicos, el reparto de dividendos, etc...

El entorno en el que se desarrolla la tesis es el enfoque que ofrece la teoria
del riesgo, que se centra bdsicamente en la modelizacién de la cuantia total de
los siniestros de una cartera de riesgo.

Dentro de la teorfa del riesgo se encuentran trabajos que plantean la in-
troduccién de politicas de dividendos en los modelos bésicos que formalizan el
comportamiento de las reservas en carteras de seguros no vida. La idea consiste
en que la parte de las reservas consideradas excedentes se repartan en forma
de dividendos. Formalmente, su introduccién en el modelo, se realiza mediante
la definicién de barreras de dividendos que determinan las cuantias de reservas
que como méximo la compania de seguros ha decidido mantener.

El estuaio de los efectos de la modificacién del modelo mediante la introduc-
cién de estrategias de reparto de dividendos se convierte en el punto de partida
de la tesis. Asi, los objetivos generales de la tesis se pueden agrupar basicamente

en dos:

e Analizar los efectos de la introduccién de barreras de dividendos en la

probabilidad de ruina.
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e Cuantificar los dividendos repartidos.

Respecto al primer objetivo indicado, es evidente que la introduccién de
politicas de dividendos provoca una menor acumulacién de reservas, y por tanto
una mayor probabilidad de que las reservas sean insuficientes para cubrir la
siniestralidad. Analizar cémo se verd afectada la solvencia de las carteras en
funcién de la politica de dividendos elegida serd pues uno de los puntos a tratar
a lo largo del trabajo.

En lo relativo a la cuantificacién de los dividendos repartidos, se puede con-
siderar el papel de los dividendos como incentivo a los accionistas que han
aportado el capital inicial, dividendos que pueden ser considerados, bien como
rendimientos, bien como amortizacién a su inversién inicial. Se deberia valorar,
por tanto, si un mayor reparto de dividendos compensa el mayor riesgo de in-
solvencia, situacién que puede interpretarse como una més rédpida amortizacién
de las aportaciones iniciales.

De ahi surge la necesidad de cuantificar los dividendos repartidos, de analizar
su influencia sobre la solvencia de la cartera y de determinar la politica de
dividendos considerada dptima desde el punto de vista de criterios econémico-
actuariales.

La eleccién de la magnitud elegida para valorar los dividendos repartidos es
un aspecto bdsico. Asf, veremos a lo largo del trabajo como en la literatura ac-
tuarial se trabaja con la esperanza del valor actual de los dividendos repartidos,
asumiendo que el proceso acaba en el momento de ruina o bien permitiéndose
valores negativos de las reservas, y por tanto la recuperacién del proceso.

Una vez planteados los objetivos, surgié la necesidad de formalizar el modelo
modificado con el reparto de dividendos. Asi, en el Capitulo 2, se especifican las
hip6tesis a partir de las cuales se determina el reparto: se puede considerar que
se repartirdn dividendos siempre que el nivel de las reservas alcance el nivel de
la barrera de dividendos (reparto continuo), o bien que el reparto sélo se pro-
ducird en momentos determinados del tiempo, suponiendo que las reservas sean

mayores que la cuantfa predeterminada por la barrera de dividendos (reparto
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discreto). Se recogen también los dos tipos de barreras definidas en la literatura
actuarial: por un lado, las barreras reflectantes, que mantienen el nivel de las
reservas en la barrera hasta la ocurrencia del siguiente siniestro, y por otro,
las barreras absorbentes, definidas de tal forma que siempre que las reservas
alcancen la barrera, se da por acabado el proceso.

Una vez definidas las hipdtesis de reparto y su formalizacién, otro de los
temas interesantes fue el de analizar las barreras que aparecian definidas en la
literatura actuarial para controlar el crecimiento ilimitado de las reservas. Asi,
encontramos trabajos sobre la barrera constante y la barrera lineal creciente.

Nos centramos primero en el estudio de la barrera constante, realizado en los
Capitulos 3 y 6. En el capitulo 3 se analiza suponiendo reparto continuo, y en el
capftulo 6 se asume reparto discreto. Independientemente del reparto asumido,
la caracteristica bésica es que, en el andlisis en tiempo infinito, se producen
valores de la probabilidad de ruina igual a uno. Se recoge la demostracién
asumiendo reparto continuo, y se presenta la demostracién de que en el reparto
discreto la ruina también es segura.

En el andlisis de la barrera constante, al ser la ruina cierta, centramos el
estudio en la cuantificacién de los dividendos repartidos. En la primera parte
del capitulo 3 se presentan nuevas medidas que permiten aportar datos sobre
la cuantia y el momento en que se empiezan a repartir dividendos, suponiendo
que éstos sean positivos, mientras que en la segunda parte se realiza un estudio
en el que se determina un 6ptimo econémico del nivel de la barrera y el nivel
inicial de las reservas. La idea que nos llevé a plantear este problema es que
se puede considerar el nivel inicial de las reservas como una aportacién de los
accionistas. La comparacién de esta cuantia con los dividendos que recibirdn a
cambio permite hallar combinaciones éptimas y obtener datos para analizar la
rentabilidad obtenida por los accionistas.

En el capitulo 6, en el que se analiza la barrera constante con reparto discreto,
y tras buscar la bibliografia existente, hallamos que el cdlculo de los dividendos
repartidos se realizaba para unas distribuciones del coste total concretas. Asi,

nos planteamos un método de resolucién vélido para cualquier distribucién dis-
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creta de la sinjestralidad agregada. Optamos por el planteamiento de un sistema
de ecuaciones lineal y su correspondiente generalizacién en la forma matricial
que nos permitiese hallar la esperanza del valor actual de los dividendos, inde-
pendientemente de la distribucién del coste agregado.

La otra barrera planteada hasta ahora, es la barrera lineal tratada en el
Capitulo 4. Aquf la ruina ya no es segura, por lo que debemos plantearnos el
cdlculo de la probabilidad de ruina, tema tratado en la primera parte del capi-
tulo. La segunda parte estd dedicada a la valoracién de las cuantias repartidas
en forma de dividendos. De especial importancia en este capitulo es el uso de
un planteamiento alternativo para el célculo de la probabilidad de ruina y de
los dividendos repartidos (Grandell (1991)), que nos permite la demostracién
andlitica de las condiciones de contorno necesarias para la resolucién de las
ecuaciones en derivadas parciales obtenidas.

En el capftulo 5 presentamos una nueva barrera de dividendos a la que de-
nominamos barrera parabdlica. La idea de introducir una nueva estrategia de
reparto de dividendos surgié cuando, mediante simulacién, pudimos comprobar
que existen barreras alternativas equivalentes desde el punto de vista de la sol-
vencia, pero que producen un reparto de dividendos diferente. Analizamos en
este capitulo la probabilidad de ruina y los dividendos repartidos, incluyéndose
comparaciones con la barrera lineal.

En el capitulo 7 se presentan las conclusiones de la Tesis. En el capitulo 8
se incluyen los programas informdticos en Fortran y APL2 necesarios para el

desarrollo de algunos apartados de la Tesis.



Capitulo 1

Aspectos basicos de la
solvencia. Introduccién a la

teoria del riesgo.

En una entidad dedicada a cubrir riesgos, las prestaciones que se ofrecen son
de naturaleza aleatoria, de ah{ la necesidad del asegurador de reducir el riesgo
de incapacidad de hacer frente a sus compromisos futuros. Asi, la posible insol-
vencia de estas entidades va estrechamente relacionada con las fluctuaciones de
la siniestralidad, lo que lleva a la necesidad de un estudio estadistico-actuarial
para garantizar las obligaciones asumidas.

La solvencia de un asegurador puede definirse como la capacidad para hacer
frente a sus obligaciones de pagar los siniestros presentes y futuros de los ase-
gurados (International Actuarial Association, IAA (2000)).

La solvencia puede entenderse desde dos puntos de vista diferentes: la solven-
cia estdtica y la solvencia dindmica. El primer enfoque se refiere a la capacidad
de la entidad de riesgo de hacer frente a las obligaciones nacidas de compro-
misos ya adquiridos. Segin Latorre (1992): "La solvencia estdtica contempla

la capacidad del asegurador en un momento dado de pagar las indemnizaciones

5
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derivadas de las primas contabilizadas”. Cuando las fluctuaciones no han sido
excesivas y las primas han coincidido con el valor medio de la siniestralidad,
el asegurador podrd cubrir el pago de siniestros si calcula bien las provisiones
técnicas.

La solvencia dindmica surge de la posibilidad de que la siniestralidad sufra
fluctuaciones alrededor de su valor medio. Cubrir esas fluctuaciones obliga a la
creacién de provisiones. Las variables de control serdn basicamente el margen de
solvencia y las provisiones para desviacién de siniestralidad. Todo ello para crear
unas reservas que no estén ligadas a los compromisos previamente contraidos y
que ya se han hecho efectivos con el cobro de primas.

Por tanto, la existencia de unas reservas libres es bdsica para garantizar el
poder hacer frente a las obligaciones y garantizar la solvencia. Se puede afirmar
que el hecho de que en la cartera de seguros los ingresos se produzcan antes que
los pagos y que éstos sean de naturaleza aleatoria, da importancia al objetivo

de solvencia y estabilidad.

1.1 Aspectos econémicos de la solvencia

Parece claro que es imposible tener en cuenta todos los factores que influyen en
la solvencia de una compaififa por el cardcter dindmico de todos los elementos
que confluyen en ella y en su entorno.

Tener un nivel de reservas suficiente es una necesidad de la entidad gestora
de la cartera de riesgos para poder hacer frente con garantias a los compromisos
aleatorios que se ha comprometido a cubrir. La tenencia de un nivel excesi-
vamente alto que dé seguridad a la compaiiia, puede provocar problemas de
financiacién, lo que provoca ineficiencia debido a que se ve restringido el uso de
esas reservas libres.

En todo el mundo, la actividad de las aseguradoras estd sujeta a reglamen-
tacién con la finalidad de proteger los intereses de los consumidores. Los ase-
guradores cuentan, por lo general, con unas reservas mucho mds elevadas que

el nivel requerido por ley, tal y como se puede observar en los datos presenta-
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dos en el Informe Sigma (2000). Por tanto, las normas de solvencia impuestas
por el Estado no ocasionan précticamente costes efectivos para el asegurador.
Por el contrario, los requerimientos de capitales adicionales provenientes de las
agencias de clasificacién, son mucho més severos y constituyen una restriccién
para muchas aseguradoras a la hora de constituir el capital propio. La razén
para la reglamentacién de la solvencia es desplegar proteccién al consumidor.

Las causas son:

1. Los siniestros pueden provocar la crisis financiera del consumidor, lo que

da lugar a una necesidad de proteccién especial.

2. Las fuentes publicas de informacién no brindan datos lo suficientemente
transparentes y actuales como para poder evaluar la situacién financiera
del asegurador. El esfuerzo de obtener y analizar la informacién es de-

masiado grande.

Los objetivos que persigue la imposicién de un capital minimo requerido por

ley pueden clasificarse en (IAA (2002)):

e Reducir la probabilidad de que los aseguradores no puedan hacer frente a

los siniestros.

e Proveer un minimo para que las pérdidas de los asegurados sean limitadas

en caso de quiebra.

e Actuar como sefial de alarma para una intervencién regulatoria a tiempo,

que pueda llevar a acciones regulatorias en el momento oportuno.

e Promover la confianza entre el ptblico general de la estabilidad financiera

del sector asegurador.

El requerimiento minimo de capital pone en evidiencia que el horizonte tem-
poral usado para examinar la solvencia, debe ser un periodo lo suficientemente
amplio para asegurar que todas las obligaciones futuras puedan ser asumidas

y para asegurar que las acciones correctivas puedan ser llevadas a cabo en el
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momento adecuado. Como resultado, los factores de riesgo tenidos en cuenta
en cualquier cdlculo de la solvencia, deben ser considerados en un futuro relati-
vamente largo.

Asf, las normas de solvencia pretenden garantizar que las aseguradoras dis-
pongan de capital suficiente para responder a las obligaciones contraidas. Si
un asegurador no cumple con ellas, las autoridades de control de seguros deben
poder intervenir a tiempo para que no se produzca un exceso de deudas en
detrimento del asegurado.

La esencia del negocio del seguro es la asuncién de riesgos, lo que est4 es-
trechamente ligado a la gestién de activos, puesto que las reservas técnicas
constituidas con los pagos de primas anticipadas y el capital propio, se invierten
para que produzcan rendimientos.

La insolvencia puede provocarse tanto por el activo como por el pasivo.

Una clasificacién de los riesgos asumidos por una compafiia de seguros es, (IAA

(2002)):

e Riesgo técnico: Incluye aquellos riesgos que estdn directa o indirectamente
asociados con las bases técnicas o actuariales de cdlculo de primas y pro-
visiones técnicas. Segun Kastelijn and Remmerswaal (1986) este riesgo

técnico se puede clasificar en

~ Riesgo fortuito: Alta siniestralidad aleatoria a pesar de haberse esti-

mado correctamente la distribucién de siniestros.

— Riesgo de error: El cdlculo de primas se basa en una estimacién

incorrecta de la distribucién de siniestros.

— Riesgo de cambio: la distribucién de los siniestros varfa durante la

vigencia del contrato o el periodo de liquidacién de siniestros.

e Riesgos de inversién: Son aquellos riesgos relacionados directa o indi-
rectamente con la gestién de los activos de la companfa. Pueden venir
provocados por las depreciaciones de los activos o bien de las inversiones

de capital (derrumbe bursétil, cambios en la tasa de interés...).
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e Riesgos no técnicos: Formarfan parte aquellos riesgos que no se pueden

incluir en las dos categorias anteriores.

M4s concretamente, las seis categorias bdsicas de los riesgos asumidos por

una compania aseguradora son:

1. Riesgos de contratacion: Incluye riesgos como el de precio (definido
como el riesgo de que las primas determinadas por la compafifa sean ina-
decuadas para asegurar una cobertura correcta sobre el contrato), riesgos
del entorno econémico (riesgo de que las condiciones sociales cambien de
forma que sean adversas para la compaiiia), riesgo de reserva (riesgo de que
las provisiones mantenidas por el asegurador sean inadecuadas) o riesgo de
siniestros (definido como el riesgo de que, o bien el nimero de siniestros,

o la cuantia de éstos, sea superior a las esperadas)

2. Riesgo de crédito: En esta categorfa encontariamos el riesgo de crédito
del negocio (riesgo de que la contra parte quiebre, incluyendo el riesgo
generado por la quiebra de un reasegurador), riesgo politico (producido por
cambios en las politicas gubernamentales que afecten al valor de los ins-
trumentos financieros mantenidos por el asegurador) o el riesgo de crédito

sobre la inversién en activos.

3. Riesgo de mercado: Definido como el riesgo genérico que surge de la
volatilidad de los precios de mercado de los activos, por tanto responde a

los cambios de precios de opciones, tipos de interés o tipos de cambio.

4. Riesgo operacional: Asociado a aspectos como el fraude o la fallida de

sistemas

5. Riesgo de liquidez: Riesgo que recoge el hecho de que, para hacer frente
a obligaciones inesperadas, deban venderse activos en momentos en que el

mercado produzca pérdidas.

6. Riesgo exdgeno (event risk): Incluirfa todos aquellos riesgos fuera

del control de la empresa que pueden influir de forma negativa sobre ella,
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entre los que encontramos el riesgo legal, el riesgo de reputacién o el riesgo

provocado por la ocurrencia de grandes desastres.

El dilema bédsico que nos encontramos al plantearnos el tema de la solvencia
es el del equilibrio entre seguridad y coste de capital. La ventaja principal de
mantener un nivel de reservas elevado radica en que los asegurados pueden tener
la seguridad de recibir las prestaciones acordadas, y los accionistas, de que la ha-
bilidad de la compania para continuar originando beneficios estd protegida. Sin
embargo, eso es costoso (costes de capital). La incursién en costes de capital in-
necesarios reduce los beneficios de inversién de los accionistas y aumenta la tasa
de prima de los asegurados. Cada grupo de interés alberga diferentes expectati-
vas en cuanto a la dotacién de capital propio de un asegurador: Los asegurados
se benefician sabiendo que el asegurador puede cumplir con los compromisos
contraidos, las autoridades de control se centran también en la proteccién del
asegurado, las agencias de clasificacién se interesan por el cumplimiento de to-
das las obligaciones, incluidas las exigencias de los inversores. Tanto el personal
como la direccién empresarial tienen un interés en la continuidad del negocio
y en obtener un mayor campo de accién. Por el contrario, los propietarios de
la compaififa apuntan a generar un alto rendimiento ajustado al riesgo de su
inversién en capital.

La solvencia de las entidades aseguradoras ha sido objeto de estudio, existien-
do una amplia literatura sobre el tema. Existen una gran variedad de métodos
para abordar el estudio de la solvencia. Segin Kastelijn and Remmerswaal

(1986), se pueden agrupar esos métodos en tres grandes grupos,

1. Métodos basados en ratios. Estos métodos, en muchos casos, tienen una
justificacién pragmética ya que se determinan los mérgenes de reservas
considerados necesarios como porcentaje de otra cantidad, como puede

ser el volumen de primas.

2. Métodos que consideran especialmente el riesgo de variacién en el coste

total agregado.
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3. Métodos que incluyen el anélisis de otras fuentes del riesgo, afiadiendo

factores como gastos, rendimiento de activos, inflacién, tendencias, ciclos...

En TAA (2002) se define el modelo actuarial de riesgo como una descrip-
cién matemdtica del comportamiento de un conjunto de riesgos (cartera de
seguros) bajo unas determinadas hipétesis, que debe construirse basdndosose
en el conocimiento y experiencia del actuario combinado con datos del pasado.
Se agrupan los modelos actuariales que analizan la solvencia en cinco lineas

bésicas,

1. Modelos colectivos del riesgo: Estos modelos se basan en determinar
un modelo de probabilidad para la ocurrencia y cuantia de los sinies-
tros, evitdndose el tratamiento individual de las pélizas que conforman la

cartera.

2. Modelos agregados: Son modelos que no plantean de forma separada la
distribucién de ocurrencia y cuantia de los siniestros, sino que aproximan

directamente la siniestralidad agregada de la cartera.

3. Modelos de difusién y otros procesos estocdsticos: Utilizan procesos es-
tocdsticos para representar bien el proceso de reservas, bien la siniestra-
lidad, u otros factores tenidos en cuenta en el modelo como puede ser el

interés sobre las reservas.

4. Modelos multi-estado: Describen probabilisticamente los cambios de es-

tado a lo largo del tiempo.

5. Modelos de Cash-flow: Describen el cash-flow a lo largo del tiempo. Pueden

incluir alguno de los modelos anteriores como elementos de descripcién.

1.2 Introduccién a la Teoria del riesgo

En Gerber (1979) se define la Teoria del Riesgo como el conjunto de ideas para
disefiar, dirigir y regular una empresa de riesgos. Segun Panjer (1986) el ob-

jeto de estudio de la Teorfa del Riesgo son las fluctuaciones aleatorias en los
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resultados financieros del asegurador u otras empresas de riesgo. Esas fluctua-
ciones tienen diversos origenes, centrdndose la Teorfa del Riesgo bésicamente en

la modelizacién de la cuantfa total de los siniestros de una cartera de riesgos.

Por tanto, para estudiar la solvencia de las entidades aseguradoras, debemos
aproximarnos al comportamiento estadistico de la siniestralidad. La modeli-
zacién de la cuantia total de los sinestros se puede hacer desde el enfoque de
la Teoria Individual o de la Teorfa Colectiva. Trabajaremos con esta segunda
opcién que nos lleva a considerar la cartera de riesgos como una corriente de
siniestros cuyo volumen depende del mimero de siniestros y de su cuantfa. Por
tanto, analizaremos la cartera como un todo, prescindiendo de los elementos
individuales. En este caso S (coste total o siniestralidad total) es el resultado

de sumar el importe de todos los siniestros ocurridos.

Recojemos a continuacién la definicién de las variables utilizadas en el pro-
ceso bdsico de las reservas (Gerber (1979), Beard et al. (1984), Bowers et al.
(1987), Grandell (1991), Panjer and Willmot (1992), Vegas and Nieto de Alba
(1993), Daykin et al. (1994)), en el que se considera como riesgo bdsico las fluc-
tuaciones de la sinietralidad agregada, dejandose de lado la consideracién de otra

serie de factores como ingresos financieros, inflacién, cambios en la cartera.....

A continuacién se recuerda el proceso de la siniestralidad agregada, incluyén-
dose algunas propiedades del nimero de siniestros que son de utilidad en el
desarrollo de posteriores capitulos de la Tesis. Posteriormente se describe el
proceso de las reservas, y se recogen las definiciones de probabilidad de ruina

bajo varias hipdtesis.

1.3 La distribucién de la siniestralidad agregada

En la teoria colectiva del riesgo, la siniestralidad agregada en un perfodo para
una cartera, se considera la suma de un nimero estocéstico de siniestros (V) con

cuantfas z;, ¢ = 1,2,...,, N, con z; idéntica e independientemente distribuidas, e



1.3 La distribucion de la siniestralidad agregada 13

independientes de N. Por tanto

SZZzi

i=1

En este caso la funcién distribucién Fs (s) puede calcularse como,

Fs(s)=) pk- F¥ (s)
k=0

donde
pr =P [N =k

y F¥" es la funcién distribucién de la k — convolucién de la cuantia de los
siniestros.

Ms4s en general, y debido a la necesidad de analizar periodos de tiempo més
largos, se define S(t) como el proceso estocdstico de la siniestralidad agregada,

siendo
N(t)

S=> =

i=1
donde N(t) es el proceso que indica el nimero de siniestros hasta el momento
t, siendo S (t) = 0si N(t) =0.

S (t) puede ser representado gréaficamente de la siguiente forma:

s
t
Tl T. T3 T‘
Cada ocurrencia de un siniestro en los momentos T;,7 = 1,2,3... queda

representado por un salto vertical, siendo la altura del salto la cuantia individual

de cada uno de los siniestros. El tiempo est4 representado en abcisas, y la altura
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S(t) en cada momento indica la siniestralidad agregada en el intervalo (0,¢]. El
proceso es un Proceso Estocdstico Compuesto, ya que tanto el momento de
ocurrencia como el ntmero de siniestros son fendmenos aleatorios, siendo la
cuantia individual de cada siniestro una variable aleatoria.

En concreto, si N (t) es un proceso de Poisson, S (t) es un proceso de Poisson

compuesto.

1.3.1 Procesos de Poisson

Debido a la importancia de los procesos de Poisson en los modelos de la teoria
del riesgo, se adjunta a continuacién una serie de propiedades y definiciones
sobre su comportamiento que nos permiten situar y caracterizar los procesos de
Poisson dentro de los procesos estocésticos (Feller (1971), Beard et al. (1984),
Bowers et al. (1987), Latorre (1992), Panjer and Willmot (1992) o Asmussen
(2000))

Definicién 1 Un proceso de recuento N = {N (t);t > 0} es un proceso que
representa el nimero total de sucesos ocurridos hasta el momento t, cumpliendo

las siguientes propiedades:
e N()>0
e N (t) es un ntimero entero
e N (t) es no decreciente, es decir para s <t, N (t) > N (s)

e Para s < t, la cuantfa N (t) — N (s) es el numero de sucesos ocurridos en

el intervalo (s, 1)

Definicién 2 Los Procesos de Poisson son un tipo concreto de procesos de re-
cuento .
Diremos que un proceso de recuento N = {N (t);t > 0} es un Proceso de

Poisson de pardmetro X > 0 su:

o« N(0)=0
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e N (t) tiene mncrementos estacionarios' e independientes?

e PIN(t+h)—N(t)=1 =X h+o(h), Vt >0, stendo h un wntervalo

corto de tiempo.

e P[IN(t+h)—N(t)>1] =o(h), Vt > 0, siendo o(h) un wmfinstésumo,
tal que %imﬂ ﬂh}lz, propedad esta que anula la probabilidad de que ocurra

mds de un suceso en un mismo mnstante.

Teorema 1 En un proceso de Powsson el nimero de siniestros en un intervalo

t se distribuye segin una Poisson de media A -t. Es decwr para todo s,t > 0:

P[N(t—%—s)—N(s):n]:M n=0,1,2

] , , 1,2, .
de donde se derwa directamente, haciendo s = 0,

et t)”

n!

P[N(t)=n]=pn(t) =
(Parger and Willmot (1992), pag. 64-67 )

Definicién 3 Sea 0 < 17 < To < T3 < ... los momentos de ocurrencia de

los simiestros. Se denominan tiempos de interocurrencia a la variables W, =

T, —T,_1, stendo Wy = Ty.

Teorema 2 Los tiempos de interocurrencia en un Proceso de Poisson de media
A son variables aleatorias independientes e wdénticamente distribuidas con una

dustribucion exponencial de media %.(Pan]er and Willmot (1992), pag. 67-68)

Se define a continuacién una generalizacién de los procesos de Poisson, en la
que el pardmetro A deja de ser constante para pasar a ser una variable depen-
diente del tiempo A (¢) (Proceso de Poisson no homogéneo), o bien pasa a ser la

realizacién de una variable aleatoria (Procesos de Poisson mixtos)

'La probabilidad de ocurrencia de un suceso en un wtervalo At = t —t; depende s6lo de
su duraci6n, y no de t; Asf, la probabilidad de que ocurran k sucesos en (t1,t2) y en (ta,t4)

comaide s1 tp — t; = t4 — t3 = At aunque ¢ # i3
1
2El numero de sucesos en un mtervalo (t1,t2) es independiente del numero de sucesos en

(t3,t4) , siendo disjuntos ambos mtervalos Es dear, la ocurrencia de un suceso no mfluye en

la ocurrencia de sucesos posteriores
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Definicién 4 Un proceso de recuento N = {N (£);t > 0} es un Proceso de

Powsson no homogéneo con pardmetro A (t) > 0, para t > 0, s1 cumple que:
e N(0)=0
o N (t) tiene wncrementos independientes
e PIN(t+h)—N@)=1=A(t)-h+o(h),Vt>0
e PIN(t+h)—N(@)>1]=o0(h),Vt>0

Para los procesos de recuento que cumplen las cuatro propiedades anteriores,
el mimero de sitmuestros en el intervalo (t,t + s| es una distribucion de Poisson

t+s
de media m(t,s) = [ A(u)-du, s,t >0, cumphéndose
t

e - (m (t,5)"

PIN(t+s)=N(s)=n] = N

Definicién 5 Se denomuna proceso muxto de Poisson a un proceso de recuento
N = {N({;));t >0}, siendo X la realizacion de una varable aleatorio A con

funcign de distribucion U (), que cumple:
e PIN(t+s)— =[P[N({t+s)-N(t)=n/A=A -dU()\) =
0

(2 D 4w o

og.ﬁg

Los procesos muxtos de Poisson tienen incrementos estacionarios, sin em-

bargo no son windependientes, ya que s1 planteamos
P[N (t1) — N(to) =n, N({2) - N(t1) = ngl, paraty <ty <ty
llegamos a
PN (t;1) = N (to) = m, N (t2) — N (t1) = no] =
= fP[N(tl) — N (tp) = ny, N (t2) = N (t;) = Tlg/)\] -dU () =
= [PIN (1) = N (to) = na /N P[N (t2) = N (t1) = nz/A| - dU () #

# [P[N(t1) = N (to) =] /A -dU(N) - [ P[N (t2) = N (t1) =
=n2/>\]-dU(
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Los Procesos de Poisson son un tipo particular de los procesos de renovacién.
Recogemos a continuacién definiciones que nos permiten situar los procesos de

Poisson dentro de los procesos de renovacién.

Definicién 6 Sea N un proceso puntual, y T} el momento de ocurrencia del
k—éstmo stmestro. N es un proceso de renovacidon, con tiempo de interocurren-
cra de distribucidn k°, 1 las varables Ty, Ty — Ty, T3 — 13, ... son independientes
y Ty —T1,T3 — T, ... tienen la masma distribucidn k°.

Diremos que N es un proceso de renovacion ordinario st 17 tiene también
la distribucion k°.

N es un proceso de renovacidn estacionario st k° tiene media finita é yla

distribucion de Ty wiene dada por,

k() = /O(I—k"(s)) ds

Definicién 7 Un proceso de Poisson es un proceso de renovacidn ordinario y

estacionario, siendo la distribucion k° la exponencial.

El primer trabajo que traté en profundidad las hipétesis de los procesos de
renovacién en la teoria del riesgo fue el de Sparre Andersen (1959). El caso mds
simple, y posiblemente mds tratado a lo largo de la literatura actuarial, ha sido
el de asumir el caso de Poisson, donde tanto la distribucién de 77 como la de

15 — T1,T3 — T5, ... es exponencial.

1.4 Criterio de la probabilidad de ruina

En este apartado profundizamos en el proceso de las reservas, R (t), bésico

para un anélisis de la solvencia de las entidades aseguradoras, ya que la ruina

3Son aquellos procesos estocdsticos, las realizaciones de los cuales consisten en una serie
de succsos puntuales, gencralmente considerando que nos movemos €n un espaclo temporal
unidimensional N (t) 1epresenta el nimero de sucesos en el mtervalo (0,], siendo el nimero

de sucesos en (¢, t2] 1gual a N (t2) — N (t1)
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se producird en el momento en que las reservas libres tengan una realizacién
negativa.

Partimos de unas reservas iniciales R(0) = u que se verdn incrementadas
por las primas recargadas, rendimiento de las inversiones... y disminuidas por
la siniestralidad, los impuestos o los pagos de dividendos. Todo ello determina
un saldo o margen de solvencia.

Se define, en el sentido del criterio de estabilidad de la probabilidad de ruina,
que una trayectoria aleatoria es aceptable si su ordenante R (t) es no negativo
en los puntos en los que estamos interesados (Biillhmann (1970)).

Nos encontramos con dos criterios en funcién de los cuales se determinan los

puntos a estudiar:
¢ Segun el horizonte temporal,

1. Horizonte temporal finito: Interesan sélo los puntos en un intervalo [0, T

2. Horizonte temporal infinito: Son objeto de estudio los puntos del intervalo

[0, 00]
e Segin los puntos en que se analiza el proceso

a. Caso discreto: Sélo se analiza un determinado conjunto de puntos, t,, en

el intervalo objeto de estudio

b. Caso continuo: Todos los puntos del intervalo son tenidos en cuenta.

Para cada uno de los cuatro casos resultantes de la combinacién de las clasi-
ficaciones anteriores, existe un conjunto de puntos D y un grupo de realizaciones
del conjunto A aceptables en el camino aleatorio. Se definen como sigue:

1.a) Aty : horizonte finito y los puntos de interés son muiltiplos de h

1.b)} A7 : horizonte finito y todos los puntos del intervalo son de interés.
2.a) Aoo,n: horizonte infinito y los puntos de interés son muiltiplos de h
2.b) A

0,0: horizonte infinito y todos los puntos son de interés.
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Cumpliéndose la siguiente relacién entre ellos,

Arp C Agn CAxpo

Arn C AroC Axyp

La probabilidad de ruina queda definida como la probabilidad de que una
trayectoria aleatoria del correspondiente conjunto A analizado, no sea aceptable.

Podemos escribir:

PlArn] £ PlAxh] £ P[Ax]
PlArn] < PlArg] £ P[Aw o]
donde,
Thm P[AT,h] = P[Aoo,h] Yh
hlim P [AT,h] = P [AT,()] vT

relaciones que expresan la continuidad de la medida de probabilidad.
A partir de esa clasificacién se define la probabilidad de ruina.

Se define el momento de ruina 7, como:
7=min{t:t>0|R() <0} ,t€eD

siendo R(t) el nivel de reservas en el momento ¢, y R (7) el nivel de las reservas
negativas en el momento de la ruina. Evidentemente para 7 = oo, se cumple
que R (¢) > 0 para todo t.

Se denomina 1+ (u) a la probabilidad de ruina, y se define como:
¥ (w) = Plr < o0

siendo 1 (v) la probabilidad de ruina en tiempo infinito y campo continuo,
denominada probabilidad de ruina ultima
Si el andlisis se realiza en horizonte temporal finito, [0,77], se denomina a la

probabilidad de ruina ¢ (u), siendo

Yr(u)=Plr<T], 7€[0,T]
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definiéndose como la probabilidad de ruina antes del momento 7.

Es obvio que la probabilidad de ruina en tiempo infinito ¢ (u) actia como
un tope para la probabilidad de ruina en tiempo finito T

Por otro lado, el anélisis se puede realizar también en tiempo discreto. En
ese caso se considera que R (t,) es el nivel de las reservas en el momento ¢,. En

el proceso discreto se define el momento de ruina como
F=min{¢, | R(t,) <0}

cumpliéndose, al asumir horizonte temporal infinito, que ¥ = oo si R(¢t,) > 0

para todo t,, definiéndose la probabilidad de ruina en este contexto como
¥ (u) = P[f < o]

y asumiendo horizonte temporal finito,
¥r (u) = P[7 < T]
La probabilidad de supervivencia ¢ (u) se define como la probabilidad com-

plementaria,
p(u)=1-¢(u)

El anilisis sobre probabilidad de ruina en tiempo infinito es mds sencillo de
tratar matemdticamente. Debido a que a lo largo del trabajo asumimos hori-
zonte temporal infinito, en posteriores apartados de este capitulo se profundiza
en las expresiones obtenidas para la probabilidad de ruina.

Sobre el andlisis en un horizonte temporal finito no incidiremos a lo largo del
trabajo. Algunos trabajos sobre esta hipdtesis son: Amsler (1982), en el que se
plantea una extensién del tope de la probabilidad de ruina de Cramer-Lundberg
para un horizonte temporal finito, De Vylder (1999), De Vylder and Goovaerts
(1988,1999), Picard and Lefevre (1997), Dickson and Waters (1991,1992) en los
que se trabaja con algoritmos de cdlculo o el trabajo de Pervozvansky (1998) en
el que se hallan ecuaciones integro-diferenciales para la probabilidad de super-

vivencia.
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El caso en el que nos centramos a continuacion es el modelo bésico asumiendo
andlisis continuo, (Gerber (1979), Latorre (1992), Panjer and Willmot (1992),
Bowers et al. (1987)), donde en el célculo de las reservas no se incluyen elementos
como inflacién, rendimientos de la inversién, gastos o reparto de dividendos,

resultando la ecuacién que determina el proceso de reservas:
Rt)=u+c-t-S(t) (1.1)

siendo u el nivel inicial de las reservas, c¢ la intensidad de prima en ¢, cumplién-
dose que ¢ > A- E [7] , es decir, que existe un coeficiente de seguridad p positivo
que recarga la prima pura, de tal forma que:

PN E[

Los gastos vienen determinados por la siniestralidad agregada S (t) , es decir,
la suma de los NV siniestros de cuantfa individual z; en el periodo (0,¢].

Podemos representar gréaficamente el proceso de las reservas como,

R(t)

1 1
/i ZI I Z‘I
R(0)=u :

Este modelo conlleva que las primas se ingresan de forma continua, siendo
el recargo de seguridad p proporcional a la prima pura, y la prima c¢ constante,
lo que implica asumir una cartera estable con unos ingresos por primas no
aleatorios.

Si asumimos an4lisis discreto, se define el nivel de las reservas en el momento
ti, R(t;), como,

R(t)=u4c-t; = S(t)
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considerandose t, , ¢ = 1,2, 3, ...momentos equidistantes, u las reservas iniciales
en ty siendo ¢y = 0, S (t,) la siniestralidad agregada en el periodo (0,,], y c el
ingreso por prima en un periodo (t, —t,—1).

El caso discreto ha sido estudiado por diferentes autores entre los que en-
contramos a Bowers et al. (1987), Gerber (1988), Michel (1989), Shiu (1989),
Willmot (1993), De Vylder (1996), Asmussen (2000), Willmot and Cai (2001),
o Li and Garrido (2002).

Se presenta a continuacién una clasificacién, que no intenta ser exhaustiva,
con la que se busca dar una idea general de las multiples metodologias usadas

en el estudio del proceso del riesgo y la probabilidad de ruina:

1. Métodos que intentan encontrar de forma analitica o por soluciones apro-
ximadas, expresiones para la probabilidad de ruina para distribuciones
especificas, o topes para todo tipo de distribuciones de la siniestralidad

agregada.

2. Métodos en los que el ajuste de las reservas depende del nivel alcanzado.
Aqui encontramos todo el apartado de las estrategias de barreras que
evidentemente, y como veremos en capitulos posteriores, tienen un efecto
directo sobre la probabilidad de ruina, al proponer el reparto de parte de

las reservas en forma de dividendos.

3. Métodos que generalizan R (t), tomando m4s factores en cuenta, por ejem-

plo, gastos o rentabilidad de inversiones.

Estas tres aproximaciones comentadas para el cdlculo de la probabilidad de
ruina no son excluyentes. Asi, por ejemplo, existen estudios de la probabilidad
de ruina en modelos modificados con barreras de reparto de dividendos, donde
para el cdlculo de las reservas se incluyen factores como la rentabilidad que
generan las reservas técnicas.

Dentro de la amplia literatura existente en este tema, se encuentran trabajos
que centran su andlisis en otros aspectos de la teorfa de la ruina, como las dis-

tribuciones del momento de ruina, la distribucién de las reservas antes y después
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de la ruina, o la distribucién de los siniestros que causan ruina. Encontramos,
relacionados con el estudio de estos aspectos, trabajos de Dufresne and Gerber
(1988), Gerber et al. (1987), Dickson and Waters (1992}, Dickson (1993), Dick-
son and Egidio dos Reis (1994), Picard (1994), Gerber and Shiu (1997). Picard
and Lefevre (1998), Willmot and Lin (1998), Lin and Willmot (2000) o Egidio
dos Reis (1993, 2000). De igual forma encontramos trabajos que analizan la
duracién de las situaciones de ruina (Dickson and Eigidio dos Reis (1996)), y el

efecto del interés sobre reservas negativas (Dickson and Egidio dos Reis (1997))

1.4.1 Anadlisis de la probabilidad de ruina dltima y chequeo

continuo

El analisis de la probabilidad de ruina en un horizonte infinito y chequeo con-
tinuo es el caso sobre el que la investigacién actuarial se centré primero, lo que
posiblemente se debe a que permite encontrar expresiones analiticas. Traba-
jamos con el modelo bésico definido en la ecuacién (1.1).

Este planteamiento conlleva una serie de limitaciones. Por un lado, para un
recargo de seguridad positivo, el nivel de las reservas de las trayectorias que no se
arruinan, que vienen determinadas por la probabilidad de supervivencia ¢ (u),
tiende a infinito (De Finetti (1957)). Por otro lado, las hipdtesis de trabajo
deben hacerse para el largo plazo de la compaiifa, lo que puede ser una visién
poco realista, especialmente en lo referente al recargo de seguridad.

Las expresiones obtenidas para este caso actian como tope para la proba-
bilidad de ruina, asumiendo bien chequeo discreto, bien anélisis en horizonte
temporal finito.

Algunos resultados bésicos pueden encontrarse en Kastelijn and Remmer-
swaal (1986), Bowers et al. (1987), Gerber (1979), Latorre (1992) o Panjer and
Willmot (1992)).

Se detalla a continuacién el procedimiento para hallar las ecuaciones integro-
diferenciales que determinan la probabilidad de supervivencia en el modelo

cldsico. Se presentan dos planteamientos : el planteamiento diferencial, basado
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en la ocurrencia o no de un siniestro en un diferencial de tiempo, y el plantea-
miento alternativo, basado en las ecuaciones de renovacién.

Una metodologia equivalente a la usada en los dos planteamientos comenta-
dos, se utilizard a lo largo del trabajo para el calculo de probabilidad de ruina
en modelos con reparto de dividendos y para el cdlculo de la esperanza del valor

actual de los dividendos repartidos

1.4.1.1 Férmula explicita para la probabilidad de supervivencia

Una primera aproximacién para la determinacién de la ecuacién que permite
obtener la probabilidad de supervivencia, es el argumento diferencial usado por
Cramer (1930), y que también podemos encontrar en Panjer and Willmot (1992).

Si asumimos que el nimero de siniestros se distribuye segin una distribu-~
cién de Poisson, sabemos que la probabilidad de ocurrencia de un siniestro en un
intervalo infinitesimal dt viene determinada por el pardmetro A de la distribu-
cién, siendo esa probabilidad ) - dt. Por tanto, la probabilidad de no ocurrencia
de un siniestro en d¢ serd la complementaria (1 — - dt), teniendo en cuenta
que asumimos que la probabilidad de ocurrencia de mds de un siniestro en un
instante es nula.

El argumento diferencial se basa en esta ultima propiedad: si no ocurre
siniestro, lo que sucede con probabilidad (1 — A - dt), en dt al nivel inicial de
reservas u se le acumulan las primas generadas en ese periodo, es decir c- dt, con
lo que el nuevo nivel de reservas (variable de la que depende la probabilidad de
ruina) serd u + c - di.

Si ocurre siniestro, al nivel inicial de reservas le acumulamos las primas
cobradas en ese intervalo y tendremos que restarle la cuantia del siniestro z.
Por tanto, el nuevo nivel de reservas serd u + ¢ - dt — 2, limitando la cuantia
del siniestro a un tope de u + ¢ - dt, porque en caso de que el siniestro superase
esa cuantfa, nos encontrarfamos con unas reservas menores que cero, lo que

provocaria la ruina. Por tanto:

ut-c-dt
P(u)= (1 —)\~dt)-¢(u+c-dt)+)\-dt/ﬂ ¢(u+c-dt —z)-dF (z)+o (dt)
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expresién que podemos escribir como

c. Hutedd=dw) _ ) . 4 (y 4 c-dt) -
_)\.fo"“'dt(ﬁ(u-{-c-dt—z)'dF(z)+ o

y haciendo dt — 0

Y@ =26@-3 [ ow-2-ar)

ecuacién integro-diferencial que determina la probabilidad de supervivencia en
el modelo clésico.

Un planteamiento alternativo, propuesto por Feller (1971) , Gerber (1979) y
Grandell (1991), es el basado en las ecuaciones de renovacién . Como el proceso
de Poisson es un proceso de renovacién, y la ruina no puede producirse antes

del momento de ocurrencia del primer siniestro, se puede escribir:

p(u)=Flp(utc-t—2)]=

1.2
=fooo)\-e—A't-f0u+c'tq§(u+c-t—z)-dF(z)-dt (12)

S—U

Si en (1.2) hacemos el cambio de variable v +c-t = s, siendo ¢t =
¢

bu) =2 /ooe—)"%-/Osqb(s—z)-dF(z)-dt (1.3)

y al derivar (1.3) respecto a u
, A A
dW=22@-3 [ ow-2)-dr ) (14)

Integrando entre 0 y ¢

s =30 +2: ["ou=2)-0-F()-ds (1.5

A partir de este resultado se extrae el valor de la probabilidad de super-

vivencia para un nivel inicial de las reservas nulo (Grandell (1991), Panjer and
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Willmot (1992)): Haciendo u — oo sobre (1.5},

300) =30 +2 [" o) 0-F() a:

expresion que se puede escribir como,

¢(oo)=¢(O)+g.¢(oo)./0°°(1up<z)).dz (16)

y sabiendo que E [z fo (2)) - dz, (1.6) toma la forma
A
3(00) = (0) + 2 -6 (c0) - B[4

ycomo d({co)=1yp= — 1, llegamos a

A-E{z]

0
40 =2
Podemos observar que la probabilidad de supervivencia para unas reservas

iniciales nulas es independiente del niimero medio de siniestros A, y de la funcién

distribucién de la cuantfa de los siniestros F (z).

1.4.1.2 Caso exponencial

Podemos llegar a la expresién exacta para la probabilidad de supervivencia a-
sumiendo distribucién exponencial para la cuantia de los siniestros (Grandell

(1991), pag. 6). Si recuperamos la expresion (1.4)

$@=20w-3 [ o-2-ar

y sabiendo que

dF(z)= = ¢ # -do (L7)

“;I'—'

al sustituir (1.7) en (1.4},

R L R T
=2 2 (u) - fo (2)-e » -dz

Derivando (1.8) respecto a u

" ——.é U l _ )| - —
# =200+ (290 -0 w) - ¢ W
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que podemos escribir como:

8= (o) ¢ @) (19)

ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden, que cumple las siguientes condi-
ciones de contorno:

e limg(u)=1

U— XD

o ¢(O)=ﬁ;,siendop:ﬁ—l

Aplicando estas condiciones de contorno a (1.9), llegamos a

1

P
e P u (1.10)
1+p

Bu)=1-

En Mérmol, Alegre y Claramunt (2000) se obtiene la expresién de la proba-
bilidad de ruina asumiendo que la siniestralidad agregada se ve perturbada por
un modelo de difusién, como alternativa a la hip6tesis de un proceso de Poi-
sson Compuesto. Se realiza también un andlisis comparativo entre la expresién
obtenida y la expresién (1.10) . Una versién inicial de este trabajo fue presentado
en el Fourth International Congress on Insurance: Mathematics and Economics

(Barcelona, 2000).
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Capitulo 2

Politicas de dividendos:
Formalizacion y efectos de
su introduccion en el

modelo.

Recordemos que para estudiar la solvencia de las carteras de seguros desde el
criterio de la probabilidad de ruina debemos analizar el proceso de las reservas,
planteado bajo diferentes hipétesis (horizonte temporal finito/infinito, chequeo

continuo/discreto), estudiando la probabilidad de que éstas sean negativas.

Como modelo alternativo, se encuentra en la literatura actuarial un enfoque
que propone el reparto de parte de las reservas en forma de dividendos, es decir,

se introducen politicas que disefian el reparto de dividendos.

La base técnica para proponer el control de las reservas nace de la critica de
De Finneti (1957). En ella se afirma que bajo las hipétesis cldsicas del proceso
de riesgo, para unas reservas iniciales R (0) = u, si la intensidad de prima es

superior al producto de la cuantia media de los siniestros, ¢ > A - pu (es decir,

29
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siempre que el recargo de seguridad es positivo, p > 0), analizando el caso de
probabilidad de ruina iltima en chequeo continuo, las trayectorias que no se
arruinan tienden a infinito cuando ¢ tiende a infinito.

Por tanto las politicas de dividendos aparecen como una forma de control
de un crecimiento ilimitado en R (t)

Por otro lado, el reparto de dividendos tiene sentido en si mismo como un
objetivo de la gestora de la cartera de riesgos, ya que esas cuantfas pueden ser
interpretadas como excesos de beneficios cuya finalidad podria ser la de cubrir
otras carteras de riesgos con resultados deficitarios.

Como dividendos repartidos a accionistas, el papel de éstos como incentivos
para conseguir el capital inicial (nivel inicial de las reservas u) es indudable.

De esta justificacién de la politica de dividendos en la gestién de una cartera
de seguros surge la necesidad de cuantificar la parte de las reservas que se
destinan al pago de dividendos. La cuantificacién de los dividendos aparece
como una medida indispensable para la valoracién de las politicas de reparto
introducidas en el modelo.

Ademss, el reparto de dividendos afectard también a la probabilidad de
ruina. Es evidente que la limitacién en el nivel de acumulacién de las reservas
provoca. que la probabilidad de ruina sea mayor. La causa es que siniestros que
en el modelo cldsico no provocan niveles de reservas negativas, si lo hacen en
el modelo con reparto de dividendos, ya que pueden producir la ruina debido a
que el nivel de las reservas se ve disminuido por las cuantfas repartidas como

dividendos.

2.1 Formalizacién del reparto de dividendos

Independientemente de la politica de reparto que se determine mediante la elec-
cién de una determinada barrera de dividendos, la cuantificacién de los divi-
dendos depende de una serie de hipétesis sobre en qué momento se reparten
dividendos, hasta cuando y cudl es la medida utilizada para valorarlos

La magnitud elegida para valorar las reservas consideradas excedentes es la
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esperanza del valor actual de las cuantias repartidas.
Respecto al plazo durante el cual se reparten dividendos se plantean dos

hipétesis:

1. Hipétesis 1: En el momento en que se produce la ruina se da por acabado
el proceso. En este caso se representa la esperanza del valor actual de los
dividendos repartidos hasta ese momento como W. Serd una funcién que
dependerd del nivel de las reservas y de alguno de los pardmetros que

definen la barrera que representa una politica de dividendos.

2. Hipd6tesis 2: El proceso no acaba con la ruina, es decir, no damos por
acabado el proceso cuando se produce un nivel de las reservas negativo ya,
que se permite la recuperacién de R (t). Bajo esta hipétesis la esperanza
del valor actual de los dividendos se representa como V, funcién que no
depende de forma separada de u y los pardmetros de la barrera, sino que
es funcién de una unica variable d, definida como la diferencia entre el
nivel de las reservas y los niveles predeterminados como méximos en las

politicas de dividendos.
Respecto a los momentos en que se produce el reparto:

e Consideramos la politica de dividendos discreta como aquélla que rea-
liza el reparto en momentos determinados, ¢; parai =1,2,3,...., siempre
que R (¢;) > b(t;), sin considerar que en algtin momento intermedio, el
nivel de las reservas supere el nivel previamente fijado en la politica me-

diante la barrera de dividendos.

¢ En una politica de dividendos continua el reparto se realiza de forma
continua V¢ € (0, 00) siempre que tengamos exceso de reservas.
Podemos diferenciar dos tipos de barreras que modifican el proceso de las

reservas cuando asumimos andlisis continuo (Eigidio dos Reis (1999))

1. Barreras absorbentes: En esta situacién el proceso acaba cuando

el nivel de las reservas alcanza el valor prefijado en la politica de
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control. Graficamente, y suponiendo el caso mds usual, que consiste
en imponer una barrera absorbente en cero para controlar la ruina,

tenemos:
R(t)

2. Barreras reflectantes: Este tipo de barreras modifica el proceso
de tal forma, que cuando el nivel de las reservas alcanza el tope pre-
fijado, R (t) se mantiene en el nivel de la barrera hasta la ocurrencia
del siguiente siniestro. Gréficamente, suponiendo una barrera cons-
tante, b(t) = b, tenemos:

R(t)

P

b

Para el célculo de la esperanza del valor actual de los dividendos, sélo tiene
sentido usar las barreras reflectantes. Esto es debido a que consideramos que
cada vez que las reservas alcanzan el nivel de la barrera, una parte de los in-
gresos por primas producidos a partir de ese momento y hasta la ocurrencia
del siguiente siniestro se destinan al pago de dividendos. La parte destinada a
reparto de dividendos dependerd del tipo de barrera elegido: con una barrera
constante, todo el ingreso por primas se destina a dividendos, en cambio, si
trabajssemos con una barrera lineal creciente, se reparte la diferencia entre la

intensidad de prima y la pendiente de la barrera lineal.
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En el cédlculo de W el proceso se ve limitado por una barrera absorbente
inferior en el nivel R (t) = 0, ya que se considera que cuando se produce la ruina
se produce el final del proceso, y por otro lado por una barrera reflectante en
b(t). En el célculo de V sélo aparece la barrera reflectante en b (t) .

A continuacidn se formalizan las expresiones utilizadas para cuantificar los
dividendos repartidos en funcién de si trabajamos con reparto discreto o con-

tinuo.

2.1.1 Reparto discreto

Consideramos 7 como el momento de ruina definido en el apartado (1.4), y los
momentos ¢, para i = 1,2,3,.... equidistantes, considerdndose tg = 0, siendo la
unidad temporal el afio.

Denominamos D;, a los dividendos repartidos en ¢, para i =1,2,3,.... , con

t, < T si el proceso acaba con la ruina.
D:, = Maz {(R* (t,) — b(t,)),0}

siendo R*(t,) el nivel de las reservas en el instante anterior al reparto de divi-

dendos.

La suma total de los dividendos repartidos en un intervalo (0, ] es

SD(t) = Di + Dy, +...+D,,
SD@0) = 0
siendo t, = Maz {t,/t, < t}.

Asi, la ecuacién que determina el nivel de las reservas, R (), en el modelo

modificado con reparto discreto toma la forma
R(t)=u+c-t—S(t)~SD() (2.1)

siendo S (t) la siniestralidad agregada en el periodo (0, 1], y ¢ la intensidad anual
de prima.
El proceso de reservas R (t), explicitado en (2.1), es un proceso definido

para todo t, pero debido a que en el reparto discreto lo que interesa es el nivel
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de las reservas en los momentos t, para i = 1,2,3,.... , nos centramos en el
andlisis de R (t,), definido como el nivel de las reservas en t, después del pago

de dividendos, si hubiera. Asf,
R(t,)=u+c-t,—S(t)—SD(t,)

pudiendo definir el nivel de las reservas antes del reparto de dividendos, R* (t,),

comos:

R (t)=u+c-t,—S(t)—SD(t._1) (2.2)

donde tanto los siniestros como los repartos de dividendos en ¢, actian como
saltos en el proceso de las reservas.

Por tanto, la relacién entre R(t,) y R*(t,) viene dada por,
R(t,) = R*(t,) - Dy, (2.3)
Podemos escribir (2.2) como
R (t.) = R(ti-1) + ¢« (t — 1) — (S (8) — S (81)) (2.4)
Por tanto, a partir de (2.3) y (2.4), podemos escribir,
R*(t.) = R" (ti—1) — Dt,_, + ¢~ (te — tim1) — (S (t) — S (ti-1))

Consideramos v = (1 +12)~! como el factor de actualizacién financiero cons-
tante para todos los periodos, siendo © el tanto de interés efectivo aplicable a un
periodo [t,,t,41] -

La esperanza del valor actual de los dividendos repartidos suponiendo que

el proceso no acaba con la ruina es
V=F

iDtl . 'Utl:| (25)

y suponiendo que el reparto de dividendos sé6lo se produce hasta el momento de

ruina:

W=F

k
ZDt: -'ut':| siendo k= Maz{t € N / t, <7} (2.6)
1=1
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2.1.2 Reparto continuo

En el modelo cldsico sin barrera, el proceso de las reservas viene definido por
R(t) =u+c-t— S(t), siendo la variacién de las reservas en un instante su

diferencial dR(t). Es decir,
dR(t) =c-dt - dS(t)

En el modelo modificado con el reparto de dividendos esa expresién es:

dR(t):{ c-dt—dS(t) si R(t) <b(t)
db(t)—dS () si R()=b()

donde
R(t)=u+c-t—S5(t)-SD(t)

La suma de los dividendos repartidos hasta el momento ¢, SD (t), viene dada

=/0tD(s)‘ds

siendo D (t) la intensidad de los dividendos repartidos en cada instante:

por

0 si R(t)<b(t)

D)= db(t)
0—7 St R(t)zb(t)

Definimos V y W en reparto continuo como:

V= E[/ D(t)-e~ %t dt (2.7)

W=E [/OT D(t)-e%t. ) (2.8)

siendo § el tanto instantdneo de actualizacién.
Gréficamente podemos observar la diferencia entre el reparto discreto y el

reparto continuo en el caso concreto de una barrera de dividendos constante
b(t) =b
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/

Rt D D Rt

—

SD(t) SD(t)

\ <
N

2.2 Medidas del efecto de la introducciéon de
politicas de dividendos

Una vez definido cé6mo queda modificado el modelo con la introduccién de politi-
cas de dividendos, y analizadas las diferentes hipétesis que se pueden aplicar al
reparto, nos planteamos a continuacién alguna de las cuestiones bésicas que van
a ser objeto de desarrollo en los siguientes capitulos de la tesis.

Las polfticas de reparto de dividendos, prefijadas para controlar el crecimien-
to excesivo de las reservas en tiempo infinito en una cartera de riesgos generan
unos criterios de eleccién que, bien de forma individual, bien de forma conjunta,
determinar4n si la politica de dividendos elegida es interesante o no para la
entidad aseguradora.

Los criterios que se pueden tener en cuenta son:

1. Probabilidad de ruina: El primer efecto que podemos valorar es como
queda afectada la probabilidad de ruina con la introduccién de barreras
de dividendos. Es evidente que la limitacién en la acumulacién de las

reservas provoca valores mayores en la probabilidad de ruina, pudiendo
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incluso convertir la ruina en cierta. La causa es que siniestros que en el
modelo cldsico no provocan niveles de reservas negativos, en el modelo
con barreras de dividendos pueden provocar la ruina debido a que el nivel
de las reservas se ve disminuido por las cuantias que se han repartido en
forma de dividendos. Asi, si imponemos un tope en el crecimiento de
R (t) su valor se verd disminuido, y por tanto la probabilidad de que R (t)

alcance valores negativos es mayor.

2. Valor actual de los dividendos repartidos: Evidentemente uno de
los datos bésicos para valorar una determinada politica de dividendos es
el célculo de los dividendos repartidos, que como hemos visto, depender4

de si optamos por reparto continuo o discreto.

La medida, comentada en el apartado 2.1, utilizada en los trabajos que
tratan modelos modificados con barreras de dividendos, es la esperanza
del valor actual de los dividendos repartidos, que como hemos comen-
tado, pueden ser valorados hasta que se produzca la ruina (W) o bien
permitiendo la recuperacién del proceso (V). Dado que los dividendos se
producen en diferentes momentos del tiempo, es logico el uso del valor
actual de los dividendos repartidos como dato representativo, en media,

de las cuantias que recibirdn los accionistas.

En los capitulos posteriores de la tesis centramos el estudio de los divi-
dendos repartidos en el cdlculo de la esperanza (W y V). La justificacién

del uso de esta medida se basa en los siguientes puntos:

e La importancia de la esperanza como valor representativo de la va-

riable es indudable.

¢ El hecho de que los dividendos repartidos en diferentes momentos del
tiempo no sean independientes, no provoca problemas a la hora de

utilizar la esperanza. Asf, por ejemplo, las ecuaciones (2.5) y (2.6)
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pueden ser escritas como,

[e0) oo
V=FE ZDtl-vt’ :ZE[Dtl]‘vtl
i=1 i=1

k k
W=E|Y Di-v"| => E[D] v"
=1

i=1
e El uso de la esperanza implica convertir la distribucién de los di-
videndos en un valor cierto representativo. Este hecho, tal y como
veremos en capitulos posteriores, es ttil para la valoracién de ciertas
politicas, ya que nos permitird comparar la esperanza del valor actual
de los dividendos repartidos con otras variables, como puede ser el
nivel inicial de las reservas R (0) = u. La interpretacién de u como
inversién inicial, permite que la relacién entre la esperanza y u nos

aporte datos importantes sobre la rentabilidad de la cartera.

Se podria completar el andlisis de los dividendos repartidos mediante la
esperanza con otras caracteristicas de la distribucién como por ejemplo la
varianza. La dependencia entre los dividendos repartidos genera ciertos
problemas a la hora de aplicar la varianza. En este trabajo, de igual forma
a lo que ocurre en la literatura existente sobre este tema, no se encara el

problema del cdlculo de la varianza.

El andlisis completo del modelo con reparto de dividendos deberfa incluir
a su vez el cdlculo de otros elementos tratados en modelos sin barrera. Asf,
serfa interesante conocer el valor negativo de las reservas en el momento

de la ruina (severidad de ruina), o la distribucién del momento de ruina.

Tanto el planteamiento de la varianza como de otras caracteristicas del
modelo son, sin duda, futuras lineas de investigacién en el campo de la
valoracién de los dividendos repartidos. Una primera aproximacién podria
ser el uso de simulacién como forma de conocer su comportamiento, y su

comparacién con los modelos sin reparto de dividendos.
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Como complemento al criterio esperanza, planteamos a lo largo del tra-
bajo dos nuevas medidas que, pensamos, pueden ayudar a completar la
valoracidn de las politicas de reparto. Estas dos nuevas medidas, usadas

sélo en los capitulos referentes a barrera constante, son:

e Presentamos la esperanza del valor actual de los dividendos repar-
tidos condicionados a que éstos sean positivos (W, (u,b) ). Es decir,
eliminamos, mediante el uso de probabilidades definidas en el modelo
bdsico de la teorfa del riesgo, aquellas trayectorias que se arruinan
sin haber alcanzado el nivel de la barrera, y que por tanto no han
producido reparto de dividendos. La motivacién de esta medida es
ofrecer a los accionistas informacién sobre la probabilidad con la que
recibirdn dividendos, y en ese caso, cual serd, en media, el valor actual

de esas cuantias repartidas.

e Incluimos también el cdlculo de una variable a la que denominamos
tiempo promedio de espera (7 (u, b)), que se define como el tiempo
medio que deberd esperar el accionista para cobrar dividendos. Es
pues, un nuevo dato 1itil tanto para el gestor de la cartera como para
los accionistas que confian rentabilizar parte de su inversién mediante

el cobro de dividendos.

Tal y como hemos comentado, estas medidas se aplican sélo al caso de
barrera constante. Su célculo para otro tipo de barreras es un anélisis

interesante, y, sin duda, serd objeto de estudio en futuros trabajos.

2.3 Clasificaciéon de las barreras de dividendos

La forma de concretar el control sobre el nivel de las reservas se realiza mediante
la introduccién de barreras de dividendos, que formalmente se representan como
b(t).

En la literatura actuarial encontramos trabajos sobre la barrera constante

(Bulhmann (1970), Gerber (1972), Paulsen and Gjessing (1997)) que determinan
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un mismo nivel mdximo de acumulacién de las reservas para todo el horizonte

temporal. Su expresién matemdtica es
b(t)=0b, b>u>0

La introduccién de una barrera constante tiene un primer efecto determi-
nante a la hora de valorar esta politica de dividendos: La probabilidad de ruina
en un horizonte temporal infinito es uno, independientemente de que asumamos
reparto continuo o discreto. El hecho de que la ruina sea segura en el modelo
con una barrera constante, no debe hacernos olvidar que el momento de ruina
es diferente dependiendo de los pardmetros definidos.

El anélisis de esta barrera asumiendo reparto continuo se realiza en el capi-
tulo 3, donde se presenta y aplica un método alternativo para el cdlculo de los
dividendos, que ser4 utilizado para otras politicas de dividendos estudiadas en la
tesis. Se presentan las dos nuevas medidas comentadas en el apartado anterior
(esperanza del valor actual de los dividendos condicionada a que sean positivos
y tiempo promedio de espera), y finalmente se incorporan analisis de sensibili-
dad respecto a algunas de las variables de control que ayudan a comprender la
influencia de las barreras de dividendos en el proceso de las reservas.

En el capitulo 6 se analiza también la barrera constante, pero asumiendo
reparto discreto, incluyéndose la demostracién de que la ruina es segura, y
planteando un método general de solucién de la esperanza del valor actual de
los dividendos repartidos, vélido para cualquier distribucién de la siniestralidad
agregada en un periodo.

Podemos encontrar también trabajos sobre la barrera lineal (Gerber (1981),
Siegl and Tichy (1996,1999)), que permite una acumulacién creciente de R(t),

quedando expresada formalmente como
b(t)=b +a-t, b>u>0,a>2c2>0

siendo b el valor de la barrera para t = 0, y a la pendiente, es decir la tasa de
incremento instantdneo para el valor mdximo de las reservas que se permiten en

cada momento del tiempo.
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En el capitulo 4 se trabaja con la barrera lineal en reparto continuo, plantesn-
dose el cédlculo de la probabilidad de ruina mediante el proceso alternativo uti-
lizado en la barrera constante, que permite justificar las condiciones de contorno
necesarias para la resolucién de la ecuacién en derivadas parciales obtenida. Se
plantea también mediante ese método el cdlculo de la esperanza del valor ac-
tual de los dividendos repartidos. Al final del capitulo se incorporan resultados
numéricos que permiten ver la variacién de la cuantificacién de los dividendos y
de la probabilidad de ruina respecto a variables del modelo, tales como el nivel
inicial de las reservas u, el nivel inicial de la barrera b, o la pendiente de la
barrera a.

En el capitulo 5 introducimos una nueva politica de dividendos que viene
representada por una barrera a la que denominamos parabdlica. La idea de
plantear una barrera de dividendos no lineal, alternativa a las existentes en la
literatura actuarial, surgié de que barreras diferentes podian producir la misma
probabilidad de ruina, pero generar unos dividendos repartidos diferentes.

La expresidn de la barrera parabdlica es

b(t):,/b3+§, bo>u>0,a>0

siendo by el nivel inicial de la barrera y « determina la tasa de crecimiento del
valor méximo permitido para la acumulacién de las reservas.

Planteamos con esta nueva barrera el célculo de la probabilidad de super-
vivencia y de la esperanza del valor actual de los dividendos repartidos. Se
incluye una comparacién entre la barrera lineal y la parabdlica que nos permite
hallar barreras equivalentes desde el punto de vista de la solvencia.

A lo largo de la tesis asumimos un proceso de Poisson compuesto para la

siniestralidad agregada.



42

2.

Politicas de dividendos: formalizacion y efectos




Capitulo 3

Politica de dividendos en
caso continuo: Barrera

constante

3.1 Introduccién

La politica de dividendos que se plantea en este capitulo es aquella que determina
un nivel méximo de acumulacién de reservas libres constante, de tal forma que
siempre que el proceso de reservas alcance el tope predeterminado se empiezan
a repartir dividendos hasta la ocurrencia del siguiente siniestro. Asumimos, por
tanto, reparto continuo.

Algunos de los resultados que a lo largo de éste capitulo se muestran se in-
cluyen en el trabajo "Reparto de dividendos en una cartera de seguros no vida.
Obtencién de la barrera constante éptima bajo criterios econémico actuaria-
les"(M4rmol, Claramunt y Alegre) presentado en el VI Congreso de Matematica
Financiera y Actuarial y 5th Italian-spanish Conference on Financial Mathemat-
ics (Valencia, 2002).

Matem4ticamente modificaremos el modelo cldsico de la teoria del riesgo

43



44 3. Politica de dividendos en caso continuo: Barrera constante

con la inclusién de una barrera de dividendos que expresaremos como b (t) = b.
Ast, el proceso de las reservas del proceso cldsico, R (t) = u+c-t — S (¢) siendo
dR (t) = c-dt—dS (t) , queda modificado. En el capitulo 2 definfamos la variacién

de las reservas en modelos con barreras b (t) como:

c-dt —dS(t) st R{t)<b
db(t)—dS(t) st R(E)=b

dR (t) =

expresién que para una barrera b(t) = b toma la forma

dR(t) = c-dt—dS (i) si R(t)<b
—dS (t) si R(t)=1b

Como ya hemos comentado, la inclusién de barreras de dividendos afecta a
la probabilidad de ruina. En el modelo modificado con una barrera constante,
b(t) = b, la probabilidad de ruina es uno. Independientemente del nivel concreto
en el que impongamos la barrera constante, todas las trayectorias de las reservas
acabardn arruindndose.

Asi, en este capftulo centramos el estudio, asumiendo un proceso de Pois-
son compuesto, en las diferentes medidas que, bajo las hipétesis definidas en el
capitulo anterior, cuantifican el valor actual de los dividendos repartidos. Tra-
bajaremos con las medidas presentadas en la literatura actuarial, que, como ya
hemos comentado son W (u,b) (definida como el valor actual de los dividendos
repartidos suponiendo que el proceso acabe en el momento de ruina), y V (d)
(definida como el valor actual de los dividendos repartidos permitiendo niveles
de reservas negativas y la posterior recuperacién de R (t)).

Para estas dos medidas calculadas segun el ”argumento diferencial”, plante-
amos un método de célculo alternativo que es el ”enfoque de renovacién”.

Presentamos ademds una nueva medida para el cdlculo de dividendos, a la
que denominamos W, (u,b) , que incluye el condicionamiento a que la cuantia
repartida de dividendos sea positiva. Para ello usamos probabilidades definidas
en el modelo cldsico sin barrera.

Sobre las tres medidas realizamos un estudio de sensibilidad respecto a las

variables nivel inicial de las reservas, u, y nivel de la barrera b, presentando
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resultados numéricos para diferentes valores de los pardmetros.

3.2 Probabilidad de ruina

Tal y como hemos comentado, la modificacién del modelo con una politica de
dividendos que impone un tope médximo a la acumulacién de reservas provoca

una probabilidad de ruina unitaria.

Teorema 3 En un proceso modificado con una barrera de dundendos constante,
b(t) = b, la probabilidad de ruina en tiempo wnfinito y chequeo continuo, ¥ (u,b),

€es uno.

Demostracién. Egidio dos Reis (1999) plantea la siguiente ecuacion wntegro

diferencial para la probabilidad de ruina 1 (u,b) supomendo que el mwel micial

de las reservas comncida con el nivel de la barrera u = b.

¥ (b,b) = (L—A-dt) - (b,b) +A-dt- [2op(b—2,b)-dF (z) +
(3.1)
FA-dt-[1— F (b)) + o (dt)

El primer sumando mndica el caso en que no ocurra stmestro en un diferencial
de tiempo dt, situacion que se produce con probabilidad (1 — \-dt). En ese
caso el proceso se mantiene en el mwel de la barrera, por tanto la probabilidad
de ruina sequird siendo i (b,b).

El segundo sumando nos indica el caso en que ocurra stiestro (lo que ocurre
con probabilidad A - dt), la cuantia del cual es menor que el nwvel de la barrera,
b, para ewitar la rutna. Por tanto, el nuevo niwvel de las reservas estard en b— z,
por lo que la probabilidad de ruina entonces serd ¥ (b — z,b).

El tercer sumando recoge el caso en que ese simestro ocurrido con probabili-
dad X-dt sea de una cuantia superior al mwvel de las reservas b, mientras o (dt)
indica la probabilidad de que en un wntervalo dt ocurra mds de un sinestro.

Al dwidr entre X - dt la ecuacion (3.1),
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w(bb) (1—A-dt)-9(bb) A-dt- [y (b—z0b) dF (z)
> N7 + N i +

(At [L-F)] | o)

- dt - dt
de donde,
b
v _POY )+ /0 Y- dF () + 1 - F ) + T
b
z/z(b,b):/o w(b—z,b)-dF(z)+1—F(b)+‘f\("{jz (3.2)

Al hacer dt — 0 sobre (3.2) se obtiene,

b
¢(b,b)=/0 ¥ (b—2b)-dF () +1— F(b)

Y sabiendo que v (b,b) < ¥ (b— z,b), ya que el nwel de las reservas es

menor y por tanto, la probabilidad de que R (t) sea negatio es mayor, podemos

escribr:
b
Y(bb) = /Ol/i(b—z,b)-dF(z)—i-l—-F(b)Z

b

2 /1/1(b,b)»dF(z)+1—F(b):
0

b
= 1/)(b,b)-/0 dF (2) +1—F(b) =
= P(bbd)-F()+1~F(b)
de donde

(bt 1- F(B)] 21— F ()
lo que vmphca ) (b,b) > 1. Y sabiendo que 1 (b,b) < 1 (u,b) <1, llegamos q,
P (u,b) =1

Por tanto la modificacion producida con la introduccion de una barrera cons-
tante nos da una probabiidad de rumna umitarma wndependientemente del navel

dedb. m



3.3. Cuantificacion de los dividendos repartidos: W(u,b) 47

3.3 Cuantificaciéon de los dividendos repartidos.
Esperanza del valor actual de los dividen-

dos cuando el proceso acaba con la ruina:
W(u,b)

En el capitulo 2 hemos definido W (u, b) como la esperanza del valor actual de
los dividendos repartidos hasta el momento en que se produce la ruina, siendo
u el nivel inicial de las reservas, y b el nivel de la barrera, para 0 < u < b.

La idea grifica es:

R®)

%

b

SD(Y)

Para calcular ese valor podemos recurrir al planteamiento diferencial indi-

cado por Biilhmann (1970).
W(u,b) = (1—X-dt)- W (u+c-dt,b) e ¥yt
+A-dte [ W (u+c-dt—zb) - dF (z) + O (dt?)
donde § es la tasa de actualizacién.

El primer sumando de (3.3) indica el caso en que en un dt no ocurra siniestro,

lo que se produce con una probabilidad (1 — X - dt). En este caso las reservas
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iniciales u se ven incrementadas en las primas ingresadas en dt, y los futuros
dividendos repartidos en el momento dt serdén W (u + c- dt,b), que debemos
trasladar al momento t = 0 con el factor de actualizacién e,

El segundo sumando de (3.3) representa el caso de que en ese intervalo dt
ocurra siniestro, lo que ocurre con una probabilidad A-dt. En ese caso las reservas
iniciales u disminuirdn en la cuantfa del siniestro z.

El tercer sumando de (3.3) nos indica la probabilidad de que en un dt ocurra
més de un siniestro, probabilidad que se considera cero.

Para conseguir una ecuacién integro-diferencial a partir de (3.3) se hace una

aproximacidn lineal de los factores de actualizacién en el punto cero,

e Adt | o—8dt _ p—(8+N)-dt

(3.4)
e~ (6+A)dt — 1 N .dt—§-dt

Al sustituir (3.4) en (3.3),
Wu,b) =W (u+c-dt,b)- (1 —A-dt—6-dt)+
+A-dt [ W (u+c-dt —z,b)-dF (z) =
=W (utc-dt,b) —dt-(A+8)- W (u+c-dtb)+
+A-dt- fi W (u+c-dt—2,b) dF(z)

que reorganizando, dividiendo entre dt, y haciendo dt — 0,

. . — . A46)-W .dt.b . A [ W{(utc dt—z,b)-dF (=
lim W (ute dt,;) Wwb) _ iy QO Wlutedtb) i, Jo WA : )-dF(z)
dt—0 cdt dt=0 c dt—0

Podemos observar que el primer miembro de la igualdad es la definicién de

derivada de W (u, b) respecto a u, por tanto

OW(u,b)  A+9
ou -

- W(u,b) — % : Au W(u - z,b) - dF () (3.5)

ecuacién integro-diferencial para la esperanza del valor actual de los dividendos

repartidos en un modelo modificado con barrera constante.

3.3.1 Planteamiento alternativo

Podemos plantear un método alternativo para el célculo de W(u,b) basado

en la ley de probabilidad total, coincidente con el utilizado en el célculo de
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probabilidades de supervivencia, que se utiliza en Grandell (1991) para hallar

la probabilidad de supervivencia sin barrera. En ese trabajo se plantea:
oo utct
) =Elpurct-2)= [ x> [T pturet-)dr ()
0 0

Aplicamos la misma idea para hallar el valor actual de los dividendos, lo que

nos permite plantear:
t
W(u,b) =FE [W(R(t),b) -e"‘”-{—/ D(s)-e%%.ds|,
0

siendo ¢t el momento de ocurrencia del primer siniestro.

Debido a que nuestro proceso se ve modificado con la introduccién de la
barrera constante, el valor de las reservas en t, R (t), depende de si ¢t es mayor
o menor que t*, siendo ¢* el punto de corte entre el proceso de las reservas y la
barrera, suponiendo que no ocurra siniestro:

b—u
p

u+tc-tt=b=>t"=

Por tanto podemos escribir:

t* u+ct
W(u,b):/ Aoe Mt W(u+c-t—zb)-e %t -dF(z)-dt
0 0

. b
+/ )\.e—/\t./ W(b—zb)-e %t -dF(z) - dt+ (3.6)
0
¢

t*

(o]
+/ )\-e‘“-c-/ e %7 . dr-dt.
- I

El primer sumando de (3.6) indica la probabilidad de que el primer siniestro
ocurra en t < t*. En este caso no se produce reparto de dividendos, pero
debemos actualizar W(u+c-t— 2,b) a una tasa §, limitando la ocurrencia del
siniestro por el extremo superior de la integral a u+c-¢ para evitar la ocurrencia
de la ruina.

El segundo y tercer sumando de (3.6) nos indica el caso en que el primer
siniestro ocurra en t > t*. En el momento de ocurrencia del siniestro los dividen-
dos futuros vienen recogidos en W (b— z,b), la actualizacién de los cuales queda
recogida en el segundo sumando. FEl tercer sumando recoge la actualizacién

de los dividendos repartidos entre el punto de corte, t*, y la ocurrencia del
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siniestro mediante la actualizacién de un flujo de intensidad constante diferido
t
representado por c - / e=87 . dr.

t*
Graficamente:

R(t) R(t)

t* t
Primer sumanco Segundo y tercer sumando

Para solucionar la ecuacién integro-diferencial definida en (3.6), seguimos
los siguientes pasos:

Sobre el primer sumando de (3.6), que es
utct
//\-e"\t / W(u+c-t—zb) et -dF(z)-dt,

(3.7)
0 0

se aplica el cambio de variable u+ ¢t = r, quedando los extremos de la integral

t=0—-r=u+c-0=u
b—u

t=t*—>r=u+c:

=b

por tanto, podemos escribir (3.7) como

b rT—u T T—Uu
/)\-e_’\ c /W(r~z,b).e‘5T-dF(z)-{£
u 0

(3.8)
=2 RCSIR ff o= (A+8) T JTW(r - 2,b) - dF(2) - dr
Se deriva la expresién (3.8) respecto a u,
2, [(A+8) L. O+ ¢ fj e~ T [T W(r — z,b) - dF(z) - dr+
¢
1) ¢

3.9
[ e O S W~ 2,b) - dF(:) - dr]] o
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donde la parcial respecto a u que aparece en la expresién (3.9) es:

r

2 [fb e [TW(r — 2,b) .dF(z).dr] _

u

u (3.10)
= -~ ¢ (MW (u—z,b) - dF(2)

Sustituyendo (3.10) en (3.9) se obtiene la parcial respecto a u del primer

sumando de la expresién (3.6)

LA g fi’ e~ O E [TW(r — 2,b) - dF(2) - dr—
O T Jo W(u—2,b)-dF(z)] =

X b _ r rr
== [(A+9) 1.0 ¢ [2e=O4) & [T W(r — 2,b) - dF(2) - dr—
—Jo W(u~z0)-dF(2)]

A
e [(A+6)-
_e D)

1
c
K
c

(3.11)
A continuacién trabajamos con el segundo sumando de (3.6), sobre el que
hacemos el cambio de variable u 4 c-t = r, quedando los extremos de la integral

b—u

t=t*>r=u+c-t*=u+c- =b

t=oc0>r=o

Por tanto, podemos escribir el segundo sumando de (3.6) como

(o)

b
LRNCSLE S / e G / W(b— z,b) - dF(z) - dr (3.12)
(o4

b 0

y al derivar (3.12) respecto a u, se obtiene

u 0 r b
é'&c‘s-e(*”)z-/ e_(>‘+6)?/ W(b— 2,b) - dF (z) - dr =
¢ b 0

o0 r b
/b e O G dr = 385 e MY z} =
u b b
-M——&.e“”)z/ W(b—zb)-dF (z)- [A—ia-e-““) z] =
0

—b
Lo 228

o | >~

:%'/bW(b—z,b) dF (2) -
0
(3.13)

o o] t
Respecto al tercer sumando de (3.6) , AeM.c. / e=$7T . dr-dt,
tr t*
resolvemos la integral llegando a

oo t
b—u

/)\-e_’\t-c-‘/e_‘“'dr-dtz C e (3.14)

A+

t* t*
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que al derivar respecto a u :

0 & b—u b—u
S LSNP CF X Bl R O ) Ry
ol e e (3.15)

Por tanto tenemos la expresién de partida (3.6), que podemos escribir a

partir de las expresiones (3.8),(3.12) y (3.14), como

W(u,b) =2 .eMH) T (PO E [T W(r — 5 8) . dF(2) - dr+
c u 0

w <] r b
+§ L) 7 / e~ (A9 7. / W(b~ z,b)-dF(z) - dr+ (3.16)
¢ b 0

b—u
¢ ~(A8) ==
+xgg e M

siendo su expresién derivada respecto a u, a partir de (3.11),(3.13) y (3.15),

OW(u,b) A Lorb - [
—a(u )=Z'(A+6)~%'e('\+5)cfue DS [FW(r - 2,b) - dF(z) - dr
_g W= 2,b) - dF(z)—

b — (A4 b—u
+% : / Wb — 2,b) - dF(z) - o ) 4+ e (A0 =7
0

(3.17)

Despejamos en (3.16) el primer sumando

A 0 % [2e= N E [T W (r — 2,b) - dF(2) - dr =

C
u o) r b
=W(u,b)— 2. A% / e~ O+ Z/ W(b— z,b) - dF(z) - dr—
b 0
b—u
,\_-CHS e—(/\+6) =

(3.18)

Al sustituir (3.18) en (3.17),

oW (u,b) Ats 3
au ) [W(u’ b)

U N r b
—2 . ) / e—(>‘+5)2/ W(b— z,b) - dF(2) - dr—
b 0

—3%5 .e—(A+8) b%] - b% < fo W(u— 2,b) - dF(2)—
—(A+9) b—u
e Wb / W(b— 2,b) - dF(z) + "9 2
0

ol >

+
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que de forma equivalente

OW(u,b)  A+6
ou

u o0 T b
_A. [Mﬁ L) ¢ / e~ (8 2. / W(b— 2,b) - dF(z) - dr—
0

W(u,b)—%-/:W(u—z,b)-dF(z)—

C (o4 b
_g)\+5l b
—e ¢ (. / W(b— z,b) - dF(z)]—
0]

b—u
e B L 0wy

b—u
(3.19)

En (3.19) podemos observar que el tercer sumando se anula, ya que re-

solviendo la integral respecto a r que encontramos en el primer sumando:

°° b
/e—(x+5) L : _Ci_ - e (+9) 2
b

pudiendo escribir el corchete que aparece en (3.19) como,

u b b
Atd e DR 75 - e~ (A+8) ;] . /0 W(b— z,b) - dF(z)—

C
(A£9) b
—e ¢ ("—”>/ W(b—2,b)-dF(z) =0
0

Por tanto la expresién (3.19) toma la forma

OW(u,b) A+4
ou T oo¢

W(u,b) — % : /Ou Wu— z,b) - dF(z)

expresién coincidente con la (3.5), obtenida mediante el uso del argumento

diferencial.

3.3.2 Condicién de contorno

Para la solucién de la ecuacién (3.5) necesitamos una condicién de contorno
que hallamos para w = b. Si u = b, la variable t* definida anteriormente como
el punto de corte entre el proceso de reservas y la barrera suponiendo que no
ocurre siniestro, toma valor cero, por lo que en la expresién (3.6) desaparece la

primera integral, quedando,

W(b,b) = [CA-e Xt [c- [ied T drt

(3.20)
+JEW (b= 2b)- et dF (2)] - dt



54 3. Politica de dindendos en caso continuo: Barrera constante

Si resolvemos la integral que corresponde al primer sumando de la expresién

(3.20)

oA e e et = A e [ (1) =
= Aol [ (OO At gy = (3.21)

[

X3
Al resolver el segundo sumando de (3.20)
JA e PW (b—z,b) -0t dF (2) - dt =
=X [TW (b= 2b)-dF (2) - [0e M40t gt = (3.22)
=325 JyW (b~ 20b) dF (z)
Al sustituir (3.21) y (3.22) en (3.20)

c A b
W(b,b):m+m-/0 W (b—z,b)-dF (2) (3.23)

Para resolver la ecuacién integro-diferencial (3.5) con la condicién de con-
torno (3.23) y hallar la expresién concreta en el caso de que la cuantfa de los
siniestros se distribuya segtin una exponencial, seguimos los pasos desarrollados

por Biilhmann (1970).

3.3.3 Solucién de W(u,b)

Consideramos que W (u, b) tiene como variable de decisién el valor inicial de las
reservas u, y consideramos el nivel de la barrera b(t) = b como un pardmetro,

lo que nos permitird referirnos a Wu, b) como Wy(u), es decir

Wy(u) = C(b) - h(uw) (3.24)
de donde al derivar se obtiene,

Wi(u) = C(d) - h'(x) (3.25)

Al sustituir (3.25) en (3.5)

A0 22 / = 2) - dF(2) (3.26)

hl
(u) = — c /,
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y sustituyendo (3.25) en (3.23), se obtiene

C(b) - h(b) = )- (b~ z) - dF (2) (3.27)

o\w-

Al despejar C(b) de (3.27)

c 1
=cwe - we %)

C(b) = -
(A+35) - h(b) —/\-/h(b—z)-dF(z)
0

Por tanto sustituyendo (3.28) en (3.24)

Wi(u) = C(b) - h(u) = %((UT)) (3.29)

3.3.4 Caso exponencial

En el caso de que la funcién distribucién de la cuantfa de los siniestros siga una
exponencial normalizada tenemos F (z) = 1 —e™*. Sustituyendo la exponencial
en la ecuacién (3.26), en la que sustituimos u por z, sabiendo que dF(z) = e~*

Y

llegamos a:
c-h'(m):(A+6)-h(z)——)\-/ozh(x—z)-e“z-dz (3.30)
Al derivar (3.30)
¢ W'(z) = (A +6) - K(z) — \- % /Oz Wz —2) e - dz (3.31)

Se soluciona la parcial del dltimo sumando de (3.31),

i/ h(m—z)-e"z-dzzh(x—x)-e_u—/ h’(rl;—z)~e_z‘dz (3.32)
oz Jo 0

y resolviendo por partes la integral que aparece en la expresién (3.32)

z,, _ dv=Hh(z—2) v=h(z—=2
foh(x—z)'ez-dz:{ ( ) ( )dz}:

—=e % du = —e~%-
u=e u e (3.33)
=le7* h(z —2)|g + [y bz —2)-e"*-dz=e"" - h(z —z)-

—e 0 h(z—0)+ [y h(z — z) - e *dz
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Al sustituir (3.33) en (3.32)

2 f (@ —2)-e7* - dz=h(0) - €™ —e7® - h(0)+
+h(z) + f§ Mz —2) - e7? - dz = (3.34)
= h{z) + foz hz ~2)-e%-dz

y sustituyendo (3.34) en (3.31) llegamos a :
e-h'(z)=(A+8) -K(z)— A -h(z)+ X / hz—2z2)-e7%-dz (3.35)
0

En la ecuacién (3.30) podemos despejar - fom h(z —z)-€~%-dz, y al sustituir
en (3.35)
c-h'(z)—(A+8~c)-h(z)—6-h(z)=0 (3.36)

ecuacién diferencial de segundo orden que se soluciona hallando su ecuacién

caracteristica, que es de la forma,
cr?—(A4+8—c)-r—-86=0 (3.37)

cuyas raices son r1 y ro

A+6-0)+/(A+5-0 +4-¢c-5

™ =

2-c
(A+6-c) = /A 43— +d-c
T =
2.¢c
Por tanto :
hz)=Cp-e"®+Cq-e™" (3.38)
siendo su derivada
WE)y=Cy-r-€"*+Co-ry €27 (3.39)

Al sustituir (3.38) y (3.39) en (3.30) se obtiene

[Cl.Tl].erlz+[c2.r2].erlx:erlz.[Cl.g)‘__gél_%._g]_]+
o T A4 A C.
+em2 [ClSTZ_El_-}—%‘;]—*_

Az, | O 4 Cp
+c € [1+r1 +1+T2
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e igualando coeficientes
ﬁ _ 14+7r
Co 1+ T
A partir de (3.29), (3.38) y (3.39)

Cr e+ Cy-em®

Wub: =
(,) Cl-rl-e’“lb+02-r2~e’2b
Ol . eriu T2 u
_ C, ¢ +e —
=5 =
6;.7-1.6""117_}.7'2.6"'217
- _.L _ltm
=T (=

U i T2 u
T, € +e
_j:_l .er1 b .pra b
Tir, T1°€ +7r0-€

Es decir la esperanza del valor actual de los dividendos repartidos bajo la
hipétesis de que la cuantia de los siniestros sea una distribucién exponencial
unitaria es, ‘

1+T1 er1u+er2u

Wl b) = ——LET2 (3.40)
._.1_+_E.7-1.er1b_+_r2,ergb
1 +T2

donde r; y 75 son las raices de

cr?—A+d—¢c)r—=35=0

3.4 Cuantificacién de los dividendos repartidos:
Esperanza del valor actual de los dividendos
cuando el proceso acaba con la ruina condi-
cionados a que sean positivos: W, (u,b)

En este apartado se presenta una nueva medida para valorar la politica de

dividendos. Recogemos primero unas probabilidades definidas en el modelo
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cldsico de la teoria del riesgo, para aplicarlas luego al condicionamiento de la

medida ya presentada, W (u,b).

3.4.1 Probabilidades que condicionan

En este apartado utilizamos las probabilidades planteadas para el modelo clésico
de la teoria del riesgo (Gerber et al. (1987), Dickson (1989, 1992, 1993), Dufresne
and Gerber (1988), Bowers et al. (1987)). En la literatura citada se plantea
el proceso cldsico de Poisson Compuesto, donde las reservas parten de un nivel
inicial R (0) = u y crecen a una intensidad de prima constante ¢. Se fija un valor

de las reservas = mayor que el nivel u, y se definen las siguientes probabilidades:

o {(u,z). Es la probabilidad de que la ruina ocurra para R(0) =u , y que

las reservas no hayan alcanzado previamente el nivel x.

¢ X (u,z) . Es la probabilidad de que el proceso de las reservas R (t) alcance

el nivel z antes de que se produzca la ruina.

Ese nivel planteado = no actia como barrera reflectante en los trabajos
citados, pero podemos replantear el sentido de esas probabilidades de la siguiente

forma:

Definicién 8 £ (u,b). Dado que tmplica la ocurrencia de ruina antes de que el
proceso haya alcanzado el mwel de la barrera b, serd la probabilidad de que no
se produzca reparto de dwndendos, es decir la probabilidad de que W (u,b) sea

wgual a cero.

Definicién 9 x (u,b) . Como x (u,b) windica la probabilidad de que se alcance
la barrera antes de que se produzca la ruina, podemos winterpretarla como la pro-
babiidad de que exista reparto de dividendos, es decir, que W (u, b) sea positwvo.

Es la probabilidad complementaria de € (u,b).

Son probabilidades complementarias, por lo que:

é(u7b)+X(uab):1



3.4. Cuantificacion condicionada de los dwndendos repartidos 59

Entre estas nuevas probabilidades podemos remarcar una serie de relaciones.

Tendremos que para u < b,
F(u,b) :é(u’b) +X(’U.,b) F(b7b)

siendo F'(u,b) la probabilidad de que la ruina ocurra para R(0) = u y las
reservas en el momento inmediatamente anterior a la ruina no alcancen el nivel
b. Esa probabilidad se divide en dos sumandos. El primero indica la probabilidad
de que se produzca la ruina sin que las reservas hayan alcanzado previamente el
nivel b, y el segundo indica la probabilidad de que se alcance el nivel b antes de
la ruina, multiplicado por la probabilidad de que la ruina ocurra para R(0) = b
y las reservas en el momento inmediatamente anterior a la ruina no alcancen b.

Despejando:
_ F(u,b) — F(b,b)
£ (u,b) = TI_FBb)
Teorema 4 Sic¢> X E|z], entonces (Dickson and Grey (1984)),

¥ (u) = (b)

HD =T

Demostracién. Sabiendo que,
P (u) =€ (u,b) + x (u, b) - ¥ (b)

despegando £ (u,b),
€ (u,b) =¥ (u) — x (u, ) - ¥ (b) (3.41)
Yy considerando que,

¢ (u) = x (u,b) - H(b)

Al despeyar x (u, b)

Cpw)  1—9(u)
X (u,b) = T " 100 (3.42)
Yy sustituir en (3.41),
£ t) = (w) - -2y )

1-9(b)
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de donde:
P (u) —¥(b)

R 0]

(3.43)
Igualando (3.41) y (3.43) se llega a,

F(u,b) = F(bb) _ v (w) v ()

1-F(bb) — 1—2(b)

Egidio dos Reis (1993) demuestra que para £ (u,b) se mantiene la misma
ecuacién integro-diferencial que para la probabilidad de ruina, es decir, par-
tiendo de la siguiente ecuacién cuya interpretacién es la misma que para prob-
abilidad de ruina:

E(u,by =1 = X-dt)-&(u+c-dt,b)+
utc-dt

+X-dt- [ E(utc-dt—zb)-dF(2)+
0

+A-dt-[1—Plu+c-dt]]+ o (dt)
y realizando las mismas operaciones que realizdbamos en el proceso de resolucién

de W (u, b) usando el método diferencial se llega a:

ey =2 cwh -2 [Tew-sh)aF () -3 - P

3.4.2 Cdlculo de W, (u,b)

Condicionamos el cédlculo de W (u,b) a que se repartan dividendos, es decir a
que el proceso alcance el nivel de la barrera antes de que se produzca la ruina.
Por tanto, si tenemos en cuenta que W (u, b) es la esperanza del valor actual de
los dividendos repartidos bajo la hipétesis de una barrera constante, podemos
hallar esa esperanza condicionada a que se produzca reparto, magnitud que

representaremos como Wy, (u, b), y que hallaremos a partir de:
W (u,b) = Wy (u,b) - P[W (u,b) > 0] (3.44)

y por la definicién 9,
x (u,b) = P[W (u,b) > (] (3.45)



3.4. Cuantificacién condicionada de los dividendos repartidos 61

Al despejar W, (u,b) de (3.44) , teniendo en cuenta la definicién de x (u, b)
en (3.42),

Wy (u,b) = v:((uu,,bb)) - [1 ¢(Wu§uf)¢ (b)] -
T1-y)
e (b) (3.46)
B [lﬂ]
1—9(b)

3.4.3 Tiempo promedio de espera para el reparto de divi-

dendos si son positivos

A partir de la definicién de W, (u,b), interpretada como la esperanza del valor
actual de los dividendos repartidos condicionados a que sean positivos, plantea-
mos el célculo de una nueva variable, que denominamos 7 (u, b) y que definimos
como el tiempo promedio que deber4 esperar el accionista para empezar a cobrar
dividiendos.

Las trayectorias que recoge Wy, (u,b) son aquéllas que llegan a la barrera y
que por tanto producen reparto de dividendos. En el momento de alcanzar la
barrera la esperanza del valor actual de los dividendos es W (b,b) . Por tanto la
actualizacién de W (b, b) para un periodo [0, T (u, b)] coincidird con Wy, (u,b).

Es decir para 7 (u,b) >0
Wy (u,b) = e~57 () . W (b, b) (3.47)

Al despejar 7 (u,b) de (3.47) :

!
5

W (b, b)

7 (u,b) = n W (w,0)

(I W (b, b) — In Wy (u,b)] = % ) (3.48)

Podemos observar en (3.47) que cuando el factor de actualizacién, 4, es
estrictamente positivo, W (b, b) es mayor que W, (u, b) . Mientras que para é =0,
Wy (u,b) coincide con W (b, b).

Sabemos ademds, que a mayor es el factor de actualizacién menor es la
esperanza del valor actual de los dividendos, por tanto W, (u,b) es menor que

Wy (u,b) calculado para & = 0, al cual nos referiremos como W;{S:o (u,b). La
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situacién equivalente se produce para W (b,b), siendo W%=0 (b, b) mayor que

W (b,b) calculado para § > 0. Es decir

W (bb) >  Wy(u,b)
A A (3.49)
Wo=0(b,b) = WE=%(u,b)

La relacién entre W8=0 (b,b) y W (b, b) , al ser W3=0 (b, b) la suma aritmética
de los dividendos actualizados en W (b, b) , viene dada por un diferimiento medio,

(Rodriguez (1984)), al que denominamos 7g, que cumple,
(W (b: b) aO) ~ (W6:0 (bv b) 77-0)

por tanto

W (b,b) = e~ 70 . W3=0 (b, b) (3.50)

De forma andloga desarrollamos la relacién entre W;z:O (u,b) y Wy (u,b), al
ser W;z—_-o (u,b) la suma aritmética de los dividendos actualizados en W, (u,b),

se define un diferimiento medio al que representamos como 7, que cumple
(W (,b),0) ~ (W30 (u,b),7y)
que por equivalencia financiera
Wy (u,b) = e7® ™ - W=0 (u, b) (3.51)

Al despejar W;z'_‘o (u,b) de (3.51) , y W®=0 (b, b) de (3.50) , teniendo en cuenta

que segtin (3.49) coinciden, podemos escribir
W (b,b) - €® 7o = 8 Tx - Wy, (u,b) (3.52)
o de forma equivalente
Wy, (u,b) = =8 Tx=70) .\ (b, b) (3.53)
Al comparar (3.53) con (3.47) se observa que

T(u,by =74 — 7o
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lo que nos permite definir el tiempo promedio de espera como la diferencia entre

los diferimientos medios 7, y 7o.
Se observa que cuando la tasa de actualizacién financiera tiende a cero

(6 — 0), 74 tiende a 7g, con lo cual 7 (u,b) tiende a cero.

3.4.4 Caso exponencial

Vamos a desarrollar las expresiones de & (u, b) , x (u,b) , Wy, (u, b) y 7 (u, b) cuando
la cuantia de los siniestros se distribuye segin una exponencial unitaria

Sabemos que la expresién de la probabilidad de ruina bajo esta hipétesis

toma la forma (Panjer and Willmot (1992)),

Yuw)=——-e 1+p (3.54)

Aplicando (3.54) a la expresién (3.43) donde se define £ (u, b) se obtiene

Ti'_.e_Tﬁ"——l-_lk—p-e—Thb
£(u,b) = £ 1 Ti‘)“ b -
— m - e P
(3.55)
[t e
- 1-— -Hl,—p e Tir ?
siendo su complementaria x (u, b)
1 -5 u
1_¢(u) 1_.1_+_pe 1+p
b) = _ . 3.56
x (u,b) —O0)  1-L 5 (356)

Al sustituir (3.54) y (3.40) en la expresién (3.46) que definfa el valor de
WX ('U., b)

Ll oryug pron
¢ te

) T
u = 5

X ’ 1— 1] e~ THr uw
1——— e_ﬂ%’ e

1+p

(3.57)

La ecuacién del tiempo promedio de espera 7 (u,b) en el caso exponencial,
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sustituyendo las expresiones halladas para W (u,b) y W, (u,b) en (3.48), es,

_1 W) _ 1 g Wb 1 Whb)x(ub) _
T(u,b)=%-In Witehy =510 =3-In

147y b rob 1 -1
—arta 1 2 — — . I+

[ e e }[1 e T :I
1

» —%Tlerlb—i—’r‘ge”b 1- %p 'e_'l—i-ﬂ'b B
=1 T o = (359)
—-}—i—:;’l‘lerlb +’I"2€T26
__merlb_l_ergb 1——1—'"8_1—%75'“
= % l:ln .g.:j riu + Hl‘p ——L—Ab}
_1+T'2€] +ent l_me e

3.5 Cuantificacién de los dividendos repartidos:
Esperanza del valor actual de los dividen-

dos cuando el proceso no acaba con la ruina:
V(d)

El cdlculo de V (d) determina la esperanza del valor actual de los dividendos
repartidos suponiendo que el proceso no acaba con la ruina. La idea de aceptar
la existencia de niveles de reservas negativos, permitiéndose la recuperacién del
proceso, asume la hipétesis de que la entidad aseguradora se endeuda por la
cuantfa de ruina a un tipo de interés cero, devolviéndose ese préstamo a una
tasa constante equivalente a la intensidad de prima (Dickson and Egidio dos
Reis (1997)). Otra interpretacién serfa considerar el tiempo durante el que las
reservas son negativas como un periodo de inversién, ya que se da por hecho que
el proceso se recuperara.

En este apartado se plantea el cdlculo de V (d), funcién que depende de
d > 0, siendo d la distancia entre la barrera y el nivel inicial de las reservas, d =
b—u. A diferencia de V (d) , 1as magnitudes definidas previamente como medidas
de cdlculo del reparto de dividendos, W (u,b) y W, (u,b), dependifan de forma

independiente de u y de b. La diferencia se encuentra en la propia definicién
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de V (d), ya que es una medida que acumula dividendos independientemente de
que se haya producido la ruina o no, lo que explica que sélo tengamos en cuenta
la distancia existente entre la barrera y las reservas.

De forma equivalente al cdlculo de W{u, b), podemos plantear para su reso-
lucién el argumento diferencial y el argumento de renovacién.

El argumento diferencial, basado en la ocurrencia o no de un siniestro en un

dt parte de :

V()= (1—A-de)-(1—3-dt)-V(d—c- dt)+)\-dt-/oo V(d—c-dt+72)dF ()
‘ (3.59)
donde el primer sumando representa el caso en que no ocurre siniestro en un
intervalo dt , lo que sucede con probabilidad (1 — A - dt). En este caso la dife-
rencia entre la barrera y el nivel inicial de las reservas se ve disminuida por los
ingresos en primas producidos en ese intervalo dt. Por tanto, en ese momento,
los dividendos futuros repartidos vienen expresados por V (d — ¢ - dt) que actua-
lizaremos con el factor (1 — & - dt) que es la aproximacién lineal de e~ 4.

El segundo sumando representa el caso en que ocurra siniestro, con proba-
bilidad X - dt. En este caso la diferencia d se ve incrementada por la cuantia del
siniestro acaecido. Remarcar que aquf no se limita la cuantia de la ocurrencia
del siniestro tal y como se hacia en el célculo de W (u,b), ya que aunque se
produzca la ruina no finaliza el proceso.

Por definicién de derivada:

V(d) -V (d-c-dt)

P
S i (360
y al sustituir (3.60) en (3.59) se obtiene,
Vdy=1-X-dt)(1—-6-dt)- [V(d)—-V'(d)-c-dt
@=0-Xa)(1=5-d) W@ -V @ -cdt oo

+A-dt- [TV (d—c-dt+z)-dF (z)
Al restar V (d) en los dos miembros de (3.61)

0=[1-(\+68) dt+6-X-dt?]-[V(d)-V'(d)-c-dt] +
+X-dt- [V (d—c-dt+2)-dF (z) =V (d)
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de donde, operando

0=V (d)—(A+08)-dt-V(d)+6-)-dt? -V (d)—
V' (d)-c-dt+(A+06)-dt?- V' (d)-c—
—§-A-dt> V' (d)-c+A-dt- [[TV(d—c-dt+2) dF (z) - V(d)
(3.62)
Al dividir (3.62) entre dt, y hacer dt — 0, llegamos a la ecuacién integro-

diferencial que usaremos para determinar el valor de V (d) :

V’(d)+ﬁ—‘5 V(d)—é-/ooV(d-i—z)-dF(z):O (3.63)
0

[

3.5.1 Planteamiento alternativo

De forma andloga al desarrollo usado en el cdlculo de W (u,b) por el método

alternativo, planteamos V (d) como

V(d) = [V(b R(t))-e7 %t + /D e % ds]

expresién que toma la forma,

t* =5}
Vd= / )\e"\t/ V(d—ct+2)-e %t - dF(z)- dt+

+/ A e—“/ V(2)-e %t dF(z) - dt+ (3.64)
tt

+//\et- / e~ST . dr.dt
g -

Donde t* es el punto de corte entre el proceso de las reservas y la barrera
suponiendo que no se produzca siniestro antes de la interseccién, por tanto

=2 (3.65)

El primer sumando de (3.64) indica el caso en que el primer siniestro ocurre
antes del punto de corte t*. En este caso, la cuantfa del siniestro no queda
limitada a d — ¢ - ¢, sino que se permite que sea mayor y se produzca la ruina,
va que eso no representa el fin del proceso.

El segundo y tercer sumando de (3.64) indican el caso en que el primer

siniestro ocurra una vez alcanzada la barrera en el punto de corte t*, es decir
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parat > t* : El segundo sumando actualiza los futuros dividendos en el momento
de ocurrencia del siniestro que vendrdan dados por V(z) -e~%% y el tercer sumando
actualiza los dividendos que se reparten entre el momento de corte, t*, y el de

ocurrencia del siniestro, t.

Gréficamente:
RCL) R(t)
b b T
d-ct z:
d=b-u |
I
/| u

£

[ ]
| 1
I |
| v
! i
|

; !
| 1
} [l

) ‘/t v 2

]

Primer Sumando Segundo y tercer sumando

Aplicamos el cambio de variable d — ¢ -t = r sobre el primer sumando de la
expresién (3.64), que es
t* o0
/A.e—“./V(d—ct+z)-e—“-dF(z)-dt (3.66)
0 0

Los nuevos extremos de la integral son:

t=0—-r=d

t=——7r=0
C

lo que permite escribir (3.66) como,

d 00
d r .
% Lm0 ¢ / O+ L / V(r+2) - dF(z) - dr (3.67)
0 0

Se deriva (3.67) respecto a d, obteniéndose
d rd (A6 oo
2204 -0wn d [T / V(r +2)- dF(z) - drt
0

g
d  (A+6)
+e_(’\+6) :_' . -8_8(-1/ e c
0

/ (3.68)
’-/0 V(r +2)-dF(z) - dr]
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Se resuelve la parcial respecto a d que aparece en el tltimo sumando de

(3.68)

d oo
A+6 P\+6!
a% / / V(r+2)-dF(z) - d e ¢ / V(d+z)-dF(z) (3.69)
0
Sustituyendo (3.69) en (3.68) se obtiene
d 0 0
%- [jkc_ﬂ?l cem(MO) ¢ /e%Z T/V(r+z) -dF(2) -dr+/V(d+z)-dF(z)}
0 0 0

El segundo sumando de la expresién (3.64) es
oo d o«
e / V(z)-e 3t dF(z) - dt = 5y - OO € / V(z)-dF(z) (3.70)
0

Al derivar (3.70) respecto a d

5%- [A—ié O § / V() dF(z)| = 2. =049 ¢ / V(z) - dF(2)
0 0
Se resuelve la integral del tercer sumando de (3.64)
oo ¢
/,\-e—“-c/ e 0T dr - dt = 355 Lm0 € (3.71)

t* t*

Al derivar (3.71) respecto a d se obtiene

5& A+o

Por tanto la derivada de la expresién (3.64), es

/ L / V(r+z)-dF(z) - dr+

z)- Z)] - 2.~ (AT z e~ (A8 2
+/0 V(d+z) - dF(z)] -5 / V(z)-dF(z) — +(372)

8 [L i) —‘f] ) &

VI(d) =2 [Z2E . =48

ol

>

Si en (3.64) despejamos el primer sumando y lo sustituimos en (3.72) llega-

mos a:

d o d
V' (d) ==Ly (d)+ 2.0 e / V(z) - dF(z) +e M9 ¢
0

c

oo d 00 d
+% . / V(d+z)-dF(z) — _2. Ce~ A8 ¢ / V(2)-dF(z) - e~ (A9 ¢
0
(3.73)
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Podemos observar que el tercer y el sexto sumando de (3.73) se anulan, e
igual ocurre con el segundo y el quinto sumando de (3.73). Por tanto, llegamos

a la ecuacién integro-diferencial coincidente con (3.63):

V() + A9

~V(d)——2—-/V(d+z)-dF(z):0 ,d>0
0

3.5.2 Caso exponencial

En el caso concreto de distribucién exponencial F (2) =1—e~ %, z > 0, sabiendo

que dF (z) = e™% , la expresién (3.63) toma la forma concreta

V'(d)+@~V(d)—%'/V(d+z)-e_z-dz=0
0

o de forma equivalente:
¢ V/(d) + (A +6) - V(d) —A-/V(d+z)-e—z dz=0  (3.74)
0

Al derivar (3.74) respecto a d,

eED)

V"(d) -V'(d) - % . /V’(d+ z)-e*-dz2=0 (3.75)
0

resolviendo por partes la integral que aparece en el dltimo sumando de (3.75):

/OOV’(d+z)-e—z.dZ={ w=Vide s Zv=vides) }z
0

u=€e?=>du=—e"*-dz

= vy - :o V(d+2) e - dz = (3.76)

= —V(d) + / V(d+ ) e*dz
0
Al sustituir (3.76) en (3.75) se obtiene

c~V”(d)+()\+6)-V’(d)+)\‘V(d)—)\-/V(d+z)-e‘z=0 (3.77)
0

Al restar (3.77) de (3.74) llegamos a la ecuacién diferencial ordinaria a re-

solver:

c V' d) +(A+5—c)-V'(d)-8-V(d)=0 (3.78)
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3.5.3 Condiciones de contorno

Para resolver (3.78) utilizamos las siguientes condiciones de contorno:

¢ La primera condicién de contorno que usamos en la resolucién de V (d) es

el valor para d =0 de V' (d).

Para hallar el valor de V' (0) simplemente tenemos que hacer d =0 en la
expresion (3.72), obtenida gracias a la utilizacién del método alternativo,

que es la que nos determina V' (d) . De esa forma obtenemos
r T 2T
Vi) =2 / V() dF(z) - 2 / V()-dF(z)—1=-1  (3.79)
0 0

Es decir, V'’ (0) = —1. La interpretacién de esta condicién de contorno
es que cuando d incrementa en una unidad (es decir cuando la distancia
entre b y u incrementa), se produce una disminucién en el valor actual
de los dividendos en una unidad, ya que la unidad que, en el caso de no

partir de d = 0 , irfa a dividendos, no se destina a ellos.

e Es evidente que si la diferencia entre la barrera y los dividendos, d, tiende

a infinito, no se produce reparto de dividendos, por tanto,

limV (d)=0 (3.80)

3.5.4 Solucién V (d)

Para resolver la ecuacién (3.78) hallamos su ecuacién caracterfstica que es,
c-r?4+(A+6-¢c)-r—6=0

cuyas raices son 71 y ro.

Podemos observar que la ecuacién caracteristica para el cdlculo de V (d) es
similar a la obtenida para el cdlculo de W (u, b). La unica diferencia es el signo
del coeficiente de r. Esta diferencia provoca que los valores hallados para las
rafces en la obtencién de V (d) y W(u, b) aparezcan intercambiados y con signo

cambiado.
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Sabemos que la solucién de V(d) es de la forma,
V(d)=Cp-end4+Cy-emd (3.81)

Sobre las raices 7 y 3 se puede asegurar que una sera positiva y la otra ne-
gativa: Sabemos que el producto de las raices de una ecuacién de segundo grado
es el cociente de los coeficientes entre el término independiente y el coeficiente

de la variable al cuadrado. En este caso tenemos

]

r 9= ——
c
expresién negativa que nos permite asegurar quer; >0y ro <0.
Aplicamos las condiciones de contorno definidas en (3.79) y (3.80) para hallar
la solucién de V (d).
Al derivar (3.81) llegamos a:
V'(d)=Cp-ry-en 44 Cyrg-emd
que para d =0
v/ (0) =C1-r1+C 7o (382)
Aplicando (3.79) a (3.82),
C'1~r1+C2~r2:—1
de donde
Cr=———-——0 (3.83)
Al aplicar (3.80) a (3.81) :
Jim V (d) = lim (Cr-emd+Cp-em?) =0

¥ teniendo en cuenta que 7o < 0, para que se cumpla esta iltima expresién
y recordando que r; > 0, tiene que cumplirse que C; = 0. Si aplicamos esta

conclusién en (3.83), llegamos a

6ol
T2
Por tanto, sustituyendo el valor de Cy y Cz en (3.81) :
V(d) = _ L era (3.84)

T2
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3.6 Estudio de la sensibilidad de las medidas de
dividendos respecto a las variables de con-

trol

Realizamos a continuacién un andlisis de como se ven afectadas las medidas
presentadas para la cuantificacién de los dividendos cuando se producen varia-
ciones en el nive] inicial de las reservas, u, y en el nivel de la barrera constante
b(t) = b, para un factor de actualizacién estrictamente positivo, es decir para
6>0.

Desarrollamos el estudio para el caso de distribucién de la cuantfa de los

siniestros exponencial unitaria.

3.6.1 Sensibilidad de W(u, b)
3.6.1.1 Andlisis de las raices r{ y o

Para la cuantia del siniestro exponencial unitaria hemos obtenido en el apartado

anterior la expresién (3.40) para W (u, b)

1+r1

1479
W (u,b) =
(u,) _1—+I‘i.r1.erlb+r"2.er2b
147y

'eTl’U/_!_eT'Q'U/

donde r; y ro son las rafces de la ecuacién (3.37):
cr?P—(A+8-¢)-r—56=0

Como primer paso para la demostracién analftica de la sensibilidad de W (u, b)
respecto a u y b, realizamos un andlisis de r; y r9. Sablendo que ¢ = A- (1 + p),

podemos escribir {3.37) como:
A-(1+p)r2=(F=Xp) r—6=0 (3.85)

Teorema 5 La ecuacion A (1+p)-12—~(6—-Ap)-7r—8=0con X, p, § >0



3.6. FEstudiwo de sensibilidad 73

tiene dos raices no nulas y de distinto signo, r1 > 0 y ro < 0, cumphiéndose,

(
O<ri <1

S1 (6—XAp)<0=>({ —1<ry<0
[ 2l > |m]

4

0<7'1

St (0—Ap)>0=¢ —1<ry<0
[ 2l <mi]
O0<ri <1
S1(0—-Xdp)=0=1¢ —1<ry<0

Ir2| = |r]

Demostracién. El resultado del estudio de la funcién (3.85), nos permite
conocer los signos de r; y 5. Podemos observar que es una ecuacién de segundo
grado céncava ya que A- (1 + p) > 0, asegurando la existencia de dos raices si
el minimo se encuentra para un valor de ordenadas negativo.

Si buscamos el minimo de (3.85), hallando su punto critico,

ffiry=2-A (1+p)-r—(6—)\'p):0=>rmm=5%
expresion positiva o negativa en funcién de si (§ — A\p) es mayor o menor que
cero.

Si buscamos f (Tmun) :

2
(6=X p) (6=Xp) =
f(rmn) =A-(1+p)- (mufm) — =) Xy 0=
(=2 p)?
- _é-r-(ﬁ% -6<0
expresién que independientemente del signo de (6 — A p) es menor que cero.

Por tanto, se asegura la existencia de dos rafces 71 y 72 :

G=2 P+ E=r-p2+4-2-(1+p)-8 .
no= 22 (L+p) >

(=2 p)=\JE=ApP+4-A-(14p) 0
2-2-(1+p) <

Ty =
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Podemos observar que existe una raiz positiva y una negativa, independien-

temente del signo de (6§ — A- p), ya que:

e Si (6~ X-p) >0, entonces r; > 0. Si recordamos que el producto de las
raices de una ecuacién de segundo grado, a-r%2 +b-r+c = 0, es el cociente

) c
de coeficientes —, sabemos que
a

-4
Ty To = :\—(i—:p_) <0 (386)

expresion negativa, por lo que ro < 0.

e Si (6~ X-p) < 0 podemos asegurar que 75 < 0, y teniendo en cuenta

(3.86) se cumple que r; > 0.
e Si (6~ X p) =0 es inmediato comprobar que r1 > 0y que ry < 0.

Ademsds f (0) = —0, siendo el punto de corte con el eje OY el punto (0, ~6)

Podemos hallar también cotas méximas y minimas para los valores de las
raices en funcién del signo de (6§ — Ap).

St § — Ap < 0 sabemos que el minimo se encuentra en el tercer cuadrante en

(6—X-p) (6—A-p)? .
- - d
<2"\'(1+p)’ 4)\(1+p) o , Ssléen or1>0yT2<0

Como f (1) es cero y la funcién es creciente , si f(1) > 0 entonces 0 < r; < 1,
FO=X-AQ+p)=F=-Ap)=0=A-0~-X-p>0=0<r <1
Usamos el mismo argumento para saber si rg es mayor o menor que —1 :
FCED)=X2Q+p)+(0-X-p)=0=21>0

como f (re) = 0 podemos asegurar que —1 < 79 < 0.

Graficamente:
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Conociendo la simetria de las ecuaciones de segundo grado, entonces |rz| > |ry|

St §— A p > 0, sabemos que el minimo se encuentra en el cuarto cuadrante

en el punto

((6—A~p) _(6-x-p)
2-A-(14+p) 4-2-(1+p)

—6) ,siendor; >0y r2 <0
Al hallar f (1) tenemos
Q) =XA-A+p)-0-2p)=0=2-00-A-p)=2-(1+p)~¢

expresién que no podemos afirmar si es positiva o negativa, lo que nos impide
determinar el valor de r; respecto a 1.
Como f(—1) = A, entonces —1 <73 < 0.

Graficamente:

f(r)

Y por simetrfa de la pardbola podemos asegurar que |ra| < |rq]
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Si analizamos el caso en que § — Ap = 0, la ecuacién (3.85) se puede escribir

como,

A(l+p)r?-=56=0

siendo el valor de las raices 71 y ro,

N - |
AT, " 14+p

por tanto [ra| = |r|,y -1 <r2 < 0,1>r; >0, siendo la grafica una pardbola

simétrica respecto al eje de ordenadas,

\

f(r)
'

/

———— =

=1 r=

3.6.1.2 Sensibilidad de W (u,b) respecto al nivel de la barrera

A partir de la expresién (3.40), Biilhmann (1970) plantea el célculo del valor de
la barrera que, considerando los demas parametros prefijados, optimiza el valor
de W (u,b).

Para maximizar el cociente (3.40), se halla el valor de & que minimiza el
denominador.

Recordemos que esta optimizacién estd condicionada a que 0 < u < b. Por
tanto, el punto resultante de minimizar el denominador de (3.40), al que se
denomina b*, y que se obtiene sin tener en cuenta el numerador, por tanto como
una optimizacién libre, serd éptimo siempre que b* > u > 0.

Para hallar b* se hace la primera derivada del denominador de (3.40), se
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iguala a cero y se despeja b, obteniéndose

1 .1nﬁ.____1+rl

b=
To —T1 7‘% 1+ 7y

b ER (3.87)

valor que es independiente de u.

Haciendo la segunda derivada del denominador de (3.40) para determinar si

b* es maximo o minimo,

1+7‘1 3

_ °7‘1'€T1b+7‘g'6r2b
1479

expresién que sabiendo que —1 < 72 < 0 y que 0 < r; podemos asegurar es
negativa. Con lo cual el punto b* es un punto minimo del denominador de
(3.40), y por tanto un punto méximo de W (u,b) siempre que 0 < u < b*
Observamos que b* existe para %’;- . -H—:; > 0, condicién que conociendo el
comportamiento de las raices 7; y ro se cumple siempre. Ademas b* es positivo

2

i1
cuand00<;é---1—1%;<l.

Recordando el Teorema 5, en que se afirmaba que (6 — Ap) < 0= |ra| > |
y (6—Xp) > 0 = |r3| < |r1| podemos representar graficamente el rango de

variacién de b* en funcién del signo de (6 — Ap),

(0=2p)>01 (0—Ap)=0] (6—Xp) <0
b* <0 b <0 b <0

(3.88)

siendo el valor de b* para el caso (§ — A\p) =0,

1
yoo VIte | VITo+VE

25 VI¥h- P

Por tanto el valor de b que maximiza W(u,b) considerando el resto de

pardmetros constantes es

b*sib*>u
bmax: .
usib* <u
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siendo el valor méximo de los dividendos para un valor fijado de u,

Wiu,b*)sib* > u
Winax(u, b) = (3.89)
W(u,u) sib* <u

es decir,
_LEn g grow
W (u,b*) = 1ET2 - sib* >u
( k] ) — 11:2] rient b'—l—’rze"? b Ll
”max(uy b) =
1T gru grpw
— 14719 : *
W (u,u) = —IEr e e si b" <u

Lo que nos permite convertir {(3.88) en una tabla del valor que toma -

Wmax(u, b) en funcién del signo de (§ — Ap),

(6—X2p) >0 (6—Ap)=0 (6—Xp) <0
b* < 0= W(u,u)
b* <0=>W(u,u) | b <0=W(n,u) | 0<b <u= W(yu)

b* > u = W(u,b*)

Como hemos comentado, la interpretacién de * como méximo queda condi-
cionada a que b* > u > 0. Si el valor de b* fuese menor que u entonces el valor
méximo de la barrera que maximiza la esperanza del valor actual de los divi-
dendos es b = u. Por ejemplo para p = 0.5,6 = 0.2, A =1 y © = 0.3 hallariamos
un valor de b* = 0.2445 .

Graficamente:

WW(ub)

.

bt

bm:a"

Por tanto, a medida que incrementa el valor de b hasta b* se produce un in-

cremento de W (u, b) . Este comportamiento podria parecer contrario a la légica
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ya que retrasa el momento en que las reservas alcanzan el nivel de la barrera y
empieza el reparto de dividendos, pero se compensa con un retraso del momento
de ruina que permitird un reparto durante un periodo de tiempo mayor. Una vez
alcanzado el mdximo, empieza el tramo decreciente de W (u,b) . En ese tramo
influye el hecho de que los dividendos repartidos en un tiempo més alejado de
t = 0 tienen una menor repercusién en el valor actual de los dividendos debido

al factor de actualizacién.

Asi, si el objetivo del asegurador es maximizar la esperanza del valor actual
de los dividendos repartidos, existe un valor éptimo para la barrera, es decir,
un valor maximo de las reservas libres a mantener por la entidad aseguradora
que maximiza W (u,b) .

Gréficamente podemos observar el comportamiento de W (u, b) repecto a b

parau=0.1,¢=156=003y A=1:

4469, © ' '
A _
w
) _
0034, I l
20 40
01, b 50

3.6.1.3 Sensibilidad de W (u, b) respecto al nivel inicial de las reservas

Si estudiamos el comportamiento de W (u,b) respecto a u observamos que la
esperanza del valor actual de los dividendos repartidos es creciente respecto a
u. Un incremento de u provoca un retraso en el momento de ruina, ademds
de facilitar que el nivel de las reservas alcance el nivel de la barrera. Para

demostrarlo analfticamente, y recordando que u < b, calculamos la parcial de
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W (u, b) respecto a u, obteniéndose

1+
OW (u,b)  ~iipy Ti€ttArpoet
Bu Lo et gy enet

(3.90)

Los valores hallados de r; y 72 nos permiten asegurar que (3.90) es positivo,
y por tanto que el valor de W (u, b) es creciente respecto a u. Graficamente para

b=2,c=1546=003y =1

d1433, B '

10

Por tanto, el valor de las reservas iniciales, u, que maximiza el valor actual
de los dividendos repartidos para un valor de la barrera b predeterminado es

Umax = O.

3.6.1.4 Andlisis conjunto de W (u,b)

Teniendo en cuenta que b* definida en (3.87) no depende de u, y que W (u, b)
para un determinado valor de la barrera b es monétona creciente respecto a wu,
podemos concluir que si el decisor puede variar libremente las dos variables, u

y b, las combinaciones éptimas de u y b consisten en la igualdad de ambas, es

decir
u=b=k
siendo
_Hﬂ,enk+er2k
r
W (k) = T, 2 (3.91)

crycett kg erzk
1—+—7‘2



3.6. Estudio de sensibiidad 81

Analizamos a continuacién el comportamiento de W (k).

Es fdcil comprobar que W (k) definida en (3.91) no tiene 6ptimos, pero
podemos demostrar que es creciente, tiene un punto de inflexién y tiene una

asintota horizontal para k — co.

Teorema 6 W (k) para 0 < k < 0o es mondtona creciente y tiene una asintota

1
horizontal de valor — .
1

Demostracién. Hallamos el valor de W (k) para k = 0. A partir de (3.91),

_1+T1
1+1mo T2 —T1
©0) 1+7m 7‘2'(1+7'2)—T'1(1+7‘1)>
- T ET2
1+ 7y

Para analizar su crecimiento, hacemos la primera derivada

4m | g(mtre) k| T — T 2
W' (k) = 222 ( ) 5 >0
(_L’tﬂl.rl.erlk+r2.e"'2k)

1472

siendo, por tanto, W (k) monétona creciente respecto a k.
Para demostrar la existencia de una asintota horizontal resolvemos el limite

de k — oo de la funcién W (k),

_ hi::zj el kyera K

Jim W (k) = lim

- k—»oo—}%: rye’l Fgrg en2 k B
L _.i%i. em1 k I er2 K —
- kll»nolo"ﬁp_:; ry e™l kqry em2 k + k’l"nolo— i-}-:z rient Kiry 2 b - (392)
- kli»r{.lorl—rz e("2i"1) k '11'1—-—;‘1)“ + klivIgo"% T Ezrl_rz) k+tra -
1
n

Graficamente podemos representar W (k) para § = 0.03,A =1y p=0.5,

valores para los cuales r; = 0.054
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18519, 20 ! !
15 -
W) 10} =
5 —
1601 g L l
20 40
0.1, k 50

1
siendo el valor de la asintota = 0—551- = 18.5185.
) ;

El anélisis de la funcién W (k) nos permite comprobar la siguiente relacion
blim W (b,b) = klim W (k) =V (0) (3.93)

es decir para u = b, y por tanto para d = 0, al hacer tender b a infinito, W (b, b)
coincide con V (0). La causa es que al hacer b — oo la probabilidad de ruina es
cero, con lo cual la diferencia entre W y V | que es que la ruina acabe con el
proceso o no, desaparece.

Si recordamos la expresién a partir de la que obtenemos V(d),

V(d) = _712 e

1
y hacemos d = 0, se obtiene V (0) = - siendo
2

—A+5—0) A +5-0 +4-cd
2-c

ro = <0

1
El limite de W{b,b) es lim W (b,b) = lim W (k) = —, siendo
b—oo k- 00 T

(A +d—0)+ /(A +5-c) +4-c-6
- 2-¢c

1

Por tanto, sabiendo que o para V(d) es r; para W (u, b) con signo cambiado,

queda demostrado (3.93).
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Teorema 7 W (k) tiene un punto de inflexion para k = u* = —t—In =2 1400
To—T1 T 1472

Demostracién. Podemos escribir (3.91) como

_E_Tl_.erlk_*.erzk
_1+T1,rl,er1k+,r2,er2k hl(k)

1479
siendo su primera derivada,

[ (K)]® = h (k) - b (k)
(h (k)]

W' (k) =

Por derivacién sucesiva se halla W (k)

W gy = IR (R) — R (k) B (k) B (R) +2- R (k) [ (R
(W (k))?

Al igualar W” (k) a cero,
[0 (k)] - B (k) + h (k) - b’ (k) - b (k) — 2- h(k) - [/ (K)* =0 (3.94)
y sustituyendo en (3.94) los valores de las derivadas sucesivas de h (k), que son

hk)=—13 .em ¥ 4 emk

W(K) = —H oy en kg

" — _14r 2 Mk 2 k
W' (k)= -1k -ri- €M * g e

" _ _14r 3.,.mk 3.2k
h (k)__l+r2.7-l.el +rr2.62

llegamos a

2
(ri+2 ) &k 14 3 274 1r3) k 147 3
e 2) . _r:; .7-2.(7'1 .._'r2) +€( 1 2) . _1_1'_;;. .7-1.(7-2__7'1) 0

de donde,

(_m) o
e(rz—n) k_ 1t+r2
T2

(3.95)
Al despejar k de (3.95) se halla el punto de inflexién k = u* de W (k)

. 1 - 1+7n
ut = .

T2 —T1 T2 1472

(3.96)
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De forma andloga a lo que ocurre con el valor de b*, el signo de u* depende

del signo de (§ — Ap) . Por el Teorema 5, podemos asegurar,

(G=Xp)>0 | (5=Xp)=0| (6—Xp) <0

u* < 0 u* <0 uw <0

u* >0

(3.97)

Corolario 1 Se cumple que
S1 (6—Ap) <0=u* < b
St (6—Ap)=0=>u*=b*
St (6—2p) >0=>u* > b*
Demostracién. A partir de las expresiones (3.96) y (3.87), al plantear la

diferencia u* — b* podemos determinar la relacién entre u* y b*,

2
U pF — N =L N - <. T S (S T - - i R
ut = bt = r2~T] In L R | ln;é 14ry
2
-1 =Ty LW 14 | -
= enEn onG omin) - (3.98)
1. T2
T org—r [In ry ]

El signo de (3.98) dependera de si |r;| 2 |ra|. Por el Teorema 35, podemos
afirmar que,
Si (6—=2p) <0=rg| > |r1|=>u—b*<0=u <b*
Si (5—/\p):0:>}r2}:}rli:>u’-—b*:0:>ul:b* (399)
Si(6=2p)>0=re| <iri| = v =0*>0=>u > b

De los andlisis realizados hasta ahora sobre la funcién W (u,b), sus par-
ciales respecto a u y b, y de la funcién W (k) podemos extraer las siguientes
interpretaciones,

Interpretacién 1

Si la dnica variable que puede mover el decisor es el nivel de la barrera b,
siendo el valor inicial de las reservas u un dato del problema, el méximo viene
determinado por la expresién (3.89), que es,

W(u,b*) si b* > u

Winax (1, b) =
Wiu,u) sid* <u
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Interpretaciéon 2

Si se puede determinar el valor de b y de u, por el Teorema 6 , no existe
una combinacién éptima de (u,b) en el sentido que maximice W (u,b). Pero si
existe un valor maximo de W(x,b), para las combinaciones éptimas k = u = b,
que es el valor de su asintota ;1-, valor que no depende ni del nivel inicial de las
reservas, ni del nivel de la barrlera, dependiendo sélo de A, p y 4.

Nos podemos plantear cudl es el valor de k& que nos permite hallar un por-
centaje a del valor mdximo de W(k), es decir de su asintota —1-, valor que

1
denominamos k% .

1
Por tanto W (k*)} = - —, es decir
1

s U LR )
W (k%) = 147 —a-— (3.100)

1 + 7 k T
=l e em ke g, T2 K 1
1+79 e 2
Al despejar k% de (3.100) se obtiene
1+m r k* g K% _ l+m K ry k™
1+T2.r1.e +7ri-e = — 117 rL-e +a-ro-e
1
— +T1-r1~(1—a)
8(7‘2—7‘1) k< — 1 + 7'2
a-To9—T1

de donde

R -1n((1_0‘) -T%HI) (3.101)

r—a-rg 14719
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Numéricamente para diferentes porcentajes o, con § =0.03, A=1y p = 0.5,

a | ke | W)
0.1] 0.262 | 1.839
02| 1.343 | 3.677
0.3 | 2258 | 5.516
04| 3101 | 7.354
0.5 | 3.930 | 9.193
0.6 | 4.799 | 11.032
0.7 | 5.778 | 12.870
0.8 | 7.002 | 14.709
0.9 | 8.882 | 16.547
1 |90.674 | 18.386

Interpretacién 3

A mayor sea el valor de k, mayor es la esperanza del valor actual de los divi-
dendos. Pero econémicamente, mientras mover la barrera no representa ningtin
esfuerzo inicial, incrementar el nivel inicial de las reservas si que representa una

inversién inicial més fuerte.

Hemos determinado el punto de inflexién de la funcién W (k) , siendo v el

valor en el que la funcién cambia el signo de su segunda derivada.

Para valores de k mayores que u' , el esfuerzo que representa un incremento
en el nivel inicial de las reservas conlleva un incremento relativamente menor en
la esperanza del valor actual de los dividendos. Por tanto podemos optar por
elegir k = u*, como el esfuerzo que econémicamente es Gptimo asumir.

Por tanto, una primera combinacién éptima de las variables u y b serfa (ui, u’) .

_1_‘+.__7_‘.1_ PR

W (u,ut) = le“‘z (3.102)
1 +r; Ty €M g - et
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y al sustituir (3.96) en (3.102) se obtiene

14 T172_1_1_11,.—_um D Tk T s i

e T2 THrg 4 2 T2-71 r2 T+rg
W(uzaul) = 2 T .o L .o T o
—1—1'—:1.71.3” T2-71 72 Tz ppye’ 2 T2orr T2 T
2

- s
P E o G A R E TR T T o S SR e
__ 1+r2 79 1+79 Tg 14719 _ (3 103)
= o 5— = .
_dbm L (mm M T g, (2L M Yoo
147y "\ T2 T2 2°\ T3 THro

| 2
_(iL) T2 +("_T;L) 7271
r2 T2

Tl —2
—r 1 - =
_Tl.(TZ.L) T2T1 +,2.(T;L) 271
-

T2
Al dividir (3.103) entre —r{2™" y rg27"

| 1 1
W(u'ut) =3 (T1+T2)
Reagrupamos en el siguiente cuadro los valores de u* y b* en funcién del

signo de (6 — Ap), a partir de (3.88),(3.97) y (3.99),

(0—Ap) >0 (8=2p)=0|(6—2p) <O
b* <0 b* <0 b*=20
< (3.104)
ut <0 ut <0 u' 20
ut > b ut = b* ut < b*

Siut < b*, para u*,b* > 0, sobre la combinacién (u’, u’) podemos incremen-
tar el nivel de la barrera (incremento que no representa un esfuerzo extra en la
inversién inicial) , convirtiéndola en (u‘, b*) . Alcanzamos una combinacién que
podemos considerar éptima para el decisor, siendo

_.1__—]'_2 ceriut g eraeu!

W (u',b%) = L+rs (3.105)
——1_’_7‘1 ‘T] .erl'b* +T2’er2 b*
1470

Al sustituir (3.87) y (3.96) en (3.105), se obtiene,

_Lim m.M)#ﬁ+(—_rl.M)#—2w
W(ul,b*)-—- 1472 72 1410 792 1472

71 T2
147 r? 14 (ERIER, :;.1-#—1‘] T2l
13, M1 ,‘é Try T2 2 T2

(3.106)

— —-_ry—=r2
' Z2rigT2 219-7, =Tl
2 — 22t
()72 1, 270 () 2o ,T22 1
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—7

y sacando factor comun de (—r;) FED y de 7327 en (3.106)

—Tr1—T2

w (ul’b*) = . o
271

(=)= gt frg =

o de forma equivalente

1
ST Reerry
W (w,b7) = 1212 [ (r2) 2]

B T —T2 (_Tl)r

Siu® > b* nos encontramos, segin (3.104) , en la situacién en que u', b* < 0,
por tanto la combinacién éptima en funcién de los valores de u* y b* carece de
sentido. Deberfamos fijarnos entonces en el valor de £ que, fijando el porcentaje
que consideramos aceptable obtener sobre el méximo de la esperanza del valor

actual de los dividendos, « , nos leva a elegir como combinacién 6ptima u =

b=k>
Interpretacién 4

Otro planteamiento para hallar una combinacién econémicamente éptima en

la funcién W (k), es plantear la siguiente igualdad

W (k) = k (3.107)

El valor de k que cumple (3.107), al que denominamos umbral de eficiencia
y representamos como kf, es aquél que iguala la inversién inicial con la espe-
ranza del valor actual de los dividendos actualizados a una tasa 4. Por tanto la
rentabilidad para el gestor de la cartera, a la que representamos como p, coincide

con la tasa 6.

Graficamente,
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(=
“
=)
b

20

Para valores k > k©, ocurre que k > W (k), por tanto, la rentabilidad
conseguida, p, es menor que §. Asi, los valores de k incluidos en el intervalo
(k®,00), son ineficientes desde un punto de vista econémico, ya que la rentabi-
lidad obtenida es inferior a la tasa de mercado 4.

Para k < k®, se cumple que k < W (k) . Es decir, la rentabilidad p es mayor
que la tasa 4. Por tanto, los valores de k pertenecientes al intervalo (0, k%) son
valores econémicamente eficientes.

Se demuestra a continuacion la existencia de un unico umbral de eficiencia,

ke. Si sustituimos (3.91) en (3.107), se obtiene,

_ﬂl.ele+eT2k
1479 —k
1 =
__.]%:;..Tl.e”'lk_‘_rQ.eTZk
de donde,
1+7'1 rk 2 k 1+7‘1 k k
1. rek — _p. 211 e ke
T+ e +e 1+ r1-e + 1o e

y agrupando las funciones exponenciales se obtiene

147 .
(k-.rrl_.]_).1+T;.elk:(7~2.k_.]_),62k
ptrmrk - L4 (kor —1) (3.108)

T 147y (kora—1)
La existencia del valor de k que cumple la igualdad (3.108) no se puede

obtener de forma analitica, pero si podemos asegurar la existencia de ese punto.
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Si consideramos

a(k) = elz=m)k
147 (k-r—1)
1+rs (k-ra—1)

b(k) =
y analizamos las funciones a (k) y b(k) :

¢ Al hacer la primera derivada de a (k) se obtiene,
a' (k) =(rag—m1)- elrz=mk o g

por tanto a (k) es una funcién monétona decreciente. Sabemos ademds
que klim a (k) = 0, y que no existe valor de k que hace a(k) = 0 y que
b OO

a{0) =1

e La primera derivada de b (k) es,

, 1+ry m-(k-re—=1)—=(k-m1—1) m
b(k):1+r ’ 2
2 (k"{'g‘-*l)
=1+7‘1' T2 ~T1 S <0
147y (k-re—1)

por tanto, b (k) es una funcién monétona decreciente, donde

. 14+
kli»ngob (k) 1 + 1o T9
. 147y
siendo b(0) = s > 1, y el valor de k que hace b (k) = 0 es,
2

14+r (k-rp=-1) 1
. —_ (k- — = k==
T T— 0=>Q01+r)(k-r1—1)=0= o

Por tanto, una vez analizadas las funciones a(k) y b(k), dado que ambas son

decrecientes, que b(0) > a(0), y que klim a(k) > klim b(k), podemos asegu-
— 00 — 00

rar la existencia de un tnico valor que cumple W{k) = k, y por tanto queda

demostrado la unicidad de k®.

Gréficamente, para § = 0.03, A =1y p = 0.5, la idea es,
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a(k)
b(k)

10 30
30

En el tramo (0, k%) podemos hallar el valor que consideramos 6ptimo, que

es aquél que maximiza la diferencia entre W (k) y k. Nos referimos a ese punto

como k*, y queda definido como

k* =k e (0,k%) / Maz {W (k) — k} (3.109)

Por tanto, el proceso que debemos seguir para hallar k* es optimizar la

funcién diferencia que definimos como,

d(k) =W (k) -k

es decir
._1_+.£.€7"1 Eperak
_ 147
d(k) = 1+7r
147
Al hacer la primera derivada de d(k) e igualar a cero se obtiene,

).(_lﬂL.r%.erlk_’_T%.eer)
=0

—k (3.110)

r1-enkrg.en2k

b ok r2 k
’ ( 1472 € +e 1472
JOB - - —
—_irm . .er . ez
( 1472 ry-en +r2 ¢ )

de donde

_(_1_“_1.6

r;k_'_ergk)'(_iirl 'T?_er1k+,’_%.er2k)zo
T2

1+7r
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expresion a partir de la cual se hallan los puntos singulares, a los que denomi-

namos k1 y ko,

1+nm Lk 2k 1 1479
L eT rek = = ki = -1

Trr ¢ 7° Yo Tim
1+7r K 2 rak 1 5 147
T+ 7y T]-€ +r5-€ 2 R n rf o

y conociendo los valores de r; y r2, podemos asegurar que k1 < 0, quedando
por tanto fuera de nuestro ambito de estudio. Se comprueba a continuacién
la naturaleza del punto k;. Para ello, debemos hacer la segunda derivada de

(3.110) . Para simplificar, escribimos (3.110) como

ks QPSP ®)
— 147y L — hik)
d(k) = I ik ensk k a0 F
1 + T2
siendo
: —h (k) - B" (k)
d (k)= ——"—-—
* [ (k)]
y por tanto
’ 1" ’ " ” 2
& (1) = ORI E) R (k)R (E) R +2hGE) (WP
[~ (k)]
Sabemos por (3.111) que h” (k2) = 0. Por tanto d” (ks) es,
0 () = o) )W) )RR

W (k) - WwY
Asi, el signo de d” (k2) depende del signo de [—h (k2) - 4" (k2)] . Analizamos
por separado h (k) y A" (k2) :

1. Al sustituir k; en h (k) se obtiene,

4 2
1 T2 ltrp 1 T2 147y
147 en ri—r2 m<rf 14m +er2 EECRA R

h(k2):~1+7‘2
O o1
14 2 141 lr,—r2+ s 1+7ro Prem
147y \r? 147 8 147 -

R -

_ (2 larm\ne (riar)
2 147 2
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2. La tercera derivada de h (k) es,

1+T1
147

h/// (k) —

Al sustituir k2 en A" (k) se obtiene,

2
1 T2 14rs 1
1 +’f'1 LI -7y ln(rz 1+r ) T2
. 3'6 1 1 1 +r

T2 14re
h/"(kg):— r 3. e T1=T2 n(;% 1+T1> _
T5r, 2
2 = 9 ry ——
__Ldm g (e Ldre\ o mn s (e 14
T ol4re P \2 14 2A\r? 1+n B
T2
1479

1+7m

2

_ (7‘_2
- 2
LT

Por tanto, como h (k) < 0y h" (k2) < 0, entonces, a partir de (3.113),

podemos asegurar que

T1—T2
) -r%-(rg——rl)<0

—h (ka) - K" (k2)
(1 (k2)]?
Quedando demostrado que ks es méximo de W (k) , y por tanto ke = k* , valor

definido en (3.109).

d’ (kz) = <0

Podemos observar que ks coincide con el valor de b* que recordemos es aquél
que maximiza W (u,b). Por tanto, el andlisis realizado para b* es vélido para

k2. Asf la tabla (3.104) toma la forma,

(G=Ap)>0 | (6=Ap)=0| (6—-Xp) <O
ko <0 ka <0 kaz0
ut <0 ut <0 u 20
uwt > ko ut =kg w < ky

Segiin la definicién (3.109), el tinico caso en el que tiene sentido que k* = ka
es cuando (§ — Ap) < 0, ya que sélo bajo esa condicién, kg puede tomar valores

positivos. Por ejemplo, para § = 0.03, A =1y p = 0.5, la representacién gréfica
de d(k) es,
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22.281, 30
kmin kmax
20
d(k) 10
0
6616~
=20 0 20
=25 k 25

siendo k) = —1.212 y ko = 7.844.

Por tanto, si (6 — Ap) < 0, podemos afirmar que el valor éptimo de la es-
peranza del valor actual de los dividendos segtin esta interpretacion se obtiene
para k = k* = kg = b*,

Sustituyendo el valor obtenido de ko en W (k)

AR & Ty lbny
14y VT nE TR | T2 et T
_ T —
W (ko) = = - T
14 LTt m:é"H*rz ir 2Tzl n:.?‘i+r2
1+T2 43

27 _ 2 2rg »21;2
Ty —r Ty -7 T T Ty—T
—r{ 2 1 Ty 2 1 +7, 2 1 ,,,.22 1

14t 2ry 272 ~1o -
r—— T sy Py
__7,1'2 1-7‘2 2-T] +'r;2 51 oy 2-71

—2r1 21'2
al dividir esta itima expresién entre 7,2~ "' . 7/27"!  se obtiene
y p 2 1 )

. -
—Ty +*r22 N + 79

-1 -1
=71y Ty T1-72

W(ke) =
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expresién esta dltima, que recordando el valor de r; y ro, podemos escribir como:

(B=A-p) /(52 p)§+4»»<1+p>~6+<6—»»)—\/<6—A»p>§+4-x<1+p>»«s
W (k) = ER— ENED -
2 (=2 )+ (E=2-p)Z+4-2-(1+p)-8 (5=2-p)=/(6=2-p)2+4 X-(1+p)-6

Zx (1+5) TX(1+p)

- 4A-(14p)(5=A-p) —
(6-2-p)2=((6—A-p)* +4-X-(14p)-5)

-M:%B_l

=73
Para los casos en que (6§ — Ap) > 0 nos encontramos en situaciones en que

ks < 0y que u* > ky. La idea grifica en estos casos es,
q g

0.5
0
0 0.5 1 1.5 2
k
4
d(k)
2
0
=4 -2 0 2
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Por tanto, segiin esta interpretacién la maxima diferencia para k& > 0 estarfa
para una inversién inicial nula, lo que carece de sentido desde el punto de vista

econémico.

Ejemplo

Se adjuntan a continuacidén resultados obtenidos para los puntos considera-

dos éptimos en el andlisis conjunto de la funcién W(u, b).

El primer caso analizado es considerar una tasa de actualizacién 6 = 0.03 y
nimero medio de siniestros A = 1. Los valores para un coeficiente de seguridad

de p=0.1y p=0.2 son,

p=01|p=02

ry 0.136 0.102
) -0.2 —0.244
b* 1.234 3.923
u* 0.095 1.417

w (ul,u’) 1.167 2.833

W (u,b*) | 1.188 3.088
k® 5.7152 | 8.7518
k, —1.043 | —1.089
ko 1.234 3.923

W(ky) | 2333 | 5667

Si calculamos esos valores para un factor de actualizacién § = 0'05, mante-
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niendo A =1y p = 0’2, se obtiene,

p=02
r; 0.151
) -0.276
b* 1.74
u’ 0.327

W () | 15
W (ut,b*) | 1.567

k¢ 5.676

k; —1.086

ko 1.74
W (k2) 3

3.6.2 Sensibilidad de x (u,b)
3.6.2.1 Sensibilidad de x (u,b) respecto a u

Intuitivamente se puede determinar que si analizamos la sensibilidad de x (u, b)
respecto al nivel inicial de las reservas u, a mayor es el valor de u mayor es la
probabilidad de que las reservas alcancen la barrera antes de que se produzca
la ruina, por tanto mayor serd el valor de x (u,b). Analiticamente podemos

demostrarlo hallando la parcial de x (u, b) respecto a u :

Py
ox(u,b) Wz ¢ 0
R W

1 7 e T+r

expresién positiva ya que numerador y denominador son positivos (el denomi-
nador es la probabilidad de supervivencia para v = b en el modelo cldsico de la

teoria del riesgo).

Gréficamente para b= 5,c=1.5,6 =003y A =1
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D381, | 1

3.6.2.2 Sensibilidad de x (u,b) respecto a b

Respecto a la variacién de x (u, b) respecto a b, se puede observar que a mayor
es b, mé4s dificil serd que se alcance la barrera antes de la ruina, y por tanto

menor es el valor de x (u,b). Analiticamente:

— .e—'qu?;
Mxwb) (1 e T <0
ob 1+p (

parcial de signo negativo que demuestra que a mayor b, menor es el valor de
X (u,b)
Graficamente, para u = 0.1,¢ =1.5,§ =003 y A =1

p 1 !
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3.6.3 Sensibilidad de W, (u,b)
3.6.3.1 Sensibilidad de W, (u,b) respecto a b

Si recordamos la expresién (3.57) en la que se define W, (u,b) podemos observar
que viene expresado como el cociente entre una funcién que tiene un méximo
y una funcién decreciente. Para analizar su comportamiento respecto a b, al
calcular su parcial encontramos problemas para determinar su signo y hallar los
posibles puntos criticos. Como alternativa, para determinar si existe un valor

de b que maximice W, (u,b), reescribimos la expresién (3.57) como

1 — b b
J— 1+p e ite
Wy (u,b) = C (u) - e - - (3.114)
— “Ty e’ o 4 7-267'2
1479
siendo 1
_1_3:_‘_1 . erlu + e'}"g’u
_ 2
Cu) = i o
e 1 + p g 1+p
Al reorganizar la expresién (3.114) se obtiene,
1- e~ T b
1+p P )
W, (u,b = =
X ) 1 14 Lemb + — Q (b)

Cwitr, ' " Cw
y sabiendo que los 6ptimos de Wy, (u, b) coinciden con los 6ptimos de In W, (u, b) ,

siendo In Wy, (u,b) = In P (b) — InQ (b), calculamos O Wa(wh) ¢ jgualamos a

3b
cero,
dlnW, (u,b) P’ (b) B Q' (b) -0
Ob T PGB Q@)
de donde:
—2 b 1 1471 5., 1 5.
e e - ——rfe? + rie"
1+ p)° _ _Cw)il+r ! Cu)? (3.115)
1 ——£._ - 1 1 +T1 b 1 rob )
—_—— 1+p —— ———T71e"19 4 To€"2
1+p C(u)l+ry C(u

Debido a la imposibilidad de despejar b, analizamos las funciones que con-

forman ambos lados de la igualdad. Consideramos

.
._Lz. e T+p b _ 147 r?e”b +Tger2b
f(5) = 22 g (b) = —5=2
1 _ ___1___ . e—m b _m}.rle"‘lb + 7-267'26

1+p 147,
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Analizamos f’ (b) para estudiar su signo

L . b1 1 b 1l _ . e"TFr
()= e ¢ [HP ( T ¢ >+(1+p)2 € }20
1——L—- e‘"Tﬁ'b 2
T+p
de donde
L(l_ 1 eﬁ—,,--b>__ Lot
1+p 1+p (1+p)
__.L.. —1+p'b =) —-—1—- _1+pb
1+p 1+p

1 #£ 0

quedando demostrado que esta funcién no tiene éptimo, y ademds f’ (b) < 0,
siendo una funcién decreciente.

Hallamos el valor de f(0),

f (0) (14p)* 1
= ———1 _— e

Analizamos a continuacién g’ (b) :

z
(b (- Tt rienitargerst) (—Hilr e 1bryema) - (— HilrleniP4rierst) 0
g = ] =
147 b )
(-~ i reritproerat

de donde, desarrollando el numerador y haciendo ¢’ (b) = 0, se obtiene,

1+r ) e(T1+T2)'b
147

-(—r%-rz—rl-r§’+2-r?-rg):0

y como 1 >0y rg <0, entonces (—r$ -ro — 7173 +2-7%-r2) > 0. Por tanto
g’ (b) es positiva, siendo g (b) una funcién creciente.

Hallamos el valor de b que hace g (b) = 0, por tanto,

_i4r 2 mb 2,7r3b
1+T‘2rle +’f‘2€ =0 1 + 71 2 b 2 rob 0
141 rib rob = Ty e +rae -
— r1€T1P 4 roeme 1479

147y

de donde despejando,

147y 2 Tvb .2 r9-b
147y 7'1 € = 7'2 e
2
14r . Ty _ (re—71)b
147rg ;’g =e
2
— 1 . 147 . T
b= To—T) n 1479 ;éi
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101

(3.87).

Podemos observar que la raiz de g (b) coincide con el valor b* hallado en

Analizamos a continuacién los lfmites de b que tiende a infinito de las fun-

ciones f (b) y g (b),

lim £ (5) =0

147

A 0=

2 le 2 7'2b
1+r, T1€ + rie

00 — i+:1 rlerlb + ,,-Qerzb

142 2 (ro—r1)b
_ TR +rielrmb_aim
oo — Ly fppe(mmr)e  —pd
2

TiFn M1

=r1 >0

Por tanto, como f (b) es decreciente y g (b) es creciente, y analizados los

limites de las funciones, podemos asegurar que existe un tnico valor de b que

cumple la igualdad (3.115), lo que nos permite asegurar que W, (u,b) tiene

un éptimo. Ademds, hemos comprobado que g (b*) = 0, por tanto podemos

asegurar que el punto de corte es mayor que b*.

Gréficamente, para p = 0.5,6 = 0.03 y A = 1, encontramos que el punto de

corte es b = 8.582.

0.7

0.5

8.582

15

20
20

Sobre W, (u, b) sabemos que es siempre positivo, y que blirn Wy (u,b) =0,
— 00

blim Wy (u,b) = C (u)

- lim

1 —2_.p

- e l4p
l+p

b—oo

1+T‘1

b r2b
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3. Politica de dividendos en caso continuo: Barrera constante

asf, podemos asegurar que W, (u,b) es una funcién creciente hasta un determi-

nado b = bX, pasando a ser a, partir de ese punto, decreciente.

Podemos comprobar, de forma alternativa, que bX > b* .

Sabemos que

be [0, b*] 6%, bX] [bX, 00)
W (u,b) | &b 5 ¢ | BWD) o | 3Wb)
x (u,b) —(—laXBZ’b <0 __Llaxatg,b <0 —(—“Xaz’b <0

A partir de (3.116) y sabiendo que

BW!;L,()! . X(U, b) _ W(’LL, b) . Ox(u,b)

Wy (w,b) _ —

b

ob

se puede determinar el signo de

en (3.116) :

(x (,0))*

(3.116)

(3.117)

—Xi—lawabu’b en cada uno de los intervalos definidos

e En el intérvalo [0,b*], se demuestra a partir de (3.116) y (3.117) que

W, (u, b) es creciente ya que:

e Enb=1>*

oW, (u,b)
ob

oW, (u,b)
o

W (u,b) - Ox(u.b)

ab >0

b=b*

(x (,b))*

por tanto W, (u,b) es creciente en b*, pudiendo asegurarse que el 6ptimo

de W, (u, b) se alcanza para bX mayores que b*.

¢ En el intérvalo [b%, 0] , a partir de (3.116) y (3.117), W, (u, b) es decre-

ciente ya que

W, (u,b)
ob
Es decir
be [0,67) [b*, b [b%, 00)
WX (u’ b) BWabu,b) >0 %gu,b) >0 8VV,é§7u,b) <0
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Gréficamente para u =0.1,¢=1.5, =003y A =1

5 15
10 .
N

W(i) / \\
— /

5 /

\\K
0
0 20 40
0 b(i) 50

Si analizamos la variacién de Wy, (u, b) respecto a u, podemos asegurar, vis-
tos desarrollos anteriores, que a mayor es u mayor es W, (u,b). La causa es
que al incrementar el nivel inicial de las reservas la probabilidad de alcanzar la
barrera es mayor. Ademds, se provoca una disminucién del tiempo promedio de
espera, empezindose a repartir dividendos més cerca del origen, dividendos que
debido a un factor de actualizacién positivo tienen un mayor peso.

15

15

W) 10—
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3.6.4 Sensibilidad de 7 (u,b)

Recordando la expresién del tiempo promedio de reparto de dividendos hallada

en (3.48)

7 (1) = = -In

; =2 W G8 - b)) (3119)

A/\
O"‘v

)

podemos analizar su sensibilidad respecto a u y b.

3.6.4.1 Sensibilidad de 7 (u,b) respecto a u

Respecto a u sabemos que ante un incremento del nivel inicial de las reservas
se produce un incremento en W, (u,b), lo que provoca una disminucién en el

valor de In Wi((% y por tanto una disminucién de 7 (u, b) .
x\U,

Gréficamente para § =0.03,A=1yc=15yb=1,

0689, | '

(1) 05 =

0.5 1
0, u(1) L

Por tanto para un mismo valor de la barrera b, el valor de 7 (u, b} tendrd un
minimo en u = b, siendo 7 (b,b) = 0. La causa es que al partir de unas reservas
iguales al nivel de la barrera, desde ese mismo momento empieza a producirse

reparto de dividendos, por tanto el tiempo promedio de espera es cero.

El méximo de 7 (u,b) para un mismo valor de la barrera b estd en u = 0.
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Partiendo de (3.58) :

Tmax(4) = 7(0,b) = - InW (b,b) — In W, (0,b)] =

L1 et s ]
é R l-l e T8 ° (3.119)
14
(14rz)-(—1rLemnbperz®
:lln (1+2 )+ln ‘i-—P—b
8 T2—T1 1+p—e 1+p

Por tanto para 0 < u < b, considerando b una constante, los valores de

7 (u, b) estdn comprendidos en el intervalo

(14 73) - (—Hzent + er20)
In

1
5 T9 — T 1+p—e_T£7'

3.6.4.2 Sensibilidad de 7 (u,b) respecto a b

Si analizamos la sensibilidad de 7 (u,b) respecto a b podemos observar que es
creciente respecto a b, lo que es l6gico, ya que para un mismo valor de las reservas
iniciales, a mayor sea b, mas tardarén las trayectorias en alcanzar la barrera, y
més se retrasard el momento en que se empiezan a repartir dividendos.

Gréficamente para § = 0.03,A=1yc=15yu=1,

2985, 20 ' ' '

(i)

(9}

10 15 20
O.L b(i) 20
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3.6.5 Sensibilidad de V (d)

La esperanza del valor actual de los dividendos suponiendo que el proceso no
acabe con la ruina, como se observa intuitivamente, es decreciente respecto a d.
A mayor es la diferencia entre el nivel de las reservas y la barrera menor serd
el valor de los dividendos repartidos. Como d = b — u, es evidente que V (d) es
creciente respecto a u, y decreciente respecto a b.

Si hacemos la derivada de V respecto a u, una vez sustituido d por su valor

b — u, se obtiene
ov
Ju

expresién positiva, quedando demostrado que a mayor u mayor es V (d) .

— o2 (b—u) >0

Graficamente para b =5

5 | |
. -
V(u)
5 b -
0432, l I
2 4
wra u 5

De forma andloga planteamos la parcial de V (d) respecto a b :

v

_a_i)_ e (b—u) <0

expresion negativa, por tanto a mayor b, menor es el valor de V (d) .
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Gréficamente, para u = 0.1

2.719,

V(b)y 2} 7

—8
4.066x10 7, l

0.1 b 10

3.7 Resultados numéricos

En los apartados anteriores hemos presentado las expresiones correspondientes
a las magnitudes utilizadas para la cuantificacién de los dividendos repartidos,
W (u,b), Wy (u,b) y V(d), asumiendo una barrera de dividendos constante.
Hemos reinterpretado las expresiones de las probabilidades utilizadas en el mod-
elo cldsico sin barrera, x (u,b) y £ (u,b), y hemos presentado la variable tiempo

promedio de espera 7 (u, b) .

A continuacién, sobre todas estas variables hallamos resultados para difer-
entes valores del nivel inicial de las reservas, u, y para diferentes valores de la
barrera, b, mediante programas de Mathcad. Asumimos que la cuantia de los

siniestros se distribuye segiin una exponencial unitaria, F (z) =1 —e™?.

Los resultados estdn calculados para los pardmetros § =0.03, A=1yc=1.5
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3.7.1 Resultados para W (u, b)

Los resultados hallados para diferentes valores de u y b son

u\b | 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
0 14563 14981 15406 15839 16278 16725 17179 17639 18103 18577 19056
01 15995 16449 16911 17381 17857 18342 18833 19331 19835 2 0346
02 17463 17953 18459 18058 19472 19994 20523 2 1058 2 16
03 18967 19494 20029 20572 21123 21682 2 2247 2 282
04 20508 21071 21649 22222 22809 2 3404 2 4007
05 22084 22683 23291 23906 2453 | 2 5162
06 23697 24331 24975 25626 2 6286
07 25345 26015 26693 2738
08 27028 27733 2 8447
09 2 8746 2 9486
1 3 0499
Tabla 3.1

Podemos observar que para el mismo nivel de reservas inicial u , a medida
que incrementa el valor de b, la esperanza del valor actual de los dividendos
incrementa, lo que podria parecer contrario a la l6gica ya que el momento de
alcanzar la barrera y de empezar a repartir dividendos se producird mds tarde,
pero es debido a que el desplazamiento hacia arriba de la barrera b retrasa el
momento de ruina y permite la acumulacién de mas dividendos.

La misma tendencia se produce cuando mantenemos el nivel de la barrera b
e incrementamos el nivel inicial de las reservas. Es decir, aumenta el valor de
W (u, b) debido a que antes se alcanzar4 el nivel de la barrera. Influye tambien
el hecho de que a mayor es u para un mismo b, el momento de ruina se produce
més tarde.

St nos desplazamos por la diagonal del cuadro, W(u,b) también aumenta,
debido a que la ruina se producird més tarde, ya que tanto el valor inicial de las

reservas como el nivel de la barrera parten de niveles més elevados.
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Los valores para b que aparecen en la Tabla 3.1 pertenecen al tramo creciente

de W (u, b) respecto a b, por tanto valores de b < b*.

Si calculamos el valor b (t) = b* para los pardmetros definidos, tendremos que
el valor de la barrera que maximiza W (u, b) es b* = 7.8437, siendo Wpqz (u, b) =
W (u,b*) = 4.4687 para v = 0.1. Podemos observar que para este ejemplo
se cumple que § — A - p < 0, lo que implica, tal y como hemos visto, que
b* > 0. Hallamos resultados para una b comprendida en el intervalo [7.5,8.5],

manteniendo los valores de u entre [0, 1].

u\b 75 76 77 78 79 8 81 82 83 84 85

0 41802 41828 41844 41852 41852 41843 41826 41802 41770 4 1731 4 1689

01 44632 44660 4 4677 4 46806 44683 4 4676 4 4658 4 4632 4 4598 4 4557 4 4507

02 47384 47418 4 7432 47441 47440 4 743084 7411 4 7384 4 7348 4 7303 4 7251

03 5 00600 50091 50111 50120 50120 50109 5 0089 500600 50022 49975 4 9920

04 52663 52690 52717 52727 5272( 52715 52694 52663 52623 52574 5 2516

05 55197 55231 55253 55263 55263 55251 55229 55197 55155 55103 5 5043

06 57663 57694 57721 57733 57733 577200 57697 5 7663 5 7619 5 7565 5 7502

07 6 0064 6 0101 60125 60137 6013¢ 60123 60099 6 0064 6 00194 5 9963 5 9897

08 62403 62442 6 2467 62479 62474 6 2463 6 24400 6 2404 6 235¢ 6 229§ 6 2229

09 64683 64723 64744 64761 6 476(0 64747 64721 6 4683 6 4634 6 4573 6 4502

1 6 6903 66949 6 6972 6 6985 € 6984 66970 66944 6 6905 6 6854 6 6791 6 671§

Se observa que el valor méximo, b*, es independiente del valor de u. Gréfi-

camente
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3.7.2 Resultados para & (u, b)

Para ¢ (u, b) encontramos los siguientes resultados:

u\b 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0 0 0.0615 0.1142 0.1599 0.199§ 0.2349 0.2661 0.2939 0.3189 0.3414 0.361§
0.1 0 0.0562 0.1048 0.1473 0.1847 0.218 | 0.247¢ 0.2742 0.2982 0.32
0.2 0 0.0515 0.0964 0.1362 0.1714 0.2028 0.231 | 0.2564 0.2795
0.3 0 0.0475 0.0893 0.1264 0.1595 0.1892 0.216 | 0.2403
0.4 0 0.0439 0.082¢4 0.117¢ 0.1488 0.177 | 0.2024
0.5 0 0.0407 0.0771 0.1097 0.1392 0.1695
0.6 0 0.0379 0.0719 0.102¢ 0.1304
0.7 0 0.0354 0.0673 0.0962
0.8 0 0.033Y 0.063
0.9 0 0.039
1 0

Graficamente:
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siendo la probabilidad complementaria x (u,b),
u\b 0.1 02 |03 |04 |os [o06 Jor |08 |o09 1
0 0.9383 0.8854 0.8401 0.80024 0.7651 0.7339 0.7061 0.6811 0.658d 0.6382
0.1 1 0.9434 0.8959 0.8527 0.8154 0.782 | 0.7524 0.7254 0.7014 0.68
02 1 0.9484 0.9034 0.8639 0.828¢ 0.7974 0.769 | 0.7434 0.7208
0.3 1 0.9524 09107 0.873d 0.8404 0.8104 0.784 | 0.7597
0.4 1 0.9561 0.91724 0.8824 0.8512 0.823 | 0.7974
0.5 1 0.9599 0.9229 0.8903 0.8604 0.834],
0.6 1 0.9621 0.9281 0.8974 0.869
—
0.7 1 0.9646 0.9327 0.9034
0.8 1 0.9669 0.937
0.9 1 0.969
1 1

El valor de la probabilidad de que los dividendos sean positivos disminuye

cuando, manteniendo el nivel de u, incrementamos el valor de b, situacién que

se produce debido a que el nivel de la barrera estd mds alejada y por tanto la

probabilidad de arruinarse antes de empezar el reparto de dividendos es menor.

Cuando mantenemos el nivel de b e incrementamos v se produce la situacién

contraria, ya que en ese caso estamos acercando el nivel de las reservas al de la

barrera, y por tanto incrementamos el nimero de trayectorias que alcanzaran la

barrera y producirdn reparto de dividendos antes de que se produzca la ruina.
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Graficamente:

3.7.3 Resultados para W, (u,b)

Los resultados numeéricos hallados para la esperanza del valor actual de los

dividendos condicionados a que sean positivos, W, (u,b), son:

u\b | 0 0.1 02 |03 |04 Jos5 o6 |07 |08 |09 1

0 1.4563 1.5963 1.7393 1.8853 2.034% 2.186| 2.3407 2 498 | 2.6581 2.820% 2.985
0.1 1.5998 1.742d 1.8891 2.0383 2.1904 2.3453 2.503 | 2.6634 2.8264 2.9919
0.2 1.7464 1.8929 2.0424 2.194d 2.3501 2.5081 2.6684 2.8321] 2.997¢
0.3 1.8967 2.0464 2.199d 2.3549 2.5132 2.6749 2.8374 3.004
0.4 2.0504 2.2034 2.3597 2.5184 2.67971 2.8437 3.0109
0.5 2.2084 2.364d 2.5234 2.6854 2.849d 3.0164
0.6 2.3697 2.529 1 2.691 | 2.8557 3.0229
0.7 2.5348 2.6964 2.8619 3.0294
0.8 2.7024 2.868% 3.0361]
0.9 2.8744 3.0429
1 3.0499

Tabla 3.2

Las variaciones respecto a u y b mantienen las mismas relaciones que en
el caso de W (u,b). Evidentemente los valores obtenidos para u # b son mads
elevados que los hallados en la Tabla 3.1, ya que en el cdlculo de W, (u,b) se

eliminan las trayectorias en las que la ruina se produce antes de alcanzar la
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barrera y por tanto no producen reparto de dividendos. Pero la Tabla 3.1 y

la Tabla 3.2 coinciden en aquellos valores en que u = b , es decir W (b,b) =

W, (b,b). La causa es que si partimos de unas reservas que coinciden con la

barrera, todas las trayectorias producen reparto de dividendos, trayectorias que

son las Unicas valoradas en W, (u,b).

Hallamos numéricamente el valor de la barrera b que maximiza W, (u,b).

Para u = 0.5 el médximo se alcanza para bX = 8.62

Los valores de W, (u, b) para una b comprendida en el intervalo [8.2,9.1] son,

u\b 8.2 8.3 8.4 8.5 8.6 8.7 8.8 8.9 9 9.1
0 11.997 | 12.005 | 12.011 | 12.015 | 12.016 | 12.014 | 12.010 | 12.004 | 11.996 | 11.986
0.1 12.021 12.03 12.036 | 12.039 | 12.040 | 12.038 | 12.034 | 12.028 | 12.020 12.01
0.2 12.045 | 12.054 | 12.060 | 12.063 | 12.064 | 12.063 | 12.059 | 12.053 | 12.044 | 12.034
0.3 12.070 | 12.078 | 12.084 | 12.088 | 12.089 | 12.087 | 12.083 | 12.077 | 12.069 | 12.058
0.4 12.094 | 12.103 | 12.109 | 12.113 | 12.114 | 12.112 } 12.108 | 12.102 | 12.094 | 12.083
0.5 12.120 | 12.129 | 12.135 | 12.138 | 12.139 | 12.137 | 12.133 | 12.127 | 12.119 | 12.108
0.6 12.146 | 12.154 | 12.160 | 12.164 | 12.165 | 12.163 | 12.159 | 12.153 | 12.145 | 12.134
0.7 12.172 | 12.181 12.187 | 12.190 | 12.191 | 12.189 [ 12.186 | 12.179 [ 12.171 12.160
0.8 12.199 | 12.207 | 12.213 | 12.217 | 12.218 | 12.216 | 12.212 | 12.206 | 12.198 | 12.187
0.9 12.226 | 12.235 | 12.241 12.244 | 12.245 | 12.244 | 12.240 | 12.233 | 12.225 | 12.214
1 12.254 | 12.263 | 12.269 | 12.272 | 12.273 | 12.272 | 12.268 | 12.261 | 12.253 | 12.242

Graficamente
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3.7.4 Resultados para 7 (u, b)

Los valores del tiempo promedio de espera hallados en funcién de los diferentes

valores de © y b son:

u\b 0 01 02 03 04 05 06 07 038 09 1

0 0 00646 01297 01956 02624 0 3303 03994 04698 05415 06147 0 6892
01 0 00651 0131 01978 O 2657‘ 03348 04052 0477 05501 06244
02 0 00659 01327 0200§ 02697 03401 04118 0485} 05599
03 0 00668 01347 02034 02742 0346 | 04191 04937
04 0 00679 0137 ( 02074 0279 03523 04269
05 0 00691 01395 02112 02844 03589
06 0 00704 01421 02153 0 289§
07 0 00717 01449 0 2194
08 0 00731 01477
09 0 00746
1 0

Podemos observar que para un mismo valor de las reservas iniciales, a mayor es
b, mayor es el valor de 7 (u,b). Obtenemos la relacién inversa cuando para un
mismo valor de la barrera b, incrementamos las reservas iniciales u: a mayor u
menor es el tiempo promedio de espera.

El estudio de las diagonales del cuadro, para u # b, nos indica que man-
teniéndose la diferencia entre las reservas y la barrera, cuanto maés alejados
estemos del nivel de ruina, también se produce un incremento de 7 (u,b). La
justificacién se encuentra en que cuando estamos en niveles més altos de u y
de b, las trayectorias que alcanzan la barrera lo hardn, en media, en puntos
m4és alejados de t = 0, ya que trayectorias que para niveles m4s cercanos a la
ruina no habrifan llegado a la barrera, aqui tienen posibilidad de recuperarse y
alcanzar la barrera, lo que haréd que el tiempo promedio de espera, 7 (u,b), sea

mayor.
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Gréficamente:

4
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3.7.5 Resultados para V (d)

Podemos observar que a mayor es el valor de d (o de forma equivalente cuando
para un mismo valor de b el valor de u disminuye, o bien para un mismo valor
de u el valor de b incrementa) V(d) disminuye. Es légico ya que eso implica
una mayor distancia entre la barrera y el proceso de reservas. En este caso no
afecta el momento de ocurrencia de la ruina, ya que los niveles negativos de las

reservas no suponen el fin del proceso.

Los valores de V(d), para diferentes valores de d son,

d | v d | v({d)

0 | 18.386 0.8 | 17.603
0.1 | 18.286 0.9 | 17.508
0.2 | 18.187 1 17.413
0.3 | 18.089 1.1 | 17.318
0.4 | 17.99 1.2 | 17.224
0.5 | 17.893 1.3 | 17.131
0.6 | 17.796 14 | 17.038
0.7 | 17.699 1.5 | 16.946
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3.8 Estudio para el caso § =0

En este apartado se analiza el caso concreto de que la tasa de actualizacién J sea
igual a cero. La finalidad de incidir sobre esta situacién, es remarcar relaciones
entre algunas de las magnitudes presentadas a lo largo del capftulo y profundizar

sobre el sentido de las definiciones e interpretaciones ya expuestas.

3.8.1 Andlisis de W(u,b)

Analizamos a continuacién que sucede con W (u,b) asumiendo § = 0.
Si el factor de actualizacién financiero es nulo, la ecuacién (3.37) que nos
permite hallar las raices my y ro, utilizadas en el célculo de W (u,b), toma la

forma concreta

crl—(A=¢)-r=0

de donde

™ =0
A—c  p (3.120)

c __1+p

Tro =

Al sustituir (3.120) en la expresién (3.40) que determina W {u, b), se obtiene
la esperanza del valor actual de los dividendos suponiendo que el proceso finalice

con la ruina asumiendo § = 0,

_14r Tl feT2Y er2t_ 1

5=0 _ 14ro — 1475

W u,b) = = =

( ] ) _ }ivrz] rieT1b 4 em2b rye’2b
— 1 —rob | rouw _ _1 _ 3.121
T ry € [6 1+ry | — ( )

2
e R R L

Al analizar la expresién (3.121) respecto al nivel de la barrera b,

8W6=0(ua b) _ e—rgb . [ 1

 pleu
ab 1+m ¢ ]>0

1
1473

mayor que uno, mientras que e™" es menor que uno. Por tanto, a mayor es el

expresién positiva, ya que al ser —1 < r2 < 0 podemos asegurar que es

nivel de la barrera mayor es el valor de W®=0(u, b). Esta relacién se debe a que

a mayor es el nivel de la barrera, mayor es la probabilidad de supervivencia, y



3.8 FEstudio para el caso 6 =0 117

aunque se tarde mds en repartir dividendos , al ser § = 0, valoramos de la misma
forma los dividendos repartidos en diferentes momentos del horizonte temporal.
Este hecho elimina la existencia de un valor de b que maximiza la esperanza del
valor actual de los dividendos repartidos.

Gréficamente, para p=0.00 y A =1,

10
10 I I
w 51 .
1.653, 0 I ]
2 4
0.1, b 5

Analizamos a continuacién W%=%(u, b) respecto a u. Haciendo la parcial de
W®=0(u, b) respecto al nivel inicial de las reservas obtenemos,

OW?=0(u, b)

) _ vt 5

expresién positiva, y por tanto Wo=0(x, b) es creciente respecto al nivel inicial
de las reservas. Por tanto el valor méximo de W%=%(u,b) para un b constante
se encuentra en u = b.

Gréficamente, para b= 15

20825, > |

20
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Numéricamente obtenemos los siguientes resultados para W?=0(u,b),

asumiendo p =005y A=1

u\b 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

0 15 15508 16034 16578 17139 1772 18321 18942 19584 2 024§ 2 0934
01 16525 17085 17663 18263 188873 19522 20184 20864 21575 2 2307
02 18102 18716 1935 | 20006 20684 21383 2211 | 2286 | 23634
03 19733 20402 21093 2 1808 22547 23311 24102 2 491§
04 21418 22144 2 2895 23671 24473 2 5303 2616
05 2 3161 23946 24758 25597 2 6465 2 7362
06 24963 2 5809 26684 27589 2 8524
07 2 6826 27735 28673 29647
08 287527 29727 3 0734
09 30744 3178
1 3 2803

3.8.2 Andlisis de W, (u,b)

Para hallar el valor de W, (u,b) asumiendo § = 0, sustituimos el valor de

W?=0(u, b) obtenido en (3.121) en la expresién (3.57)

W=0(y, b) = Wb _ Dpere” ()
X y0) = =

x(u,b) - e—Ti—p w

1ol T4 "

1

e (3.122)
_ 572u_1+‘12 1 ]Jlrpe T+p
= - E—Tﬁ_p“ roe 20



3.8 Estudio para el caso § =0 119

Y al sustituir (3.120) en (3.122), se obtiene

-
e TFp M —1

T -l e TH

W5=0(u b) — I itp _
X b 1 — P g, L p

l-mp e ¥ —tp e T

-, -5
_ e Trr"—(1+4p) .l+p—1—_-:_-;e et
—2 gy -}
l—qg5 e TFp —pe I¥p (3.123)

_p_
(A+p)—e_ i+e = __

g iy
_P_p e T+p

11,0 L _p
-[(1+p)-e1+» —1]

En (3.123) se observa que W.=%(u,b) sélo depende de b. Resultado légico,
ya que W;zzo(u,b) sélo analiza las trayectorias que alcanzan la barrera, y al
hacer 4 = 0 eliminamos en su célculo la importancia de que se empiecen a
repartir dividendos antes o después, momento que para una misma barrera
viene determinado por el nivel inicial de las reservas. Asi u no influye en el
calculo de WE=0(u, b).

Analiticamente, al hallar la parcial de W;g:o (u,b) respecto a b se obtiene

OW)‘E:O(u, by

= (1+p)-e™5 >0 (3.124)

Al ser (3.124) una expresién positiva, podemos asegurar que W;CS:O(U, b) es
creciente respecto a b. Al incrementar el nivel de la barrera se permite mayor
acumulacién de reservas, con lo cual se retrasa el momento de ruina y se permite
que ciertas trayectorias alcancen b antes de arruinarse. Que ese momento se
de més tarde no influye negativamente en el cdlculo de la esperanza del valor
actual de los dividendos repartidos, ya que con una tasa de actualizacién nula
los dividendos se valoran de igual forma, independientemente del momento en
que se produzcan.

Si nos planteamos el calculo de 7(u,b) a partir de la ecuacién (3.47) que

define 7 (u,b), que recordamos es
Wi, (u,b) = e™° ") W (b, b)

observamos que para § = 0 pierde sentido el concepto de 7 (u,b), llegdndose a
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la igualdad
5=0 _ a75=0
W= (u,b) = W= (b,b) (3.125)

o bien,

W3=0(u, b) = W=° (b,b) - x(u, b)

La igualdad entre W, (u,b) y W (b, b) definida en (3.125) no se produce para

d > 0, en cuyo caso W, (u,b) es menor que W (b,b), es decir

W,y (u,b) = W (b,b) para §d =0
Wy (u,b) < W (b,b) para é >0

Al hallar W%=0 (b, b) y sustituir las raices halladas en (3.120), se obtiene

WO (bh) = — .t [emb_ ! ]z
79 1479
- 1_%-’-’-[(1+p)-e7%b—1]

expresién igual a (3.123), quedando comprobada la igualdad (3.125)
Numéricamente, para diferentes valores de u y b, los valores de W;(S:o (u,b)

asumiendo A =1,¢=1.5y é =0, son,

u\b 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

0 15 16525 18102 19733 21418 2 3161 2 4964 2 682¢ 2 8752 3 0744 3 2804
01 16525 18102 19733 2 141§ 2 3161 2 4963 2 682( 28752 3 0744 3 2803
02 18102 19734 21414 2 3161 24963 2 6826 28752 3 0744 3 2803
03 19733 21418 2 3161] 2 4968 2 682¢ 2 8752 3 0744 3 2803
04 21418 2 3161 24964 2 682( 28752 3 0744 3 2804
05 2 3161 24963 2682( 28752 30744 3 2804
06 24963 26821 28752 30744 3 2803
07 2 68201 28752 30744 3 280
08 28752 30744 3 2804
09 30744 3 2804
1 3 2803




Capitulo 4

Politica de dividendos en
caso continuo: Barrera

lineal

4.1 Introduccién

En la bibliograffa actuarial encontramos, ademds de la barrera constante ya
comentada en el capitulo anterior, la politica de dividendos determinada por

una barrera de dividendos lineal creciente, cuya expresién matemadtica es
bt)y=b+a-t, b,a>0

siendo b el nivel de la barrera para t = (0, y a la pendiente de la barrera (Siegl
and Tichy (1996,1999), Gerber (1981)).

La aplicacién del planteamiento alternativo, ya utilizado en el capitulo an-
terior para la barrera constante, a la obtencién de la ecuacién para la probabil-
idad de supervivencia con barrera lineal se presenté en el Third International
Congress on Insurance: Mathematics and Economics (IME, Londres 1999) bajo

el titulo "Dividend policy and ruin probabilities"y en el Documento de trabajo

121
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"Politicas de dividendos y probabilidad de ruina"(Alegre, Claramunt y Marmol
(2000)). Los resultados definitivos se encuentran publicados en Alegre, Clara-

munt y Mérmol (2001).

La idea gréfica del modelo modificado por una barrera lineal es,

R(t)

b(t)=b+at

Los pardmetros que definen la barrera tienen que cumplir, por un lado, que
b > u, ya que el nivel de las reservas no puede ser superior al nivel de la barrera,
y por otro lado, que la intensidad de prima, ¢, sea mayor que la pendiente de la
barrera, a.

Esta dltima imposicién es necesaria para asegurar que en algin momento el
nivel de las reservas, R (t), alcance la barrera, b(¢), ya que en caso contrario,
sl a > ¢, el modelo no se veria afectado por la introduccién de la barrera y se
obtendrifan las expresiones de probabilidad de ruina del modelo sin reparto de
dividendos.

La diferencia bdsica entre la barrera lineal y la barrera constante es que,
mientras que una barrera del tipo b (t) = b impone un nivel médximo de acumu-
lacién de reservas que no varfa a lo largo del tiempo, la barrera lineal determina
una politica de dividendos que impone un tope creciente en el tiempo. Esta
diferencia evidente tiene un primer efecto importante, que es la probabilidad de
ruina: en la barrera lineal la ruina ya no es segura. Por tanto, en este capitulo
ademads de plantearnos la esperanza del valor actual de los dividendos repartidos,
se trabaja con la probabilidad de ruina.

El modelo de la siniestralidad agregada se sigue considerando un proceso de
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Poisson compuesto, con el nimero de siniestros distribuido como una Poisson
de pardmetro A, y cuantia individual de los siniestros F (z), siendo ¢ > A- E (2)

(o4
yp=r—— -1

A-E(2)
Asi el proceso clésico de las reservas definido como R (t) = R(0)+c-t— S (t)
que determina una variacién dR(t) = ¢ - dt — dS(t), con la introduccién de

una barrera de dividendos lineal b(t) = b + at, se ve modificado, llegando a la

siguiente expresién,

c-dt—dS(t) siR(t)<b+a-t
a-dt—dS(t) siR(t)=b+a-t

dR (t) =

Es decir, cuando el nivel de las reservas alcanza el nivel de la barrera, la
variacién de las reservas en un diferencial de tiempo es la pendiente de la barrera,
a, menos el diferencial de la siniestralidad, a - dt — dS (t) . Recordamos que en
el caso de la barrera constante la variacién de las reservas sélo depende de la

ocurrencia o no de un siniestros, es decir —dS (¢) .

Siguiendo la formalizacién del reparto continuo planteado en el capitulo 2,

la intensidad de dividendos repartidos en cada instante, D (t), toma la forma,

0 s R()<b+a-t
c—a si R@)=b+a-t

D(t) =

Por tanto, cuando las reservas alcanzan la barrera, de la cuantia ingresada
en un dt en concepto de prima, c, s6lo a incrementa las reservas, mientras que

(¢ — a) se reparte en forma de dividendos.

El capitulo se divide en dos partes bédsicas. Por un lado, el cdlculo de
la probabilidad de supervivencia mediante el planteamiento diferencial y el
planteamiento alternativo, ya usados en el caso del modelo modificado con una
barrera constante. Por otro lado, se plantea el cdlculo de las magnitudes usadas
para valorar los dividendos repartidos, W y V| usando también el planteamiento

diferencial y el planteamiento alternativo.
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4.2 Probabilidad de supervivencia

Consideramos el modelo cldsico modificado con una barrera lineal, b(t) = b+a-t,
donde0<u<byl<a<e.

La probabilidad de supervivencia en este modelo pasa a depender de dos
variables: el valor inicial de las reservas u, y el nivel inicial de la barrera b . Se
expresa, por tanto, la probabilidad de supervivencia como ¢ (u, b)

En Gerber (1981), se utiliza el planteamiento diferencial para el célculo de

¢ (u,b). La ecuacién de partida es,

d(u,by=1—-X-dt) - p(u+c-dt,b+a-dt)+

utc-dt 4.1
+)\-dt/ $(u+c-dt—z0b)-dF (2) D
0

La idea que recoge la ecuacién (4.1) es la misma que en el caso del plan-
teamiento de la esperanza del valor actual de los dividendos utilizado en el
caso del modelo modificado con barrera constante. Se analiza la situacién del
proceso en un dt, diferenciando si ocurre o no ocurre siniestro, para lo que
se usa la propiedad del proceso de Poisson compuesto, que determina que el
tiempo de interocurrencia entre dos siniestros consecutivos se distribuye segin
una exponencial de media la inversa del pardmetro de la distribucién de Poisson
que define el ntimero de los siniestros.

El primer sumando de (4.1) recoge el caso de que en un intervalo dt no ocurra
siniestro, lo que ocurre con probabilidad (1 — A - dt). Si no ocurre siniestro, las
reservas iniciales u se ven incrementadas en la intensidad de prima ¢ por el
espacio de tiempo transcurrido dt. Por tanto, la primera variable de la que
dependerd ¢ pasard a ser u + ¢ - dt , mientras que la segunda pasard a ser el
nuevo nivel de la barrera en dt, es decir b+ a - dt.

El segundo sumando de (4.1) estd referido al caso en que en ese diferencial dt
ocurra siniestro (situacién que se da con probabilidad X - dt). Ahora las reservas
iniciales, u, disminuyen en la cuantfa del siniestro z.

Se resume a continuacién el proceso seguido por Gerber (1981) para hallar

la ecuacién integro-diferencial para el célculo de ¢ (u,b).
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Operando sobre (4 1) y teniendo en cuenta la diferenciabihdad de funciones!,

obtenemos

o) g 9H) (42)

o(u+c dt,b+a dt)=¢(u,b)+c dt 50 b

Sustituyendo (4 2) en (4 1)
¢ (u,b) =(1—X dt) [g{)(u,b)-}-c dt %(Z—b)- +a dt -&i(alg—bl] +

u4-c dt
+A dt / d(u+c dt—z,b) dF(z)
0
de donde, operando

¢ (u,b) = p(u,b) — A dt pu,b)+c dt 22eb_

8(u b Od(u b
—Xdt ¢ dt 2HeY g gt —"’g-b-l; 43)
u+c dit
—X dt a dt 2D N g / ¢ (u—z,b) dF(z)
0

Simplificando (4 3)

A dt plub)=c dt 22BN gt ¢ ap 220y
+a dt 28N )\ gt o dp 22b

u+tc dt
+A dt / d(u+c dt—z,b) dF (2)
0

S1 f es diferenciable en xg

i

f (78 +Az3) = f(Z3) + V() Az

Si la funci6n depende de dos variables, x e y, entonces

rem+ (2.2) ( o )

|

[ (z+ Az,y + Ay)

8 0
= f(z y)+Az —f+Ay of
oz Sy
T=u
Az =c dt
Piropicdad que hiemos aplicwdo para llegar a la expresién (4 2), haciendo
y=b

Ay=a dt
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v al dividir entre dt :
)\.(]5(“,()):0.9%%’22_)\.6.(1,5.2%(2_@_}_
+a.ﬂ¢a’;_vbl_)\.a.dt.ﬂ¢({;;_vbl+

u+c dt
+)\-/ d(utc-dt—2,b)- dF (2)
0

Al hacer dt — 0

A-dlu,b)=c- (9¢g;,b) +a- 8¢(812,b) +)\-/¢(u—z,b)-dF(z)
0

L 08(wb) | 9(w,b)

- = —A-¢(u,b)+)\-{¢(u—z,b)-dF(z):O (4.4)

Siendo (4.4) la ecuacién integro-diferencial que nos da la probabilidad de

supervivencia cuando el proceso se modifica con una barrera de dividendos lineal.

4.2.1 Planteamiento alternativo

Como se ha comentado en la introduccién del capitulo, la probabilidad de su-
pervivencia sin barrera, puede obtenerse con el planteamiento basado en las

ecuaciones de renovacién, cuya ecuacién de partida en el modelo cldsico es,
oo utct
00) = Blputet=al)= [ 2 [T plutent—s) dF ()
0 0

A continuacién utilizamos este enfoque para la obtencién de la probabilidad
de supervivencia con barrera lineal de forma andloga al desarrollo alternativo
para el célculo del valor actual de los dividendos con barrera constante.

Partimos de la siguiente ecuacién,

1% utct
¢(u,b)=/ )\e"\‘-/ dlutc-t—zb+a-t) dF(z)-di+
0

9 (4.5)

0 btat
+ )\-e"\‘~/ ¢b+a-t—zb+a-t) dF(z)-dt
t* 0

siendo t* el punto de corte entre el proceso de las reservas y la barrera de
dividendos lineal suponiendo que no se produzca siniestro. Es decir, a partir de

la siguiente igualdad se halla ¢*

u+c-t=b+a-t
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siendo su valor

tr =

c—a
La primera de las integrales dobles de (4.5) corresponde al caso en que el
primer siniestro ocurra antes del punto de corte t*. En este caso no se ha al-
canzado la barrera, y por tanto el nuevo nivel de reservas es u+c-t — z, siendo

el nivel de la barrera en ese instante b+ a - t. La idea gréfica es,

R(t) b(t)=b+at

El segundo sumando de (4.5) indica el caso en que el primer siniestro se
produzca una vez que las reservas hayan alcanzado la barrera (es decir para
t > t*). El nuevo nivel de reservas es b+ a - t — 2, mientras que el nivel de la
barrera de dividendos es b + a - t. Graficamente,

R(L) b(t)=b+at
b+at

b+at-z

Sobre la expresién (4.5) realizamos a continuacién una serie de operaciones
para llegar a la ecuacién integro-diferencial que nos permita calcular la proba-

bilidad de supervivencia.
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Para hallar la expresién de la parcial de ¢ (u,b) respecto a u, hacemos el

cambio de variable u + ¢ -t = x sobre el primer sumando de la expresién (4.5).
—u

Por tanto t = z

Para aplicar el cambio de variable, sabemos que ¢ - dt = dz, y que los inter-
valos de la integral quedan,

t=0—-z=u
(4.6)

t=t*>rx=u+t+c-t*=2z"

siendo el valor de z*
c-b—a-u

rr=utc-t*=
c—a

Aplicando el cambio de variable al primer sumando de (4.5) se obtiene

Au Az y —
é-eT-/g”T-/¢<x—z,b+a-mcu>-dF(z)-dx (4.7)
c

0

Al derivar (4.7) respecto a u llegamos a

Au T Az z —_
e_c_-/ e‘T-/ qb{;v—z,b—(—a-xcu)-dF(z)'dx—i—

0

A
c
Au X Az —_
+—)\--e_c_-%[/ e_T~/ (,b(gt—z,b-{-a-qu u)dF(z)dm]
C u 0 (4
(4.8)

A
(&

siendo la solucién de la parcial que aparece en el ultimo sumando de (4.8)

X

T* Az
/ e e & [ ¢(z—zbta I%)-dF (2)-dz+

u 0 .
. Azt [* N
+36Lu.e” c /0 (;S(x*—z,b—i—a-—’c_“)-dF(Z)— (4.9)
Au w
—e—T/ ¢ (u—2,b)-dF (2)
0
donde
dz*  a
o c—a

Agrupando (4.8) y (4.9), llegamos a la parcial respecto a u del primer
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sumando de (4.5)

A Au [T ds [T
z._%C\_.ec‘/ e c¢ / (;S(:c-—zb—{—a )dF()d.’I:+

U
U

—/ ¢(z—2b+a- 2%)-dF (2) - dz+

Cc

—|——)\--€)\_cu-ail_c'6 c / qﬁ(a: —zb+a- )-dF(z)——
0

A u

—z~/0¢(u—z,b)-dF(z)

(4.10)
Trabajamos a continuacién con el segundo sumando de (4.5). Se hace el

cambio de variable u + ¢ - t = z, quedando los lfmites de la integral

t=t*>z==zx

t=00—ox =00

Asi podemos escribir el segundo sumando de (4.5) como

00 b+a
o Jor
[

Al derivar (4.11) respecto a u :

“ —zb+a- m_u)dF(z) dz (4.11)

r—u

b+a

Au % Az
%-%-67-/6—7- / S(bta ==t _zbta. ==8).dF(2) dot
0
- big T=
Au 5 Az
+— e ¢ m /e c - / ¢(b+ ) dF(Z)
(4.12)

Para resolver la parcial respecto a u que aparece en el segundo sumando de

(4.12) , deshacemos el cambio, pudiendo escribirse como:

—A A ) btat
c.<_>.e—7./ e—M./ S(b+a-t—zbta-t)-dF(z)-di+
c
A oé* bpf—at
+c e"T-aa—u/ e"\t~/ db+a-t—zb+a-t) dF(z) dt
tx 0

(4.13)
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siendo:

b o0 btat
—8—/ e‘“-/ pb+a-t—zbt+a-t) - dF(z)-dt=
Ut . 0 - (4.14)
=— -e_“‘-/ ¢ (z* — z,z*) - dF (2)
0

c—a

Por tanto, la parcial respecto a u del segundo sumando de (4.5) a partir de

(4.12), (4.13) y (4.14), es

—Uu

o b+a.
2.2.¢ / ¢(b+a~——zb+a =4 . dF (2) - do+
'] btat
Au =Du
+2.¢c e (R)-e e -/e‘“- / db+a-t—zb+a-t) -dF(z) dt+
t* 0

+%-e—c—-c-eT-%a.e—kt*/qb(x*—z,w*)-dF(z)

(4.15)
A partir de (4.10) y (4.15) obtenemos la parcial respecto a u de la expresion
(4.5) :

a¢(§u ) i\ % / —}\z‘ /¢ J;—zb+a ) dF(Z) dz+

A AN Az,
+<-ec = ¢ T —zb+a-E=2) dF(z) - dz+
u 0
Au "
12 =4 dF (2) -
0
%/ ¢ (u—2,b)-dF (2) +
0
b+am:u
)\uoo —_
-e ¢ fe c - / (}S(b—{—a L —z,b+a- ) dF (z) - dz+
0
[ btat
+%-c-(‘T)‘)-/e"\t- / $(b+a-t—zbta-t) dF(z) di+
tx . Q
+2 ¢ L

e [ g (ar — 2,27 - dF (2)
/

(4.16)
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Para simplificar (4.16) , podemos observar que el primer y el quinto sumando,
son respectivamente el primer y segundo sumando de (4.5) después de realizar

A
el cambio de variable. Por tanto, pueden ser sutituidos por = - ¢ (u,b), es decir:
c

T

Au =Arx ¥
%wb(u,b):;o%-ec /e c -/qﬁ(:z:—z,b—{—a‘m;cu)-dF(z)-dx—k
0

u

00 bta T—u
Au Az c
L2205 ./e e [ p(b+a-I=—zbta T=t).dF(2)- ds
0
(4.17)
Si agrupamos el tercer y el septimo sumando de (4.16) llegamos a,
by Au —Az* z” -
S.ec e e / ¢<x*—z,b+a~zc_”)-dF(z)+
¢ \ o . (4.18)
+Z . C- cia .e_At‘ -/0 QS(LL‘* —z,:z:*) dF(Z)

y sacando factor comtn en (4.18), se obtiene,

a-—c a—=c¢

Azt A . ’
2@ A e ~e_>‘t}-/¢(m*—z,m*)-dF(z) (4.19)
c
0

Azt A
La funcién exponencial e ¢ 1 ¢ que aparece en (4.19), sabiendo que z* =
—dct”

u + c-t*, la podemos transformar en e ¢

=e Mt , por tanto podemos

escribir (4.19) como

z*

et /gb(x* — z,2%) - dF (2)

0

o>

Asi, teniendo en cuenta (4.17) y (4.19), la expresién (4.16) toma la forma,

i =2 s+ 20 [ 66— na)ar )+
ou c c 0
Au T¥ Az x
+%-eT/ e ¢ -a%/oqﬁ(x—z,b—ka-%‘)-dF(z)-d:I:—l—
/\ uoo +at
+—-(—)\)'/ eAt. bb+a-t—zbta-t)dF(z)-di—
c tx 0
2 gtz dF ()
¢ 0

(4.20)
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Se presenta a continuacién el desarrollo para encontrar la parcial de ¢(u, b)
respecto a b, de forma similar al proceso que hemos realizado para hallar la
parcial de ¢(u, b) respecto a u,

Trabajamos con el primer sumando de (4.5). Se hace el cambio de variable
b+a-t=z, de donde a-dt = dzx.

Los nuevos limites de la integral son

t=0—-zxz=0»

t=t"—>z=b+tat*=2z*
por tanto el primer sumando de (4.5), una vez realizado el cambio de variable,
se puede escribir como,

z=b
T* utc a

z—b —
[t [ e(ure T - ns) ap) 2
a a
0

b

o de forma equivalente,

'u.+c
A Ab =2z
—-ea / / u+c-
a
0

Al derivar (4.21) respecto a b,

z—b
A A Ab [T oAz fuFteTy T —
—_—.ea - e a . ¢ u+c.
a a b 0 b

o
A ﬁ 8 T =Az ute a T —
+—-ea 5 e a - ¢lutc-
a b 0

Para resolver la parcial que aparece en el segundo sumando de (4.22), de-

—b_ z, :r:) dF(z)-dz (4.21)

b—z,:c) -dF(z) - dz+

b_ z,x) -dF(z) - dz
(4.22)

shacemos el cambio y resolvemos la parcial obteniéndose

Ab

utct
a-— - a / dlutc-t—zb+a t) -dF(z)-dt+

—Ab u+ct
+a-e a .53—/ e~ Mt / dutc-t—zb+a-t) -dF(z)-dt

(4.23)
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siendo la solucién de la parcial respecto a b que aparece en (4.23)

tx o u+ ct
/ e_’\t'—/ dutc-t—zbt+a-t) dF(z)-di+
0

ab
0 ot* . utc t* (424)
+6—-e_’\t / plutc-t*—zbta-t*) -dF(z)-dt
b 0
ot* 1
donde 61) = E

Por tanto agrupando (4.22), (4.23) y (4.24) , la parcial respecto a b del primer

sumando de la ecucién (4.5) es,

2 b Az
2\—-eT-/e a - / ¢(u+c = —z ) dF(2) - do+
0
b

)\ Ab _}\ Ab 1% utct
+—-ea -a-—-e a -/e"”- / plutc-t—zb+a-t) -dF(z) dt+
a a
t N
A Ab b * u+c
—}—-(;.ea -a-e a ./e-At-% / d)(u—}—c-t——z,b—l—a-t)-dF(z)~dt+
0 0
A Ab =Ab L
+=-ea a-e e L eTAY -/¢(w*—z,m*)-dF(z)-dt
0

(4.25)
Calculamos a continuacién la parcial respecto a b del segundo sumando de
(4.5). Hacemos el cambio de variable b+ a -t = z, quedando los extremos de la
integral:
t=t*—>zx=bt+a-t*=2z*
t=00—x =00
por tanto el primer sumando de (4.5) toma la forma

(o]

.e¥-/e_2$-/gb(m—z,x)-dF(z)-dm (4.26)
Tx 0

Q>

y al derivar (4.26) respecto a b:

A A b 2 (7
2.0 ea / e a / ¢(z—z,x) dF(2) - dz+
a ;\L 2 * oo _/\zo x (4.27)
+--ea & / e a / ¢(:L‘—Z,:L‘)~dF(z)-d.’B
Q T* 0
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Se resuelve la parcial del segundo sumando de (4.27)

00 )
%[/ e ,).dF(z).dx]z
T e - (4.28)
=—%-e a / d(x* —z,z%) - dF(z)
0
siendo:

ox* b—u b-c—a-u c
- — * A . = = 42
3% {m b+a-t*=b+a oy s } P (4.29)

Por tanto, la parcial respecto a b del segundo sumando de (4.5) a partir de

(4.27),(4.28) y (4.29) es,

A A M/
—t—.ea -
a a

Ab
e a .z:...

/ ng(w——z 2) - dF(2) - da—

7) - dF(2)

(4.30)

Q>

Agrupando (4.25) y (4.30) obtenemos la parcial de ¢ (u,b) respecto a b :

. whe 2t
%{)222—2-(3%-/6_21' / ¢(utc- =L~z 2) dF(2)-da+
b ]
t utct
+2-a':(;>-\--/e_“- /¢(u+c-t—z,b+a-t)-dF(z)-dt—+—
0 0
t utet
+2'a-/e_’\t-—83— / dputc-t—z,b+a-t) -dF(z) dt+
0 0
ute t*
+--a cia'e_“" / ¢ (z* — z,&*) - dF(z) - dt+
- 0
+-/}i e¥ / s /¢m—zx) dF(z) - dz—
a a b
_2.(},}. ) - dF(z)
0

(4.31)
Podemos observar que el primer y quinto sumando de (4.31) son, respecti-

vamente, el segundo y primer sumando de (4.5) tras el cambio de variable, es



4.2 Probabilidad de supervivencia 135

decir:

A A A Ab ® Ax z
gwj)(u,b)—g-z- a / eza -/0¢(:1:—z,x)-dF(z)-dx+

€
A A Ab ® Dz
_;_g.;.ea / e a /¢(:c—z,1:)-dF(z)-d:E

T 0

Y agrupando el cuarto y sexto sumando de (4.31)

A 1 Y
—--a- st / ) (x* — z,z%) - dF(2) - di—
0 (4.32)

=z

ea -=S.e a / d{z* — z,z%) - dF(2)
0

Q>0
>
o
o

pudiendo escribirse (4.32) como:

Ab Aoz

A a At - e
—_ e — c . a a . * __ *) . foned
il e e /0 ¢ (z* — 2z,2%) - dF(2)
b c—a- et
b — b c—a-u_u b-———t* \
- c—a c—a — L et
a ¢ _ 4 a

9¢(u,b) /\. )\. At T

ab a a 0
t* b utcs

—+-)\~/ e Mt — putc-t—zb+a-t) -dF(z)- di+

*0 utci
+é.a.(_£‘.)./ e—“./ plut+c-t—z,b+a-t)-dF(z)-dt
0
(4.33)

¢ (z* —z,2%) - dF(2) - dt+

Agrupando las expresiones que hemos hallado para la parcial de la probabi-
lidad de supervivencia respecto a u, definida en la expresién (4.20) , y la parcial

de la probabilidad de supervivencia respecto a b hallada en la expresién (4.33),
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llegamos a:

ab o
t* utct

+a-/ et g dlutc t—zb+a-t)-dF(z) dt—
9* utct

—}\-/ e At / dutc-t—zb+a-t) dF(z)-dt+
0 o .

+¢ (u,b) +e “*-/ ¢ (z* — z,z%) - dF (2)

Au T Az 0
+e ¢ e c -% ¢(z—zb+a- %) - dF (2) - dz—

~ ) Plumab)dF(z)-
0 b+a
—)\-/ e_’\t-/+ t¢(b+a-t—z,b+aot)‘dF(z)-dt

0
(4.34)
Podemos observar que los sumandos segundo y sexto de (4.34) se anulan. Lo

mismo sucede con los sumandos cuarto y noveno que anulan una de las ¢ (u, b).

Por tanto
a O0¢(u,b) ¢ Op(u,b) u _
3 o +)\ 5 =¢ —/Ogb(u z,b) - dF (2) +
t* utct
+a./ e‘“-?%/ dutec t—zb+a-t) dF(2)-dt—- (4.35)
0 0
u Az
tee - [Te 2 [T (zx—2b+a-E22) . dF (2)-d

Comprobamos a continuacién que los dos dltimos sumandos de (4.35) tam-

bién se anulan. Si en el primero de ellos deshacemos el cambio, llegamos a:

a'/u ab ( —z,b+a-
Au —)\z x
+e ¢ / . (m—zb+a

Al sacar factor comun en (4.36)

* x
A z —_) - T —
eT./ e c-[a-—(?—/ ¢(x—z,b+a~x u)-dF(z)~%+
v ob [ ¢ c (4.37)
+2 ¢<m—z,b+a-x_u>-dF(z)]-d:n

) ar () des

a (4.36)
“) dF (2) - dz

Para simplificar (4.37) se considera ¢ (f1, f2), lo que nos permite interpretar



4.2  Probabilidad de supervivencia 137

el corchete que aparece en (4.37) como:

a 8(]5 0f2 | 9¢ 0fs
p 3f2 a5 -dF (z) + a5, ou (2) (4.38)
0
v sabiendo que
o _
ab
O __a
ou ¢
la expresién (4.38) toma la forma
a ¢ a
. af2 -dF (2) /a_ (-2)-ar =0
0
Por tanto, podemos escribir (4.35) como
o 09(wb)  c 98(wb) _
2 200y 2 Q0B _ b - / Su—zb)-dF(z)  (4.39)
0

expresién esta tltima coincidente con (4.4).

4.2.2 Caso exponencial

Asumimos que F(z) sigue una distribucién exponencial unitaria, es decir:
F(z)y=1—-¢e* ,2>0 (4.40)

Se plantea el cdlculo de la ecuacién en derivadas parciales que determina
#(u, b) a partir de la ecuacién integro-diferencial (4.39), siguiendo el trabajo de

Gerber (1981).

Al hacer el cambio de variable z = u — z sobre (4.40), llegamos a
F(z)=1-e*=>F(u—z)=1—¢" ™

por tanto:

dF (u—z) = —e~ (%) . dg (4.41)
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Sustituyendo (4.41) en (4.39), teniendo en cuenta que los nuevos extremos
z=0=>z=u
z=u=z=0

a Op(u,b) ¢ IP(u,b)
A ob A ou

de la integral son

llegamos a

= p(u,b) — / $(x,b) e dp  (4.42)
0

Podemos escribir (4.42) como:

Od(u,b) 0¢(u,b)
@ b te ou

— X B(u,b) + X /qﬁ(a:, b)-e~ %) L dg =0 (4.43)
0

que al derivar respecto a u :

Powb)  Powb) | ub

) ﬁ] o—(umz) g
o e 2 x| 9lab)e dz =0 (4.44)
0

La solucién de la integral que aparece en (4.44) es,

(72

581; /¢(x,b) cem () L gy = o(u,b) - e (u—u) _ /gb(x, b) - e~ (v=2) . dp (4.45)
0 0

Al sustituir (4.45) en (4.44) se obtiene

u

02¢(u,b) 0%¢(u, b) O¢(u, b) —(u—z) B
Toon ¢ o N ou +/\'¢(u,b)—/\-4¢(w,b)-e -dz =0
de donde, despejando la integral
u 2
A . ¢(z, b) . e_(u‘z) . dx =q- M.{_
O ot . ddwy) (446)
+c- u - 5 + - d(u,b)
Si sustituimos (4.46) en (4.43) :
_ Od(u, b) O (u, b) _ 0% ¢(u, b)
O=a- a@b -l{)—c' 8“ ;)\ o(u,b) + a T +
+C' ¢(’U,, ) _ )\ . ¢(U, ) + )\ . ¢(u,b)

o%u ou
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que se puede simplificar como:

L Pewd) | OP(ub)

0é(u,b) 0¢(u,b)
Ou? 4 Obou ta

ou b

+(c—XN)-

=0 (447

ecuacién en derivadas parciales de segundo orden.

Las condiciones de contorno utilizadas para resolver (4.47) las encontramos
en Gerber (1981). Las desarrollamos a continuacién, obteniéndolas a partir de

ecuaciones utilizadas en el desarrollo del método alternativo:

0 b . oy . .
. M = 0, la variacién en la probabilidad de supervivencia ante

ou -

U=
cambios del nivel de las reservas, cuando éste coincide con el nivel de la

barrera, es nula.

Para comprobar esta condicién de contorno, partimos de la expresién

(4.20) en la que, gracias al uso del planteamiento alternativo, se obtenfa

M, y hallamos el valor de esa parcial para v = b.

ou

u
Sabemos que t* = y ¥ = u+ ¢ - t*. Cuando u = b, entonces
c—a

t* =0y z* =b. Por tanto

) X é./" ).
e IR COR S I EORCR
A oo btat
+-c--(—)\)-/ e‘“«/ S(bta-t—zbta-t) dF(z)-di-
0 0
b
—5-/ b(b—2,b) - dF (2)
c 0
(4.48)
y al simplificar (4.48), llegamos a,
9(wb) A _
el IR0
A 00 btat
*)\--E-/ e_)‘t‘/ pbt+a-t—zb+a-t)-dF(z)-dt
0
’ (4.49)

Si nos planteamos el valor de ¢ (b, b) a partir del planteamiento alter-

nativo, sabemos que t* = 0. La idea grifica es
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RCt) b{t)=b+at
beat //

e /

i

I

|

b+eat-z

por tanto, la ecuacién que determina ¢ (b, b) es

&) b4a-t
¢(b,b):)\-/e_“- / S(b+a-t—zbta-t)-dF (z)-dt (4.50)
0 0

O0p(u,b)

Al sustituir (4.50) en (4.49) , queda demostrado que 50

=0.

u=b

. uILIrgo ¢(u,b) =1 (b — o0) . A medida que u tiende a oo (uniformemente
con b, ya que b > u), la probabilidad de supervivencia tiende a 1.

c— A

. blglgo d(u,b) = p(u) =1— . ¢ ¢ . Hacer tender el punto inicial de la
barrera a infinito, es equivalente a hacer desaparecer la barrera. Por tanto,
la probabilidad de supervivencia con barrera tenderd a la probabilidad
de supervivencia sin barrera, que en el caso de cuantia de los siniestros

exponencial toma esa expresion (Panjer and Willmot (1992)).

4.2.2.1 Solucién de la probabilidad de supervivencia asumiendo dis-

tribucién exponencial para la cuantia de los siniestros

La solucién de la ecuacién en derivadas parciales definida en (4.47) para la pro-
babilidad de supervivencia, asumiendo distribucién exponencial para la cuantia
de los siniestros la encontramos en Gerber (1981).

Gerber obtiene un proceso recursivo como solucién a la ecuacién en derivadas

parciales. La serie convergente que determina el valor de ¢(u, b) es,
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o0 (k)
¢(u,b) = Z Cp-esb. (ergk) w_ 1t T?k) e ”)
k=0 1 + 7‘1

Los coeficientes que aparecen en (4.97) vienen fijados por el siguiente proceso

recursivo,

siendo los valores iniciales del proceso,

Co=1
s© =70 =9
réo) =R

4.2.3 Resultados numéricos

Se adjunta a continuacién la solucién de ¢ (u,b), mediante el uso de Mathcad,

en el que se resuelve el proceso recursivo planteado por Gerber (1981). Los
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pardmetros utilizados son A=1,c=1.5y a =1.1.

u\b {0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

0 02566 02768 02918 03028 03109 03169 03212 03244 03268 03285 0 3298
01 02798 02997 03144) 03252 03332 0339 | 03433 03463 03488 0 3505
02 0 3026] 03221 03365 0347 | 03548 03605 03647 03678 03701
03 03249 03439 0358 | 03683 03758 03814 03855 03885
04 03467 03652 03788 03888 03962 04016/ 0 4056
05 03679 03838 03991 04088 04159 04212
06 03884 04058 04187 04281| 0435
07 04083 04252 04377 0 4468
08 042771 0444 | 04561
09 0 4464] 0 4622
1 0 4645

Tabla 4.1

Podemos observar en los resultados obtenidos que para un mismo valor de
u, sl incrementa el nivel inicial de la barrera b, la probabilidad de supervivencia
incrementa, ya que eso retrasa el momento de ruina al permitir una mayor

acumulacién de reservas.

La misma tendencia se observa si para un mismo b se incrementa el valor de
u: partimos de unas reservas iniciales mds elevadas y por tanto la probabilidad

de supervivencia es mayor.

Si nos fijamos en la diagonal de la Tabla 4.1, nos encontramos con situaciones
en que b — u es constante, pero a medida que nos desplazamos a la derecha,
partimos de niveles mds elevados, de ahi que la probabilidad de supervivencia

sea mayor.

Otro de los resultados intuitivos es que a menor sea el valor de la pendiente
de la barrera a, para un mismo b, la probabilidad de supervivencia es menor, ya

que se permite una menor acumulacién de las reservas parat > 0. A continuacién
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se adjuntan los resultados obtenidos para a = 0.6,
b\u |0 01 o2 |03 |04 [05 [o06 |07 |08 |09 1
0 00693 00834 00979 01124 01267 01406 0154 | 01668 01789 01903 0 201
01 00838 00991) 01146] 013 | 01449 01549 01732 01864 01988 0 2105
02 00996 01159 01323 01483 01638 01787 01929 02063 0219
03 01164 01337 01507 01672 01832 01984 02128 0 2264
04 01341 01521 01697 01867 02029 02183 0 2329
05 01526 01711 01891 02064 02229 0 2384
06 01716 01906 02089 02264 0 2429
07 01911| 02104 02289 0 2464
08 02109 02304 0 2489
09 0 2309 0 2504
1 0 2509

Tabla 4.2

Si comparamos los resultados de la Tabla 4.1, calculada para a = 1.1, y los

de la Tabla 4.2, calculada para a = 0.6, podemos observar que las probabilidades

de supervivencia para una pendiente ¢ menor, son mas pequenas.

Podemos comprobar numéricamente una de las condiciones de contorno co-

mentadas en apartados anteriores. Sabemos que blirn #(u,b) = ¢(u). Si hacemos
— 00



144 4. Polttica de dividendos en caso continuo: Barrera lineal

= 100, para valores de u comprendidos entre 0 y 1, se obtiene,

u | ¢(u,100)
0.333
0.1 | 0.355
0.2 | 0.376
0.3 0.396
0.4 0.416
0.5 0.435
0.6 | 0.454
0.7 0.472
0.8 | 0.489
0.9 | 0.506
1 0.522

valores que coinciden con los resultados obtenidos al calcular la probabilidad
de supervivencia en el modelo sin barrera, que tal y como comentamos en el

capitulo 1, se calculaba a partir de la expresién,

c— A
pu)=1-2.c ¢
C

Hemos calculado también la probabilidad de supervivencia en el modelo
modificado con la barrera lineal mediante un programa en Fortran que simula
el proceso (Anexo I). Los resultados, l6gicamente, coinciden con los obtenidos
mediante el uso del proceso recursivo. El resultado de las simulaciones en el
caso de la barrera lineal para ¢ = 1.5 y A = 1, para diferentes valores de la

pendiente es,

e Paraa=1.1,
u\ b 0 0.3 0.5 1
0 | 0.256202 | 0.302632 | 0.316768 | 0.329914
0.3 0.324746 | 0.357508 | 0.389174
0.5 0.367498 | 0.421402
1 0.465062
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e Paraa =038
u\ b 0 0.3 0.5 1
0 | 0.172760 | 0.226926 | 0.253740 | 0.295494
0.3 0.237762 | 0.277696 | 0.338576
0.5 0.282572 | 0.360874
1 0.385998

4.3 Cuantificacién de los dividendos repartidos:
Esperanza del valor actual de los dividendos

repartidos W (u,b)

Se plantea en este apartado el cdlculo de la esperanza del valor actual de los
dividendos suponiendo que el proceso no acabe en el momento de ruina, Wu, b),
en el modelo con una barrera de dividendos lineal, b(t) = b+ a - t.

En Gerber (1981) se halla W(u,b) a partir de un planteamiento diferencial
(basado en si en un dt ocurre o no siniestro), de forma similar a la planteada
para el cdlculo de ¢ (u,b).

La ecuacién de partida es,

Wiu,b)y =1 —X\-dt) - W(u+c-dt,b+a-dt) e %4

wie dt (4.51)
+A dt- [y W(u+c-dt—zb+a-dt) dF ()

ecuacién integro-diferencial que determina la esperanza del valor actual de los
dividendos.

El primer sumando de (4.51) representa la posibilidad de que en el intervalo
dt no ocurra siniestro, por tanto, se deben actualizar los dividendos que se
repartiran en el futuro, que vienen recogidos en W(u + c- dt, b + a - dt).

El segundo sumando de (4.51) nos indica la posibilidad de que se produzca
siniestro en el intervalo dt, en cuyo caso el nivel de las reservas se ve disminuido

en la cuantia del siniestro z.
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Por aproximacién lineal, sabemos que:
1—X-dt=e %

y que
L= A-dt—§-dt = e O+0) dt
Debido a que la funcién W (u, b) es diferenciable (Gerber {1981)), se cumple
que,

OW (u, b) ta-dt OW (u,b)

W(u+c-dt,b+a-dt) =W(u,b) +c-dt- o B

(4.52)
Sustituyendo (4.52) en (4.51), se llega a:
W(u,b)=(1—X-dt —§-dt)- (W(u,b)+c-dt-gv—%(:f—’bl+a-dt-a—wa(g—’bl)+
AX-dt- [P Wt c-dt —2,b+a-dt) - dF (2)
expresién que al desarrollar se llega a,
W (u,b) = W(u,b) +c-dt - 2008 4 g gy W)

~X-dt-W(u,b) —X-dt-c-dt- LEY _
~X-dt-a-dt- 200§ gt W (u,b)— (4.53)
——5-dt-c-dt-a—wé%’ﬂ—5-dt-a-dt~%b“—’bl+
AX-dt- ST Wt codt - z,b+a-dt) - dF (2)

Al dividir (4.53) entre dt, y aplicando dltimo , se obtiene

¢ OW(ub) a OW(wb) A+s y o B
3 9w T X 2% \ W(u,b)+/W(u z,b) - dF (2) =0
0

o de forma equivalente

0=c. Sl 4o SR — (X +5) - W(u,b)+
+X- [y W(u— 2,b) - dF (z)

(4.54)

ecuacion integro-diferencial que define W (u, b).
Si comparamos la estructura de la expresién (4.54) con la hallada en el
capftulo anterior para la barrera constante b(t) = b, que era

oW (u,b) Wb — X v w5 b - ;
e S0 = (4 8) Wia,b) — A /0 W~ 2,b) - dF (2)
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se puede observar que haciendo a = 0 en (4.54), por tanto convirtiendo la
barrera lineal en barrera constante al hacer que la pendiente sea cero, se llega
a la ecuacién integro-diferencial obtenida para el valor actual de los dividendos

W (u,b) para barrera constante.

4.3.1 Planteamiento alternativo

De forma similar al proceso para el cdlculo de W (u,b) en caso de barrera cons-
tante o en el cdlculo de ¢(u,b) para el caso de la barrera lineal, partimos de la

siguiente expresion,

W(u,b) = Ot*)we"“- 0u+CtW(u+c-t——z,b+a-t)-e_‘”-dF(z)-dt+
+fti°/\-e”\t'(c——a)~f:*e_‘s’"-dr-dt—i-
+ftio)\-e“)‘tf;+atW(b—}—a-t—z,b+a-t)-e_‘”‘dF(z)~dt

(4.55)
El primer sumando de (4.55) nos indica la probabilidad de que el primer
siniestro ocurra antes de que las reservas alcancen la barrera, es decir antes del
punto de corte, t*, entreu+c-ty b+a-t,
b—u

c—a

tr =

Gréficamente,

R(E) b(ti=b+at

utct-z

El segundo y tercer sumando de (4.55) representan el caso en que el primer
siniestro ocurra después del momento en que las reservas hayan alcanzado la

barrera, es decir en t > t*. Por tanto, se tendrén que actualizar los dividendos
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repartidos entre el momento de corte, t*, y el de ocurrencia del siniestro, ¢,
(actualizacién de un flujo constante de intensidad (¢ — a) ), y el valor actual de
los dividendos en el momento de ocurrencia, W (b+a-t—z,b+a-t). Laidea
grafica es,

RCtd b(t)=b+at
b+at

b+at-z

r* t

Trabajamos a continuacién sobre la expresién (4.55) para llegar a la ecuacion

integro-diferencial.

Nos planteamos para empezar el cdlculo de la parcial de W (u, b) respecto a

Para empezar se hace el cambio de variable x = b + a - t sobre el primer

sumando de (4.55). Por tanto tendremos dx = a - dt, y los limites de la integral

quedan:
t=0=>z=0 ( )
b— b— b-c—a-u 4.56
t=t*"= u=>x=b+a- v =z*
c—a c—a c—a
. cb—u- . .
siendo z* = w, es decir el nivel de las reservas en el punto de corte t*.
c—a

Aplicando (4.56) al primer sumando de (4.55), se llega a

z*

ut-£ (z—b)

A b z ¢

AR OL S —(A+8) 3. Z(x—0b) — . .

2 € /e / W(u+a (x —b) z,m) dF (2)-dz
b 0

(4.57)
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Al derivar la expresién (4.57) respecto a b, se obtiene

AQ4) e(x+6)§,/e—(x+6)§, / W(u+c—(’f1—"’l—z,x)-dF(z)od:c+
b 0
z* u+ (z—b)

+%'e(’\+5)§~% /e—()‘“)fi / W(u+c—(za—_bl—z,x)~dF(z)-dx

b
(4.58)

donde la parcial que aparece en el ultimo sumando de (4.58) se resuelve desha-
ciendo el cambio de variable, llegdndose a:
t* utct

b
;(?1_6—0&6); / e~(A+d) ¢, / Wu+c-t—zb+a-t) -dF (z)-dt+

t* utct
/—(A+é)t / W(u+tc-t—zb+a-t)-dF(2)-dt

0 0

—(A+6
+e

QJIQ,

(4.59)
siendo la solucién de la parcial respecto a b que aparece en (4.59),

t* utct
/ e“(’\“)t'é‘%/o Wu+c-t—zb+a-t) dF(z)-di+

0
e DT [ W (2% — z,2%) - dF (2)

Por tanto la derivada de la expresién (4.57), es decir, del primer sumando

de (4.55), respecto a b, es

z* ut s (z—b)
2 Qaﬁle(xw) 2 ,/e—(x+6)§ ) / W (u+ s&z;bl _Z,m) -dF (2) dz—

b

t* utct
_+e)- 2 /e—<A+6>t- / W(utc t—zbta-t) dF(z)-dit
a
0 0
N t* utct
+—-a-/e‘(>‘+5)"—3@5 / Wu+4ct—zb+ta-t) dF(2)-do+
a
0 0

4\ .cl—a ce—(A+6) ¢ f W (z* — z,2*) - dF (2)
0
(4.60)
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Resolvemos a continuacién la integral que aparece en el segundo sumando

de (4.55), obteniéndose

N-e™A c—a e . dr- d =
s {ﬁ i_ }__jga —u (4.61)

Al derivar (4.61) respecto a b :

—(A+9)

b
— —(A+9)
0 lc—a c—al=_¢ c—a (4.62)

% |2t ©

Trabajamos ahora con el tercer sumando de (4.55). Hacemos el cambio de

variable b+ a - t = z, siendo a - dt = dz, quedando los extremos de la integral,

t=t*=>z=b+a -t*F=2zx*

t=00=>2=00

pudiendo escribirse el tercer sumando de (4.55) como

b y z y
Ly XM g /e"(/\w) a - /W (x — z,z) - dF (2) - dz (4.63)
a

o

Si derivamos respecto a b la expresién (4.63) se obtiene

:\..iﬂ.ewé)%./ e~ (A+6) o / W (z—z,z)-dF (2) - dz+

“© . 8 (4.64)
+Z e E%/ e~ () g / W (z~z,z) - dF(z)-d
z
donde la solucién de la parcial que aparece en la expresién (4.64) es
- _(’\+5)_ /Wm-—zx)dF()
c—a
Por tanto, la parcial respecto a b del tercer sumando de (4.55) es
b 0 z z
5.)‘_+é.e(/\+5);;/ e~ (A0 5 / W (z — z,z) - dF (2) - dz+
e @ a* 0 (4.65)

b z* z*
A P 5 e om0 / W (z* — 2,z*) - dF (2)
0

a c—a
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Agrupando (4.60),(4.62) y (4.65) se obtiene la parcial respecto a b de la
ecuacién de partida (4.55),

. u+c!z—b!
xz a
z—b
6W6(bu’b) = /\(Zjé) '/e_(H"s) Ta / I/[/(u—!~—(—lc za—b —z,x) “dF (z) - dz—
b 0
t* utct
— (A +6) %~/e‘(>‘+5)t / W(utc-t,bta-t)-dF (2) - dit
0
t* utct
+%'a-/e“(’\+5)t-—é‘% / Wu+c-t—zb+a-t) -dF(z)-dt+
0 0

-
+X- cha Le— (et [ W (z* —z,2*) - dF () —
0

b—u
_e_(A+6) c——a+
o0 x
b T
+2 %-e(’\w)ﬁ-/e_(’\+5)5-/W(w—z,x)'dF(z)-da:—
x* 0

*

T

b z*
Aot e o T ./W(m* —2a%) - dF (2)

a c—a
0
(4.66)

El primer y septimo sumando de (4.66) se pueden agrupar, obteniéndose

A46 c—a _()\_'_5)1’_——"
. b} — ——— . c—a
. [W(u, ) TS e

y el tltimo sumando de (4.66) puede simplificarse como:

a c—a

_ALC o /W(z* —z,z%) - dF (2)
0

Por tanto la expresién (4.66) toma la forma :

o OW(ub) (A+0) o —(A+8) =2
£. B(b ) _ 3 'W(U,b)z—x'e c—a —

_e—(A+8) ¢ fox‘ W (z* — z,2*) - dF (2) —

t utct
—(A+9) / e‘(’\+5)‘/ Wu+c-t,b+a-t)-dF (z)-dt+
0 0
utct

+a-/ e—(/\+6)t.%/ Wu+c-t—zb+a-t) dF(z)-dt
0 0
(4.67)

-
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Nos planteamos a continuacién la parcial de W (u, b) respecto a u.

Para ello hacemos el cambio de variable u+c-t = x sobre el primer sumando
de la ecuacién (4.55). Tendremos ¢ - dt = dz , y los extremos de la integral
quedaran

t=0=>z=u

(4.68)
t=t*=>zx=u+t+c-t*=z*

por tanto, a partir de (4.68), el primer sumando de (4.55) es

z

AL O+ % [ e G fiW(z~zb+a-2Y).dF (2)-do  (4.69)

[ uw

Al derivar (4.69) respecto a u se llega a

c

A-iii-e(’vr‘s)%-fe_(’\*”‘s)%-‘[W(:r:—z,bjta-3‘—;—”)-dF(z)~d2:~|—
u 0

42T B[O L (W bt o ZZ4) L dF (2) - da
u 0

[+

(4.70)
y al resolver la parcial respecto a u que aparece en (4.70),
T* z x
[e O+ %OfW(z—z,b—ka- Z=4) . dF (2) - dz+
ol z* —!/\+5! U u
4o~ e Wt —zaY) dF (z) —e” © - [W(u—2b)-dF (2)
0 0
(4.71)

Por tanto a partir de (4.70) y (4.71), se obtiene la parcial respecto a u del

primer sumando de (4.55):

R R ° o B JEW(x —2,b+a- 254 . dF (2) - dz+

c u

12 .0 %b. [ O T2 (P W —2,b+a- I=2) . dF (2) - dat
— 5y =4 a z* * *

+2 e +8) = L [T W (et - 2,2%)  dF (2) -

=2 [“W(u~z,b)-dF (2)

(4.72)
Trabajamos a continuacién con el segundo sumando de la expresién (4.55).

Resolvemos la integral:

oo ¢ — b—u
A-e‘“-(c—a)-/e-“-dr-dtzc O =
tx* tx )‘+

[=5Y
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y al derivar respecto a u ,

0 [c—a _(yo) b=t —(rto) b=
— —a| = —a

7 355 ¢ c e c (4.73)
Sobre el tercer sumando de (4.55) se aplica el cambio de variable u+c-t = z,

quedando los intervalos de la integral

c-b—a-u

t=t*=>z=utc-t*=z*=
c—a

t=0=>2x=0

pudiendo escribirse el tercer sumando de (4.55) como,

A A48). 2 & A+8)-Z b+ T
2 AL, e~ (A+8)-¢ Wh+a Z=% -z, b+a-2=%) . dF (2) - dz
C % 0 c c
(4.74)
Al derivar (4.74) respecto a u, llegamos a :
w 00 —(Af8)-x b B
T* 0

o b+a iL‘c—’ll,)
u ot G ) alz— _
260+ c 2 /e 2 / Wb+ 2= _ o p 4 22U (5) da
T 0
(4.75)

Para resolver la parcial respecto a v que aparece en el segundo sumando de

la expresién (4.75), deshacemos el cambio, llegando a la expresién:

e_(>‘+‘s)'% N Le— (A0t /W(J:* —z,z*) - dF () -
0

o0 bt-a-t
—e~ M (A+6)- /e—(Hé)'t. / Wh+a-t—2zb+a-t) -dF(z)- dt

tx

(4.76)

Por tanto, la parcial respecto a u del tercer sumando de (4.55), a partir de
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(4.74) y (4.76), es:

- e b+a§:c£—u!
e N PR [ Wo+ = g by ey R (2) - dot
T* 0
250 [ W -z dF (o) -
o0 a b+at
_%.()\+5)./ e‘(A+5)t-/ Wh+a-t—zb+a-t) dF(z) dt
tx 0
(4.77)

Al agrupar (4.72), (4.73) y (4.77) obtenemos la derivada respecto a u de la
expresién (4.55),

A
U

e OWb) M8 (O T [0t L [ W (g — 2 b 220 GF (). dot
0

U
A+8) — TF —(A45
I R

SRR

-a—ifW(x—z,b+ﬂg”C;“—l)-dF(z)-dx+
0

u

+e AN a L Wz — 2 %) - dF (2) —
0

b—u
_fou W(u—2,b) dF(z)+ $ e~ O =g
o —(A+d)(z—u b+ zc—u
Tk h)

R R G A /W(:c* —z,2*) - dF (z) -

o 0 btat
—(A+6)~/ e_()‘*"s)t-/ W(hta-t—zbta-t) dF(z)-ds
Lx 0
(4.78)
La expresién (4.78) puede ser simplificada si tenemos en cuenta que el primer

y sexto sumando pueden ser simplificados como:

A+3
C

— b—u
[; W b) - & T8 00

y también podrfamos agrupar los sumandos tercero y séptimo de (4.78) , obtenién-

dose .
e~ 7. / W(z* - z,z*) - dF (z) =
0

= =407 _a . f:' W(z* — z,2*) - dF (2) +
e

& e (AT / W(xz* — z,2*) - dF ()
0
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por tanto, podemos escribir (4.78) como

b—u
¢ dW(ub a —(A+8)
X.Aalf_l_uﬁizé.W(u,b):X.e(+)c—a
T
S = e —(AF6)— . -
+e( )C-fu e( )C-%fOW(m—z,b—f—a-x u)~dF(z)-dx+

e O [T (e — 2 2¥) - dF (2) -
— Jo W(u — 2,b) - dF (2) —
oo bt+at
—(A—}—(S)v/ e_(>‘+‘5)'t-/ Wh+a-t—zb+a-t)-dF(z)-dt
tx 0
(4.79)
Si agrupamos las parciales respecto a u y b, es decir, las expresiones (4.79) y

(4.67) , obtenemos

a O u, A48 u,b
s Wa(b b _ j\fl-W(u,b)+§-ﬂ%uLl—MA'—5-W(u,b)=
_()\+§).——-— . z*
—<.e c—a — =) fE W (2% — z,2*) - dF (2) —
* u+tc-t
_(,\+5)./ e—(m)-t/ W (u+c-t,2)-dF () - dot
0 0
™ u+-ct
+a-/0 e'(’\+‘5)'t-§5/ W(u+c-t—zb+a-t) dF(z)-dt+
u
AE) = o —(AH8)— .
e T 2 W - s b e 52) dF (2) - dot
T R g TR

b—u

— i W (= z,b) - dF (2) + 2 " Ot ema _

0 b+a-t
—(A+6)-/ e”()‘+5)'t-/ Wh+a-t—2zb+a-t) -dF(z)-dt
tx 0
(4.80)

Se observa que el segundo y sexto sumando de (4.80) se anulan.

Si agrupamos el tercer y octavo sumando de (4.80) llegamos, a partir de

(4.55), a

t* utct
—(A+5)-/ e_(’\+5)'t/ W(u+c-t,z) dF (z) dz—
0 0
fore] b+a-t
—()\+5)-/ e"(>‘+5)"/ Wh+a-t—zb+a-t)-dF(z)-dt=
tx

0
b—u
= O (y,b) 4 L5 M e
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que nos permite escribir (4.80) como:

AW (u,b At+s e OW(ub
%"Mab_l“i%l'w(”vb)*’i'%s_l:
* utct
+a-/0 e‘(’\“)t-%/ Wu+c-t—zz) dF (2)-dz+
A+E) = aw —(A+8) — - -
+e( )c-fu e (+)C'a%f0 W(:zc—z,lH—a-m u)-dF(z)-daH—

= fo W(u—2,b)-dF (2)
(4.81)
donde podemos observar ademas que los sumandos en los que aparecen parciales

respecto a u y b, también se anulan:

t* u+ct
a-/o e“(’\+‘5)t-;%/0 Wu+c-t—zz) -dF(2) dz+

+e(/\+5)%.f;z*e—(/\+5)%‘a_('i;fomw(x_z,b_}_a,x‘u

)-dF (z)-dz
(4.82)
Deshaciendo el cambio de variable en el primer sumando de (4.82) y sacando

factor comtin, se obtiene

-

k1 x “
e(A+6)z-/ e—(”‘”%[%'%'/ Wz —zbta- £54) - dF () +
w 0

+& - [y W(z—2zb+ta-

(4.83)

Podemos observar que el ultimo corchete de (4.83) se anula. Al considerar

154 (:): —-z,bta- z"“) como W (fy, f2), podemos interpretar:

c

7o c—u oW Of, oW
/%W(w—z,b—i—a- - )-dF(z)
0

Tof, @ 0
® 9 z—u _OW fs W [ a
A -a—u-W(a:—z,b-i—a- . )-dF(z)—af2 au = a5 ( c)

por tanto

*

(x+a)-1f z/—ma)E [a ow oW a]
e c-le c . -dzx

c 0Ofs 0f: ¢

U

Asi la expresién (4.81) toma la forma:

c AW (u,b) a OW(ub) A+d oo N
WD) o Wb A W(u,b)+/W(u 2 b) dF (2) = 0 (4.84)

0
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coincidente a la expresién (4.54).

4.3.2 Caso exponencial

En el caso concreto de que F(2) siga una distribucién exponencial normalizada,

siendo su funcién distribucién
F(z)=1—-¢e* ,2>0 (4.85)

se puede hallar la ecuacién en derivadas parciales a partir de la ecuacién integro-
diferencial (4.84), (Gerber(1981)).

Al hacer un cambio de variable en (4.85) delaformaz =u—2z= 2z =u—uz,
se llega a

F(z)=1—e*=F(u—z)=1—¢ (2

por tanto:

dF (u—z) = —e~ ("2 . dg (4.86)

Al sustituir (4.86) en (4.84),

e OW(u,b) . OW(ub) _
+3 b MU T P (4.87)
=W(u,b) — 23 (z,b) - e=(v2) . dy

quedando los extremos de la integral:

z=0=>z=u
z=u=z=0
Se puede escribir (4.87) como:

a_  W(y, b) c  OW(ub)
A+6 b A+6  Ou
—-W(u,b) + / W (z,b) - e~ (*=2) .dg =0

(4.88)
+4
que al derivar respecto a u :
a  O*W(u,b) LS. 0?W (u,b) _ OW(uy, b)
- / W (z,b) - e~ (#=2) . dg =0
0

1s Bu
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donde:
o —(u—z) —(u—u) | —(u—2)
5 W(z,b)-e -dr = W(u,b) e — [ W(z,b)-e -dz (4.90)

Al sustituir (4.90) en (4.89), se obtiene:

0= 2 a2wgu,b)+ ¢ aW(ub) 8W(u,b)+
pemy dbbu A8 T 9% du

+A_+<5 -W(u,b) — ALM . /0 W(z,b) - e~ (=9 . dx

de donde, al despejar

/\+5 / W(z,b) e~ (+=2) . dp = & e LW ub)

Obou (491)
trg - Tt - 2+ 2 Wab)
Sustituyendo (4.91) en (4.88) :
. OW(u,b) _  OW(u,b) . 0°W(u,b)
S T
. u, u
8T 82y du + ;‘% W (u,b)
expresién que se puede simplificar como
. OW(u,b) . OW (u,b) . 0?W(u,b)
0=x — g * ) R T R TR
o O0°W(u,b) N
5 g+ (1) Wy
llegando a:
0?W (u,b) 0?W (u, b) oW (u,b) OW (u,b)
) ’ ) J —X—§)- ) ) 2) 5. -
R R L Tv-w +(c—-A=9) E A s W(u,b) =0
(4.92)

ecuacién en derivadas parciales de segundo orden.

Las condiciones de contorno utilizadas para resolver (4.92) vienen definidas
en Gerber (1981). Las desarrollamos a continuacién justificdindolas a partir de
las expresiones halladas en el planteamiento alternativo:

. OW (u, b)

ou

reservas u, para u = b es uno.

] = 1. La parcial de W (u,b) respecto al nivel inicial de las
=b
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Para demostrar esta condicién de contorno usamos la expresién (4.79) ha-

llada en el desarrollo del planteamiento alternativo, de donde, despejando

OW (u,b)
ou
I L e N =
_+_% AT f;* e~ (A0 3 f Wz —2zb+a- =) . dF (2) - da+
ALt (T gy (ox  2*) . dF (2) —
-2 [ W(u—z0b) dF (z) -
[o'e) b+a-t
_% .()\+5)./ e—()\+5)'t./ Wh+a-t—2zb+a-t) -dF(z)-dt
t* 0

(4.93)

Al hacer u = b en (4.93), sabiendo que t* =0y z* = b cuando u = b se

obtiene,
AW (u,b A4S AT
E uzb:-j—~W(b,b)+%+;-({W(b—z,b)-dF(z)—
b
-2 [W(b—2b)-dF (z)—
0

00 b+a-t
—%‘—5-/»6—(“5)% / Wh+a-t—zb+a-t)-dF(z)-dt

expresién que podemos simplificar como

W (u,b) :g+)‘—+5-[W(b,b)—
ou wueh C c
oo bta-t
0 0

(4.94)

Calculamos a continuacién, a partir del planteamiento alternativo, el valor

de W (b,b). La idea gréfica es,
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R(t) b(t)=b+at
’//_/b—.}/atr”)‘d-‘-//

u=h !

1

|

|

b+at-z

e La ecuacién de partida para hallar W(b, b) es,

o] t
W(b,b) = / Ae7*t.(c—a)- / eS8 . dr - dt+
0 0

oo b+a-t
+/ /\-e"’\‘t~/ Wh+a-t—zbta-t) et - dF(z)-dt
0 0
(4.95)

El primer sumando de (4.95) indica la actualizacién de los dividendos
repartidos, flujo de intensidad (c — a), hasta el momento de ocurrencia

del primer siniestro.
El segundo sumando de {4.95) es la actualizacién de los dividendos
futuros en el momento de ocurrencia del siniestro que vienen determinados

por W(b+a-t—2zb+a-t).

Si resolvemos la integral que aparece en (4.95), se obtiene

) b+a-t
W(b,b) = i__f_(;+/)\-e'>‘"~ / W(h+a-t—zb+a-t)-e >t dF (2)-dt
0 0

(4.96)
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Al sustituir (4.96) en (4.94),

AW (u,b _
ou u—b i (/\+5+

o0 bta-t

+/ )\~e_(’\+5)'t-/ Wh+a-t—zb+a-t)y -dF(z)-dt)—
° oS} 0 b+at

—*—j—é-/ A-e—wé)t-/ W(b+at —z,b+at) - dF (z) - dt+

0 0
+2

expresién que simplificada

OW (u, b)
ou

u=b

quedando demostrada la condicién de contorno
u=b

. blim W (u,b) = 0. Cuando b tiende a infinito, es equivalente a hacer desa-
— OO
parecer la barrera, por tanto, la esperanza del valor actual de los dividen-

dos tiende a cero.

e lim W(u,u+d) =V (d). Al hacer depender los dividendos repartidos de
U— 00
la diferencia entre las reservas y la barrera, d = b — u, y hacer tender u a
infinito, estamos eliminando la probabilidad de ruina, lo que provoca que

el cdlculo de W y de V sea equivalente.

4.3.2.1 Solucién del valor actual de los dividendos asumiendo dis-

tribucién exponencial para la cuantia de los siniestros

De forma equivalente a la solucién de la ecuacién en derivadas parciales para el
célculo de ¢ (u, b), Gerber (1981) presenta la solucién de la ecuacién (4.92)

La serie convergente que determina el valor de W(u, b) es de la forma,

(k)

W (u,b) = Zc - (Tm e Apre > (4.97)

k
1 7.( )
siendo la expresién recurrente para los coeficientes,

B 14

Ck+1 Cl
k+l 1
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v para los valores de ri® {¥) y 5(®)

( (k) c—a\* c—a\*
= { == . -1
= (50) o+ ()
(k) <c-a>k ) |: (c—a)kH:‘
')"2 = e | — — |1 =
c -p ¢

C
k k

1
Co=1
p
S0 =,
0=
O _eptd

cp

4.4 Cuantificacion de los dividendos repartidos:
Esperanza del valor actual de los dividendos

repartidos V(d)

Calculamos a continuacién la esperanza del valor actual de los dividendos supo-
niendo que el proceso no acabe con la ruina, magnitud representada por V' (d),
siendo d la diferencia entre las reservas y la barrera, d = b — u, parad > 0., La

idea gréfica es,

RE® b(t)=b+at

b
d=b-u 7
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Al aplicar el planteamiento diferencial, se parte de la expresién (Gerber 1981)

V({d)=1-X-dt)-(1-5-dt) V(d~(c—a)-dt)+ (4.98)
+A-dt- [§7V(d+2) - dF (2)

El primer sumando de (4.98) indica el caso de que en un dt no ocurra siniestro
lo que sucede con probabilidad (1 — A - dt) . El valor actual de los dividendos en
ese dt dependerd de la diferencia inicial entre la barrera y las reservas, d = b—u,

que ahora se vera disminuida en ¢ — a.

El segundo sumando de (4.98) se refiere al caso en que ocurra siniestro en un
dt, lo que sucede con probabilidad A - dt. En ese caso la distancia entre barrera

y reservas se ve incrementada en la cuantia del siniestro.

Sobre la expresién (4.98) se sustituye V (d — (¢ — a) - dt) por V (d) — V' (d) -
(¢ — a) - dt, a partir de la definicién de derivada. Por tanto, (4.98) es,

V(d)=Q-X-dt)-(1—-6-dt)-[V(d)—V'(d)-(c—a)- dt]+ (4.99)
HX-dt- [PV (d+z2) - dF (2) ‘
Al restar V (d) en los dos sumandos de (4.99) se llega a:

O0=—(A+8) V() +8 Adt-V(d)—(c—a) V' (d)+
+(A+0)-(c—a)-dt-V'(d)+ X [V (d+2)-dF (2)

y haciendo dt — 0
0:—(/\+5)-V(d)—(c—a)-V’(d)+)\~/ V(d+2)-dF ()
0
llegando a la siguiente ecuacién integro-diferencial,

(c—a)-V’(d)+()\+6)-V(d)~)\-/OOOV(d+z)-dF(z)=O (4.100)
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4.4.1 Planteamiento alternativo

Siguiendo la metodologia del método alternativo usado anteriormente, podemos

plantear la siguiente ecuacién

4
V(d)=fF X e [TV (d-(c—a)t+2) e dF (z) - dt+
+/ , AT [TV (2) e % - dF (2) - dt+

(4.101)

El primer sumando de (4.101) indica el caso en que el primer siniestro se
produzca antes del punto de corte entre la barrera y el proceso de reservas,

punto al que denominamos t* =

c—a’
Gréficamente,

RCO b(t)=b+at

d-(c-a)t+z

t t* t

La diferencia, d, se ve disminuida por los ingresos en concepto de primas, e
incrementada en la cuantia del siniestro, teniendo que actualizarse los dividendos
futuros en el momento de ocurrencia del siniestro, V {(d — (c —a) -t + z).

El segundo y tercer sumando de (4.101) representan el caso en que el primer
siniestro se produzca una vez alcanzada la barrera. En este caso tendremos que
actualizar el flujo constante de dividendos repartidos, que es la diferencia entre
la intensidad de prima y la pendiente de la barrera (¢ — a), y el valor actual de

los dividendos en el momento t, en el que la diferencia es la cuantfa del siniestro,

d=z.
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Gréficamente,

R(t)

=

b{t)=b+at

Hacemos el cambio de variable z = d — (¢ — a) - t en el primer sumando de

(4.101), de donde,

dx
dz (c—a)-dt > dt = (4.102)
quedando los extremos de la integral:
t=0—-z=d ( )
d 4.103
t= d —z=d—(c—a)- =0
c—a c—a

A partir de (4.102) y (4.103), el primer sumando de (4.101) se puede escribir
como

d d x o)
A PR / =g / V(z+2) dF () -dz (4.104)
0 0

c—a

Al derivar la expresién (4.104) respecto a d, se obtiene

d T
PN C.5 ) Il O n) Sl A £ )i PV (w4 2) - dF (2) - dat

c—a (c—a) 0

d _d_
RNt i [e(’\+5)'c—a . f0°° V(z+z2)-dF(z)-dz

c—a

v simplificando, obtenemos la parcial respecto a d del primer sumando de (4.101)

xz

d
A %/\__4;‘)51 Pl G S fod ACS D) irmr SV (x+2)-dF (2) - da+

+=2 . [PV (z+2)-dF (2)-dz

c—a

(4.105)
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Sobre el segundo sumando de (4.101) resolvemos la integral:

/ J Ae7M. [PV (z)-e® - dF (2) - dt =

c—a

:A-/o<> e~ [PV (2) . dF (2) - dt =
P Jo (4.106)

o0

=X [V (z)-dF(z)- [—/\%Lé -e~(A9) t} 4

c—a

d
—(A4+6) — oo
=25 Mo 2V (2)-dF (2)

Al derivar (4.106) respecto a d llegamos a

d
_g ) —(A48) — oo
perl Ol .e (+)C”a'f0 V(2)-dF (2) =

s i (4.107)
=2 O e [PV (2) - dF (o)
Trabajamos con el tercer sumando de (4.101) . Resolviendo,
fiA-e‘”{c—a)-fle“sr~dr-dt:
c—a c—a d d
—(2+8) — —{A+6
—2.(c—a)-e (+)C_a.[§_%+5 =25 (c-a)-e (+o) 2%
(4.108)

Y si derivamos (4.108) respecto a d, obtenemos la derivada del tercer sumando

de (4.101) respecto a d,

d
ol 1 (c—a) e OT® =a ’
()\+b (c—a) _C_a__()"*‘(s)e—(k—k&)c%da

ad J - A+4 c—a = (4109)

c—a

et

Por tanto, agrupando (4.104),(4.106) y (4.108), llegamos a,

d =
V(d)=2 e M0 (1M e [PV (24 2) - dF (2) - dat

Cga—,\ai o —a  —(0+6) ==
/\L_Hs-e(Jr)c—a-fo V(z)-dF(z)+m-e(+)c—a ( )
4.110

Y para hallar la derivada de V (d) respecto a d, agrupamos (4.105) , (4.107)
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y (4.109), obteniéndose

d o)
V/(d) = 2. =), ~0+9) 555 Of(“‘”_ [V(@+2)-dF () - dat

> TV(dtz)-dF(z) -
0

d oo _d_

- Lo T4 [V (2)-dF (z) —e M 5=
0

(4.111)

Si en las expresiones (4.110) y (4.111) despejamos el sumando en el que

aparece la integral doble e igualamos, se obtiene

V@)= -2V @)+ E s O TG [0V () dF (o) +

+_+_ )\+5 -e_(’\+5) c—a + fO d+z dF(z) _
2Oy Gy ar () - 0
(4.112)
donde podemos observar que los sumandos segundo y quinto se anulan, e igual

ocurre con los sumandos tercero y sexto, por lo que (4.112) queda:

V() = 20y (g ¢ 2

c—a c—a

-/OOV(d+z)-dF(z)
0
o de forma equivalente,
(c—a) V' (dy+ (A+4) V(d) ——/\‘/OOV(d—}—z)-dF(z) =0 (4.113)
0

ecuacién diferencial coincidente con la (4.100).

4.4.2 Caso exponencial

En el caso concreto de funcién exponencial normalizada, la distribucién para la

cuantia de los siniestros es:

F(z) = 1—-¢€*

dF (z) = e 7-dz (4.114)
si sustituimos (4.114) en (4.113):

(c—a)‘V'(d)+(/\+5)-V(d)—)\-/OOOV(d-f-z)-eﬁ-dz:O (4.115)
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Al derivar la expresion {4.115) respecto a d se llega a
(c——a)-V"(d)+(/\+5)'V’(d)—)\'/ Vid+z2)-e7-dz=0 (4.116)
0

Se resuelve por partes la tltima integral de la expresién (4.116), haciendo el

siguiente cambio de variable:

u=e * du=—e"*-dz
dv=V'(d+2z)-dz v=V(d+2)

-y aplicdndolo a la integral:

JoVid+z) e de=e* V({d+2)g + o V(d+z)-e* dz=
=-V(d)+ fjoV({d+z)-e*-dz

(4.117)
Al sustituir (4.117) en (4.116) :
—a)-V'(d)+(A+6)-V'(d
(c=a) V(@ + (48 V(@) + iy
A V()= [°V(d+2z)-e-dz=0
Restando la expresion (4.118) de (4.115) llegamos a :
(c—a)- V' d)+(A+d—c+a)- V' (d)-6-V(d) =0 (4.119)

ecuacion diferencial con las siguientes condiciones de contorno definidas en Ger-

ber (1981):
o V' (0)=-1.

Para comprobar esta condicién de contorno, recurrimos a la expresién (4.111)
obtenida gracias a la utilizacién del planteamiento alternativo, en la que se
definia V' (d) .

Al hacer d = 0 en (4.111), llegamos a

VI(0) = 25 [V () dF (o)
—2 [V (2)-dF (z) = 1= -1

quedando comprobada la primera condicién de contorno.

e dlim V (d) = 0. Si la distancia entre la barrera y el nivel de las reservas
— o0

tiende a infinito, los dividendos repartidos tienden a cero.
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4.4.2.1 Solucién del valor actual de los dividendos

Se plantea a continuacién la solucién de la ecuacién diferencial definida en

(4.119) . Su ecuacién carcteristica es,
(c—a)- T2+ (A+d—c+a) - 7—86=0 (4.120)

siendo sus raices ry y 79, donde r; < 0 < ry. Esta dltima relacién es facilmente
demostrable, ya que el producto de las rafces de una ecuacién de segundo grado
es el cociente entre el término independiente y el coeficiente de la variable al
cuadrado. En (4.120) ese cociente es E-iéT) < @, por tanto podemos asegurar
la existencia de una rafz positiva y una negativa. La solucién de V (d) es de la
forma

V(d)=Cr-em e Cy-emd (4.121)

siendo la derivada de {4.121),
V(d)=Cy-r-e 4+ Cyory-em2? (4.122)

Si aplicamos la primera de las condiciones de contorno definidas, V' (0) = —1,

sobre (4.122), se obtiene
V,(O) =C1-r+Cy rg=-1
de donde, despejando Cy
Ci=—-—-2.0y (4.123)

Al aplicar la segunda condicién de contorno, dlim V (d) =0, sobre (4.121)
— OO

lim V(d)=Ci e +Cy-€?* =0

d—oo

como 71 es la solucién negativa:
Cg e?® = 0

por tanto Cs = 0.

1
Asi, sustituyendo Cy = 0 en (4.123), obtenemos Cy = -
1

Por tanto, la solucién de V (d) es:

1
V(d):—r—l-erld
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4.5 Resultados numeéricos

Se adjuntan a continuacién los resultados obtenidos mediante el uso de Mathcad
para las magnitudes que cuantifican los dividendos repartidos comentados en el

presente capitulo, es decir W (u,b) y V (d).

4.5.1 Resultados para W (u,b)

Para el cdlculo de W(u,b) usamos el proceso recursivo planteado por Gerber
(1981). Los datos que definen el proceso en este ejemplo son A = 1,¢ = 1.5,a =

1.1 y § = 0.03, obteniéndose los siguientes resultados para diferentes valores de

uyb,

u\b 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Q0 05519 0472 { 04022 034231 02911 02476/ 02105 01791 01522 01295 01101
01 0 5656] 04831 04114 03501 02977 02532 02153 01831 01557 0 1324
02 05764 04918 04187 03362 0303 { 02576 02191 01863 0 1584
03 0 5849] 04987 04245 03611 03071 02611 02221 0 188y
04 05916 05041 0429 | 03649 03013 02639 0 2244
05 05969 05084 043260 03679 03129 0 2661
06 06011 05118 04354 03703 03149
a7 0 6044] 05145 04376 0 3722
08 0607 | 05166] 04394
09 G 6091 05182
1 06107

Tabla 4.3
Podemos observar en la tabla 4.3 la tendencia de la esperanza del valor
actual de los dividendos en funcién de cémo varia u y b : Para un mismo valor
de u, si incrementa b, W (u, b) disminuye, lo que se debe a que la distancia entre
reservas y barrera incrementa y por tanto cuesta mas alcanzar el nivel en el que
se empiezan a repartir dividendos. Si mantenemos la barrera b, e incrementamos

u, la esperanza del valor actual de los dividendos es mayor.
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A continuacién se listan los resultados obtenidos para un valor de a préximo
a cero (a = 0.007), que serfa equivalente a hacer tender la barrera lineal a la

barrera constante. Los resultados obtenidos son,

b |0 01 02 {03 |04 {05 (o6 |o7 Jos |09 1

0 14509 15018 15440 15883 16339 16784 17247 17715 18191 18679 1916
01 16029 16489 16958 17435 1792 | 18412 18919 19419 19934 2 0455
02 17504 18001 18507 19029 19545 2007¢ 20614 2116 | 21713
03 19015 19550 20094 20646 21207 2177d 2 23534 2 2037
04 20564 2113¢ 21717 22307 22906 23512 2 4127
05 2215 | 22759 23377 24004 2 464 | 2 5284
06 23773 24418 25074 25734 26411
07 25432 26114 26806 2 7507
08 27128 2 7846 2 8574
09 2886 | 2961
1 3 0627

Tabla 4.4

Si comparamos los resultados de la Tabla 4.4 con los obtenidos en la Tabla
3.1 del capitulo 3 en la que se calculaba W (u, b) para un modelo modificado con
una barrera constante, podemos observar que los resultados son muy parecidos.
Asi por ejemplo, si hacemos la diferencia entre algunos resultados de la Tabla

3.1 y la Tabla 4.4, obtenemos

uw\b| 0 0.3 0.5 0.8 1
0 | 0.0029 | 0.0046 | 0.0061 | 0.0086 | 0.0044
0.3 0.0048 | 0.0065 | 0.0094 | 0.0055
0.5 0.0031 | 0.0098 | 0.0122
0.8 0.01 | 0.0127
1 0.0128

Los resultados obtenidos para la barrera lineal para una pendiente que tiende

a cero, son ligeramente mayores que los resultados obtenidos para la barrera
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constante.

Debido a no disponer de expresién analitica para la esperanza del valor actual
de los dividendos repartidos, el andlisis de sensibilidad realizado para la barrera
constante mediante el uso de derivadas parciales no es posible. Por tanto, las
ideas que se adjuntan a continuacién, se basan en andlisis numeéricos realizados

con el uso de programas en Mathcad.

Respecto a b, para un mismo valor de a, no existe un valor b* que maximice
W (u,b). En la barrera constante, para un mayor b, a pesar de alejarse la ba-
rrera de las reservas, se produce el efecto compensador de retraso del momento
de ruina, lo que provoca (durante un tramo) un incremento en los dividendos
repartidos. En la barrera lineal, esta tendencia no se produce, lo que se debe a
la pendiente a de la barrera. Salvo para valores de a cercanos a cero, en cuyo

caso si se puede comprobar nimericamente la existencia de un mdximo respecto

ab.

Asi, por ejemplo, para § = 0.03,A = 1,¢ = 1.5 y un valor de la pendiente de
a = 0.007 encontramos un valor de b que maximiza W(u,b). En los datos que
se adjuntan, es decir para los valores de u comprendidos entre 0 y 1, el valor de
b que maximiza es comin. Pero esta situacién no es extrapolable, ya que sélo

ocurre hasta valores de u = 5. A partir de ese valor de las reservas iniciales, el
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6ptimo se desplaza a valores mayores de b.
u\b | 0 2 4 6 7 75 |76 |77 |78 |9 10
0 1459 | 2429 | 343 | 4048 | 4166 | 4183 | 41841] 41838 4183 [ 4113 | 3996
01 2594 | 3662 | 4322 ] 4448 | 4467 | 44673 44671 4466 | 4391 | 4267
02 2753 | 3887 | 4589 | 4722 | 4742 | 47427 47425 4741 | 4662 | 453
03 2908 | 4107 | 4848 | 4989 | 501 | 50106 50103 5000 | 4925 | 4786
04 3059|432 | 51 5248 | 527 | 52712 52709 5269 [ 5181 | 5035
05 3206 | 4527 | 5345 | 5501 | 5524 | 55247 55244 5523 | 5431 | 5277
06 3349 | 4729 | 5584 | 5746 | 5771 | 57716 57713 577 | 5674 | 5513
07 3488 | 4926 | 5816 | 5986 | 6011 | 60119 60116 601 | 591 | 5743
08 3624 | 5118 | 6043 | 6219 | 6245 | 62461] 62457 6244 | 614 | 5966
09 3756 | 5304 | 6263 | 6446 | 6473 | 64742 64739 6472 | 6364 | 6184
1 3884 | 5486 | 6478 | 6667 | 6696 | 66966 66962 6695 | 6583 | 6397

Para los mismos valores de §,A y ¢ que en el ejemplo anterior,

a = 0.05, los resultados obtenidos son,

y asumiendo

u\b 0 0535 08 09 1 11 12 13 14 2 4

0 17876 2014 | 2052 | 20529 20486( 2 04 20279 20126 1994 ( 1851 1310
01 2141 | 2189 | 21924 21894 21817 21699 21546/ 2136 | 1986 | 1407
02 2263 | 2322 33273 2326 ( 23194 23083 22933 2274 | 2119 | 1503
03 2379 ) 2450 | 24578 24585 2 45341 2 4432 2 4286 2410 | 2249 ) 1598
04 2488 | 2573 | 25839 25869 25835 25745 256060 2542 | 2377 1692
05 25911 2691 | 27053 27111 2 7098 2 7023] 2 6894 2672 | 2504 1785
06 2804 | 28222 28311 28322 28265 2815 2798 | 2628 | 1877
07 2912 [ 29345 29468 2 9507 2 9472 29373 2921 | 2751 | 1968
08 3015 | 30419 30582 30653 30643 30563 3042 [ 2871 | 2059
09 31444 31631 31758 31778 3172 | 3159} 2990 | 2 148
1 32674 3 2822 32875 3 2844 3274 3107 | 2238

Se puede observar que dependiendo del valor de u, el valor de b que actda como

maéximo estd comprendido entre 0.9 y 1.2.



174

4. Politica de dividendos en caso continuo: Barrera lineal

Respecto a a, en un principio, a mayor es la pendiente, mayor es la distan-
cia entre las reservas y la barrera y por tanto mds dificil es empezar a repar-
tir dividendos. Pero esto provoca un efecto compensador, que es una mayor
probabilidad de supervivencia, y por tanto se reparten dividendos durante mds

tiempo. Existe un valor de a que maximiza W (u,b), a partir del cual a mayor

a, disminuye W (u, b).

En este tramo decreciente, el efecto compensador de la probabilidad de su-

pervivencia no es suficiente. Se listan a continuacién resultados para diferentes

valores de a, manteniendo los demds pardmetros constantes,

u=0 u=0.1 u=0.3 u=0.5

¢ b=0 b=0.1 b=0.5 b=028
0.1 1.5061 1.6601 2.0786 2.5840
0.2 1.5957 1.7719 2.3545 2.9172
0.3 1.7278 1.9253 2.5689 3.1309
04 1.815 2.0092 2.5895 3.0407
0.5 1.7876 1.9551 2.3792 2.6916
0.6 1.647 1.7773 2.0324 2.2116
0.7 1.436 1.5299 1.6394 1.7172
0.8 1.119 1.2627 1.26 1.2736
0.9 0.9646 1.0055 0.9326 0.9024
1 0.747 0.7717 0.6536 0.6029
1.1 0.5519 0.5656 0.4245 0.3679

Se puede observar que existe un valor de a, a partir del cual la esperanza del

valor actual de los dividendos empieza a disminuir.
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4.5.2 Resultados para V(d)

Se listan a continuacién los resultados para § = 0.03,A =1,c =15y a = 1.1

obtenidos mediante un programa de Mathcad.

u\b |0 01 o2 |03 [o4 |05 [o06 |07 |08 |09 1

0 06168 05245 0446 | 03792 03228 02749 02332 01983 01686] 01434 0121
01 06168 05245 0446 | 03792 03225 02742 02332 01983 01686 0 1434
02 06168 05245 0446 | 03792 03225 02742 023392 01983 01686
03 06168 05245 0446 | 03792 03225 02742 02339 01983
04 06168 05245 0446 | 03792 03225 02742 02332
05 06168 05245 0446 | 03792 032235 02742
06 06168 05245 0446 | 03792 0 3225
07 06168 05245 0446 | 03792
08 0 6168 0 5245 0 446
09 06168 0 5245
1 0 6168

Podemos observar en los resultados que los valores de la diagonal coin-

ciden, ya que son situaciones con d constante. Si nos desplazamos a la derecha

en el cuadro, el valor de d incrementa con lo cual la esperanza del valor actual

de los dividendos, V' (d), disminuye.
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