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(P A0 g o el () |
Jo* \5_37: / . (433)

on el terme factor comfi té dimensions d”intensitat i no &s més que

la intensitat 1imit de difusié obtinguda per Levich (1962)

*
(A = wWFAD, Cu (429)
"/4( ) o =

on aquesta expressid coincideix amb la que trobariem a partir dé la
hipdtesis de la capa de difusié de Nernst (estat estacionari , essent
T;4 l’amplada de la capa de difusié i ve donat per (V-142)

gc\ = d.bukb DT:L/B Si/fov w 7= (au0)

Aleshores, l%equacib per a la intensitat en el 1limit de difusié (139)

s”escriurd

Yy -1 4 |

%

Ad = 0.62 nTA Cu Qﬁ, g /)G \«Y)/L (AJM-)
Recorden que per a deduir aquesta equacid, i tal

com ja varem dir al trobar el valor de E;d (V-142), s’ha suposat

: : 3
‘que el nombre de Schmidt del fluid &s suficienment gran (Sc > 10~ ).

Aquest valor per a la intensitat limit de difusid
(id (139) ) ens permet fer adimensional la intensitat, fent la se-
gllent definicid
A -
ZC%) SN | (243)
A d (lewdn)

li

Aleshores, (138) esdevindra
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d‘on el terme integral que hi apareix, es pot eliminar a partir de

1’equacié integrodiferencial (136)

j% Pl M dyu - %[mo-faoﬂ%"f) - _%—«egu>>
(@yv)

d“on resultard la seglient equacid per a la intensitat

0

4 oy M) L) = ‘
" {@E)-\J—? + = &@P_QN %%hkﬂl}

Y () =
(a15)

6.2.5.3.— EQUACIO PER A LA CARREGA TOTAL.

Andlogament, si agafem 1°equacié (11) per a la
carrega total bescanviada en el procés, pel cas k = R, amb el cor-

responent canvi respecte de la variable temporal (V—14l)

2 £
= L) dy = B / <(ydt s 2aly
aLr) /0 J s . T

tindrem

: On

AA) = Q(0) + nFh =
A * ‘ A(A-4) c N

+ 54]0 Lex = ce Lo, M) ] \(_A}/Z—:fi/w % @)

{“"%W e T (%)

que en forma adimensional s’escriurd
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Q(P) = &(0) + aFA Dy % {- _ig LQQKM -

A A(op)
~ B lo) |+ (a- (I )) FAAZR
1+ ) g A

on ara, degut a la definicié (146) per a Q(x) i pel fet d“ésser a-
dimensional la variable temporal \ , la funci Q() ) t& dimensions
d’intensita’t i no de cirrega. I com el terme factor comi no és més

que id (139), el farem servir per a fer adimensional la cirrega.

Z(M = W)

A,J

(aM4)

de fet, aquesta equacib adimensional en termes de Q(t) es posard

=N = %\%'— so)

on ara el denominador si que té dimensions de cirrega i &s la carre-

9a total que ha passat en un temps (t =5ﬂ7/0 , és a dir, A = 1).

Aleshores, 1°expressid per a la cirrega total bes-
?

canviada (148) esdevindrd

A _ .
=(n) - =(0) = /o Ei-%(/m] Alpm) o\/W _
- A et —eq (o] fst)

on el terme integral (on hi apareix fSNt) ), que surt en aquesta

exnressid, es pot eliminar mintjangant 1’equacid integral (V-166)
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resultant

N - 2(9) = = { (3-e) M)+

A &ﬂey_m ~©, (o9 ] ~?L9&(M~9ﬁ(0‘°ﬂ% }
; | G}Ss}

on R('\) &s la funcid definida a (V-237)

A(pm) 4&& , @5%)
vl

-~ v -
6.2.5.4.~ RESTRICCIO A UN TIPUS PARTICULAR D’ISOTERMES D”ADSORCIO.

A

RN = ]m

Pel cas particular d’isotermes d’adsorcid del ti-
pus (V-5), les expressions per a la intensatat (145) i per a la cir

rega (154) es poden simplificar per a donar

.o _ M‘\f—i«ﬁ@—((r\ﬁ}
A e {(? ) = - Lm] ¢ o)

=) - 2(0) = ij{ % (3-€) nd) + &= @ﬁ) [0, -6(9)] }
; i

6.2.5.5.~ CAS SENSE ADSORCIO.

Pel cas sense adsorcid, aquestes expressions es-—
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devenen

PN = s (5re) ATL%& (5%)

() = 2 (Fe) AW (51)

que en el 1imit de difusid (2 2 ) es tradueiexen en

LR

e =20 = 'O (460)
R

on veiem que no coincideixen amb l’expressid de pevich (139). Aixd
&s 18gic, ja que l’equacid de Levich (139) representa la intensitat
del procéé en el 1fmit de difusid (tot el que arriba a la superficie
de 1%eldctrode, reacciona, &s a dir, Cp (0,A) =0 ) un cop s’ assolit
1°estat estacionari (t » a0 ). Per tant, si volem que (159) i (160)
es poguin comparar amb els resultats obtinguts al suposar estat es-
tacionari, haurem de fer el 1lfmit per N — =0 a (159) i (160), per

la qual cosa farem servir el comportament assimptdtic de la funcid

A( N) (v-162)
L. Z (A) = o,a9 (ac4)

R X
Ao

La, 2N = o0y ) | (¢52)
T ’

A= R

La difertncia (6%) amb el valor de Levich (139) es
deguda al métode aproximat de resoldre l°equacid diferencial (V-138)
pel cas del rde, en particular el fet d’haver escollit la funcid

(V-152) com a solucib del problema.
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Com ja varem comentar al trobar el comportament as-
simptdtic (V-162) per a la funcié A( X ), es pot suposar assolit 1°
estat estacionari per :) 2 3.10 . Aixd és la clau en qud es basen
els investigadors (Filinovsky i Pleskov - 1984) per a dir que el
rde presenta aventatges en fromt del dme degut a qud es pot treballar
amb la hipdtesi d’estat estacionari; Naturalment, diuen veritat en
quan sempre suposen que nd hi ha adsorcid i per tant poden fer ser-
vir les equacions (159)-(160) si treballem en el 1imit de difusid o
bé les equacions (153)~(158) en el cas d"un procés reversible. Ara
b8, en el cas en qud hi hagi adsorcib, les equacions en qud s’ha de
treballar (pel cas reversible) sén les (145) per a la intensitat i
(153) per a la carrega total i no estd gens clar que s”assoleixi 1°
estat estacionari. Resultats provisionals, suposant una adsorcib dels
components de la reaccid segons la isoterma de Langmuir donen dque
1’assoliment de 1°estat estacionari depeén molt dels coeficients d°
adsorcib considerats ( G)K) i de la velocitat angular de rotacio

(W) del disc.
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VII.~ APLICACIO DEL FORMALISME A UN PROCES

\
ELECTRODIC CONCRET. EL DME.
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\ \ \
T+1.— REPAS DE FORMULES BASIQUES.

I"ing ara només hem vist cor 8l formalisme matend—
tic desenvolupat er el capitol IV ens conduia & unes exprassions
concrates per a trobar el senyal resposta, i(t) o Q(%), d’un siste-
ma eldctrodic quan era pertorbar per 1l”aplicacid d’un senyal d’en—

trada, potencial constart. Veiem que aquestes expressions pel cas

del dme dins del model d°Ilkovig eren (VI-73) i (VI-83)
-3 | '
th) ——% { (3-¢) ti/’/' + T /5 [{3192@)4(
s+ |

+ 29,0 % -9 { 37:9(;,(6) + 29, (T) % ] (i)

i

=
¥

Z(C) - ¢t {(F—g’)cj{} + c'4/3 [9_@\1)—? 9&(1:):{
149 | (\)’)

on necessitdvem haver calculat, préviament, les funcions @%{C}, les

quals eren solucid de l’equacid integral (v-83)
~ A
, */ 1m %3 _ﬂ[ﬁ)__ .
N = (4 N a4 ) | d
G (M) ) 2 o \)7;7/ ()

on ens apareix una altra funci§, ‘6(}) s Que esth relacionada amb
la concentracid total de les espdcies en dissoluci8 (dels reaccio- - i
nants) al costat de la interffcie electrddica, el potencial (f; ) i

porta implfcita la relacid de reversibilitat electroquimica (V—2).

Naturalment, per a resoldre (3) necessitarem de les
expressions per a les isotermes d®adsorcid (V-3) que ens lliguen*f())
amb les Qw-()) . Per tant, ens haurem de restringir a uns tipus par

ticulars d°isotermes d”adsorcid per a poder fer un sstudi a fons del
p p

procés, en particular dels senyals resposta.
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Ts2s= POLAROGBART A

7.2.1.- CORBA POLAROGRAFICA (POLAROCGRAMA).

Normalment en polarografia, rom amb qud es coneix
la tacnica experimental que empra el dme com a el®ctrode de ireball
(Bond - 1980), el senyal d’entrada &s un senyal de potancial cbnsﬂ
tant durant la vida d*una gota, té (dropping time), i que canvia el
seu valor de gota a gota (no ens centrem en els diferents mdtodes
d’aconseguir aixd de forma equrimental); El senyal de scrtida, nc
83 el current, com a funci del temps, durant la vida d’una gota,
sind que es fa la mitja de la intensitat passads durant el temps de
vida de‘La gota i es representa en funcid del potencial aplicat,
constant a cada gota, &s o dir

| 5 |

I (‘E/ ch\) = A , A LE/ 3&:) 416 &}4)

©

i

0
or. posem explfcitamnent la depend®nacia del potencial aplicat, E. L”
squacid (4) es pot posar en termes de la chrrega total bescanviada

durant el procds, Q(t) (VI-10)

-, g) =
A Qb) t&) = @,K£4} )_ Q?)
b .

Amb la definicid (VI-79) de la chrrega total adi-
mensional pel dns i definint la intensitat mitja en forma adimensi-.
onzal Qwé

— L (% Td)

ZL?) tc() = ____L_,_/,_.——— ‘ (L} .
on id(tm) definit a (VI-68) &s 1°squacid A°TlkoviS que ens déna el

y
¥

current en el limit de Aifusid, tenim que la intensitat mitja en for

ma adimensional s’escriuri
= () )

— ‘ _ 6 =(=V
yous) = 2
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v

o o, colicitant ZZ(ta)r sgor.s (2), com

)+ % g (G T Lo o]
-

on ara e. temps de goteig, C4 , &s un dels pardmetres de control

del gistema.

Aquesta eaaa01o &s, dins de 1eg hipdiesis esmenta—
deg, una eqiazcid general exacta per a 13'corba pclarogrdfica, o po~.
larograma, ircepeudent dsl tipus d°isoterms considerat. No s’han fet
hipdtesis respecte de la dependdncia dels coeficients 4 adsorcid
amb el potencial (ham suposat d®entrada la congrudncia de les iso-
termes amb el potencial), aixf com dels altres pardmetres de 1a iso-
terma, Jj& que aguesta equac 16 ha estat obtinguda a potencial cong-—

Tant.

Pel cazis particular d’isoterres del tipus (V-5), 1°

equacid pel polarograma (8) s’escriu

70s. z_fsq_i e (X3 N g o
26/ wd) T (4+3) ®6> K 1K Hea) T

(@)
. . . ”~
7.2.2.— COMPARACTO AMB TA TIPOThSI g TAT TS“ACIONARI.

Les eguacions generals deduides agul, tant per a
inteasitats instentinies (1), chrrega total (2) com per a la inten-
sitat mitja (8) o (9) ens donen compte de la coutribucid de dos ter—
; . Jeme . . TR . TR . . o 3 ﬁ'//(‘
mes independents: el rrimer ("difusional) que depén de T
el gue prové de la resolucid de 1°equacid diferencial de difusid-

. . . e\ - N .
conveccib (IV-4) i el segon (Madsorcional') nue depen de T , dsgut
a l%expensid de 1°3rea de 1%eldotrode i delg recubriments, W(t),

degut al feb d’haver-hi adsorcié dels components de la reaccil eleg

gl

Ay
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“~ .

Lixd, estld (facor!t ank el tractamens clissic de

=

~

“ JV . . :
Brdigka (1942,1947) que donave una erpressid per a la irtensitat

del segfMent btipus

-;1,/3

Aly) = /—\Jcﬁ'/% + Bt @o)

per5 Bssent A i B constants, ja gue ho va deduir a partir de la hi-
pdtesi d’estat estacionari, la gval cose ol vortavae a inccngri®ncies
en ies corbes i(%), encara gue explicava 1l aparicid de pracnes i
ones en els polarogrames, degvdes al segon terne L que apareixen'per

- e . , - e ¢
1%adsorcid dels components de la reaccils

El nosire tractament evita les incongrudncies del
“tractamant de Brdicka ja que B no &s una consbtant, sind gue t& una

dependéncia funcional amb t, degu® al procds d’adsorcié.

Malgrat tot, la hipbtesi d'éstaﬁ estaciorari porta
a una aquaoié per & la intensitat mitjs, formzlment idéntica = (9)
i reprodueix bastant b8 els resuliats experimentals, al menys d’uvna
ferme quelitativa, t=1 com M. Sluytsere-Rehbach et al., (1976)‘han s
senyalat, l%0nica ciferduncia estd en el cilcul de e*i‘d) y Jja due
ells 1%agafen com a paramstre constant'el qual troben a p@rtir de
1’equacid de balang de matdria a 1%elbotrode (V-10) on els fluxes
els calculen a partir del model de la capa de difusid de Nerent.

L’expressid a qu¥ arribten, en la rosgira notaci &s

%_ o, (v) = J—; {(ue) - \gkc) @1)

on T és un pardmnetre, que agafen igual al temps de goteix, T -

Veien la gran serblangza d%agueste squaci8 amb 1%a~

e

Al
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proximacié de Levich (que consisteix en considerar ‘f\c) constant,
en primera aproximacib) feta a 1’equacidé integral (3) que condusix

a (V-260)
N A N O G

on 1’fnica diferdncia &s el factor 4/7, a part de qud a (12)>t és_
la variable temporal 1 no un pa?ametre. Aquegta diferdncia surgeix
pel fet de éué (11) ha estat de&uida directament de 1”equacid de ba
lang de matdria i amb la hipdtesi d”estat estacionari es menyéprea
el terme A(t)9+{w en front de Qw(k)Awk), i (12) prové directament
de 1”’equacié integral que a la vegada prové de 1’equacié ds balang

de matéria integrada. _ ;

Aleshores, ja que ambdues aquacions (11) i (12) ne-

cessiten 1%expressié per a la isoterma d’adsorcid, per a poder tro-

bar eb&r» eliminant %(t) , & l%emprar l‘equaoié (9) per a repro-
~duir els polarogrames, aguesta diferdncia es tradueix en el valor de
©,(Td) que es troba a l%emprar o bé 1’eguacid (11) (hipdtesi 4’ es—

tat estacionari) o bé 1’equacié (12) (hipdtesi de Levich).

Te2¢3e— APARICIO Di PREONES I POSTONES.

Una altra cosa que es veu a partir de 1’equacid (9)

ke

per al polarograma &s 1l’aparicid de les preones o postones (obser— §
vades i explicades per primer cop per Brdidka (1942) ) segons K>S

o K< , s a dir, pel cas particular de coeficients de difusid

iguals (8’: 1) aixd es tradusix en dir que les preones avareixen
quan W, > Wy i les postones quan Wp < YWg . Hi ha un cas parti-
cular,){=<§' , en que s’anul.la el terme ‘adsorcional i el resultat

equivale ca ® no es considera adsorcid.
s equivalent al s en qu
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Aquest comportament es degut al terme "adsorcional"
a 1%equacié general per a la intensitat (1). A aquesta equacid es
veu que el terme adsorcional &s suma de dues contribucions, una per
a cada obmpopent de la reaccib. Si només s'adsorbeix un component
dels dos, 1l’expressid per a la intensitat es dedueix fhcilment de
(1) fen e(gt)= 0 on k &8s el component que no s’adsorbeix. Si so-
lament P s’adsorbelix (el cas considerat per Brdi&ka), la intensitat
serd més gran que 1l’esperada en’ abséncia d’adsorcib, ja que la reac-—
cibd s’ha de produir per a poder tenir una gquantitat de producte en
fase adsorbida. Al contrari, si solsament R s”adsorbeix, la intensi
tat serd més petita que 1’esperada en el cas sense adsorcid, ja que
abans de reaccionar, una part de R s’haurd d’adsorbir. El cas inter
mig (K =") serd un cas de compromis entre els dos comportaments

extrems, anul.lant-se el terme "adsorcional". Aquest darrer compor- i

tament noméds &s clar quan el tipus particular disotermes (V-5) es

considera, en el cas general, dependrd de la resta dels parametres.

Te3.— METODES APROXIMATS PER A RESOLDRE L“EQUACIO INTEGRAL.

Degut al fet ds qud 1’equacid integral (3) no se

sap resoldre, excepte pel cas sense adsorcid, ni considerant el cas

més senzill d’adsorcid (el d’una isoterma lineal o de Henry), hem de
deixar de cantd el fet de voler trobar solucions analftiques de 1°

equacib integral (3) i emprar mdtodes aproximats.

Com ja varem parlar en el capitol IV de mdtodes

aproximats de resoldre equaciong integrals, n“hi havia un molt em—

prat per alguns autors (Holub -1968, Guidelli - 1971, Sluyters-Reh-

bach i Sluyters - 1977) que consistia en suposar un desenvolupament
en stérie de la soluci$ (f(qk>9%00, segons s’elimini una o 1l%altra
funcid a partir de la isoterma d’adsorcid) amb la qual cosa, en

principi, es podria realitzar la integracib i 1%equacid resultant
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seria una equacid algeébrica que de forma recurrent ens aniria donant

els coeficients del desenvolupament.

Aquest m&tode &8s molt fatigés i només es pot por-
tar a terme amb isotermes senzilles (Henry, Langmuir,...) i no hi
ha garanties de qud la sbrie convergeixi per a tot temps. Nosaltres
no el considerarem aquf, ja que, com en el fons s’haurd de recdrrer
a un cdlcul numdric de la sdrie, preferim un cilcul numdric directe
(apartat 7.3.2.) ja que ens permetrd resoldre 1l’equacid integral per

a Qualsevol tipus d’isoterma d”adsorcid considerada.

Una avantatge per a una expansibé en s&rie 8s la
possibilitat d”obtenir una expressid aproximada per a Gg(td) y 1
aix? poder tenir una expressid analftica per al polarograma (9) quaw

es considera el tipus particular d’isotermes d’adsorcid (V-5).

A} .
7+3.1.—~ METODE DE LES APROXIMACIONS SUCCE3IVES.

Com ja varem veure (capftol V), aduest metode con-
sistia en suposar uné expansi8 analftica senzilla per a la funcid
de prova i a partir de l’equacid integral trobar una primera apro-.
ximacid ( que en principl es podria introduir d= nou en el fterme in-
tegral i anar trobant aproximacions succesives a la solucib). Les
funcions de prova emprades, estaven d’acord amb les hip&tesis de

flux mixim de Koryta (1953) i de Levich (1955).

El tractament de Koryta per a la difusié vers 1°e-
lectrode d’una sustidncia susceptible d'adsorbir—se perd electroinac
tiva, es‘pot aplicar al nostre cas agafanf com a funcid de prova i-
nicial %’()): 0 (hipdtesi de flux mdxim). Amb aguesta funcid inicial,

1’equacib integral (3) esdevd

&, (t) = Ve (22)
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on hem suposat que inicialment no hi havia producte ( E = O).

Quan T = 1, 1%eldctrode s’haurd recobert total-
ment, i 1°equacié (13) deixard de verificar-se. E. Laviron (1969,

1974,1982) va emprar aquesta hipdtesi al cas d’una reaccib electro-

guimicament reversible on els components de la reaccid s’adsorbeixen

molt fortament.

Emprant isoterﬁes d’adsorcid, no del tipus general

(V—3), sind que es poguin expressar de la segllent forma

K Cu Lo k) = Tt % o, (t) ©p k) ; & } (a4)

4~ G L¥)

i en el cas limit d’adsorcié molt forta (Wy¢- o0 ), el primer terme
serd finit (encara que indeterminat) quan C\ (0,t) = 0 i sempre que
Qh(&)-< i, aixd s’haurd de verificar. Per tant, aguesta hipbteéi
coincideix amb la hipdtesi de flux maxim de Koryta. Pel cas en qué
“C > 1 (t> tm), Laviron va suposar que l1°eldctrode romandria re-
cobert, i per tant, l°dnica substincia que s'adsorbia seria deguda
al creixement de 13rea: Amb el nostre formalisme, aquesta hipdtesi
(a la qual nosalires hem anomenat de Koryta—Laviron) es tradueix en

suposar la seglent expresssid

5 Jze <4
94_,-1- (v) = |
l 4 w>4

Aleshores, quan el tipus particular d’isotermes

(¢5)

(V-5) es considerat, l”equacid (VI-84) per a la intensitat instan-

- .
tanea es converteix en
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n 7
A+ XS

Y K-L kt) 3 | Q«’D)

A {(3 Cj/fq_ M @fi/s } ’
4+ (v R)

i 1%equacié (9) per a la corba polarografica, es converteix en

5 Eg tc{ ﬂ‘/,C
3 14 (sS

&)

— ¥-L 7
f (5/ Cd) = :
. __{Z_ . 4. ) A % CC{%Q + M td-dﬁ
F &4—}%) | A +(53'

Aguestes expressions ja varen &sser obtingudes per
Laviron (1969,1974), amb el conseqlient canvi de notacid, excepte en
el terma "difusional' que apareix en les expressions per T >1,'ja
gque ell suposd que un cop recobert 1’eldctrode, la intensitat era
deguda només al creixement de 1%3rea (o r-1/3), i no va tenir en
compte la reaccid en fase vol@imica que &s un terme purament "difu-

sional" (& 1/6).

El tractament de Levich (de tipus matemdtic) va

&sser emprat per R. Guidelli et al. (Guidelli i Pezzatini - 1977"
Guidelli i Pergola - 1977, Picardi, Pergola, Foresti i Guidelli -
1977, Pergola? Foresti, Alosi i Guidelli - 1982) en problemes simi-—~
lars i consisteix en suposar que f(/m) varia molt més lentament que
la funcid &}701/7' dins de 1'interval/,\e Lo A] i aleshores, 1l%e~
quacid integral (3) es redueix a (no suposem qQue hi hagi producte
inicialment, £ = 0)

-G

0 " (v - = (1- p) (29)
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on el superindex L-C indica gue estem dins de l°aproximacid de Le-
vich—-Cuidelli (aixf hem anomenat a l”aproximacib de Levich aplica-

da a la polarografia clissica, espscialment al cas d’una reaccid

electroquimicament reversible).

Amb aguesta aproximacid, 1’equacid (9) per a la
corba polarogrifica amb el cas particular d’isotermes d’adsorcid

del tipus (V-5) &s |
o ‘ -6
N Yf[zﬂj,] ()
VRRESZA R A N vy i R T ( )

la qual &s equivalent a 1%obtinguda per Guidelli i Pezgatini (1977)

amb el canvi addient de notacié.

S’ha de fer notar que (19), a difer®ncia de l’equa—
cié (17) (aproximacié de Koryta-Laviron) depén explfcitament de la

isoterma, ja que s’ha de calcular el valor de_\( (tch).

Veiem gue aquest m&tode d'aproximacibns succesives
ens porta a deduir expressions analftiques aproximades per a les
senyals resposta i ens donen un marc unificat d’on es dedueixen les
expressions aproximades que es trbben a la literatura, d’una forma

molt clara i senzilla.

Tant 1aproximacid de Koryta-Laviron com la de Le- w
vich-Guidelli sbn aproximacions de primer ordre, ja que fem una sola e
iteracid del mdtode, essent la de K-L valida per als casos d’adsor-
cid forta. L°aproximacid de L-G serd tant més valida quan més esta-
cionari sigui la funcid f\/M) ding de l%interval considerat ( EO,)] )e
Com que 1°equacid (18) ens déna el comportament a llargs temps (capi-
tol V, Reinmuth i Balasubramanian - 1972b) essent el valor limit as-

simptdtic la solucid pel cas sense adsorcib (‘((h): 1, constant),

efd facil veure qQue quan més feble sigui 1”adsorcib, més valida se-
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r3 la hipdtesi de considerar f(/A> congtant. Es per a aixd que 1°

aproximacib de Levich-Guidelli &s valida per a adsorcié feble.

Dins d”aquest marc, també hi t& cabuda el model

de la cépa de difusib de Nernst o de l°estat estacionari, essent
una aproximacié d°ordre zero, ja que suposa ‘f(t) i 9((1) com a

constants des d°un bon comengament.

\ \ ‘ .
"Te3s 24— METODES NUMERICS. . :

Els mdtodes numdrics sén uns de les més convenients
i efectives formes disponibles avui en dia per a resoldre aquests
tipus de problemes, eSpecialmeﬁt per la gran facilitat de disposar
d*algorismes facilment traduibles en programes i solucionats en quqi

sevol ordinador digital (especialment en microordinadors).

Un m¥tode especialment dessignat per a solucionar
equacions integrals del tipus aqui presentats és el desenvolupat
per R.S. Nicholson i M.L. Olmstead (1972); Aquest mdtode consisteix
en desenvolupar expressions aproximades per al terme integral que.
apareix a 1”equacid integral (3)

L V.%) |
;rm-:-/ V_/fl/w (0)
Q %;/A .
Bl resultat d’aquesta operacid serd un sistema d’equacions algébri-
ques, el qual &s fAcilment expressable en qualsevol llenguatge de

programacid (BASIC, FORTRAN, PASCAL,...) i solucionat en un ordina-

dor digital.

Amb la notacid de Nicholson i Olmstead, el terme e

terme integral (20) &s un cas particular dels gue ells estudien
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T(x) = /; %(K*t—)%(f) d v (24)

on f(x) &s la funcib incdgnita i g(x-z) 8s el nucli (Kernel) de
1%equacid integral. Aquest nucli &s de la forma que surt per con-
volucib, ja que l%argument &s (x-2z). Generalment, coneiexem la forma

explfcita d”aquest nucli.

. Per a obtenir expressions aproximades per al ter—
me integral, -es segueix un mdtode semblant al de calcular numerica-
ment integrals definides. Primer, l%interval d’integracié es divi-
deix en un nombre arbitrari de subintervals igualment espaiats, lla
vors, a cada un d’aquests subintérvals, s®assumeix una forma expli-
cita (i arbitriria) per a la funcié incdgnita. Les constants invo-—
lucrades en la definicié d”aquesta funcid sbén, llavors, selecciona-
des de manera que la funcid satisfaci l’equaci8 integral a un nom—

bre arbitrari de punts dins del subinterval. El resultat &s una deg

cripcié  completa (aproximada en la mesura de la dimensid del sub-

interval) per a la funcid incdgnita.

L’aproximéoié emprada per a la fuhoié incdgnita &s
arbitraria, perd la majéria de les funcions polindmiques sén empra-
des. és clar que quan més gran sigui el grau del polinomi emprat més
exacta serd 1%aproximacibé. Tanmateix, com que el calcul esdev® far-
ragés a l%augmentar el grau del polinomi, s’escolleixen formes po-—
lindmiques de graus petits (zero i un). El primer d’ells assumeix
que la funcié incdgnita es pot aproximar per una constant a cada
subinterval, i per tant, ens referirem a aquesta aproximacid com el
mdtode de la funcid graé (step function method). El segon mbtode a-
proxima la funcid per una linia recta dins de cada subinterval, a-—

questa aproximacid§ va 8sser introdufda originalment per A. Huber

i
TR
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(1939) i ens referirem a ella amb el nom de mdtode de Huber.

Per a aplicar aquests me&todes hem de transformar
el terme integral (21). Sigui d l’amplada del subinterval, alesho-

res la variable x es defineix com

X = mc\ y m&“\{ @6)

i el terme integral (21) esdevindrd

mdl |
IKW\C\) = J Sw) ?{(m\ft)c\'t _ @3.)
)

Agquf m representa el nombre de subintervals en qa® s’ha subdividit

el domini d’integracib. L’enter i (i = m) ens especificard cada un
dels subintervals d’integracid [ (i-l)d,idﬁl « En cada un d’aquests
subintervals, la funcié contfinua, f(x), la sustituirem per la funcib
aproximada, que la dessignarem per fi (x). Definirem el valor numeric

de la funcib aproximada al final de 1%interval d’integraci com

ho = et | (20)

Amb aquestes definicions, podem expressar el terme
integral (23) com una suma d’integrals sobre cada un dels subinter—

vals considerats N(‘
T, = T(nd) = S Hie) ?f\w\-?:)d% (25)
A4
Q—/l)cl

i ara &g quan hem de decidir quina expressid aproximada emprem en lloc

de £ .
1

7.3.2.1.—~ EL WETODE DE HUBER
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Sempre que poguem, emprarem aquest m&tode, ja que
sery més precfs que el de la funcié grad, i en el fons, aquest en

seria un cas limit.

El tractament original gque Huber va fer era apli-
cat a una equacid integral especffica de tipus Volterra (Tricomi -
1957). Aguf, i seguint Nicholson i Olmstead (1972), s’adapta aquest

tractament al nostre cas.

Al suposar una lfnia recta per a la funcib incdg-—
nita,’diné del subinterval considerat, en realitat el qQue ens que-
dard indefinit serd el pendent (ai ) i 1%extrem superior fi , Jja

gue en principi coneixerem 1l”extrem inferior, T, . Aleshores, 1°

i-1
expressid matemdtica per a f, (x) serd
i

%&W = a, (x-xd) + %@ (26 )
‘on el pendent vindrd definit per

a; = ﬁ& - %L—al @4>
d

Bs facil veure que fi es pot expressar en termes

dels punts ja calculats, fj (3 < i)
A
. = 1. + (23)
&b = = (%s %WB (%D
y=4

on £ &s la condicié inicial (solucid de 1l°equacid integral a T =
0

0).

Combinant (27) i (28), obtindrem

&mc‘iqw%o S

&sd\
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i eliminant fi entre (26) i (29) ens portard a la segllent expres-

si8 per a la funcid incdgnita dins del subinterval i.
g a, , 3
fiv) = asond) d 2ot (32)

on aquesta expressib és la forma linial més facilment incorporable
al terme integral (25). L’finica incdgnita és el peandent a; el qual
es calculard imposant que fi (x) verifiqui l‘equacié integral (25).

~ Aleshores, sustituint (30) dins de 1’equacid integral (25), tindrem
™ «;C\ L \ \
I‘m = Z {lq/\ &%’/\‘J) 1‘4 Z. (‘\6“' %0 > (a(‘f“\("%)f‘ T

v/ ey d ¥
(34)

Bl segllent canvi de variables
7/ = wd - % Gr)
ens convertirh (31) en

B %:"mA-/ ; oc;u-i)cl > 7:(m~&u)6\

1 =

Ag4)

i

c\%=‘~c\7 Sov=Ad > y= (m-d)d

ety d
_—_mz / l {% [\mx)47]+45—“ }3(7)0\/

471 (Mm-a) ¢ ]

+ %0 ] ](776(/ (33)

Q

El primer terme de (33) el podem escriure de la

seglent forma equivalent

j_wsa,)- _ s | [(m—\.)c —7] ca(\/)

i=a lmed)

" X Qm~¢+¢)d

+ 4 = = “d
P4 =1 (m-i) d

o152 c(/ (34)
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on el darrer terme de (34) es pot simplificar, eliminant un sumato-

ri, i déna (apéndix del treball de Nicholson i Olmstead - 1972)

(4) ™ (m=t+) [ \ i( ) {
T = > / y a [ (mea) e -y (y) < ¢
" <=4 &m;,‘)d / L() /

m -4 44 J
sday [T g 0

o}

Definint els segllents parametres, com a resultat

d’integrals definides que en.sabem trobar el resultat

Wc\ ' o
be = | qdy 3 N

i

u [ (v d (33)
v . 7 7)/

Amb aquestes definicions i 1%expressié (35), el ter

me integral (25) ens quedard

Tw = = 0\42(\m~&+i A XO-‘E“ (%)

1>4

on hem definit la funcid de Huber (hk ) com

Q"VY = (,\ l\(%»f~ (W%‘)%W-/l/}\“‘( 4—‘4\,(_1‘ Gq)

. . ., el
Ja que l’equacid integral es calculard subinterval by

a subinterval, per a cada un d“ells, la incdgnita serd a , alesho-

res es bd separar, explfcitament, aquest terme de la solucid numeri-

ca (38) per al terme integral (21)-(25)

-4
T = 4., Qf\i + = “,\',X“m—&—m_ * go {“ﬁ (‘10)

>4
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Aleshores, donada una equacid integral en qud hi
apareixi I(x), aguest terme es podrd sustituir per Im (40) i on
avareixi f(x) separadament, se l°haurd de sustituir per (30). Com

que 1”éxpressid per hk es pot calcular préviament, el chlcul de
1%equacid integral es convertird en un sistema d’equacions algdbri

ques on les incdgnites seran els pendents, am .

7¢3.2.2.—~ STEP FUNCTION METHOD.

Amb aquest mdtode, la funcib incdgnita és aproxi-

mada per una constant dins de cada subinterval
— . Y4
%{& x) = b “e)

Amb aquesta aproximacid, el terme integral (25) esdevd

- Ad .
T = 5 5,¢ ca(‘vnci-’a> A ¥ U2)
™~ A=A (£-2} g

que amb el canvi de variables (32) es converteix en
Vhi (m—£+¢)4
T, = S5 5&/ Caody )
(4 (m-oyd

on només hi intervenen termes integrals del tipus tk (36). Aleshores,

podrem posar el terme integral com

j;“ = -5“154 + 2 5& Smoxra @W)

on s, &s una funcié andlega a la funcid de Huber

s)
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Naturalment, per a la Solupié agafarem el valor d’
a@uestes‘constants, b , i les suposarem com el valor de f(x) a x =
m : :
md. El cas m = 0 (condicid inioial) el pendrem directement com

b £ .

o] e}

1

T+4.- ADSORCIO SEGONS UNA ISOTERMAVDE LANGMUIR.

Agquil, suposarem que les sustancies s”adsorbeixen
segons una isoterma de Langmulr. Aguesta es dedueix a partir de la

segllent e$moi6 d’estat per a la fase interfacial (<)

™

K’: — AT Ny, Un { 4“ —21.5 | @Q)

on per a establir-la, s”ha suposat que es verificaven les segients

hipdtesis, dins del model establert en el capftol II (II-9):

i) tots els llocs d”adsorcidé sbén equivalents.

ii) no hi ha interaccid entre les moldcules adsorbides.

Amb agquestes hipdtesis, la isoterma d”adsorcidé que

s’estableix, guan entren en joc dues sustincies, &s (Laviron - 1982)

W, Ce Lok) = Tl , @)

t

on nk &s el nombre. de moltcules de dissolvent que una mol&cula de ‘:
. o0

sustdncia k desplaga, dins del model de la reaccié d”adsorcié (II-9) “[

Aguest tipus d’isoterma &s del tipus Fartioular d*

isotermes d®adsorciéd (V—5), i per tant, la hipdtesis de reversibili- wﬂ

tat electroquimica (V-2) prent la forma (V-56), &s a dir

oY) We e (9F) _ (M3)

Qh('\f) Wa Co (,O/“£>
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Aleshores, 1l expressid per a les isotermes (47) es
pot posar en termes de la funcid f()) i Q%Khj, les quals sbén les
quz estan relacionades per 1’ esuacid integral (3), i aixf la iso-

terma d“adsorcib, amb les hipdtesis de Langmuir i en el cas parti-

cular de gug n = n, = -1, s’escriurd
wWﬂ:_%LL_~ | (41)
4- 0 (N)

on w &s un paranetre adimensional, relacionat amb els cosficients

d’adsorcid
/5(1 i+ %) . (‘SD)

A4

on G“'ja ha estat definit a (VI-30).

Tede1.~ EQUACTO INTEGRAL.

Introduint 1%equacid (49) dius de 1‘eqﬁacié integral
(3), s’obté una equacid integral inhomogénia de Volterra per a la
funoié‘gg(%), la qual només ens dependrd d‘un paramnetre, w. Aquesta
equacié &s similar a l’obtinguda per Reinﬁuth i Balasubramanian

(1972b) amb 1“adequat canvi de notacib.
L, y Ae oo A "
Z’/q_ t( ,(,) —_ 4
0.0 = AV _ a4 N / ?

Es possible, en el cas particular B, = n, = 1, in-
vertir l°expressid per a la isoterma (49), &s a dir, podrem posar B

QkQ}\en\fpnoié de \(Q)) | i

o () = WA (s2)
or (M

Aixd ens permet obtenir una equacid integral per a
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J 131 , on el terme integral serd més simple que a (51)

- ) x“ 3 N
W \6&?\3 = A >4y oA 2/7' / iﬁ c( e QSb

N\ -
T.4.2.- ALGORISME DE CALCUL PER A RESOLDRE L“EQUACIO INTEGRAL.

El terme integral de 1°equacié (53) &s del tipus que ens
permet aplicar el métods de lillbér; ja desorif a l7apartat 7.3.2.1.,
i aix! procedir a una resolucié numdrica per a trobar {()\ iala

vegada 9€())4

El nucli (ksrnel) de 1%equacid integral (21) &s
. OK {%:/b\) = — T (S"t)

i el terme integral el podrem posar com (40)
-4 . N
)
T = A %1 + 2 A %rw — A Q“ /
A
on hem agafat el valor inicial £ ocom a zero, ja que f(oﬂ: 0 ( com

ha viarem discutir en el darrer capitol).

La funcid de Huber, s’escriurd en el nostre cas,

com

J&\W ) ;4;4“’/” { y(‘\f——; ~ &W'i)m§ (s¢)

Aixf, 1%equacid integral (53) es converteix en una
equacid recurrent per a trobar els diferents pendents am , i 1lavors
a partir de l°equacid (29) podrem trobar els valors numérics de la

funcid incdgnita {()) dins de cada interval.
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L%equacib recurrent per als pendents a , &s

' m
\Y ) Ay + A NIl N / -
I _%,ALU 't\ ,__,,ji\._lﬂrﬁ‘ - n./“f\ L,\ :) ™ / i — _ii_ ;{_\;_\;: f\/ Q "y + \Sm \/ }
1+wd [ Am + Am] » (o
on hem definit ,
W\:_.i ) ( ”8)
! = - Qa ‘:b
An _ Py i B
A , , 5 .
S e I B
, =2 :
la qual &s una equacid de segon grau per a a
wa + boa,, + ¢ =o ' (QO)
on |
N , 3
bz Y™ Kﬂ*(\mﬂ/“)-yémq—ﬁw\at_?:_ (ka)
QMOHVAM . 2l wd
K | > A ( 4
c= - LRI Ry ~ Q”“A> 44 L ;;a’*’ﬂﬂwij > t+ %Wﬂ<;zl+’AWv
fond 1241 24 _ e G2)

De les dues possibilitats de 1°equacid de segon
grau per al pendent a,m , escollim 1l”’associada amb el signe més, ja
que el pendent am ha de ser positiu pel fet de qué les funcions

incdgnites f(X}i ekﬁ)) han de ser mondtomes creixents.

Per %Eealitzar cdlculs numdrics, haurem d’escollir
un valor per a l”amplada del pas d’integracib, d. Hem escollit el
valor d = 0.02 per a la variable temforal ;\ amb uns 250 passos
d’integracid, ja que ens interessa que la variable temporal & , va-
rii entre 0 i 2, i que el nomﬁre de passos d®integracid no sigui mas
sa gran. Aquest valor déna unes diferdacies respecte dels resultats

trobats amb cidlculs més acurats (amb d 0.02) menors del 0.1%.
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7.4.3.- RESULTATS NUMERICS PER A %(c} .

S’ha considerat un especial interds en estudiar
les caracterfstiques de la concentracid del reaccionant a la super-
ficie electrddica, f(z ), com a solucid dé 1’equacid integral (53)
tenint en compte la relacid que hi ha entre f(t) i \€(t) (V-39), ja
que la intensitat del current degut a 1’adsorcid dependrd d”aguesta
funcib, per tant, el seu comportament caracteristic estard fortament

relacionat amb el de <2 (T).

Degut a 1%equacid integral (53) i a la relacid entre
() i ‘f(jt) , la funcib f( z) dependrd de dos pardmetres w i 2,
els quals inclueixen el potencial, la relacib de coeficients d”ad-
sorcid i un d’aquests coeficients d®adsorcid com els pafémetres de
caire fisic més importants; La resta de pardmetres no tenen tanta
importidncia, donant solsament 1l°escala de temps, a través de tm )

%

1’escala de concentracib, a través de cp i 1%escala de la intansi-

tat de current, a través de i (tm ), i permetent-nos posar-ho de

d
forma adimensional.

‘Les figures 1-3 ewhs mostren alguns dels resultats
obtinguts. La relacid de coeficients d’adsorcid g% ( OL«K?/Yh ) s°
ha mantingut constant, variant, perd, Qéﬂ—( L Ko ) Aduestes gri-
fiques mostren dos tipus diferents de corbes. El primer (figura 1)
on %WL &s molt petit (adsorcid feble), la concentracibé a la super—
ficie electrddica assoleix, ripidament, un valor constant. En el se-
gon (figura 3), On’Gﬂb &s molt gran (adsorcid forta) s la concentra
cid a la superffcie electrddica &s practicament zero fins arribar a
T = tm y llavors creix bruscament fins a un valor assimptbtic..La
figura 2 correspon a un cas intermig entre ambdbés casos de compor-

taments extrems. Una difer®ncia essencial entre aquests comportaments

&s 1’existéncia d’un punt d’inflexib en el cas d”adsorcid forta




FIGURA 1.-

(0,7 ) versus © =%/ %

Corb f = '
orbes £(Z) ey .

En toted les figures s"ha considerat un pro—‘

oés elemental de reducci amb n = 2, T = 298.16 K,
DR = DP = 1$_lom2 s—l, r1\>= 10-63mol m_2 ims=
10 kg. = 3 CR = 0.0957 mol m y Cp = 0, tm =
2.001 511 (%) = 1.51643%10 " A. Per a aquest cas

R
0.03 V (a); 0 (b); -0.02 V (c¢); -0.04 V (d).

-1
particular @ = 0.01, X = 10 m3 mol iRk - EO

La corba continua representa els resultats

numérics i la ratllada els obtingunts dins de 1%a-

proximacid de Levich-CGuidelli.




