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INTRODUCCIÓN 

Cuestión difícil es pretender formular un programa de 
Calculos, cuando la rnaten1atica superior ha tornado tales 
proporciones que in1pide seguir su raudo y elevado vuelo; 
arrojo temerario fuera creer posible en los limites reduci­
dos de un curso, el poder formar un cuadro completo de las 
di feren tes ra mas de una ciencia tan vasta; empero censura­
ble seria también que por negligencia ú otro motivo cual­
quiera, nu se procurara adelantar algo por el camino de 
la perfección: Por esto creemos que ha llegado el mom en to 
de excluir de dichos programas todo lo que de be suponerse 
sabido, en beneficio de alguno de esos pensam ien tos subli­
mes que nos legaron los sa bios de nuestros tiempos mo­
dernos. 

Afortunadamente tenemos Catedraticos do Analisis que 
se ocupau ya de la cantidad en sus diferentes categorías, 
peemitiéndoles esta circunstancia estudiar de un modo com­
pleto las teor1as relativas a las series y derivadas, dejando 
asi el terreno expedito para las asignaturas subsiguientes. 
En este concepto quedan suprimidas dichas teorfas en nues­
tro programa, amen de las aplicaciones analiticas y algu­
nas geométricas, que pertenecen al analisis ó a la geome­
tria analttica, pues aleccionados por la experiencia hemos 
llegado a comprender que el calculo integral, de suyo muy 
importante, sólo con estas modificaciones puede tomar nue­
vos vuelos, traspasando los reducidos lfmites que basta 
hoy se le han concedida en la enseiíanza de España. 

Nuestro atrevimiento al formular el presente programa 
no acusa mas que el deseo noble de que otros, con mas 
alientos, sigan por esos nuevos derroteros, a fin de que la 
ciencia matematica en nuestro pats, sea respetada de pro­
pios y extraiíos. 

La primera parte dPl programa, que se halla acomodada 
al primer tomo de nuestra obra de Calculos, subdivídese 
en: Prolegómenos, Calculo diferencial, Calculo integral, 
Calculo de las variaciones y Calculo de las diferencias. 

En los Prolegómenos encuéntranse las tres categorias de 
cantidad, como elettwntos verdaderos y únicos de la mate­
matica; y a este punto deben1os advertir que eliminamos 
por, completo el infinito mate1natico, seguros de que con 
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e~lo lo gram os que desa parezc~ p::ra si empre la nota mas 
dtscordante de la verdadera ctencta de la cantidad 

En el CaJculo diferencial s1guese l.a marcha ordlnaria de 
un curso elemental, salvo las supreswnes consio-nadas an­
teriorinente, as1. como la in~roduc~ión 9-~1 elemerfto podero­
so de la determmante funcwnal, .JUnto con el estudio de la 
derivada de una función compleja, que da origen a la fun­
ción monógena. 

En el Calculo integral estúdianse las integrales de mas 
uso, sin que dejen de figurar otras mas complicaclas, que 
no por ser menos frecuentes son menos interesantes; así, 
por ejemplo, al tratar de la rectificación de un arco de 
elipse, dase a conocer el origen de las integrales elipticas 
en sus tres especies. 

Por fin, nada particular encierra lo referen te a las varia­
ciones y cliferencias, aparte de algunos problemas relativos 
a las variaciones, que luego se aplican a la Geodesia y Ff­
sica rnatematica. 

A. esta primera par te del programa sigue el Com ple­
mento de la obra de Càlculos, que designamos bajo el nom­
bre de «Teorfas modernas de la matematica.>) 

Empieza esta segunda parte por la geometria aplicada 
al analisis bajo un punto de vista general, esto es, su apli­
cación à lo indefinidamente pequeño, y de ello resulta, por 
modo sorprendente, que la geometria ordinaria no es mas 
que un caso particular de otras que se desarrollan entre 
los mundos indefinidamente grandes y pequeños. A esto 
sigue el estudio de las coordenadas curviHneas, conforme a 
Lamé, Gauss Y.Aoust, que consideramos de gran importan­
cia, por sus aplicaciones a la curvatura de superficies, ra­
d i os de curvatura, etc. 

Y después de varias cuestiones màs ó menos importan­
tes, terminamos, por fin, nuestras consideraciones geomé­
tricas al tratar de la resolución aproximada y grafica de las 
integrales, siendo el primer estudio de suyo n1uy recomen­
dable, puesto que el circulo de integeales conocidas es harto 
reducido. 

La integración de ecuaciones diferenciales en general, 
forma continuación a las investtgaciones geométricas ante­
riores, y de esta suerte al procurar una simplificaci~n del 
teorema de Abel, desarróllase facilmente toda la gomome-
tría eliptica. . 

A esto sigue luego el hermoso pensam1ento d~ Cauchy 
eespecto a la integral curvilfnea; y con sus funcwnes mo­
nodromas meromorfas politropas y holomorfas, preparase 
el terreno para reca bar 'los puntos criticos Y los periodos de 
una función en general. . 

Por otra parte, indispensable era dec1r al~o de esos es­
fuerzos hercúleos realizados por los matemahcos mas dis-
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tinguidos, con el objeto de resol ver las integrales múltiples, 
y en este concepto nos ocupamos también de elias, dando a 
conocer los métodos de Dirichlet, Schlolrnilch, LiouvilleJ 
Poisson y Catalan; ernpero para completar el cuadro, hemos 
creído del caso no pasar en olvido tampoco las integrales 
de Fourrier, que tan buenos servicios prestan en varias 
cuestiones de Física matematica. 

Por último, cierra nuestra segunda parte una ligera ho­
jeada a las principales funciones que se separan de las or­
dinarias; dando a conocer no sólo los númeeos de Bernoulli 
y los polinmnios de Legendre generalizados, sino también 
las funciones de Jacobi, de las cuales se deducen facilmente 
las elípticas )., f.t y v, que cual tres columnas resistentes 
sostienen todo el peso de la mate1natica n1oderna. 

L. CLARIANA. 
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PRIMEl{A P i\R'"fE 
PBOLEGÓltiÈNOS 

PREGU~TA ~.a-Variabl~, en general:-Dif~:entes conceptos 
de variable.-Funcwn.-Su clas1ficacwn.-Función de­
pendiente de variable compleja.-Consideracioues geo-
métricas aplicadas a la variable cmnpleja. " 

2.-Razón por t.:ociente entre dos variables.-Estudio de la 
cantidad en su n1ayor grado de generalidad.-Razón 
por coci~~to enh:e dos cantidades ind~fi~li.~arnente pe­
queñas o Indefinidamente grandes.-DlVlSlOn en órde­
nes de la cantidad conforme a s us tres categor1as.-Con. 
sideraciones geométricas.-Fórm u las tipicas.-Procodi­
mientos distin tos que pueden seguirse para la determi­
nación del orden de una cantidad. 

3.-Determinación del orden de una suma, de un producto, 
de un cociente y de una potencia de varias cantidades 
comprendidas en una misma ó diferentes categor1as. 
-Orden definitiva de una cantidad, cuando ésta no se 
refiere al orden fundamental. 

4.-Estudio do las cantidades que difieren entre si indefini-
datnente poco.-Consecuencias.-Orden de la razón ~ , 
cuando en vez de a y b, se sustituyen otras cantidades 
que difieren de las primeras indefinidamente poco.­
}:lrobar que el ordon de una suma, cuyos sumandos tie­
nen el mismo signo, no altera, si se reemplazan todos ó 
parte de los sumandos por otl·os que difieran indefini­
damente poco do los primeros.-Observaciones notables 
de esto último principio.-Fundamentos del Calculo Di­
ferencial é Integral. 

5.-Métodos de los indivisibles, do los coeficientes indetor­
tninados de Descartes, de las primeras y últimas razo­
nes, de los limites y de Newton.-Observaciones acerca 
de las cantidades que se desvanecen.-Teoria relativa a 
la derivada de Lagrange.-Método importante de Leib­
nitz.-Consideraciones filosóficas y comparativas de los 
mótodos precedentos. 

6.-Detern1inación numérica de las cantidades con1o limites 
de variables, según el procodimicnto de los grlegos -
Valor numórico de una cantidad cotno resultado de una 
suma compuosta de un número indefinida_ d~ canUda­
des indefinidamente pequeflas.-Valor numeriCo de una 
eantidad como resultado dc la razón por cociente de 
dos cantidades variables que se resuclv~n en una cual­
quiera de las tres categorias correspondtentes a la can-
tidad. 

-'i­

CALCULO DIFERENCIAL 
7 .-Procedimiento general para determinar la razón por 

cociente del incremento de una función a su variable 
independiente.-Estudio general de la derivada.-Con­
sideraciones filosóficas acerca de las funciones conti­
nuas cuya derivada se resuelve en la tercera categoria 
de la cantidad.-Incremento y diferencial de una fun­
ción ordinaria.-Incremento y diferencial de la variable 
in depen d ien te .-Coeficien te diferencíal.-Consideracio­
nes geométricas. 

8.-Diferenciación de una función compuesta en el supues­
to de que no haya mas que una variable independiente. 
-Diferenciación de una función compuesta, suponien­
do que hayan varias variables inàependientes.-Fórmu­
las generàles.-Probar que si dos cantidades p y q de­
penden de x é y, siendo dichas eantidades una función 
de la otra, las derivadas respecti vas son proporcionales. 
-Importancia del teorema reciproco. 

9.-Funciones hiperbólicas directas é inversas.-Prelimina­
res acerca de los desarrollos en serie de las funciones: 
ez, cos.z y ~en.z, para cuando z sea una cantidad com-

pleja.-Estudio de la expresión e±z v'-1.-Funciones hi­
perbólicas diredas.-Paralelo entre las funciones circu­
lares y las hiperbólicas directas.-Funciones hiperbóli­
cas in versa s. 

10.-Diferenciación de las funciones hiperbólicas directas. 
-Referencia a las funciones circulares.-Diferenciación 
de las funciones hiperbólicas inversas.-Aplicar dife­
rentes procedimientos para la obtención de las fórmu­
las anteriores. 

11.-Aplicación del calculo diferencial a las determinantes 
en forma de matriz.-Caso en que los elementos de la 
matriz dependan de una sola variable, siendo ó no todos 
los elementos funciones de la misma.-Caso en que 
los elementos de la matriz sean funciones de dos ó mas 
variables independientes. 

12.-Derivadas y diferenciales de di feren tes órdenes corres­
pondientes a una función ordinaria.-Consecuencias 
para una función trascendente.-Investigaciones im por­
tantes para descubrir ciertas leyes en el desarrollo de 
sus derivaciones.-Ejemplos. 

13.-Fórmula de Leibnitz para la determinación de la deri­
vada ó diferencial de un orden cualquiera correspon­
diente a un producto de funciones ordinarias.-Demos­
trar que el desarrollo es generaL-Aplicar el mismo 
principio a la división de funeiones.-Determinación de 
las leyes a que se sujetan ciertos desarrollos.-Ejem­
plos. 
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14.-Deriva.das sucesivas de algunas funciones para el va­
lor partiCular de x = o.-Importancia de la fórmula de 
Lei~I_litz para la resolución de este problema.-Determi­
nacron directa de las dos primeras derivadas -Est u· 
di,ar los valores result3:nte~ ?e arc sen.x y at,c tg.x, se-

. gu~1 el gr<:td~ ,de su ~enyac10n ~ea par ó impar. 
1b.-DiferenciacJOn de tune10nes sm resolver.-Diferencia­

ción de una función ordinaria sin resolver.~Diferencia­
ción de dos funcionessin resol ver compuestas cada una 
de tres variables, siendo dos de ellas funciones de la 
tercera.-Estudio en el caso de haber n ecuaciones con 
n+--1 variables.-Nuevos casos mas generales que pue­
den presentarse. 

16.-Derivadas parciales de funciones compuestas de dos ó 
n1as variables independientes.-Principio fundamental 
de dichas derivadas.-Diferenciales de órdenes superio­
res al primero de funciones compuestas en el caso mas 
general.~Leyes generales que se observau en sus des­
arrollos.- Diferentes notaciones adoptadas.- Estudio 
para el caso en que algunas variables independientes 
se transformen en dependientes. 

17.-Diferenciales de diversas órdenes de funciones sin re­
solver.-Ley de los desarrollos según las funciones 
sean mas ó menos complicadas.-Eliminación de cons­
tante~.-Procedimiento general.o-Aplicación a las có­
nicas. 

18.--Eliminación de funciones arbitrarias.-Procedimiento 
general.-Consecuencias.-Aplicar el anterior procedi­
rniento a las superficies regladas de plano director y a 
las superficies desarrolla bles. 

19.-Cambio de variables.-Estudiar el cambio de variables 
en la función siguiente: 

( 
dy d 2 y ) 

V=f x,y, dx' dx2 .... • 

Cambio de la variable independiente.-Cambio de la 
función y de la variable independiente.-Ejemplos. 

20.-Del cambio de variables.~Funciones de la forma: 

( 
()z bz b2z ) 

V=f ;r;,y,z, bx' by 'llx2 .... • 

Cambio de las variables independientes.-Cambio de 
todas las variables.- -Ejemplos. 

21.-Determinan tes funcionales .-Cons ideraciones genera­
les.-Forma de la determinante D.-Forma de la deter­
rninante de Jacobí, expresada por J.-Consecuencias.-
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Determinante H.-Relaciones notables entre las deter­
minantes J y H. 

22.-Diferencial de una runción dependiente de variable 
compleja.-Condiciones para que la función imaginaria 

ep (z) = u+ vi, 

admita una derivada.- Función monógena.-Conse­
cuencias importantes para dos funciones que tengan 
derivadas iguales. 

23.-Fórmula de Lagrange para el desarrollo de una función 
cualquiera de z_, según una serie ordenada de poteneias 
enteras y positivas de x, siendo z-= a -1- x ep (z).-Ley 
que se desarrolla en las derivadas consecutivas de la 
serie.-Casos particulares que pueden originarse de la 
fórmula general de Lagrange.-Ejemplos. 

24-Diferencial del area correspondiente a una curva pla­
na.-Diferencial de un arco decurva plana.-Fórmulas 
generales correspondientes a la tangente, subtangente, 
norrnal y subnorn1al de curvas planas referidas a ejes 
polares.-Diferencial de un arco ó ·àr·ea correspondiente 
a una curva plana, referida a los mismos ejes polares. 
-Aplicación à la familia de las espirales. 

25.-Contacto de curvas planas.-Lfnea osculatriz.-Circu­
lo osculador.-Curvatura de curvas planas.-Curvatura 
media.-Curvatura de una curva en un punto dado.­
Circulo de curvatura.-Relación entre el circulo de cur­
vatura y el osculador. 

26-Determinar el sentido de la curvatura de una curva 
plana cerca de un punto dado.- Diferentes formas del 
radio de curvatura.-Estudiar el caso en que el arco 
represente la variable independiente ó que la función no 
se halle resuelta.-Expresión del radio de curvatura en 
ejes polares. 

27.-Aplicación del radio de curvatura a las cónicas.-Fór­
mula común.-Radio de curvatura en la circunferencia, 
cieloide y espiral logarítmica. 

28.-Evolutas y evolventes en las curvas planas.-Propie­
dades notables de las mismas.-Fórn1ulas fundamenta­
les.-Determinación de las evolutas en algunas curvas 
conocidas. 

29.-E3tudio de las involutas y envolventes planas.-Pro­
cedimiento general para determinar la envolvente de 
varias involutas correspondientes a una mis ma funci0n. 
-Consideraciones acerca de las tangentes comunes.­
Aplicaciones a varios ejemplos. 

30.-Puntos singulares en las curvas planas.-Puntos sin­
gulares a que da origen, una misma rama decurva.­
Puntos singulares que resultau del encuentro de varias 
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ramas.-Estudiar el caso en que la ecuación se presente 
bajo forma implícita. 

31.-Líne~s alabeadas.-Funciones que la deterlninan.­
Ecuacwnes de la tangente y del plano normal en un 
punto de una línea alabeada.-Diferencial de un arco re­
ferido a ejes coordenados, cartesianos ó polares. 

32.-Plano osculador.-Conceptos diferentes que pueden 
conducir al conocilniento de la expresión de dicho pla­
no.-Ecuación correspondiente.-Movimiento circulato­
rio a que obedecen las cantidades que entran en dichà 
ecuación.-Ap1icación a la hélice. 

33.-Superficies curvas.-Ecuación del plano tangente.­
Plano tangente en un punto del elipsoide.-Ecuación de 
la nor1nal.-Angulos de la norn1al con los ejes coorde­
nados.-Superficie envolvente de otra n1óvil. 

34.-Curvatura de las líneas en el espacio.-Expresión del 
primer rr ::lio de curvatura.-Círculo osculador.-Centro 
de dich j círculo -Normal principal.-Cosenos de los 
angulos que la normal principal forn1a con los ejes 
coordenados. 

35.-Angulo de flexión ó de segunda curvatura.-Cosenos 
de los angulos que forn1a una recta perpendicular al 
plano osculador con los ejes coordenados.-Fórmula 
del radio de curvatura de segunda especie. 

36.-Detern1inar en la hélice, el prlmero y segundo radio de 
curvatura.-Diferenciales de l')S cosenos correspondien­
tes a los angulos que con los ejes coordenados forman 
la tangente, la normal principal y la bi-normal referen­
tes a un punto de una línea alabeada.-Importancia de 
las fórmulas que expresan las diferenciales de los co­
senos correspondientes a los angulos que la normal 
principal forma con los ejes coordenados. 

37.-Determinar la expresión de la superficie polar de una 
linea cualquiera.-Sistema de ecuaciones indispensable 
para poder deducir la superficie polar de una l1nea.­
Aplicación a la hélice. 

ag.-Esfera osculatriz.-Expresión del radio de dicha esfe­
ra osculatriz.-Evolutas en las lfneas alabeadas.-Con­
sideraciones notables acerca de las nor1nales principa· 
les trazadas en los diferentes puntos de una linea ala­
beada.-Ecuaciones que determinau las evolutas de una 
línea dada. 

39.-Teoría de la curvatura en las superficies.-Curvatura 
de una linea cualquiera trazada sobre una superficie.­
Radios de curvatura correspondientes a una secdón 
oblicua ó normal.-Teorema de Meusnier. 

40.-Secciones principales en un punto de una superficie. 
-Teorema de Euler.-Probar que la su1na de las cur­
Yaturas de dos secciones normales perpendiculares en-
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tre sí, es constante é igual a la suma de las curvaturas 
maxirna y n1ínima en el punto considerado de la super­
ficie.-Importancia de los puntos umbilicales.-Ecua­
ciones que determinau dicllos puntos. 

-41.-Calculo de los radios de curvatur::A. pf'inclpales en un 
punto dado cualquier·l de una superficie.-Ecuación 
que determina la dirección de las secciunes pr in ci pales 
en un punto dado cualquiera de una superficie.-Rela­
ción de las fórmulas finales COll las que se refieren a 
las líneas de curvatura que pasan por el punto conside­
rado de la superficie. 

42.-Definición de línea indicatriz.-E.studio y consecuen­
cias importantes de dicha línea.-Lfneas de curvatura 
situadas sobre una superficie .-Lugar geon1étrlco de las 
normales a dichas lineas.-Superficie, como lugar geo­
métrico, de los centros de curvatura de las precitadas 
Hneas. 

43.- Superficies cilindricas, cónicas y de revolución.­
Ecuaciones entre derivadas parciales de las superficies 
antedichas.-Consicleraciones generales acerca de las 
superficies designadas bajo el nombre de conoides, des­
arrollables y regladas.- Ecuaciones entre derivadas 
pardales de las precitadas superficies. 

CALCULO INTEGRAL 

44:.-Nociones preliminares acerca del calculo integral.­
Relación entrò el calculo diferencial é integL~ai:-Inte­
gral de una suma de diferenciales.-Integración inme­
diata.-Ejmnplos. 

45.-Integración por partes.-Fin que se propone dicha in­
tegración.- Modo de disponer los da tos para poder 
aplicar el principio de la integración por partes.-Inte­
gración por sustitución.-Observaciones acerca de los 
límites de la integral.-Reglas practicas que pueden 
tenerse en cuenta para alcanzar las integrales por sus­
titución.-Ejemplos. 

46. -Procedimientos generales para la integración de fun­
ciones fraccionarias racionales.-Integración en cada 
uno de los cuatro casos que pueden presentarse.-Es­
tucliar el caso rnas general de expresión fraccionaria 
racional.-Aplicaciones. 

47.-Integración de funciones irracionales.-Caso en que 
los radical es con tengan canti dades n1onomias.- Inte-
graciÓn de funciones de la forma F(x, Va+ bx ± x 2 ). 

-Integración de funciones especiales que pueden redu­
cirse facilmente ú la forma racional. 

·48.-Determinar las funciones que corresponden a las in­
tegrales que a continuación se expresan: 
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f dx 

Va+bx+x2
' f (<Xx+ó)dx· ; 

V-a+bx+x2 

f Va+~:-x. ' f xv A::.~+Cx' ' f x v=d=x====:-h 
49.-Integra·ción de las diferenciales binornias.-Casos ge­

nerales de integración.- Deducir la fórmula siguiente: 

x·m-n+l ( a+bxn) v+' - a(m-n+1) Jxm-n(a+bxn) P dx 
b(np+nt+1) b(np+m+1) , 

como función correspondiente a J xm(a +bxn) P dx. 
50.-Deducir la segunda fórmula correspondiente a las bi-

nomias: 

xm(a+bxn)pdx= x a x + anp xm(a+bxnyJ-Idx .. f m+l( +b n)p f 
. np+m+1 np+m+1 

Deducir la tercera: 

f 
-m( +b n )Pd ? =- X-m+l (a+bx n )P+~ 

x a x :x a(m+1) 

b(m--np-n-1) f -m+n( +b .n )rd 
( 1 

x a x x. 
a m-) 

Deducir la cuarta: 

m( b n -pd X (a bx + f m+l + n )-P+I 
x a-r x ) x = --a-n(p-1) 

+ -m-n+np-1f m( +b n)-p+ld , 
1
) x a x . x. 

an~p-

51.-Aplicación de las integrales binomias: 

m n r x a x f m-n+lc + b n )r+l 

x (a+bx ) dx = b(np+m+1) -

_ a(ln-n+1) fxm-n(a+bxnldx 
b(np+m+1J 

f 

-m n p x-m+'(a+bxn /+1 

x (a+bx>) dx = a(-m+1) 

b(m-np-n-1) f · ,-m+n~ +b ,n) pd _ :L \a X Xt 
a(m-1) 
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a las expresiones siguientes: 

r xmdx f x--~dx 
--- y 

'" Y 1-x2 V 1-x2 

Deducir sus diferentes desarrollos según m sea par ó 
im par.- Integral correspondiente al péndulo circular: 

f xmdx 

Vax-x 2 

52.-Integración de funciones trascendentes. -Estudio de 
las siguientes integrales: 

f d;Y: f F(l.x) x' F (sen. x) cos. x dx, 

F (arc. sen. x) -------. J dx 

v 1-:x:'J. ' 
f F (sen. r&, cos. x) dx 

JF (sen. x} sen. 2x ..... cos. x, cos. 2x ..... ) dx. 

Rallar el desarrollo de la jntegral: 

JP zn dx, siendo P una función algebraica, y z, una 

trascenden te. 
:53.-Deternlinar las integrales que a continuación se ex­

presan: 

e cos.bx·dx, e sen.bx x; sen. x cos. xdx. J 
ax J ax d J m n 

Consideraciones acerca de las últimas int~grales: 

jdx} Jcos.xdx, Jsen.xdx y Jsen.xcos.xdx. 

54.-Deducir de la fórmula general: 

m n sen. x cos. x n-- m n-2 f 
· m+l n+l 1 f 

sen. a: cos. xdx = m+n + m+n sen. x cos. x dx 

el desarrollo que correspon de a f sen.nm x dx, en el s u-
. cos. x 

puesto de que n, sea negativa. 
Ded u cir de l::l. fórn1 ula general 

f m-1 n+l f m t1 sen. x cos. x m-1 m-2 n 
Ben. x cos. x dx =- + + -+ sen. x cos xdx, m n m n · 
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jdx} Jcos.xdx, Jsen.xdx y Jsen.xcos.xdx. 

54.-Deducir de la fórmula general: 

m n sen. x cos. x n-- m n-2 f 
· m+l n+l 1 f 

sen. a: cos. xdx = m+n + m+n sen. x cos. x dx 

el desarrollo que correspon de a f sen.nm x dx, en el s u-
. cos. x 

puesto de que n, sea negativa. 
Ded u cir de l::l. fórn1 ula general 

f m-1 n+l f m t1 sen. x cos. x m-1 m-2 n 
Ben. x cos. x dx =- + + -+ sen. x cos xdx, m n m n · 
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el desarrollo correspondwnte a dx, conside-. f cos~x . 
m sen x 

rando m negativa. 
Deducción de ·las últimas integrales: 

f elx f__!}!_ f sen. x ~7 -----, ' 0.-X, sen. x cos. x sen. x cos. x 

f elx f cos. xl 
cou Y sen. xe x. 

55.-Deducir de la fórmula general 

f m-1 11_1_1 f m n sen x cos I x m-1 ffl-! fi, 

sen. x cos. x elx = - · · + --- sen. x cos. x elx-
m+n m-f-n 

la integral J senr: x elx en el supuesto de que n = o, y 
según m sea par ó impar.-Deducir de la expresión: 

f m n sen111+1x cosn-/x n-1 f m n-.2 
sen. x cos. x dx = · · + sen. x cos. xdx,. 

m+n m+n 
la que correspon de a: J co;/x elx, hajo condiciones ana­
logas a las del caso anterior. 
Deducir de la fórmula: 

f m n C08n+
1xsenm-l X m-1 f m-2 nJ-.2 

sen. x cos.xelx=- · , ... · + --
1
- sen. xcos. I x elx,. 

n-¡1 n+ 
la correspondiente a J tg~1X elx, en el supuesto de que 
sea n =- m. 
Dedudr de la fórmula: 

ffl n COS, x sen, I x n-1 11JJ_!? n-2 f n-1 m_L/ f 
sen. x cos. x elx m+1 + m+1 sen. I x cos. x elx~ 

la inmediata J cotr: a; elx, siendo m = - n. 
'" 56.-Integración por medio de series.-Principios importan-

tes que de ben tenerse en cuenta en dichos desarrollos.-­
Procedimiento general.- Integración por series de las. 
expresiones: 

f'' ~x •' f elx 
1+x 

y f da; 

1+x2 

Valores aproximados de algunas integrales irreducibles 
a forma finita.-A plicación a la integral elíptica de pri­
mera especie. 
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57.-Integración de funciones diferenciales compuestas de 
dos ó mas variables independientes.- Condiciones ne­
cesarias y suficientes par·a la integrabilidad de dichas 
funciones. - Estudiar el caso particular de una función 
compuesta de dos variables independientes.--Ejempl<?s· 

58.-Integración de funciones diferenciales con tres varia· 
bles independientes.- Condieión de integrabilidad. -
Detern1inar la expresión general correspondiente a la 
integral de clichas funciones diferenciales.-Ejemplos. 

59.-Nociones generales acerca de las integJ~ales definidas. 
-Determinación de las siguientes: 

Jt melx J--~~!!3._ Ja elx f~ 
x , . . , acl+ .2 , , 1--.c ;-x. V 1-:c"J. 

i (1. i i 

Determinación de las siguientes integrales definiclas en 
el concepto de que m sea par ó impar: 

....... ... 7t 

f 2 m r-~ m J4 m sen. x elx, t.- cos. a; elx, tg. :x· dx. 

i i i 

60.-Deterrninación de las integrales definidas siguientes: 
7t 

cos. a; sen. x elx, JT 2m 2n 

i 

1 1 2m 

J ~ Y 1-x-2 
i 

Fórmula de \Vallis. 

y 

7i: 

J
'"2 9m filn..L1 
. cos~ x sen~ · xelx 

J
1 2mJ_1 

:.e I elx 

. Y 1-x"l 
~ 

61.-Desarrollos de integrales definidas para cuando uno ó 
los dos límites de la integral pasen a la categoría de 
cantidades indefinidamente grandes.- Determinación 
de las integrales siguientes: 

Jl -T f! dx r! fi ax e elx, --;;--• t.- co~ x elx, t.- e· elx, 
i i i l 

f i f! -ax e dx, 
i -[ 

Ym-1ely 

(1+yt J' 
i 

cl:c f 1 
che fi 

a2+x2' (x-a r.l+b2 ' e- ax cos. bx dx 
-{ i 

siendcr m < n, y J' x" e-x dx. 

i 
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62.-Determinar si la integral Jb F (x) dx tiene un valor 
~ 

finito y determinada cuando uno de sus limites se con­
vierte en una cantidad indefinidamente grande.- Ave-
riguar si la integral fb F (x) dx tiene un valor finito y 

a 
determinada cuando F (x), se transforma en una canti­
dad indefinidamente grande para el valor de la variable 
que corresponde a uno de los lfmites de la integral. 
-Caso en que la función F (x), resulte indefinidamente 
grande por un valor de la variable que esté compren­
dido entre los limites de dicha integral. 

63.-Determinación de integrales definidas por medio de la 
diferenciación é integración bajo el signo integral.-
Pasar de la integral jb F(x) da; a la siguiente: 

a 

Jb F(x, z) dx, 
a 

según los límites de dicha integral sean constantes ó 
dependientes de la variable.-Diferenciación é integra­
ción bajo el signo integral en general.- Aplicar los 
principios precedentes a las integrales que a continua­
ción se expresan: 

f i __ d_x_ = _1t_a--:- fi e-ax elx= _1_' V Jr e-(a+bV---1 )xdx 
X 2 +a 2 ' a u ' 

i i i 

a fin de obtener las nuevas siguientes: 

f i dx 1.3·· ·(2n-1) 1t fi -ax n-1 1 (n -1)! 
---- = e x cf¡a;=--
(a;! + at+l 2.4 .. ·2n n n+-'- a 

i ¡;,a 2 i 

f i -ax n-1 
e x ·sen. bxda; (n-1¡! sen. n9 

p11 (siendo a+b Y -1 = 
i 

e x cos. bx dx f i -ox n-1 cn-1)! cos. ne(=rccos.e 1 V-1sen.a) 
pn 

i 

64.-Deducir de la integral conocida.: 

J
I -om a 

, e cos. bx dx= a2+b2- , 

i 

la expresión siguiente: 
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f' 
i 

-rJ.x -ax e -e 
x 

cos. bx dx= .!_ l a
2

+b2 
2 cx2+b2 

Deducir de la integral conocida: 

b 

J
l -am e ' sen. bx dx 

a2+b2 
i 

la siguiente: 

f
i _(Xm -ax b ( ) e -e a-ex 
-----sen. bx dx =arc. tg.----

x b2+acx 
i 

Determinar por procedimientos distintos la integral: 

-m e dx f
i 2 

i 

Importancia de la cantidad compleja para la determi­
nación de .ciertas integra les. 

65.-Integrales Euleriana.s de prin1era y segunda especie. 
-Transformaciones de las mismas por sustitución.­
Propiedades.-Importancia de la expresión 

r(p)r(q). 
B (p, q) = r (p+q) , 

su demostración.-Determinación de la curva Gamma. 
66.-Integrales múltiples en general.-Reducción de dichas 

integrales.- Método general.- Aplicaciones.- Método 
de Dirichlet con aplicación al volumen del elipsoide. 

67.-Aplicaciones geométricas del calculo integral.-Cua­
dratura de figuras plana.s.-Ejen1plos de cuadratura de 
curvas referidas a coordenadas cartesianas y polares. 

68.-Rectificación de curvas.-Sentido verdadera de dicha 
rectificación.-Aplicaciones a los ejemplos siguientes: 

y2 = 2px, a2y2 + b2;r:2 = a'lb2 , a2y2 - b2x 2 = :- a'J.b2
• 

-Consideraciones generales acerca del origen de las 
integrales el1pticas.- Determinación de sus tres es­
pecies. 

69.-Volumen de cuerpos de revolución.-Aplicaciones en 
el concepto de que las generatriees-generadoras de los 
diferentes cuerpos de revolución, vengan expresadas 
respectivamente por: 
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b2 
y2 = 2 (2a.x:- x 2

); (x- a) 2 + (y- 6) 2 = r 2
; y 2 =2px, 

a 

y en el concepto de que dichas generatrices giren al re­
elector del eje x. 

70.-Volumen de cuerpos terminados por superficies cua­
lesquiera.-Fórmulas generales.- Procedimientos va­
rios para la determinación de un volumen.-Aplicación 
al elipsoide.-Volumen de cuerpos refer i dos a coorde­
nadas polares. 

71.-Cuadratura de superficies curvas.-Fórmula general. 
-Observación notable acerca de los limites de la inte­
gral doble que corresponde a la fórmula general.­
Aplicación à la esfera.-Cuadratura de superficies de 
re vol ución.-A plicaciones. 

72.-Integración do ecuaciones diferenciales.-Ecuaciones 
diferenciales ordinarias.-Ecuaciones entre derivadas 
parciales.-Ecuación entre diferenciales totales.-Pro­
bar que todo sistema de m ecuaciones diferenciales en­
tre x y n~ funciones y 1 y 2 .... Ym, de la priinera variable, 
puecle transformarse en otro donde no figuren mas que 
las derivadas de primer orden.-Forma normal de un 
sistema simultàneo de m ecuaciones de primer orden. 
-Proced~miento general para deducir de un sistema de 
rn ecuacwnes diferenciales, una ecuación diferencial 
en que no entre mas que x y una de las t'unciones.­
Aplicación de reglas analogas a la formación de una 
determinante para declucir el orden de la ecuación dife­
rencial clefinitiva.-Condiciones à que deben satisfacer 
las integrales aclemas de las que corresponden a las 
ecuaciones diferenciales respectivas.-Aplicación a la 
Mecanica respecto al movirniento de un punto en el 
espacio. 

73.-Integración de ecuaciones diferenciales ordinarias.­
Consideraciones generales.-Probar que toda ecuación 
diferencial del orclen m, admite una integral que encie­
rra n~ constantes arbitrarias.-Integrales particulares. 
-Ordenes respectivos de las ecuaciones diferenciales y 
de las integrales.-Regla general para conocer si una 
integral con m constantes, se refiere a una ecuación di­
ferencial de orden m. 

74.-Integración de ec,uaciones diferenciales de primer or­
den.-Separación de variables.-Casos en que es posi ble 
la integración.-Estudiar el caso en que la ecuación di­
ferencial sea homogénea.-Caso en que faltando la ho­
mogeneidad, por alguna transformación, puecle llevarse 
al primero. 

- 19 -· 

75.-Ecuaciones diferenciales lineales.--Estudio de la ecua­

ción diferencial: dy + Py = Q. 
dx 

Fórmulas notables de Jaime Bernoulli aplicadas a la 
., dy 

ecuacwn: -l- + Py = Qym. 
ex 

Justificar la ecuación de condición.-A plicaciones. 
76.-Estudio del factor que transforma en integrable el pri­

mer n1ien1bro de la ecuación diferencial Mdx+Ndy=O. 
-Determinar dicho factor para cuando la ecuación sea 
homogénea.-Problema de las trayectorías en general. 
- Trayectorías ortogonales. 

77.-Ecuación diferencial de primer orden y de un grado 
' cualquiera.-Consideraciones generales.-Caso en que 

la ecuación diferencial no contenga a las variables . ..­
Ecuaciones diferenciales deM. Clairaut, dadas por las 
fortnas siguientes: y == xF(p) + cp(p), y = px + cp(p). 

78.-Soluciones singulares de una ecuación diferencial de 
primer orden.-Soluciones singulares declucidas de la 
integral general.- Significación de dicba integral.­
Propiedad del factor integrable en esta elase de ihtegra­
les.-Ejemplos. 

79.-Integración de ecuaciones diferenciales de un orden 
superior al primero.-Reducción de la integral múltiple 
a otras simples.-Ecuación difeeencial en que entran 
dos derivadas consecutivas de un orden cualquiera, ó 
que se diferencien en dos unidades.-Casos particulares 
de ecuaciones diferenciales que pueden reducirse a un 
orden inferior.-Ejemplos. 

80.-Integración de ecuaciones lineales de un orden cual­
quiera.-Caso en que el segundo miembro sea igual à 
cero.-Integración de la ecuación lineal completa.-Ca­
sos particulares que pueden ocurrir. 

81.-Integración de ecuaciones diferenciales lineales con 
coeficientes constantes y sin término independiente de 
la variable.-Método de Euler.-Ecuación modular.­
Estudiar los diferentes casos que pueden presentarse 
según sean las raices desiguales, iguales ó imagina­
rias.-·Ejemplos. 

82.-Integración de ecuaciones diferenciales simultaneas. 
-Ecuaciones diferenciales simultaneas de primer orden 
entre tres variables.-Aplicación a las formas normales. 
-Casos particulares que pueden ocurrir. 

83.-Integración de ecuaciones diferenciales · por medio de 
serie . .,.-Empleo de la serie de Mac-Laurin y de Taylor. 
-Casos en que no puede aplicarse la serie de Mac-Lau­
rin.-Dada una integral bajo forma de serie, deducir su 
ecuación diferencial correspondiente. 
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quiera.-Caso en que el segundo miembro sea igual à 
cero.-Integración de la ecuación lineal completa.-Ca­
sos particulares que pueden ocurrir. 

81.-Integración de ecuaciones diferenciales lineales con 
coeficientes constantes y sin término independiente de 
la variable.-Método de Euler.-Ecuación modular.­
Estudiar los diferentes casos que pueden presentarse 
según sean las raices desiguales, iguales ó imagina­
rias.-·Ejemplos. 

82.-Integración de ecuaciones diferenciales simultaneas. 
-Ecuaciones diferenciales simultaneas de primer orden 
entre tres variables.-Aplicación a las formas normales. 
-Casos particulares que pueden ocurrir. 

83.-Integración de ecuaciones diferenciales · por medio de 
serie . .,.-Empleo de la serie de Mac-Laurin y de Taylor. 
-Casos en que no puede aplicarse la serie de Mac-Lau­
rin.-Dada una integral bajo forma de serie, deducir su 
ecuación diferencial correspondiente. 
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84.-Ecuaciones entre derivadas parciales.-Caso en que 
la ecuación diferencial se refiera a una sola variable. 
-Ejemplos.-Ecuaciones entre derivadas parciales de 
órdenes superiores al primero, bajo condiciones analo­
gas a las del caso anterior.-Determinar la integral co­
rrespondiente a la ecuación siguiente: 

d2~ d~ 
-+P-=Q. 
dx2 dx 

85.-Caso general de integración de una ecuación entre de­
rivadas parciales de primer orden y primer grado, de­
pendiente de tres ó cua:tro variables.-Consecuencia 
para el estudio de ciertas superficies geométricas.-In­
tegración de ecuaciones entre derivadas parciales de 
órdenes superiores al primero. 

CALCULO DE LA.S V ABIACIONES 

86.-Calculo de las variaciones.-Consíderaciones genera­
les.-Principio fundamental de esta teoria.-Variación 
de una integral definida según los limites de dicha in­
tegral sean ó no fijos.-Maximo ó mínimo absoluto de 
una integral definida.-Ecuación indefinida.-Ecuación 
de los l1mites.-Maximo ó minimo relativo.-Aplicación 
notable a las lfneas geodési~as de una superficie. 

CALCULO DE LA.S DIF.ERENCIA.S 

87 .-Consideraciones generales acerca del Ca1culo de las 
diferencias.-Desarrollo de las expresiones.6..nu y Un.­
Determinación de las diferencias sucesivas en funciones 
de dl feren te naturaleza. -Calculo in verso de las dlferen­
cias.-Generalidades.-Relación con lo3 principios fun­
damentales del Calculo integral.-Integración de algu­
nas funciones, según diferencias finitas.-Desarrollo de 
la expresión ~u en serie, conforme a los principios de 
Euler.-Integración por partes en las diferencias fini tas. 

SECUNDA PA.RTE 
COMPLEltiENTO A LOS ELEJDENTOS DE 

CALCULO S 

88.-Triangulos indefinidamente pequeños.-Triangulo cu-
. yos tres angulos t1enden hacia ~X, o y y, como cantida­

des finitas, y los tres lados a, b y e hacia los indefinida­
mente pequeños de un mismo orde·n.-Tri<ingulo ABC~ 
en que A tiende ha cia un angulo recto y los lados cou­
tiguos hacia los indefinidarnente peq ueiíos de primer 
orden.-Orden indefinitesimal de diversas Hneas que 
pueden considerarsc en un triangulo rectangulo que 
tenga un cateto y un angulo adyacente indefinidamente 
pequeño.-Triangulo que tiene un lado indefinidamente 
pequeüo respecto a su contiguo.-Tri<1ngulo que tiene 
dos angulos indefinidamente pequeños de primer orden,. 
-Triangulo que tiene un angulo indefinidamente pe­
queño de primer orden, comprendido entre dos lados. 
indefinidamente pequefws, también de primer orden. 

89.-0rden indefinitesimal de lfneas cuando entran en com­
paración unas con otras.-Consideraciones generales 
acerca de la curvatura de las Hneas.-Diferencia de 
curvatura de las dos mitades de un arco indefinida­
mente pequeño de prrmer orden.-Diferencia entre un 
arco indefinidamente pequeño y su cuerda.-Diferencia 
entre un arco indefinidamente pequeño y la tan gen te tra-­
zada a una de las extremidades del arco y terminada en 
la ordenada trazada por la otra extremidad de dicho· 
arco -Diferencia de curvaturas extremas en un arco· 
indefinidamente pequeño.-Expresión de la perpendicu­
lar trazada desde la extremidad de un arco indefinida­
mente pequeño a la tan gen te que pasa por el otro extre­
mo.-Angulo formado por la cuereta de un arco indefi-: 
nidamente pequeño de primer orden con la tangente 
que pasa por el punto mectio de este arco.-Arco com­
prendido entre el punto medio de un arco indefinida­
mente pequeño de pl'imer orden y el punto de contacto· 
de la tangente pa1·alela a la cuerda de este arco.-An­
gulos formados por las tangentes a las extremidades 
de un arco indefinidamente pequeño con la cuerda res­
pectiva.-Diferencia entre las tangentes precitadas. 

90.-Expresión en forma de 1natriz de las Hneas de curva­
tura de _la s.uperficiej(x,y, z) = o.-Lfneas de curvat~ra 
en el eltpsmde.-Lfneas de curvatura en las superfietes 
de revolución.·-!.Jneas de 1núxima y mínima pendiente. 
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:91.--Coordenadas curvilíneas.- Coordenadas curvilfneas 
en un plano.-Radi) de curvatura de una curva cual­
quiera en un punto (),, ¡.t).-Coordenadas curvitineas de 
un punto sobre una superficie curva.-Radio de curva­
tura de una sección normal en una superficie cualquie­
ra, refericlo a coorclenadas curvilíneas. 

.92.-Estudios particulares de Lamé y Gauss, sobre la teoria 
de coordenadas curvilfneas.-Importancia de los estu­
dios de Aoust.-Detern1inación de un punto en el espa­
cio por tres familias de superficies cualesquiera.-Casos 
particulares.-Triedros formados por las tangentes y 
normales.-Paralelepípedo de dimensiones indefinida­
mente pequeíias.-Fórmula s fundamentales.-Natura­
ieza de los parametros diferenciales.-Ecuaciones im­
portantes -Calculo directo.-Sistetna de revolución por 
n1edio de coordenadas planas: 
Sistetnas biangular, bicircular, esfera-cónico y polar de 
revolución.- Càlculo por transformación. - Sistemas 
coordenados respectivos. 

.9 3 .-Sistema de eoordenadas elípticas.---Determinación de 
las fórm u las 

'X p. u \/( ¡.t2-b2
) (l/ -u"l) () ... 2-b~) 

x =-- ' 1J = ----· 
cb . bY~ 

y),2_e·~) (e2-¡.t2) (e2-u2) 

e Vc2-b2 

Ded u cir como caso particular las siguientes: 

p ¡.tu Y(¡.t2-b:>.) (b2-u:>.) x = -- ~ y = p .....:.___:___ __ :..__ __ 
bc . ú Y c'J.-~2 

Y(c2-¡.t~) (c1-u:l) 
Z=p --- • 

e Vc2-b2 

94.-Estudio particular de las coordenadas curvilíneas de 
Lamé.-Parametro de primera y segunda especie.­
Desarrollo de los grupos de fórmulas de Lamé con sus 
elases respectivas.-Relaciones recíprocas.-Importan­
eia de los grupos siguientes: 

1 'bp 1 llpl 
ll]2 ~ i) -, 2 -~-

{i ltX l¡ u X 
- -------

llp l 'bp 
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95.-Teoretna de M. Bouquet, acerca de la mas corta 'dis­
tancia entre dosrectas sucesivas de un sistema continuo 
en el espacio.-Probar que cuando las rectas de la se­
rie supuesta son tangentes a una misma curva en el 
espacio, se cu1nple ta condición: 

dadq- dbdp =O . 

Detern1inar la condición para que la curva anterior sea 
plana. 

96.-Determinación de un polígono alabeado.-Diferentes 
puntos de vista para apreciar la posieión y modo de ser 
de un polígono alabeado.-Ecuaciones elementales del 
polígono.--Caso reducido de dichas ecuaciones.-Cons­
trucción del polígono según las ecuaciones eletnenta­
les.-Polígono esférico.-Rectifieación del polígono ala­
beado.- Reeta rectificante.- Polígon o esférico rectifi­
cante. 

97.-Estudio de las líneas alabeadas.-Ecuaciones elen1en­
tales de dichas líneas.-Expresiones reducidas de di­
chas ecuaciones.-Característica plana.- Característiea 
esférica.-Binormal.-Angulo de tercera curvatura.­
Plano rectificante.-Paso de las ecuaciones elementales 
a las coordenadas de un punto.-Dificultades del ana­
lisis para la resolución de dicho problema.-Principio de 
las curvaturas inclinadas.-Expresión de la curvatura 
inclinada.-Triedro trirrectangulo como resultado del 
traslado angular de una recta. - Triedros conjugados. 
-Relac.ión especifica.-Importancia de los triedros di­
ferenciales é integrales para obtener la ecuación llama­
da resolvente.-Probar que la ecuación resolvente debe 
corresponder a lo mas à una ecuacióD diferencial de 
5.0 orden.-Clasificación de las líneas. 

98.-Puntos singulares deM. Gilbert.-Consideraciones ge-
nerales.-Estudiar las funciones siguientes: 

Fx(, y) = y2 + a2 x 2
- x· 1 =O 

Fx(, y) == y 2
- X 2 +xi =O 

F(x, y) = y2
- x 3 =O. 

Detnostrar que la Hessiana determina los puntos de in­
fiexión de una curva del orden m, siendo el número de 
ellos en general: i= 3m (nt- 2). 

99.-CaJculo aproximado de las integrales definidas.-Fór­
n1ulas de Poncelet, Simpson y Euler .. -Método de inter­
polación.-Método de Gauss. 

100.-Procedin1ientos graficos rmra n1edir un espacio su­
perficial encerrado por una curva dada plana.--Planí­
n1etro de Amsler.-Determinación de la fórmula 
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s= (a 2 + 2abcos e+ b'l) 1t. 

Modificación de la fórmula generaL-Casos partícula­
res que pueden ocurrir. 

101.-Integración grafica.-·Propiedades importantes.-Mé­
todos generales de integración grafica.-Determinación 
de la ordenada y abscisa media.-Importancia de dichas 
construcciones graficas para la resolución de varios pro­
blemas pertenecientes a la mecanica. 

102.-Consideraciones generales acerca de las ecuaciones 
diferenciales ordinarias de primer orden.-Aplicación a 
los ejemplos siguientes: 

d!?_ + dy = o 
x y 

elx dy 

V 1-x:l + v 1- y'J. 
o 

elx ely 

Y (1-x 2) (1-k'l.x-'1.) + V (1-r/) (i=k'ly'J) 
=o. 

103.-Determinar los desarrollos que a continuación se 
expresan: 

sn (a+b) = sna enb elnb+snb ena dna 
1-k2 sn2 asn2 b 

en (atb) = ena enb-;_.na snb elna dnb 
1-k3 sn 2 a sn'J. b 

dn (atb) = elna clnb-k
2 
sna snb enb ena . 

1-k'J. sn2 a sn2 b 

Consecuencias.- Ecuaciones funcionales.-Determinar 
la naturaleza de las funciones que se sujetan a las con­
diciones siguientes: 

~ (x) + ~ (y) = ~ (x + y) 

~ ( x + w) = ~ (.1:) t 
~ (x + w) = ~ (x) f 

~ (x + y) = ~ (x) ~ (y) 
~ (x y) = ~ (x) + ~ (y) 

~Cx+'f)=~(x)~(y)-~(x)~(y) } 
~ (x + y) = ~ (x) ~ (y) + ~ (x) ~ (y) 

\ 
" 
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104.'-Ecuaciones entre derivadas parciales. - Principios 
fundamentales.-Demostrar que cuando se conoce una 
integral completa de una ecuación entre derivadas par­
ciales de primer orden, se puede siempre deducir una 
solución n1as general por el método de la variación de 
constantes. 
Forma simple a la cual puede siempre referirse una 
ecuación entre derivadas parciales de primer or·den.-­
Integración de una ecuación entre derivadas parciales 
cualesquiera de prin1er orden. - Perfeceiunamiento lle­
vado al método precedente.- Teoremas de Donkin y 
Poisson. 

105. - Sistemas de ecuaciones diferenciales norn1ales. -
Principios fundamentales ~Transformaciones llarnadas 
infinitesirnales. - Objeto ilnportante de las transforma­
ciones. 

106.- -Ecuaciones entre diferenciales totales. - Principios 
fundamentales. - Ecuaciones diferenciales ordinarias 
lineales.-Consecuencias.-Determinación de los coefi­
cientes de una ecuación diferencial.- Sistemas adjun­
tos.-Valores recíprocos.-Demostrar que si x 1 , x 2 .•.•• Xk 

son soluciones de: 

dnx dn-Jx 
-- +p +· .. ···+px=o 

d ln 1 dtn-1 n 

. éstas seran independientes unas de otras si se verifica 
la condición ~iguiente: 

x x ....... x,1 
1 2 tC 

1 ¡:el 1 

xl 2 • • • • • · · xk 

x (k-1) x (k-1) •.•.• x<k-1) 
1 2 k 

> <o. 

107 .-Ecuaciones diferencial es lineales a coeficientes cons­
tantes. - Caso de contener la ecuación característica, 
raices iguales.-Estudiar la ecuación lineal: 

d
n dn-1 

n X n-1 X 
(a t + 6) --- + a1 (a t + 6) + ...... ·+a x=o. 

d{ dln-1 n 

Integración por series.-Sistemas de grupos.-Determi­
nante característica.- Forma canónica de las sustitu­
ciones. 
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cualesquiera de prin1er orden. - Perfeceiunamiento lle­
vado al método precedente.- Teoremas de Donkin y 
Poisson. 

105. - Sistemas de ecuaciones diferenciales norn1ales. -
Principios fundamentales ~Transformaciones llarnadas 
infinitesirnales. - Objeto ilnportante de las transforma­
ciones. 

106.- -Ecuaciones entre diferenciales totales. - Principios 
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cientes de una ecuación diferencial.- Sistemas adjun­
tos.-Valores recíprocos.-Demostrar que si x 1 , x 2 .•.•• Xk 

son soluciones de: 
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d ln 1 dtn-1 n 
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1 2 k 

> <o. 

107 .-Ecuaciones diferencial es lineales a coeficientes cons­
tantes. - Caso de contener la ecuación característica, 
raices iguales.-Estudiar la ecuación lineal: 

d
n dn-1 

n X n-1 X 
(a t + 6) --- + a1 (a t + 6) + ...... ·+a x=o. 

d{ dln-1 n 

Integración por series.-Sistemas de grupos.-Determi­
nante característica.- Forma canónica de las sustitu­
ciones. 
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1.08.-Estudio de las conexas.-Conexas algebraicas y tras~ 
cendentes.- Orden.- Clase. - Coincidencia.- Curvas 
notables como resultada de tres conexas.-Elemento de 
la conexa.- Interpretación de las formas simbólicas 
r y C.-Grado y clase de las curvas r y C.- Elemento 
conjugada al del prin1er elemento conexo. - Conexa 
idéntica.-Coincidencia principal.- Finitud de puntos y 
rectas.- Ecuación diferencial que define la familia de 
las curvas conexas de f= o, ya sean puntuales ó tan­
gen cia les.- Importancia de las conexas en la teoria de 
las ecuaciones diferenciales de primer orden. 

109.-Principios de Cauchy. - ·Función monodrama ó mo­
notropa. - Función politropa.- Función sinécdoque ú 
holomorfa.-Función racionaL-Polos.-Función mero­
n1orfa.-Estudio de la función l. z.-Consideracionesgeo­
lTiétricas. - Puntos criticos. -- Diferentes regiones del 
plano de la variable.-Camino elemental.-Lfneas cor­
tantes.- Reducción de un camino cualquiera a una 
combinación de caminos elementales. 

110.-Estudio de una función algebraica u, definida por la 
ecuación: 

m m-1 ) O = Au -f- Bu -f- .... = F (.z, u . 

Determinación de las diferentes ra mas de curvas perte­
necientes a la función anterior.- Puntos críticos.- Re­
ducción de un can1ino cualquiera a caminos elementa­
les.-Ley de permutación.- Clasificación de los puntos 
cr1ticos. 

111.-Integrales de funciones monodromas.-Probar qu~ el 

calculo numérico de la integral definida: J f (z) dz 
L 

puede referirse a las integral es de funciones de variable 
real.-Consecuencias de las integrales curvilineas. 

112.-Demostrar que la integral: J f (z) dz no cambia de 
L 

valor si sufre la linea de integración una deformación 
cualquiera, conservandose los extremos fijos, y con tal 
que dic ha lfnea no pase por los puntos criticos de t(z) -

El valor de la integral: J f (.J) d~, tmnada ~ lo largo 
lc 

del eontorno k, dentro del cual la funciónj(z) perma­
nece finita y rnonodroma, es ~gual. a cero.-Si e y e' son 
dos contornos cerr-ados en el mter10r de k, y si ademas 
ft z) permaneco finita y monodrorna en todo el intervalo 
compre a dido entr-e lc y e, e'; puede escribirse: 

I 
·- 27-

f= f+ f, tornados los movimientos en el mismd 
k e e' 

sentido.-Consecuencias. 
113.-Residuos de una función corrcspondientes a sus pnn­

tos crfticos.-Deterrniuación de sus valores en forma de 
serie, cuando los puntos cr1ticos son polos -La integral 
J {(.-:;) dz, tomada según una circunferencia indefinida-
e 
mente pequefía e, que tenga s u eentro en el punto da do 
a, tendera llacia cero al mismo tiempo que el radio r de 
la circunferencia, cualquiera que sea la posición de z, 
con tal de satisfacerse la condición 

lim. (.J-a) f(~) = O, para~ = a . ,, 

La integral f f (z) dz, tomada según una circunferen-
k 

cia e, que tenga por centro el origen, tiende hacia cero 
cuando k, crece indefinidamente, si se cumple la con­
dición: lim. zf(z) =O, para z =O. 

114.-Demostrar la igualdad siguiente: 

f f(z) clz = 2n if(a) 
z~a 

k 

en el supuesto de que f (z) sea una función continua y 
tnonodroma en el interior del contorno k, y estar a en su 
interior.-Consecuencias. - Aplicaciones al teorema de 
Taylor.-Teorema de Laurent.-Grado de multiplicidad 
de los ceros y polos de la runciónj(z) -Si la función j(z) 
no tiene si no polos en el interior del contorno. eerrado k, 
debe resultar: 

_n -J j'(z) 
21tY-1 f(~) el~= M- N, 

k 

siendo Mel número de ceros, y N el de polos def(z), si­
tuados en el interior del contorno, y contados según su 
grado de multiplicidad.- Notable aplicación del princi­
pio anterior al número de raices de una función alge­
braica racional y entera. 

115.-Deducir la expresión que corresponde a: 
.,T 2m 

J _!!__
2 

d.c, siendo m <n. 
1+xn 

i 
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Estudio de la integral _x __ da:, siendo a<..-- 1. ~-ln.-J
I a-1 

1+ x ' ~ 

i 

tegrales de Fresnel.- Sistema deM. Briot para ak.ui-

zar el valor definitiva de: __!!}___ dx, siendo n < 1. J
r n --1 

1+x 
i 

116.-Potencial. - Ley de Newton.-- Componentes de la 
atracción según los tres ejes coordenados.- Caso de 
haber varios puntos atrayentes. - Probar que las eon1-
ponentes de la atracción son las deriva ::las parciales cou 
relación a a, b y e del potencial expresado por la fór-

J• dV 
mula: U= ~· 

!)2U !)2 U !)2U 
Demostrar que: - - + + - - =O. 

ll a2 llb2 llc2 

Fijar las condiciones a que de ben sujetarse las canticla­
des de debajo el ~;¡gno integral del potencial, para poder 
admitir la conclusión precedente.-Potencial de una su­
perficie. 

117.-Integrales múltiples.-Aplicación de la fórmula 

I 

Ç= f fV G~ r + [r·+ (:~ )'J sen•6rd6d~ 
al elipsoide. 

Consecuencia muy notable deM. Chasles.-Aplica-

ción de la fórmula V =-}f f r' sen6 d6d~ al elipsoide. 

118.-Aplicar las coordenadas elípticas a integrales gene­
rales correspondientes a la superficie y volumen de un 
cuerpo.-Célebros fórmulas de Lamé. 

119.-Procedimientos generales de integración correspon­
clientes a integrales múltiples.-Métodos de Dirichlet, 
Schlomilch y Liouville. 

120.-Procedimientos generales de integración correspon­
clientes a integrales múltiples.- Fórmula de Poisson.­
Método de Catalan.-Fórmulas de Liouville y Schlo­
milch. 

121.-Teorema de Green.-Generalida<les.-Determínar la 
expresión. 

- - 29 -

· dV 
I = s U dN d cr - K . 

en el concepto de que se tenga 

JJJ ( (l2V · !)2V !)2V ) 
l= U -·-, + -+- dxdydz 

, llX2 ll?l bz2 
y 

K= · -- - +- - +- -- dxd1;dz.-JJJ (llU !lV bU bV {)U l¡V) 

bx bx by by b~ bz · 

Generalización del teorema de Green. 
122.-Fórmulas correspondientes a las integrales de ecua­

ciones entre derivadas parciales.- Desarrollo de las 
funciones en serie trigonométrica.- Fórmula de La­
grange.-Detern1inación de los coeficientes de la serie. 
- Ventaja de conocer si la serie es convergente para el 
desarrollo de F(x).-Determinar las fórmulas siguientes: 

2 j1t F(x) = ~ L sen.mx · F( a) sen.mr~.da 

o 

1 f1t 2 j.1t F(x) = ~ ·· F(a)da + 1t L cos.mx . F(a)cos.mada 

o o 
Deducciones importantes de estas fórmulas para alcan­
zar la fórmula de Fourrier 

1 JlJI F(x) =1t F( a) cos p (x- a) dadp. 

i -1 ' 

Hacer extensiva este desarrollo a funciones de dos ó 
tres variables. 

123.-Integración de ecuaciones entre derivadas parciales 
lineales y a coeficientes constautes de un orden cual-

. E . , d d .. , A a ro -J-Óy qu1er·a.- euacwn e con ICion: z = e .-Ecua-
ción caracteristica.--Solución la mas general.-Reduc­
ción para cuand J los valores o y a sean lineales.­
Aplicación del procedimiento anterior a la ecuación· 

(l2z (l2z 
--=a2 __ 
bx2 by2' 
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1.08.-Estudio de las conexas.-Conexas algebraicas y tras~ 
cendentes.- Orden.- Clase. - Coincidencia.- Curvas 
notables como resultada de tres conexas.-Elemento de 
la conexa.- Interpretación de las formas simbólicas 
r y C.-Grado y clase de las curvas r y C.- Elemento 
conjugada al del prin1er elemento conexo. - Conexa 
idéntica.-Coincidencia principal.- Finitud de puntos y 
rectas.- Ecuación diferencial que define la familia de 
las curvas conexas de f= o, ya sean puntuales ó tan­
gen cia les.- Importancia de las conexas en la teoria de 
las ecuaciones diferenciales de primer orden. 

109.-Principios de Cauchy. - ·Función monodrama ó mo­
notropa. - Función politropa.- Función sinécdoque ú 
holomorfa.-Función racionaL-Polos.-Función mero­
n1orfa.-Estudio de la función l. z.-Consideracionesgeo­
lTiétricas. - Puntos criticos. -- Diferentes regiones del 
plano de la variable.-Camino elemental.-Lfneas cor­
tantes.- Reducción de un camino cualquiera a una 
combinación de caminos elementales. 
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L 
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112.-Demostrar que la integral: J f (z) dz no cambia de 
L 

valor si sufre la linea de integración una deformación 
cualquiera, conservandose los extremos fijos, y con tal 
que dic ha lfnea no pase por los puntos criticos de t(z) -

El valor de la integral: J f (.J) d~, tmnada ~ lo largo 
lc 

del eontorno k, dentro del cual la funciónj(z) perma­
nece finita y rnonodroma, es ~gual. a cero.-Si e y e' son 
dos contornos cerr-ados en el mter10r de k, y si ademas 
ft z) permaneco finita y monodrorna en todo el intervalo 
compre a dido entr-e lc y e, e'; puede escribirse: 

I 
·- 27-

f= f+ f, tornados los movimientos en el mismd 
k e e' 

sentido.-Consecuencias. 
113.-Residuos de una función corrcspondientes a sus pnn­
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sentido.-Consecuencias. 
113.-Residuos de una función corrcspondientes a sus pnn­

tos crfticos.-Deterrniuación de sus valores en forma de 
serie, cuando los puntos cr1ticos son polos -La integral 
J {(.-:;) dz, tomada según una circunferencia indefinida-
e 
mente pequefía e, que tenga s u eentro en el punto da do 
a, tendera llacia cero al mismo tiempo que el radio r de 
la circunferencia, cualquiera que sea la posición de z, 
con tal de satisfacerse la condición 

lim. (.J-a) f(~) = O, para~ = a . ,, 

La integral f f (z) dz, tomada según una circunferen-
k 

cia e, que tenga por centro el origen, tiende hacia cero 
cuando k, crece indefinidamente, si se cumple la con­
dición: lim. zf(z) =O, para z =O. 

114.-Demostrar la igualdad siguiente: 

f f(z) clz = 2n if(a) 
z~a 

k 

en el supuesto de que f (z) sea una función continua y 
tnonodroma en el interior del contorno k, y estar a en su 
interior.-Consecuencias. - Aplicaciones al teorema de 
Taylor.-Teorema de Laurent.-Grado de multiplicidad 
de los ceros y polos de la runciónj(z) -Si la función j(z) 
no tiene si no polos en el interior del contorno. eerrado k, 
debe resultar: 

_n -J j'(z) 
21tY-1 f(~) el~= M- N, 

k 

siendo Mel número de ceros, y N el de polos def(z), si­
tuados en el interior del contorno, y contados según su 
grado de multiplicidad.- Notable aplicación del princi­
pio anterior al número de raices de una función alge­
braica racional y entera. 

115.-Deducir la expresión que corresponde a: 
.,T 2m 

J _!!__
2 

d.c, siendo m <n. 
1+xn 

i 
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Estudio de la integral _x __ da:, siendo a<..-- 1. ~-ln.-J
I a-1 

1+ x ' ~ 

i 

tegrales de Fresnel.- Sistema deM. Briot para ak.ui-

zar el valor definitiva de: __!!}___ dx, siendo n < 1. J
r n --1 

1+x 
i 

116.-Potencial. - Ley de Newton.-- Componentes de la 
atracción según los tres ejes coordenados.- Caso de 
haber varios puntos atrayentes. - Probar que las eon1-
ponentes de la atracción son las deriva ::las parciales cou 
relación a a, b y e del potencial expresado por la fór-

J• dV 
mula: U= ~· 

!)2U !)2 U !)2U 
Demostrar que: - - + + - - =O. 

ll a2 llb2 llc2 

Fijar las condiciones a que de ben sujetarse las canticla­
des de debajo el ~;¡gno integral del potencial, para poder 
admitir la conclusión precedente.-Potencial de una su­
perficie. 

117.-Integrales múltiples.-Aplicación de la fórmula 

I 

Ç= f fV G~ r + [r·+ (:~ )'J sen•6rd6d~ 
al elipsoide. 

Consecuencia muy notable deM. Chasles.-Aplica-

ción de la fórmula V =-}f f r' sen6 d6d~ al elipsoide. 

118.-Aplicar las coordenadas elípticas a integrales gene­
rales correspondientes a la superficie y volumen de un 
cuerpo.-Célebros fórmulas de Lamé. 

119.-Procedimientos generales de integración correspon­
clientes a integrales múltiples.-Métodos de Dirichlet, 
Schlomilch y Liouville. 

120.-Procedimientos generales de integración correspon­
clientes a integrales múltiples.- Fórmula de Poisson.­
Método de Catalan.-Fórmulas de Liouville y Schlo­
milch. 

121.-Teorema de Green.-Generalida<les.-Determínar la 
expresión. 

- - 29 -

· dV 
I = s U dN d cr - K . 

en el concepto de que se tenga 

JJJ ( (l2V · !)2V !)2V ) 
l= U -·-, + -+- dxdydz 

, llX2 ll?l bz2 
y 

K= · -- - +- - +- -- dxd1;dz.-JJJ (llU !lV bU bV {)U l¡V) 

bx bx by by b~ bz · 

Generalización del teorema de Green. 
122.-Fórmulas correspondientes a las integrales de ecua­

ciones entre derivadas parciales.- Desarrollo de las 
funciones en serie trigonométrica.- Fórmula de La­
grange.-Detern1inación de los coeficientes de la serie. 
- Ventaja de conocer si la serie es convergente para el 
desarrollo de F(x).-Determinar las fórmulas siguientes: 

2 j1t F(x) = ~ L sen.mx · F( a) sen.mr~.da 

o 

1 f1t 2 j.1t F(x) = ~ ·· F(a)da + 1t L cos.mx . F(a)cos.mada 

o o 
Deducciones importantes de estas fórmulas para alcan­
zar la fórmula de Fourrier 

1 JlJI F(x) =1t F( a) cos p (x- a) dadp. 

i -1 ' 

Hacer extensiva este desarrollo a funciones de dos ó 
tres variables. 

123.-Integración de ecuaciones entre derivadas parciales 
lineales y a coeficientes constautes de un orden cual-

. E . , d d .. , A a ro -J-Óy qu1er·a.- euacwn e con ICion: z = e .-Ecua-
ción caracteristica.--Solución la mas general.-Reduc­
ción para cuand J los valores o y a sean lineales.­
Aplicación del procedimiento anterior a la ecuación· 

(l2z (l2z 
--=a2 __ 
bx2 by2' 
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que se refiere al problema de las cuerdas vibrantes. 
124.-Integración de ecuaciones entre derivadas parCiales 

por medio de las series.-Aplicar este procedimiento a 
la ecuación: 

tlz l)sz 
-=a--, 
bx by2 

que expresa la ley del movimiento del calor en una 
barra prisrnatica.-Método de los coeficientes indeter­
minados aplicado a la ecuación: 

b2z uz 
--=a-· 
bx2 by 

125.-Integración de ecuaciones lineales entre derivadas 
parciales por medio de integrales definidas.-Aplicar 
este procedimiento a la ecuación: 

i.h b2z 
-=a2--. 
tlt lly2 

Reduceión de la integral doble.-Aplicar el mismo pro­
cedimiento a la igualdad 

-=a2 -+-+-bu ( bu2 b2u tl 2u) 
lll tlX2 tly2 bz2 

' 

que se refie re a la propagación del calor en un medi o 
homogéneo. 

126.-¡\.plicación de las integrales definidas a la ecuación 
de las cuerdas vibrantes 

{12y {12'l/ 
--=a2-'_. 
bt2 bx2 

Transformación de las integrales dobles.-Estudio de 
{121/ {)4y 

la ecuación -·-+ a 2 -- =O, que se refiere a la pro-
bt2 ba:; 1 · 

pagación de las vibraciones transversales en una vari­
lla elastica.-Reducción de una de las integrales dobles. 

127.-Números de Bernoulli.-Estudio de la función: 

x x 
U= ---+ - · 

ex -1 2 

- 31-

Demostrar que esta función es par, y que es desarrolla­
ble en forma de serie.-Deducir la fórmula general 

!._ 1 = A + Bt + 
2 1 . 2 · · · n 1 . 2 · · · (n + 1) 1 . 2 . 1 . 2 · · · (n - 1) 

+ B2 <) + ... 
1. 2. 3. 4. 1. 2 · · · (n- <>) 

Valores particulares de A, B11 B2 ... -Aplicación de los 
números de Bernoulli a la suma de potencias de núme­
ros enteros. 

1 

128.-Estudio de la función u= (1- 2 xz + z2) 
2 
.- Poli-

nomios de Legendre.- Demostrar las fórmulas si­
guientes: 

(
bu b·u) 1 bu bu -+- -=ux, -(x-z)=z-
bx bz U

2 bx bz 

Determinar las relaciones siguientes, debidas a Ber­
trand y Christoffel: 

dXn 
(n+1) Xn+1- (2n+1) XXn + (n-1) Xn-t + dx -

dXn-t + dXn-2 _ o· 
- '2x d d - ' x x 

. dXn dXn-1 dXn+t dXn -1 
nX =X-----, 2(n+1)Xn=-------

n dx dx dx dx 
Consecuencias. 

129.-Fórmulas de Catalan, Bertrand y Liouville: 

( + 1) X _ dXn+t dXn n n·- -x--
dx dx 

X _ dXn+1 2 dXn + dXn-1 
n- - X--

dx dx 

(n + 1) Xn+t - (2n + 1) xX 11 + nXn-1 = O. 

Consecuencias.-Valores determinados de X
0 

X
1 

X2 ... Xn 
-Relación de estas funciones X, con los polinomios de 
Sturm.-Ley de los polinon1ios de Legendre. 

130.-Formas de la función Xn .-Formas de Legendre y 
Rodrtgues.-Método de Jacobi.-Polinomios de Legen­
dre bajo forma de integral. 

131.-Estudio de funciones analogas a las de Legendre.-
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1 

Derivadas de la función: u= (1-3x2.;+3xz2-z3
)- 3.­

Aplicación del teorema de Mac-Laurin.- Fórmula ge­
neral de. los polinomios Laureanos conforme a la fun-
ción .dada. . , 

132.-Estudio de la función: · · 
I 

u= (1-4x3z+6x2Z2-4xz3+z4
)- -4-

Desarrollo en serie de esta función.-Fórmula que sirve 
para deducir unos polinomios de otros.-Caso general 
de las funciones Laureanas.-Cuadro de grupos de poli­
nomios unidos con los de"Legendre.-Importancia de la 
generalización de los polinomios de Legendre para des­
arrollar en serie una función dada. 

133.-Funciones isotropas.-Propiedad de los parametros 
diferencia les de 1. a y 2. a especie do Lamé.- Funciones 
barmónicas.-Principio de Dirichlet.-Aplicación de los 
principi os anteriores.-Funciones esféricas y de Lapla­
ce.-Relaciones con los polinomios Xn de Legendre. 

134.-Estudio de la función 8 (,z) de Jacobi.-Propiedades 
de dicha función. Demostrar la igualdad siguiente: 

~ -m(zJ..ma) ~ \':'} (z + 2ma) =e ' o (z). 

Importancia de la expresión: 

z =(2m+ 1) 1t V -1 +(2m'+ 1) a. 

Estudio de las cuatro funciones O. 
135.-Consideraciones generales acerca de las cuatro fun­

ciones O. Probar que las tres funciones 03 , O y 02 son pa­
res y que 01 es impar, anulandose ademas ésta para 
z=O.-Transformaciones de las funciones 0.-Desarro­
llo de las veinte igualdades que se obtienen cuando se 
agrega a O, las cantidades respectivas siguientes: 

w w' , w+w' 

2 , 2 ,w,wY-~· 

136.-Estudio general de las tres funciones elípticas según 
las funciones 0.-Determinación de las constantes.-Es­
tudio de las funciones À, f.L y u, con la representación. gra­
fica de los ceros é infinitos en cada uno de sus parale­
lógramos elementales respectivos. 

FIN 
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