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Capitol 1

Introduccio

1.1 Abstract

Graph Isomorphism problem (GIP) consists in constructing an efficient algorithm for testing
whether two graphs are isomorphics and to find, if it exists, one isomorphism,i.e, to find a one-
to-one, onto mapping from the set of vertexs of one graph to the set of vertexs of the other graph,
so that the edges remain the same. GIP is one of the most interesting problems in Discrete Mat-
hematics, it is essential for Graph Theory as well as for computational complexity theory. The
problem has interest in the theoretical side, because it is not known if it is a P or NP-complete
problem. On the one hand it is known that many classes of graphs admit polynomial time al-
gorithms for isomorphism testing, such as rooted trees, planar graphs, circular graphs, graphs
with bounded vertex degree, etc. On the other hand, the search for isomorphism-complete
problems has produced a large list of problems, such as bipartite graph isomorphism, regular
graph isomorphism, complement graph isomorphism, automorphism orbits search, automorp-
hism generators search, etc. So, GIP is a good candidate for an intermediate computational
status between P and NP problems. From the practical point of view, GIP has many applica-
tions for science and technology: pattern recognition, data mining, computer vision, chemistry
and VLSI layout validation.

During the last decades many algorithms have been born to solve the problem, most of them
based on Canonical labeling and direct backtracking, but Brendan McKay’s Nauty algorithm
has stood up among the others because its fine performing. In 2011, José Luis Lépez Presa
et al. tested Nauty with some special graphs, Miyazaki’s graphs, and confirmed that it was
very slow to find isomorphisms. So, they developed a new algorithm, Conauto, which attacks
the problem in an original way, using special techniques to prune the automorphisms searching
tree, to become one of the fastest algorithms today.

Tha aim of this work is, on the one hand, to study and analyze the theoretical background
the algorithm Conauto relies on and, on the other hand, to try to perform any improvement in
some aspects: it has been implemented a graphical interface to visualize the partitions on the
graphs and it has been performed two different algorithms to calculate the whole automorphism
group of the graph starting from a set of generators; a first one based on brute force (strength)
and a second one based on the Schreier-Sims algorithm.

An algoritm that calculates all isomorphisms between two graphs, starting from one pre-
vious isomorphism and the whole automorphism group of one of the graphs, have also been
implemented.
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1.2 Motivacio

Un dels problemes importants de la Matematica Discreta, i en particular de la Teoria de Grafs,
és determinar si dos grafs sén isomorfs o no i trobar un isomorfisme quan ho siguin. Aixo és,
esbrinar si existeix una equivaléncia entre els vertexs i les arestes o arcs d’un graf i els de I'altre,
que anomenem isomorfisme. Expressat d'una altra forma, determinar si es poden etiquetar els
vertexs d’un graf usant les etiquetes dels vertexs de 'altre i obtenir una copia exacta de l'altre
graf. Una de les caracteristiques més interessants del problema de trobar isomorfismes entre
grafs és que, a hores d’ara, es desconeix si és tracta d'un problema de tipus P o NP-complet,
aixo és, no se sap si es pot resoldre en temps polinomial o no.

El problema presenta aplicacions practiques molt interessants en diversos camps de la ciencia
i la tecnologia com el reconeixement de patrons, la mineria de dades, la distincié entre compostos
quimics i ’analisi de capes en circuits VLSI.
En els tdltims anys, el programa Nauty de Brendan McKay ha esdevingut un dels més eficients
en la determinacié d’isomorfismes entre grafs. El 2009 va aparéixer el programa Conauto de
José Luis Lopez Presa et al. que, amb successives modificacions posteriors, esta competint
en velocitat i eficiencia amb la resta d’algorismes, tot i superant-los en alguns casos d’interes.
Un dels punts claus del seu exit és l'original atac que fa al problema, molt diferent de les
aproximacions d’altres algorismes basades en 'etiquetatge canonic i el bactracking directe. El
programa Conauto guanya eficiencia en la cerca d’isomorfismes de grafs a partir de la cerca
dels seus automorfismes.

La proposta de participacié en la comprensio i extensié d'un programa d’aquestes carac-
teristiques han estat claus en la motivacio de la realitzacié d’aquest treball.

1.3 Objectius i resum de resultats

En aquest treball es pretén realitzar una analisi comprensiva del programa Conauto i algunes
extensions del mateix. L’objectiu principal del treball consisteix doncs a comprendre i fer
una descripcié acurada dels diversos algorismes que conformen el programa Conauto i la seva
implementacio i completar-lo en algun aspecte.

D’una banda, es volen estudiar els conceptes teorics i els algorismes en els quals es basa el
programa, presentant-los amb una formulacié matematica i una descripcié algorismica consis-
tent i aclaridora; d’altra banda, es pretén millorar una versié del Conauto, adaptada a C++ pel
director del treball, a fi d’incorporar-hi una part grafica que permeti illustrar alguns aspectes
d’interes.

Pel que fa a la comprensio dels conceptes i dels algorismes en les calsses Glso, en els
capitols que segueixen se’n fa una nova descripcié amb la finalitat d’aclarir alguns aspectes
dels documents que acompanyen el programa, basant-se també en la nova implementacié del
programa, feta pel director. En el capitol 2, s’introdueixen els conceptes basics de grafs i es
concreten els referits a automorfismes i isomorfismes i a la particié per graus. En el capitol 3,
s’exposen els algorismes de generacié de seqiiencies de particions d’'un graf via refinament de
particions per vertex i per conjunt. En el capitol 4, es detallen els algorismes emprats en la
cerca d’automorfismes d’un graf, tot i argumentant les diferents tecniques emprades, basades en
la compatibilitat de seqiiencies alternatives de particions. En el capitol 5, s’aborden finalment
els algorismes de cerca d’isomorfismes entre dos grafs, emprant les particions per orbites en els
conjunts de vertexs donades pels automorfismes.
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Pel que fa a la completacié del programa, s’han implementat algorismes de visualitzacio
grafica dels resultats, que han permes illustrar aquesta memoria. El programa ara pot visua-
litzar les celles de les particions i facilita I’observacié grafica de les orbites dels vertexs i, en cas
d’existir, de I'isomorfisme trobat entre dos grafs. Aixi, les adaptacions realitzades permeten
reproduir graficament algunes situacions que es produeixen durant la cerca d’automorfismes i
de I'isomorfisme per poder-les analitzar millor i comprendre les accions realitzades.

El programa basic troba un conjunt de generadors del grup d’automorfismes del graf i fa un
calcul del nombre d’elements que té el grup sense generar-los. Una altra de les aportacions a
considerar consisteix en la determinacié de tots els elements del grup complet d’automorfismes
mitjancant dos metodes diferents. El primer i més senzill, utilitzant la forca bruta; és a dir,
calculant totes les possibles composicions entre els generadors disponibles del grup i emmagat-
zemant aquells elements que no hagin aparegut anteriorment. El segon metode és més sofisticat
i requereix considerablement menys temps de calcul i es basa en la implementacié de 1’algorisme
de Schreier-Sims. Una illustracié dels resultats obtinguts consta al final del capitol 3.



Capitol 2

Conceptes generals

2.1 Conceptes basics de grafs

2.1.1 Definicié. Un graf dirigit G = (V, E) consisteix en un conjunt finit V' de vérters i un
conjunt finit £ d’enllagos tal que cada enllag relaciona dos elements (vertexs) del conjunt V.
L’enllag (u,v) C V x V s’entén orientat d’'u a v.

2.1.2 Definicié. Donat un graf dirigit G = (V, F), es considera la seva matriu d’adjacéncia
M, donada per

0 si (w,v) ¢E i (vyu)¢E

o) Lo (u,v) ¢ FE i (v,u)€eE
“ 2 st (u,v) €FE i (v,u)¢FE

3 st (u,v) €FE i (v,u)ekl

2.1.3 Definicié. Siguin G = (V, E) un graf dirigit i M la seva matriu d’adjacéncia. Donat un
vertex u € V| el seu grau respecte al graf G, que notarem Deg(u, V, G), ve donat per la terna
(D3, Dy, D) on D; = |{v € V tal que M, =i}|, per ai e {1,2,3}.

2.1.4 Definicié. Siguin G = (V, E) un graf dirigit i M la seva matriu d’adjacéncia. Donats
un vertex u € V i un subconjunt V; C V| el grau accessible d’u respecte a Vi, ADeg(u, Vi, G),
ve donat per la terna (D3, Do, Dy) on D; = [{v € V; tal que M,, =i}|, per ai € {1,2,3}.

2.1.5 Definicié. Siguin G = (V, F) un graf dirigit i M la seva matriu d’adjacéncia. Donats els
subconjunts Vi, Vo C V', Vi té grau accessible d respecte a Vs, i es notara per ADeg(Vy, Va, G) =
d, si Yu € Vj se satisfa que ADeg(u, Va, G) = d.

2.1.6 Definicié. Es diu que la terna (D3, Dy, D1) < (Es, Eo, E1) si la primera precedeix la
segona en ordre lexicogafic i que (Ds, Dy, Dy) > (Es, Eo, E7) si és la segona la que precedeix la
primera en ordre lexicografic.

2.2 Automorfismes, isomorfismes i invariants

2.2.1 Definicié. Donats dos grafs Gy = (V1, Ey) 1 Go = (Va, Ey) direm que sén isomorfs si
existeix una aplicacié bijectiva f : Vi — V5 tal que (f(u), f(v)) € Ey < (u,v) € Fy. L’aplicaci6
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f s’anomena isomorfisme entre els grafs. També s’escriu G; ~ G5 per indicar que G i G5 son
isomorfs.

2.2.2 Definicié. Un isomorfisme f entre un graf G i ell mateix s’anomena automorfisme del
graf. El conjunt Aut(G) de tots els automorfismes d’un graf G és un subgrup del grup simetric
de permutacions, anomenat grup d’automorfismes de G.

2.2.3 Definicié. Sigui G una familia de grafs. Un invariant en G és una funcié ¢ amb domini
g tal que

¢(G1) = ¢(G2) St G1 ~ Gg.

2.2.4 Observacié. Si ¢(G1) # ¢(Gs), es pot afirmar que G7 1 G no sén isomorfs; pero, si
®(G1) = ¢(G2), no es pot afirmar res.

2.2.5 Definicid. Sigui § una familia de grafs. Un invariant complet en G és una funcié ¢ amb
domini G tal que

gb(Gl) = ¢(G2) = Gl ~ Gg.
Un invariant complet també s’anomena certificat.

Alguns exemples d’invariants sén el nombre de vertexs d'un graf, el nombre d’enllacgos, el
determinant de la matriu d’adjacencia, el nombre de triangles en el graf, el nombre d’arbres
d’expansio, etc. El qualsevol cas, cap d’aquests invariants és complet i no es coneix cap invariant
complet computable en temps polinomial.

2.3 Partici6é per graus

2.3.1 Definicié. Siguin G = (V| E) un graf dirigit i M la seva matriu d’adjacencia. Una
particio del conjunt de vertexs V' del graf G ve donada per la seqiiencia S = {51, ...,.S,} on
V=ULS;, SinS;=¢ st i#jiS;#¢,Vi,j€{l,..,n}. Els conjunts S; s’anomenen celles
de la particid.

2.3.2 Definicié. Siguin G = (V, E) un graf i M la seva matriu d’adjacencia. La particid per
graus del graf G és una particié S = {51, ..., 9,} de V, que notarem DegreePartition(G), tal
que Vi,j € {1,...,n}, i <j= ADeg(S;,V,G) = ADeg(S;, V. G).

2.3.3 Observacio. La particié de graus d’un graf també és un invariant.

Dos grafs isomorfs han de tenir la mateixa particié per graus. Per aixo, el primer pas del
programa Conauto consisteix a calcular la particié per graus dels grafs.

En la figura 2.1 es mostra un graf de 8 vertexs i la seva particié per graus que conté dues
cel-les.
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Figura 2.1: Graf regular de 8 vertex i la seva particié per graus.




Capitol 3

Refinament de particions

En el capitol anterior s’ha introduit el concepte de particié per graus d’un graf i s’ha apuntat
que era un invariant. El pas segiient en el programa Conauto és obtenir una seqiiéncia de
particions a partir d’anar trencant les cel-les de les particions anteriors fins arribar a obtenir
una partici6 on totes les celles estiguin formades per un unic vertex (les anomenarem unitaries)
o bé no tinguin adjacencies. El pas d'una particié a la seglient s’anomena refinament i pot ser
per vertex o per conjunt.

3.1 Refinament per vertex

3.1.1 Definicié. Siguin G = (V, E) un graf i M la seva matriu d’adjacencia. Siguin v € V un
vertex i W C V\{v} un subconjunt de vertexs. La particic per vértex del conjunt W pel vértex
pivot v, que es notara per partition ByVertex(W,v, G), és una particié S = {51, ..., S,} de W
tal que Vi, 7 € {1,...,n} si i < j, ADeg(S;,{v},G) = ADeg(S;,{v},G).

3.1.2 Observacio. La definicié anterior s’aplicara a conjunts W que seran celles d’una particio
anterior.

Noti’s que un vertex v d’una cella W pot tenir 4 tipus diferents d’ajacencies amb un vertex
v. Pot ser:

N
st (u,v i (v,u) €
ADeg(u, v, G) = 2 si (wyv) €E i@ (vyu)¢FE

3 si (w,v) €E 1 (vu)ekE

Per tant, la particié per vertex d’una cella W pot trencar aquesta cella en fins a 4 celles
noves, una per a cada un dels tipus d’adjacencia que poden tenir els seus vertexs.

3.1.3 Definicié. Siguin dues particions § = {54,...,S,} de Vi i T = (T3, ..., T,.) de V5 amb
ViNVy = (. La concatenaci6 de les particions S i 7 ve donada per SoT = (51, ..., Sp, 11, ..., Tr).

3.1.4 Definicié. Siguin G = (V, E) un graf i M la seva matriu d’adjacéncia. Donats una

partici6 S = {51,...,S,} de V i un vertex de la particié v € S; per a algun i € {1,....,n}, el
refinament de la particio S pel vertex pivot v, que es notara per vertexRefinement(S,v, G),

11
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és una nova partici6 7 = Ty o...o T, tal que Vi € {1,...,n}, 7T; és una particié buida si la cella
S; no té adjacencies en V' i és igual a partitionByVertex(S;,v, G) en cas contrari.

3.1.5 Exemple. La primera figura mostra un graf regular de 8 vertexs amb una particié
formada per una tnica cella que conté tots els vertexs (pintats del mateix color fucsia). La
segona figura mostra el resultat d’aplicar un refinament per vertex a la particié utilitzant com
a pivot el vertex 0: el vertex 0 té adjacencies de tipus 3 amb els vertexs 1, 4 i 6 i no té cap
altre vertex adjacent; per tant, trenca la cella en dues celles noves {1,4,6} de color malva i
{2,3,5,7} de color blau. El vertex 0 queda descartat com es veura més endavant.

[ | 0

4 2

Figura 3.1: Graf regular de 8 vertexs amb una cella. Particié per vertex amb vertex 0 com a
pivot.

Per realitzar el refinament per vertex s’utilitza 1’algorisme 1.
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algorisme 1 Refinament per vertex d'una particié.
Partition GIso::vertexRefinement(S')

1: S« newPartition(|V'])
2: for all S! € §' do

3. if ADeg(S!,V,G) =0 then

4: for all v € S! do

5: add v to discarded vertices

6: end for

7. else

8: for all adjacency type of .S; with pivot vertex do
9: S« createNewCell(S!)

10: S« putVerticesOnNewCell(S!)
11: end for

12:  end if

13: end for

14: return S'*H!

L’algorisme crea una nova particié refinada S*! i examina cada cella S;, jed{l,...,r}, de
la particié anterior S'. Si la cella no té adjacencies afegeix els seus vertexs al vector de vertexs
descartats. En cas contrari, examina les adjacencies dels vertexs de la cel'la amb el vertex pivot,
que poden ser de tipus 0, 1, 2 o 3, i crea una nova cella per a cadascuna de les adjacencies
anteriors. A continuacid, afegeix els vertexs a cadascuna de les noves celles en funcié de la seva
adjacencia amb el pivot. En el cas que no hi ha hagi cap vertex amb alguna de les adjacencies,
no es crearan les celles corresponents. L’algorisme retorna la nova particié refinada S'*!.

3.2 Refinament per conjunt

3.2.1 Definicié. Siguin G = (V, E) un grafi M la seva matriu d’adjaceéncia. Siguin V;,V, C V.
La particio per conjunt de Vi per Vi, que notarem partitionBySet(Vy, Va, G) és una particio
S={5,....5,}de Vi tal que Vi,j € {1,...,n} sii < j, ADeg(S;, Va,G) = ADeg(S;, V2, G).

3.2.2 Definicié. Siguin G = (V, F) un graf i M la seva matriu d’adjacéncia. Donades una
partici6 § = {S1,...,5,} de Vi P = S; per algun i € {1,...,n} una cella de la particid, el
refinament de la particid S pel conjunt pivot P, que es notara per setRefinement(S, P,G), és
una nova particié 7 = Ty o... o T, tal que Vi € {1,...,n}, T; és una partici6 buida si la cella S;
no té adjacencies en V' i és igual a partitionBySet(S;, P,G) en cas contrari.

3.2.3 Exemple. La imatge de l'esquerra de la figura 3.2 mostra un graf amb 14 vertexs
amb la particié formada per un vertex descartat {0} i dues celles: la primera de color fuc-
sia formada pels vertexs §; = {2,3,4} i la segona de color verd formada pels vertexs Sy =
{1,5,6,7,8,9,10,11,12,13}. La imatge de la dreta mostra el resultat d’aplicar un refinament
per conjunt utilitzant com a conjunt pivot la primera cella: els graus accessibles dels vertexs de
Sy respecte a Sy sén: ADeg({1}, S1,G) = (D3, Do, D1) = (3,0,0), ADeg({5}, 51,G) = (2,0,0),
ADeg({7},51,G) = (1,0,0) i ADeg({u}, S1,G) = (3,0,0)siu € {6,8,9,10, 11,12, 13}; per tant
la cella Sy es trenca en 4 celles noves S = {1}, S5, = {5}, S5 = {7}, S} ={6,8,9,10,11, 12,13}
que en la imatge es poden apreciar en colors diferents.
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13 2 13 2

12 3 12

11 4 11

10 1 10

Figura 3.2: Partici6é per conjunt d’un graf de 14 vertexs.

L’algorisme 2, setRefinement, és 'encarregat de fer la particié per conjunt:

14

algorisme 2 Refinament per conjunt d’una particio.

bool Glso::setRefinement( Partition S )

1:
2:
3:

>

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:

S« newPartition(|V'])
success <+ FALSE
for all S; € S' do

if ADeg(S;,V',G) =0) then
for all v € S! do
add v to discarded vertices
end for
else
for all v € S; do
ADlu] - ADeg(u, Sk, G)
end for
S! < sortByADeg(S;, AD)
7+0
for all u € S] do
v < {precedent vertex to u in S/}
if (AD[u] != AD[v]) then
success < TRUFE
j+—j+1
T; « createNewCell(S"™)
end if
T, T, U fu)
end for
end if
end for

return success




CAPITOL 3. REFINAMENT DE PARTICIONS 15

L’algorisme crea una nova particié refinada S"** i examina cada cella de la particié anterior
S'. Si la cella no té adjacencies, afegeix els seus vertexs al vector de vertexs descartats. En cas
contrari, calcula el grau accessible de cada vertex de la cella amb la cella pivot S;Dl i ordena
els vertexs de la cella segons aquest grau. A continuacid, afegeix els vertexs a la nova particié
creant una cella nova 7} per cada vertex que tingui un grau accessible diferent al del vertex
anterior (els vertexs estan ordenats pel grau). Si s’ha creat més d’una cella nova a partir d'una
vella, I'algorisme retorna TRUE per indicar que el refinament ha tingut exit. En cas contrari,
retorna FALSE.

Un cop explicats els dos tipus de refinament que s’utilitzen en 1’algorisme Conauto, cal veure
com es decideix quin tipus de refinament s’ha de fer servir en cada particié i quina és la millor
cella pivot per portar-lo a terme. L’algorisme 3, bestCell, és 'encarregat de determinar, donada
una particié, quina és la millor cella pivot.

algorisme 3 Determinacio de la cella pivot optima.
Cell GlIso::bestCell( Partition S )

bC +— Sl
for all S; € S & i>1do
if (Valid(S;)) then
if (IWalid(bC) || |bC| > |S —1i| || (|bC| = |S;| & ADeg(S;,V,G) > ADeg(bC,V,G)))
then
end if
end if
end for
if (IValid(bC) & [bC| > 1) then
10:  return bestIndividualizedCell( S )
11: end if
12: return bC

L’algorisme tracta d’escollir la cella valida amb menor nombre de vertexs que tingui el
major nombre d’adjacéncies (major grau accessible). En el cas que no hi hagi cap cella valida,
es crida l'algorisme 4, bestIndividualizedCell.

3.2.4 Definicié. Siguin G = (V, E)ungrafiS = {Sj, ..., S, } una particié de V. S és equitativa
siVi,j € {l,....,n}1iVu,v €S, es té que ADeg(u, Sj,G) = ADeg(v, S;, G).

3.2.5 Observacié. En una particié equitativa no es pot decidir quina cella pivot s’hauria
d’utilitzar, perque hi ha simetria. Aquest és un possible nivell on sorgiran automorfismes i, per
tant, el refinament s’etiqueta com a UNKNOWN i sera un possible nivell de BACKTRACKING.

3.2.6 Definicié. Siguin G = (V, F) un graf, S = {5, ...,5,} una particié equitativa d'un
conjunt V3 C Vi T = {T3,...,T,,} una particié equitativa de Vo C Vi. T és una subparticio
de S si, i només si, Vi € {1,...,n},#j, k € {1,...,m} tals que T}, T, C S;, ADeg(T},Va,G) > 0
i ADeg(T}., Vo, G) > 0. Es a dir, cada cella de 7 amb adjacencies esta inclosa en una cella
diferent de S.
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algorisme 4 Determinacié de la cella pivot optima si totes sén no valides.

Cell Glso::bestIndicidualizedCell( Partition S )

1 bC + S

2: C < compute_valid_cells(S );

3 n<+0

4: bC < S, € C

5. for all S; € C' do

6: T < multirefinement( S );

7.~ Sigui T ={T,...T.}, W = U_,T,
8: if (|W|=|T]|) then

9: return bC

10:  end if

11:  if (T is subpartition of |S| ) then
12: return bC

13:  end if

14:  if (" 4 |[V]|-|W]| <n) then

15: bC <+ S;

16: n<«r' + V| —|W]|

17: elseif ((v" + |V|- |W|=n) && (|5 < [bC|)) then
18: bC +— S;

19:  end if

20: end for

21: return bC

L’algorisme 4 mostra la funcié bestindividualizedCell que tracta de trobar la millor cella
pivot per a realitzar la particio segiient. Primer crida la funcié compute_valid_cells que s’encar-
rega de generar el conjunt de celles valides com a candidates a ser la cella pivot; aquest conjunt
és el format per totes les celles que tenen diferent nombre de vertexs o diferent grau accessible.
Es a dir, s’agafa una tnica cella d’entre totes les que que coincideixen en nombre de vertexs
i grau accessible. Aix{ el conjunt serd: C' = {S; € S : #j < i,|Si| = |S;] i ADeg(S;,V,G) =
ADeg(S;,V,G)}. A continuacié es tracten cadascuna d’aquestes celles com a pivot i es prova
de generar una seqiiencia de particions fins arribar a la particié equitativa segiient: aquesta
tasca la realitza la funcié multirefinement. A partir de la seqiiencia obtinguda, poden donar-se
diverses situacions:

1. S’ha arribat a I'tltima partici6 i es retorna la cella que estem analitzant.
2. S’ha arribat a una particié que és subparticié de l'original, es retorna la cella tractada.

3. En cas contrari, es proven la resta de celles i es retorna aquella que minimitzi la suma de
celles i vertexs descartats en la particio equitativa final trobada. Aquest criteri garanteix
que es trenquin al maxim totes les celles.

L’algorisme 5 realitza el multirefinament de la particié equitativa S. Primer fa un refinament
per vertex i obté una nova particié 7T i cerca la millor cella pivot per a aquesta nova particié. A
continuacio, entra en un bucle: mentre la cella pivot sigui valida i no s’hagi arribat a I'altima
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particié, va fent refinaments de les particions que obté, ja sigui per vertex, quan la millor cella
té un tunic vertex, o per conjunt. En el cas de que el refinament sigui per conjunt mira si ha
tingut exit i, en cas contrari, marca la cel-la com no valida i torna a realitzar el refinament de
la mateixa particié amb una altra cella pivot. El procediment acaba quan totes les celles sén
no valides (es troba en una partici6 equitativa) o s’ha arribat a I'iltima particid.

algorisme 5 Multirefinament per trobar la particié equitativa segiient a partir de la particié
equitativa S.
Partition GIso::multirefinement( Partition S )
1. T < vertexRefinement(S);
2: - - Siguin T = {T1,....,T,,}, W = U, T; la particié refinada i el conjunt de vertexs resultant.
3: bC' < bestCell(T);
4: while (valid(bC) && |T| < |W]|) do

5. if (|bC| =1 ) then

6: T' < vertexRe finement(T);

7. else

8: success <— setRe finement(T);

9: - - Siguin 7" = {1}, ..., T} }, W' = U (T} la partici6 refinada a partir de 7; i el conjunt
de vertexs resultant, respectivament.

10 if ( !success ) then

11: DeletePartiton(7”);

12: bC' <+ bestCell(T);

13: continue;

14: end if

15:  end if

16: T« T

17: bC <+ bestCell(T);
18: end while
19: return T

3.3 Seqiiéncia de particions

3.3.1 Definicié. Sigui G = (V, E) un graf. La seva seqiiéncia de particions és una terna () =
{S,R,P}, on S = {8, ...,8"} és el conjunt de particions obtingudes en els diferents refinaments,
R={R! ..., RI"!} és el conjunt dels diferents tipus de refinaments aplicats a cada particié per
obtenir la particié refinada segiient i P = {P!, ..., P!} indica la cella pivot utilitzada en el
refinament de cadascuna de les particions. Aixi es té, en cada nivell i de la seqiiencia, alguna
de les situacions segiients:

1. R" = VERTEX vol dir que es refina la particié ¢ per vertex i P? indica la cella unitaria

(amb un tnic vertex) utilitzada.

2. R' = SET vol dir que es refina la particié ¢ per conjunt i P* indica la cella utilitzada (en
aquest cas té més d'un vertex).

3. RM = UNKNOWN significa que s’ha arribat a una particié equitativa que no es pot
refinar igual que en les casos anteriors. En aquest cas, es fa un refinament per vertex,
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pero s’etiqueta el refinament com a UNKNOWN perque més endavant es decidira si es
canvia el tipus de refinament a VERTEX o BACKTRACK.

R = BACKTRACK implica que, en un nivell que estava etiquetat com a UNKNOWN,
s’han provat refinaments amb els diferents vertexs de la particié, suposadament equiva-
lents, obtenint alguns refinaments que no eren compatibles entre si i, per tant, arribant
a la conclusio que no tots els vertexs de la particié sén equivalents. Els nivells de tipus
BACKTRACK s6n més complicats d’estudiar, perd també més rics en la cerca d’auto-
morfismes del graf.

3.3.2 Definicié. Siguin G = (Vi, Eg) i H = (Vi, Ey) dos grafs amb seqiiencies de particions
Qc = {S¢,Ra,Pe} i Qu = {Swy,Ry, Py} respectivament. Direm que Qg 1 Qg son seqiiencies
compatibles si satisfan:

1.

2.

Sa| = [Sul =t

Siguin S¢ = (8, ...,8") i Sy = (T4, ..., T") aleshores Vi € {1,...,t},|S'| = |T"| = r;.
Siguin Rg = {RY, ..., RE '} iRy = {RY, ..., R}, aleshores Vi € {1,...t — 1}, R, = RY,.
Siguin Pg = {P, ..., PG '} i Py = {Pk, ..., Py '}, aleshores Vi € {1,...t — 1}, P, = Pk

Vi € {0,...,t}, les particions S i T sén compatibles. Es a dir, si &' = {Sg, ... 50 i
T = {Tg, ... T..} se satisfa que |S'| = |T*| (s; = r3) i Vj € {1,...,n:},[S}| = |T}] i
AD@g(S;,Vg,G) :ADeg(ir]Z?VHvH)

Vi € {1,...,t} si 8 és equitativa, aleshores V7, k € {1,...,7;},
ADeg(S%, S}, G) = ADegy(T}, T}, H).

Vi € {1,...,t} si 8 no és equitativa, aleshores Vj € {1,...,7;},
ADeg(Sé, VLG = AD@g(T;, Vi, H) on V}, = U;;lSj i Vi = U;ile;.

3.3.3 Definicié. Sigui Q = {S,R,P} una seqiiéncia de particions d’un graf G tal que 8" =

(5.

SSER Ve {1, .t iV = U;"lej. Direm que Q és una seqiiencia de particions completa

siVj € {l,..,m}, [Sf] =1 0 bé ADeg(S5, V', G) = 0. Es a dir, en dltima particié totes les
celles tenen un unic vertex o bé no tenen adjacencies amb la resta de vertexs de totes les celles.

L’algorisme 6, sequence, és l'encarregat de la generacio de la seqiiencia de particions d'un
graf G.
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algorisme 6 Generaci6 de la seqiiencia de particions.
(Partition sequence) Glso::sequence(G, D)
1: 8"« D
2: 140
3: while (|S'| # |V?]) do
4: bC + bestCell(S")
if (ADeg(bC,V',G) =0) then
break
end if
if (|JbC| =1) then
S < vertex Re finement(S*)
10: Ri+ VERTEX
11:  else if (valid(S;)) then
12: valid(S;) <~ FALSE

13: success < setRe finement(S?)
14: if (' success ) then

15: R' < SET

16: else

17: DeletePartition(S™)

18: continue

19: end if

20: else

21: S« vertex Re finement(S?)
22: R« UNKNOWN:;

23:  end if

24: 14— 1+ 1

25: end while

26: t 41

27: discardedUnlinkedCells(S")

28: DV < addVerticesO f(S")

29: {BY, ..., B'} < backtrackPartitions()

30: {L°, ..., L'} « limitPartitions()

31: return {S,R,P,{B° ..., B} {L° ..,L'}}

L’algorisme comenca inicialitzant la primera particié S° a la particié per graus D. A con-
tinuacid, mentre no totes les celles siguin unitaries, procedeix a refinar la particié actual de la
forma segiient: primer determina la millor cella per portar a terme el refinament i si aquesta
no té adjacencies acaba l’algorisme. Si la millor cella té adjacencies, mira la mida de la cella.
Si té un unic vertex, procedeix a fer un refinament per vertex i etiqueta el refinament com a
VERTEX. Si la cella té més d'un vertex, mira si és valida i, si ho és, la marca com a invalida
per no tornar-la a fer servir i s’intenta fer un refinament per conjunt. En cas que el refinament
per conjunt hagi trencat alguna cella, s’etiqueta el tipus de refinament com a SET. En cas
contrari, s’esborra la particié generada i torna a comengar la iteracié cercant una nova cella
pivot. Quan la cella pivot escollida no és valida es fa un refinament per vertex etiquetant el
tipus de refinament com a UNKNOWN.
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Finalment, quan s’ha acabat de computar la seqiiencia la funcié discardedUnlinkedCells(S?),
afegeix les celles descartades de 'iltima particié a un vector de celles descartades i també s’a-
fegeixen els vertexs de I'ultima particié al vector de vertexs descartats DV. Per acabar, es
crida les funcions backtrackPartitions() i limitPartitions() que s’explicaran més endavant.

3.3.4 Exemple. A continuacié es mostra tot el proces per generar la seqiiencia de particions
del graf de la figura 3.3:

Figura 3.3: Graf LPTA de 8 vertexs.

Les imatges de la taula 3.1 es llegeixen d’esquerra a dreta i de dalt a baix.

La primera imatge mostra la particié per graus del graf LPTA: tots els vertexs tenen
ADeg(u,V,G) = (3,0,0). Per tant, només hi ha una cella, que és doncs la cella pivot i
es marca com a no valida perque només n’hi ha una. Aixi, s’etiqueta el refinament com a
R? = UNKNOWN. Es procedeix a fer el refinament per vertex utilitzant el vertex pivot 0:
siu € {1,4,6}, ADeg(u,{0},G) = (1,0,0) i, per a la resta de vertexs u, el grau accesible es
ADeg(u,{0},G) = (0,0,0). Per tant la cella es trenca en dues celles que es mostren en la
segona imatge.

Per a la partici6 1, el vertex 0 ha estat descartat (totes les seves adjaceéncies s’han utilitzat)
i conté dues celles: S; = {1,4,6} 1 Sy = {2,3,5,7} que sén valides per provenir d’una cella
trencada. A continuacid, es busca la millor cel'la pivot que resulta ser la Sy per ser la més petita.
Es fa un refinament per conjunt amb exit, ja que, si u € {2,3} C Sy, ADeg(u, S1,G) = (1,0,0)
i,siu e {5,7},C Sy, ADeg(u, S1,G) = (2,0,0). Per tant, la cella S, es trenca en dues. Com hi
ha hagut exit, s’etiqueta el refinament com a R! = SET'i la cella S; es marca com a no valida.

La particié 2 conté tres celles: S; = {1,4,6}, S5, = {5,7}, 53 = {2,3} de les quals la cella Sy
és T'escollida per al refinament segiient. Ara es veu que, si u € {1,4} C Sy, ADeg{u, Sz, G} =
(1,0,0) i ADeg{{6},S2,G} = (2,0,0). Per tant, es trenca la cella S;. La cella S3 no es pot
trencar. Com que hi ha hagut ¢xit, es marca el refinament com a R? = SET. La cella Sy queda
etiquetada com a no valida.

La partici6 3 esta formada per 4 celles: S; = {6}, 5, = {1,4}, 53 = {5,7} 1 Sy = {2,3} de

les quals la millor cella pivot és Sy per tenir només un vertex. Fent un refinament per vertex amb
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el vertex pivot 6, s’etiqueta R?® = VERTEX, no s’aconsegueix trencar cap cella perqué Yu €
Sy, ADeg{u,6,G} = (0,0,0), Yu € S3, ADeg{u,6,G} = (1,0,0) i Yu € Sy, ADeg{u,6,G} =
(0,0,0), pero es descarta el vertex {6}. Per tant, els vertexs descartats ara sén {0,6} i resten
els vertexs V4 = {1,2,3,4,5,7}.

La particio 4 té 3 celles: S; = {1,4},5 = {5,7},5;5 = {2,3} de les quals la Sy és no
valida. La millor cella pivot és la S5 ja que té major grau accessible que la Sy i es marca com
a no valida. Si es fa un refinament per conjunt amb aquesta cella pivot, no hi ha exit perque
ADeg{{1}, S3,G} = ADeg{{4},S;,G} = (1,0,0) i ADeg{{5},S3,G} = ADeg{{7},S5;,G} =
(1,0,0) i, per tant, no es pot trencar cap cella. A continuacid, es busca una altra cella pivot i
es troba I'inica que queda, la S;. Es marca com a no valida i es fa un refinament per conjunt
sense exit, ja que, ADeg{{2},S51,G} = ADeg{{3},51,G} = (1,0,0) i ADeg{{5},S51,G} =
ADeg{{7},51,G} = (1,0,0) i no es trenca cap cella. Es torna a iniciar el proces i se cerca la
millor cella (ara totes sén no valides) i es troba la cella S;. Es fa un refinament per vertex
usant el vertex {1} i s’etiqueta el refinament com a R* = UNKNOWN. Amb aquest refinament,
s’aconsegueix trencar les dues celles que queden Sy i S5 degut a que ADeg{{2},{1},G} =
(1,0,0), ADeg{{3},{1},G} = (0,0,0) i ADeg{{5},{1},G} = (0,0,0), ADeg{{7},{1},G} =
(1,0,0).

S’obté finalment la particié 5 (ultima imatge de la taula) on totes les celles sén unitaries
i, per tant, finalitza el refinament. Per acabar, s’afegeixen els vertexs de Iiltima particio
al conjunt de vertexs descartats que queda aixi: {0,6,1,4,5,7,2,3}. Aquesta seqiiencia de
particions defineix un ordre en el conjunt de vertexs V' del graf.
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Capitol 4

Determinacio d’automorfismes

4.1 Marc teoric

4.1.1 Definicié. Sigui Q = {S,R,P} la seqiiéncia de particions del graf G=(V,E) on S =
{8 ...S} R={R", .., R}, P={P° ., P!} peratotiec{0.,t}S& ={5].,S }i
V = UJL,Sk. Lordre induit per Q en el conjunt de vertexs (V\V*)U{v € V*|ADeg(v,V*,G) >
0}, que notarem <g, és tal que satisfa:

1. Per a tot i € {0,...,t — 1}, per a tot u € VAV v € Vit y < 0.
2. Per a tot i € {0,....,t — 1}, S"' = vertexRe finement(S*,u, G) = Yv € VAV u <g v.
3. Per a tot i € {0, ...,t}:

(a) Per a tot z,y € {1,...,7;} tals que ADeg(S;, V", G) = ADeg(S,,V',G) = 0,z <
y=VYu€S,,veESl,u<qgu.

(b) Per a tot x € {1,...,r;} tal que ADeg(S.,V',G) = 01 |S’| > 1, per a tot u,v €
St u <g v si, 1 només si, u precedeix v en ordre lexicografic.

Si la sequencia de particions és completa, aleshores indueix un ordre total en els vertexs
de tot el conjunt V afegint la condicié segiient: Yu,v € V* tals que ADeg(u,V',G) > 0 i
ADeg(v, V', G) > 0, existeixen z,y € {1,...,7} tals que {u} = S, i {v} = S;. Aleshores,
T<Y=>u<gu.

4.1.2 Teorema. Siguin G = (Vg, Eg) it H = (Vy, Ey) dos grafs. Els grafs G i H son isomorfs
si, 1 només si, existeiren dues sequencies de particions Qg © Qg dels grafs G i H, respectiva-
ment, compatibles entre si.

DEMOSTRACIO: Es suposa primer que els grafs G i H sén isomorfs. Sigui Q¢ = (Sg,Ra, Pg)
una seqiiéncia de particions del graf G amb Sg = (8% ...,8%), Rg = (RY,...,R"™Y), Pg =
(P°,....,P*"1). Es nota 8" = (Sf,...,5)) i V! = UL, S5, Sigui m : Vg — Vp lisomorfisme
entre els dos grafs. Es veura que es pot construir una seqiiencia de particions pel graf H, Q g,
compatible amb Qg, Sy = (7°,...,7"), Ry = (RY, ..., R"™Y), Py = (P° ..., P7!) (s'usard el
mateix tipus de refinament que en el graf G' amb el mateix conjunt pivot). Sigui 70 la particié
per graus del graf H. Aquesta particid és compatible amb la particié per graus del graf G,

23
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8% perque els grafs sén isomorfs i han de tenir el mateix nombre de vertexs de cada grau, i
I'isomorfisme m aplica vertexs d’una cel-la S en vertexs de la cel-la corresponent, 77, de la
particio per graus del graf H. Es suposa ara que fins a un nivell [ les seqiiencies Qg i Qg
sén compatibles. Sota aquestes condicions s’ha de comprovar que les particons S'*! i T sén
compatibles. Si una cel-la S! va ser descartada en el refinament des del nivell [ fins al nivell
[+ 1 és perque els vertexs d’aquesta cel-la no tenen enllacos en aquest nivell, per tant, per la
compatibilitat de les particions S’ i T7, la cel-la corresponent, T', tampoc té enllacos. Depenent
del tipus de refinament realitzat tenim tres casos:

1. Si R' = VERTEX, es pot refinar la particié 7' per veértex usant la cel-la pivot Tlljl, que
només té un vertex, i que és la imatge per m de la cel-la Sﬁgl. Per la compatibilitat de les
particions S' i 7! (hipotesi d’induccid), els enllagos del vertex Sﬁal amb la resta de cel-les
son iguals als enllagos del vertex Tlljl amb els de les respectives cel-les de la particié T i,
per tant, les noves cel-les generades en el refinament tindran el mateix nombre de vertexs
i el mateix tipus d’adjacéncies que les corresponents cel-les de la particié S'. Aixi, les
particions S*! i T+ seran compatibles i I'isomorfisme m aplicara els vertexs de cel-les
de S!*! en els vertexs de les corresponents celles de 7.

2. Si Rl = SET, igual que abans es pot refinar la particié 7' per conjunt usant la cel-la
pivot T]ljl. Usant la hipotesi d’induccié, les cel-les de la particié 7" tenen les mateixes
adjacencies amb la cel-la pivot T},l que les corresponents cel-les de S' amb la cel-la pivot
Sﬁal. Per tant, les noves cel-les generades en el refinament tindran les mateixes adjacencies
amb la cel-la pivot en els dos grafs i I'isomorfisme m aplicara cel-les de la particié S+
en les cel-les corresponents de la particié 7!, D’aqui es conclou la compatibilitat de les
particions S+ i T,

3. SSiRE=UNKNOWN, el vertex u € Sﬁsl usat com a pivot es pot aplicar, per I'isomorfisme
m, a qualsevol vertex de la cel-la pivot TIlDl, perd només s’aplicara a un. Sigui v = m(u)
aquest vertex, aleshores es pot fer un refinament per vertex usant v com a pivot que
portara a una particié, 7'*'. Aplicant el mateix raonament que el cas de refinament per

vertex tenim la compatibilitat de les particions St i 7.

D’aquesta manera s’arribaria fins a la particié final £. La compatibilitat de les particions
finals S' 1 T es deriva del fet que en aquestes particions totes les cel-les estan aillades o sén
unitaries. Com que m aplica vertexs de cel-les en vertexs de cel-les corresponents es té que si
dos vertexs u i v pertanyen a cel-les unitaries, m(u) i m(v) pertanyen a les corresponents cel-les
unitaries de 7 i, per tant, tenen les mateixes adjaceéncies. D’aqui se’n dedueix la compatibilitat

de Sti Tt

Es considera ara el cas de que existeixin dues seqiiencies de particions compatibles, Q¢ i
Qu, pels grafs G i H, respectivament. Siguin M i MH les matrius d’adjacencia dels grafs
G i H, respectivament. Siguin Sg = (SY,...,8") i Sy = (T°,...,T?) les seqiiencies compati-
bles. Les particions finals S* = (S%,...,8!) i T* = (T},...,T") seran compatibles i, per tant,
Va,y € {1,...,s} es tindra ADeg(S,S},G) = ADeg(T},T,, H). En aquestes particions les
cel-les sén totes aillades o sén unitaries, per tant, Vi,j € {1,...,s},s = |V&| = |V}, és té
Mﬁn_sﬂ)/\(n_sﬂ.) = M)\,(n_eri)X(n_erj), on A i\ sén els ordres induits en les seqiiencies Qg
i Qm, respectivament. Per tant, els grafs Gy i Hye son isomorfs i m(A()) = N(i) és un
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isomorfisme entre ells. S’aplica ara el metode d’induccié i es suposa que els grafs Gvé i HVA

so6n isomorfs i m(A(i)) = N(i), restringida als vertexs de V% i V}; és un isomorfisme entre ells.
S’afegeixen ara els vertexs V5 \V4 i VIm'\V} (que provenen de cel-les sense enllagos o s’han
utilitzat com a vertex pivot en un refinament per vertex) per comprovar que els grafs Vé‘l i
Vit sén isomorfs. Si afegim els vertexs aillats de V5! a Vi, i els de V! a Vi, m seguira
sent un isomorfisme entre aquests grafs perque els vertexs aillats no influeixen. Ara, si el re-
finament de les particions S' i 7' s’ha fet per vertex, siguin u € VANV iv € VNV els
vertexs pivots corresponents. De la compatibilitat de les particions es té que Vx € {1, ..., s},
ADeg({u},S.,G) = ADeg({v}, T., H) i, per tant, Paplicacié m, restringida als vertexs {u}UV}
i {v} UV], és un isomorfisme entre els grafs G tuvy 1 Hegovy - A més, u precedeix en ordre a
tots els vertexs de Vi v precedeix en ordre a tots els vertexs de VY, d’on v = m(u).

Aixi, es té que m pot ser extesa a tots els vertexs de Vé’l i Vflfl. Per tant, m és un
isomorfisme entre els grafs G i H. O

4.1.3 Corollari. Siguin Q¢ = {S,R, P} i Qg = {T,R, P} dues seqiiencies de particions dels
grafs G i H, respectivament, compatibles entre si. Siguin S = {S°,...,8'} i T={T°, ..., T'}.
Siguin 8" ={S{,...,SL.} i T' ={T{,..., T\ } per a toti € {0,...,t}. Pera cada z € {1,...,|V},
es nota () el vértex en la posicié x segons l'ordre induit per la seqiiéncia Qg 1 N (z) el vértex
en la posicié x segons l'ordre induit per la seqiéncia Q. Aleshores, \(x) € S,z per a algun
G €10,...,t} ialgun k € {1,...,7;} si, i només si, N(x) € T}

4.1.4 Definicié. Sigui G = (V, E) un graf i siguin u,v € V' dos vertexs del graf. Direm que u
i v sén equivalents si existeix un automorfisme 7 de G tal que m(u) = v.

4.1.5 Proposicié. La relacio anterior és una relacio d’equivaléncia en el conjunt de veértexs.

DEMOSTRACIO:

1. La identitat pertany a Aut(G). Per tant Id(u) = u,Vu € V. Tot vertex u és equivalent
a ell mateix.

2. Siguin u,v € V de manera que u és equivalent a v. Aleshores existeix m € Aut(G) tal
que v = 7(u). Com que Aut(G) és un grup, l'invers de 'automorfisme 7 també pertany
a Aut(@), n7t € Aut(Q) i, per tant 771 (v) = 77 (u) = u. Aix{ u és equivalent a v.

3. Siguin u,v,w € V tals que v és equivalent a u i w és equivalent a v. Aleshores existeixen
7, T € Aut(G) amb v = 7 (u) 1 w = me(v). La composicié d’aquests dos automorfismes
és un altre automorfisme w3 = mom; que satisfa m3(u) = mo(m(u)) = m(v) = w. Per tant,
u 1w també sén equivalents.

O

4.1.6 Definicié. Sigui G = (V, E) un graf i sigui Aut(G) el seu grup d’automorfismes. Un
conjunt de generadors de Aut(G) és un subconjunt I' = {v1, ..., 7.} C Aut(G) tal que qualsevol
element g € Aut(G) es pot escriure com a composicié d’elements de I': g = 7;,74,.-.74,. on, per a
cada j, 1 <i; < n. Els elements del conjunt I' s’anomenen generadors del grup d’automorfismes
is’escriu < I' >= Aut(G).
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4.1.7 Definicié. Sigui G = (V, E) un graf i sigui Aut(G) el seu grup d’automorfismes. L’orbita
d’un vertex u € V' es defineix com el conjunt Orb(v) = {7(v)|r € Aut(G)}.

4.1.8 Observacié. Sigui < I' >= Aut(G). Aleshores Vu € V', Orb(u) = {m(u)|r € T'}.

4.1.9 Definicié. Sigui G = (V, FE) un graf. La particié per orbites del graf és una particié
O ={0,..,0,} de V tal que Vi € {1,..,n}, u,v € O; = u i v s6n equivalents.

4.1.10 Definicié. Sigui G = (V, E) un graf i sigui I' C Aut(G) el generador del seu grup
d’automorfismes. Sigui IV C I' un subconjunt del conjunt de generadors. Una semiorbita d’un
vertex u € V' es defineix com el conjunt PartialOrb(u, ") = {n(u)|m € I"}.

4.1.11 Lema. Sigui Q¢ = {S,R,P} una seqiéencia de particions del graf G tal que S =
(8°...,8), R = (R°,...,R"Y), Pp= (P°,....,PY). Siguin | € {0,...t}, S = (S{,...,Sil) i
VE=UL,S!, tal que existeiz algun k € {1,...,m} amb ADeg(St, V!, G) =0 i|SL| > 1. Alesho-
res, Yu,v € St u i v sén equivalents.

Ellema 4.1.11 garanteix que, si durant la determinacié de la seqiiencia de particions es troba
una cella sense adjacencies, es poden intercanviar dos vertexs qualssevol d’aquesta cel'la i s’obté
un automorfisme del graf. En I'algorisme sequence es crida la funcié discarded Unlinked Cells que
és 'encarregada de preparar els vertexs de les celles sense links per computar les permutacions
pertinents. En general, per obtenir els generadors associats, es guarden com a generadors les
permutacions (transposicions) del primer vertex de la cella sense links amb la resta de vertexs
d’aquesta cella. La resta de permutacions es poden obtenir a partir d’aquestes via composicié.

Altres automorfismes poden sorgir quan apareixen particions amb refinaments etiquetats
com a UNKNOWN durant la generacié de la seqiiencia de particions. A partir d’aqui es poden
produir les situacions segiients:

1. Que tots els vertexs de la cella pivot en la particié etiquetada com a UNKNOWN siguin
equivalents.

2. Que hi hagin alguns vertexs no equivalents en la cella pivot.

3. Que cap vertex de la cel-la pivot sigui equivalent a un altre vertex d’aquesta cel-la.

4.1.12 Proposicié. Sigui Qg = {S, R, P} una seqiéncia de particions del graf G tal que S =
(8°..,8Y), R = (R° .., R, Pp= (P° .. P amb R! = {UNKNOWN} per a algun
1€0,...t—1}. Sigui S' = (S!, ..., Sﬁl) i sigui u € Sk el vértex pivot usat per fer el refinament
durant la generacio de la sequencia de particions en el nwell l. Es pren v € Sé;l,v # u, un altre
vertex de la cella pivot. Sigui Qg la seqiéncia de particions generada utilitzant el vertex v i
suposem que €s compatible amb la seqiiencia Q. Siguin <g, 1 <q., els ordres induits per Qo 1
Qg en el conjunt de vértexs V., respectivament. Siguin Aq. (i) i Aq., (i) els vertezs en la posicid
i-essima respecte als ordres <q, 1 <q,, respectivament. Es considera Uaplicacié m definida
com m(Aqg (i) = A, (@) per a tot i € {1,...[V|} que és un automorfisme de G. Aleshores
existeiv k € {1,...,|V[} tal que u = Aqg(k) i v = g, (k) i es satisfa que Vj € {k, ..., |V},
Aqe(J) i Aq,(j) son equivalents, i m fiza tots els vertexs Aqg (1), ..., Age (b —1).

4.1.13 Lema. Si dos verters u i v son equivalents en el nivell [, aleshores son equivalents en
tots els nivells i € {0,...,1 — 1}.
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4.1.14 Observacié. Quan es troben dos vertexs equivalents en un determinat nivell, es pot
assegurar que tots els vertexs de les seves respectives semiorbites sén equivalents, perque es
tracta d’'una relacié d’equivaléncia. Per tant, quan es troba una relacié aixi, es modifica la
particio d’orbites per unir les semiorbites dels vertexs equivalents.

4.1.15 Lema. Siguin G © H dos grafs i siguin Qg @ Qg dues sequéncies de particions compa-
tibles de G 1 H, respectivament. Si tots els vertexs d’una cella pivot en la seqiéncia Qg son
equivalents, aleshores els vertexs de la corresponent cella pivot en la seqiiéncia Qy també son
equivalents.

4.2 Cerca d’automorfismes

L’algorisme 7 cerca els automorfismes del graf G. Primer crea un grup de permutacions amb
el nombre de vertexs del graf i posa com a base de les permutacions el vector de vertexs
ordenats segons I'ordenaci6 induida per la seqiiencia de particions ()¢ trobada. Aquesta base
la col-loca en el vector de vertexs descartats DV. A continuacid, comengant per I'tiltima particié
i ascendint fins a la primera, grava els generadors dels automorfismes trobats gracies a les cel-
les que no tenen adjacéncies en cada particié usant la funcié unlinked_cells_transpositions(S?).
Després de gravar els automorfismes trobats gracies a les cel-les sense adjacencies de la particié
que esta tractant, explora la particié si esta etiquetada com UNKNOWN en ordre ascendent
i crida la funcié search_automorphism(S*) que cerca automorfismes en els possibles nivells de
tipus BACKTRACK. Els automorfismes es guarden en un fitxer com seqiiencies ordenades dels
vertexs. D’aquesta forma, un automorfisme vindra donat per la posicié dels vertexs en cada
seqiiencia alternativa compatible respecte a la seqiiencia original o base.

algorisme 7 Cerca d’automorfismes d’un graf.
void Glso::Automorphisms|()
1: I'« Id

2: DV < setBase()

3: for (i=1¢;1<0;i——) do

4: T <« T Uunlinked_cells_transpositions(S?);
5. if (R®=UNKNOWN) then

6: R + search_automorphism(S*);

7. end if

8: end for

9: return

En T'algorisme sequence es cridaven dues funcions: backtrackPartitions i limitPartitions.
Aquests funcions s’encarreguen de determinar per a cada particié o nivell [ € {0,....,t — 1} el
seu nivell de backtracking i el seu nivell limit, respectivament.

4.2.1 Definicié. Sigui Q¢ = {S,R,P} una seqiiencia de particions del graf G tal que S =
(8°%...,8), R = (R%...,R"), P = (P .., P~1). Donada una particié6 S',i € {0,...,t — 1}
el seu nivell de backtracking es defineix com I'index de particié B € {0,...,i — 1} tal que si
R # BACKTRACK,B* = i—11isi R® = BACKTRACK aleshores B* és I'index de la
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primera particié, en ordre ascendent, anterior a i (i > B’) tal que RP' = BACKTRACK i
no és subparticié de SB'. Si cap particié no satisfa les condicions, s’agafa B = 0.

4.2.2 Definicié. Sigui Q¢ = {S,R,P} una seqiiéncia de particions del graf G tal que S =
(8% ....8), R = (RY,..,R"1), P = (P°..,P"1). Donada una particié6 S*,7 € {0,...,t —
1} el seu nivell limit es defineix com I'index de particié L* € {i + 1,...,t} tal que si R #
BACKTRACK, L' =t (Gltima particid) i, si R = BACKTRACK, aleshores L' és 'index de
la primera particid, en ordre descendent, posterior a i (i < L') tal que R* = BACKTRACK
i S és subparticié de S°.

Suposem que @ = {S,R,P} una seqiiencia de particions del graf G tal que S = (S8°,...,S%),
R=(R% .. R, P=(PY.. P ique tenim dues particions S* i 8!, 0 < k < | < t, equita-
tives, tals que S' és subparticié de S* i no existeix cap altre subparticié de S* entre les dues. Si-
guin p € S;;k el vertex pivot usat en el refinament en la seqiiencia () en el nivell ki q € S7’§k, qFu
un altre vertex de la cella pivot en el nivell k. Suposem que fent un refinament amb el vertex ¢
obtenim una seqiiéncia de particions Q' = (8%, ..., S¥, TF+HL . TH (R°, ..., R, (PY, ..., P'71)
que és compatible amb la seqiiencia original Q).

Siguin V¥ = Uk SF, V! = UL S5 W = UL T!. A partit d’aquests conjunts obtenim els
conjunts V’“, Vl, W eliminant dels conjunts originals totes aquelles celles sense adjacencies. En
aquestes condicions, |S!| = |T!| < |S¥| perque sén subparticions de S* i de cada cella de S*
com a molt en pot sorgir una en una subparticié seva. Podem suposar |S!| = |T!| = |S¥| = r
si considerem que algunes celles de 8' i T poden estar buides. Aleshores definim els conjunts
segiients:

— E; = S®\V'. Conjunt de vertexs de la cella S¥ descartats entre les particions k i [ en la
seqiiencia original () per no tenir adjacencies.

— E! = SH\W" Conjunt de vertexs de la cella S¥ descartats entre les particions k i [ en la
seqiiencia alternativa () per no tenir adjaceéncies.

— A, = E;n E/. Conjunt de vertexs de la cella SF descartats entre les particions k i [ en
les dues seqiiencies.

— B; = E;\A;. Conjunt de vertexs de la cella Sf descartats entre les particions kil en la
seqiiencia original () pero no en l'alternativa.

— B! = E/\A;. Conjunt de vertexs de la cella S¥ descartats entre les particions & i [ en la
seqiiencia alternativa Q' pero no en l'original.

— D; = SFN V!N W Conjunt de vertexs de la cella S¥ no descartats entre les particions
kil en cap de les dues seqiiencies.

- F= ‘A/k\f/l Conjunt de vertexs no aillats de la particié S* descartats entre les particions
k il en la seqiiencia original () per no tenir adjacencies.

— EF' = V’“\W’ Conjunt de vertexs no aillats de la particié S* descartats entre les particions
kil en la seqiiencia alternativa Q)" per no tenir adjacencies.

— A= ENE' Conjunt de vertexs no aillats de la particié S* descartats entre les particions
kil en les dues seqiiencies.
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— B = E\A. Conjunt de vertexs no aillats de la particié S* descartats entre les particions
k il en la seqiiencia original () pero no en 'alternativa.

— B’ = E'\A. Conjunt de vertexs no aillats de la particié S* descartats entre les particions
kil en la seqiiencia alternativa Q' pero no en 'original.

- D=VinWwh Conjunt de vertexs no aillats de la particié S¥ no descartats entre les
particions k i [ en cap de les dues seqiiencies.

4.2.3 Lema. Siguin A l'orde induit per la seqiéncia Q N lorde induit per la seqiiéncia Q.
Per a tot u € V\V!, sigui u = \(i) i sigui v’ = N(i). Aleshores, Vj € {1,....r} i Vv,w €
S;-, v w' € T}, My = My = Myny = My, on M és la matriu d’adjacencia del graf.

4.2.4 Corollari. Sigui a € A un vertex descartat en les dues seqiiéncies entre les particions k
il. Aleshores, Vb € B;,b' € Bl, My, = Myy.

DEMOSTRACIO: Siguin a € A,b € B;,d € D;. Tenim que a € V\W'ib,d € T/, ja que ni
b ni d han estat descartats en la seqiiencia alternativa. A partir del lema anterior es té que
My, = M,4. De la mateixa manera Vb’ € B;, Myy = Myy, d’'on My, = Myy. O

4.2.5 Lema. Per a toti,j € {1,...,7}i per a tot u € B;,v € Bj,w € D;,u’ € Bj,v' € Bj,w' €
D; es satisfa que My = My = Myy = My = My = My, on M és la matriu d’adjacencia
del graf.

DEMOSTRACIO: Les igualtats M, = M i My, = M,, sén consequiiencia directa del
lema 4.2.3. La igualtat M, = M,, també es pot deduir del lema 4.2.3 tenint en compte que,
encara que la matriu d’adjacencia M no és simetrica, es satisfa que si M,, = M, aleshores
M, = My,. Per tant, pel lema 4.2.3, M,,, = M, igualtat aplicada a la seqiiencia original, i
que M, = M, aplicada a la sequiiencia alternativa. O

4.2.6 Definicio. Sig}lin A Porde induit per la sequencia Q i A 'orde induit per la seqiiencia
@' en els vertexs V\V!. Es defineix Detiquetatge v : {1, ...,|V|} — V com:

NG s 1<i<|V]= VY o i = A0 si A(i) ¢ E
”(”‘{f@ si V)= [Vl <i<|V] f”‘{ SOV A@) si A € B

4.2.7 Teorema. L’aplicacio m :V — V tal que m(\(i)) = (i) defineix un automorfisme del
graf G.

DEMOSTRACIO: Cal demostrar que Vu,v € V es satisfa que M, = M (wym(v)-  Siguin
u=A() iv=A(j). Es consideren els casos segiients:

1. u,v € V\V! = m(u) = N(i),m(v) = N(j). Com que les seqiiencies Q i Q' sén compati-
bles m defineix un automorfisme en el graf GV\Vl 1, per tant, My, = My (uym(v)-

2. ueV\Vive V\E' = ve W =veD=m@) = f(j) = A(j) = v. Pel lema 4.2.3,
My, = M)\’(i)v-
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Particié k

Q Q
I m((i)) = 2'(i) I
E E

| m(.(0) = f()
Vi Wi

H-— B

Figura 4.1: Definici6 de la funcié ~

Particio |

3. Siue V\Vl,v e VINE, és a dir que v € B’, aleshores f()
per tant, m(v;) = v. Siguin {vq,...,v,} C A tals que Vi,2 < i
m(v') = v, amb v’ € B, per tant, v’ = m(v) € W' A més, v €
4.2.3, s’obté que My, = My (i

FIN)THAG) = o,
n—1,mvi) = v i
=

<
St = v € Tl i, pel lema

Q Q

Particio k

Particio |

v Wt
B Kl

Figura 4.2: Cas particular d’automorfisme

4. u,v € VPN D = m(u) = u,m(v) = v, aixd és, l'automorfisme trivial.

5 u,veVhiueDw¢ D= m(u)=u,v e E. Aplicant el mateix raonament que en el cas
anterior per al vertex v, es pot generar una successio {vy, ...,v,} C A tal que m(v;y1) = v;
im(v') = v, amb v € B. Aleshores, com que v; € A, pel lema 4.2.3, M,,, = M,,,
Mvgu = Mmu; ceey Mvnu = Mvn_lu; Mv’u = Mvnu = Mvu = Mv’u'

6. Siu,v € V’\D, suposant que u € SLiv € S'ies té que u,v € B'. Aplicant el raonament
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anterior hi ha dos vertexs v/, v’ € BN (WD) tals que o/ = m(u) € T' i v/ = m(v) € T\
De la compatibilitat de les seqiiencies @ 1 @’ fins a nivell [, es té que My, = M,

O

4.2.8 Teorema. Siguin G = (Vg,Eg) i« H = (Vy,Ey) dos grafs i Qg = {S,R,P} una
seqiiéncia de particions completa del graf G tal que S = (8°,...,8%), R = (RY, ..., R,
P=(P° .., P, Sigui (T°, ... TH, (R, ...,R"1), (P° .., P 1)) una seqiéncia de partici-
ons del graf H tal que |l <t i T és equitativa i compatible amb amb la segiiéncia de particions
(8% ...,8Y, (RO, ..., REY) (PO, ..., PY)) del graf G. Suposem que mo existeir cap segiiéncia
de particions completa del graf H que comenci per ((T°, ..., TY), (R°, .., R, (PY, ..., P1)) i
sigui compatible amb Qg. Sigui k,0 < k < 1 tal que T' és una subparticié de T*. Alesho-
res no existeixr cap sequencia de particions completa del graf H que comenci amb la seqiéncia

(T°, ..., TF), (RO, ..., RF=1) (PO, ..., PE1)) i sigui compatible amb Q.

DEMOSTRACIO: Se suposa que existeix una seqiiéncia completa del graf H que comenca
amb la seqiiencia ((7°, ..., T%),(R?, ..., R¥1), (P°, ..., P¥71)) i és compatible amb una seqiiencia
completa del graf G. Pel teorema 4.2.7, com que 7' és subparticié de 7%, es pot trobar una
seqiiencia completa compatible que comenca amb ((7°, ..., 7Y, (R°, ..., R"1),(P°, ..., PI=1)) i,
aixi, arribem a contradicci6. O

El teorema 4.2.8 permet estalviar temps de calcul reduint 1’espai a explorar perque el progra-
ma Conauto comenca la cerca d’automorfismes per I'altim punt de BACKTRACKING trobat
i va pujant cap amunt. D’aquesta manera, com que s’ha computat previament el nivell limit
de cada particié es pot saber quins nivells de tipus BACKTRACK no cal explorar perque el
teorema 4.2.8 ens garanteix que no aportaran cap automorfisme.

algorisme 8 Cerca d’automorfismes d'un graf a partir de la particié S.

(refinement type) Glso::search_automorphism( Partition S)

1: R+~ VERTEX

2: Sp < pivotCellOf(S)

3: p < pivotVertexOf(Sp)
4: for all u € (Sp\{p}) do

5. if (OrbitOf(u) # OrbitO f(p)) then

6: (T,1I, f) < generate_automorphism(S, u,');

7 if (7 #S) then

8: F«~Trur’

9: else

10: mark _new_mismatch( §, mismatch_marked, go.vertices, k )
11: R < BACKTR

12: end if

13: else

14: mark_old_mismatch( &, mismatch_marked, go.vertices, k );
15:  end if

16: end for

17: return R;
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algorisme 9 Genera automorfismes d'un graf a partir de la particié S.

Partition GIso::generate_automorphism( S, u, T')

. if (wvertex_ref_compat(G,S', S') ) then
(T.I, f) < subtree_compat(S™™, E, T, 1);
return (7,17, f);

end if

return (ST, f);

—_

L’algorisme 9 genera els automorfismes del graf G cridant la funcié recursiva subtree_compat.

L’algorisme primer fa un nou refinament per vertex de la particié equitativa, S', usant
un vertex u € ngl que no és el pivot original. La funcié encarregada d’aquesta tasca és ver-
tex_ref-compat, que retorna TRUE si aconsegueix fer un refinament compatible amb ’original, i
a continuacio, crida la funcié recursiva subtree_compat, que procedeix a fer refinaments succes-
sius. Si el refinament per vertex no ha resultat compatible amb la particié original, es retorna
la particié S! inicial.

L’algorisme 10 és una algorisme recursiu que tracta d’obtenir una seqiiencia de particions
alternativa compatible amb 1'original a partir del nivell . Primer comprova si la particié
original S' i I'alternativa 7! sén iguals, perque, en aquest cas, la resta de particions també
ho seran i no cal continuar. Després comprova si la particié 7' és la particié limit de S*,
i.e., és subparticié de S* i és equitativa, i que no sigui I'iltima particid, aleshores s’aplica el
teorema 4.2.7 que permet trobar de forma més rapida els automorfismes mitjancant la funcié
process_subpartition. Si no es satisfan les condicions anteriors es comprova si [ és I'iltima
particié i si S' i 7! sén compatibles i en cas afirmatiu s’aplica el teorema 4.1.2 per trobar
un automorfisme a partir de l'ordre induit per la seqiiencia de particions alternativa. En
altre cas es comprova el tipus de refinament utilitzat per refinar la particié original S i si es
BACTRACKING s’aprofundeix en el refinament usant la funcié deepen_in_backtrack. En cas
que el refinament sigui de tipus SET o VERTEX es fa un refinament del mateix tipus usant
les funcions set_ref-compat o wverter_ref_.compat, respectivament. Si en el refinament s’obté
una particié compatible amb S'*!, es torna a aprofundir en el refinament tornant a cridar la
funcié subtree_compat (recursivament). En el cas que el tipus de refinament sigui VERTEX i no
s’aconsegueixi una seqiiéncia compatible, es grava una errada de valor (-1) perque suposadament
no hauriem d’haver trobat un error ja que, en un moment donat, es va canviar el tipus de
refinament de UNKNOWN a VERTEX perque tots els vertexs de la cella havien resultat
equivalents. En cas que l'algorisme no hagi tingut exit en el refinament, retorna el nivell de
backtracking de la particié original S'. L’algorisme retorna una terna (S,T',f) on S és la
particio fins on s’ha arribat en el refinament alternatiu, I' és el conjunt de generadors trobat
fins al moment i f és ’error trobat, si n’hi ha.

L’algorisme 11 realitza el procés de bactracking. Comenca per calcular les orbites parci-
als dels vertexs usant la funcié generate_partial_orbits i selecciona els vertexs valids usant la
funcié partial_valid_indices. Tot seguit marca les orbites valides. Seguidament tracta de fer
un refinament en el punt de BACKTRACKING usant un vertex de la cella pivot, u, diferent
del pivot original, perd abans marca ’orbita d’aquest vertex com no valida per tal d’evitar
futurs refinaments amb vertexs de la mateixa orbita. Si el refinament per vertex fet per la
funcié vertez_ref_-compat proporciona una particié 7'+ compatible amb la corresponent de la
sequiencia original es crida la funcié recursiva subtree_compat que segueix amb el backtracking.
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algorisme 10 Funcié recurrent que cerca seqiiencies alternatives a partir de la particié S.

(Partition, Set of generators, integer) Glso::subtree_compat(S', E, T, k)

: f+0
if (8'=7T") then
forallie {l+1,..,t} do
Tl S
end for
7 < InducedOrder((T,R,P))
return &'
end if
if (1=LF&&I1+#t) then
T < process_subpartition(S,T)
return S
. end if
. if (S is compatible with 7! && [ =t ) then
7 < InducedOrder((T,R,P))
return S
. end if
. switch ( R!)
: case "BACKTRACKING”:
: return deepen_in_backtrack( 1, F, T, k)
break
: case "SET”:
. if ( set_ref_ compat( G, S, T! ) then
(T',T, f) + subtree_compat(S™Y E, T, k)
if (7' #S!) then
return 7’
end if
. end if
: break
: case "VERTEX":
. if ( vertex_ref compat( G, ', T' ) then
(T",T, f) « subtree_compat(S™Y, E, T, k);
if (7' #S8") then
return 7T’
end if
. end if
+if (|75] > 1) then
[+ (=1)
. end if
: break
. end switch
: return (SBZ,F, )
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algorisme 11 Funcié recurrent que cerca seqiiencies alternatives a partir de la particié S.
(Partition, Set of generators, integer) Glso::deepen_in_backtrack(l, F, T k)

1: F+10

2: (O, A") < generate_partial orbits(T, A, k,1);
3: T «+ partial valid_indices(S, O);

4: for all u € (T} NZ) do

5. if (valid(orbitOf(u,0))) then

6: valid(orbitO f(u, O))) < FALSE

7: if ( vertex_ref compat( G, S, T! ) then
8: (T', TV, f) < subtree_compat(S™*1, E, T, k);
9: if (7" #S8') then

10: return (77.1", f)

11: end if

12: end if .

13 F e PUUZ OOl

14: if (F ¢ F') then

15: return (S5.T, f)

16: end if

17:  end if

18: end for

19: return (SBZ,F, f);

Si la funcié subtree_compat té exit en el refinament retorna una particié amb un nivell I’ > [
i, aleshores, la funcié deepen_in_backtrack retorna aquesta particié. En cas que la funcié sub-
tree_compat no se’n surti, es grava |orbitO f(u,O)| (nombre de vertexs de 'orbita del vertex
usat com a pivot en el refinament alternatiu) vegades I'errada en el multi conjunt d’errades F’
i es comprova que aquest no estigui inclos en el multiconjunt F'; si hi és es retorna la particié
corresponent al nivell de backtracking de la particié S'. Si el multiconjunt d’errades no esta
inclos en el multiconjunt F', es prova de refinar amb el vertex segiient de la cella pivot que
sigui d’una orbita valida.

Quan I’algorisme no aconsegueix fer cap refinament per vertex amb cap dels vertexs de la cel-
la pivot que sigui compatible amb el de la seqiiencia original, es retorna la particié corresponent
al nivell de backtracking de la particié S', des de la qual s’ha cridat la funcié originalment, per
tal de fer el backtracking.

L’algorisme 12 s’encarrega de reorganitzar el grup d’automorfismes del graf. Comenga amb
un multiconjunt de generadors A = {T'!,....T™} i posa tots els vertexs en una orbita individual.
Tot seguit, per a cada conjunt de generadors IV crea un nou conjunt I on posa el primer
generador de IV, 7{, que s’anomena lider. Després repassa tots els generadors de I'V per cercar
aquells 7/ € IV tals que ((7)~' o 9))(u) = u,Yu € E' (fixen tots els vertexs u que han estat
descartats a la seqiiencia alternativa entre els nivells & i [) i posa tots els vertexs de la bestCell
del nivell [, 7;;, que tenen la mateixa antiimatge pels dos generadors 7] i 7/ en la mateixa
orbita. Finalment, si IV té més d'un element vol dir que hem trencat el conjunt original de
generadors i s’afegeix aquest nou conjunt de generadors I al nou multiconjunt A’. Un cop
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algorisme 12 Funcié que uneix orbites de vertexs de la bestCell equivalents.
(Orbits, Multiset of generators) Glso::generate_partial orbits(T, A, k,[)

1: A+

2: O+ {{’U,L} TV € V}

3: for all (T e A && |IV|>1)do

4: IV «+ ’7{

5:  for all o/ € TV\+/ do

6: if (Yue E,(y])" (u) = (v)"'(u) ) then

T: "+ T"u{y}

8: for all (w,v € T4 | (v)7Hw) = (+])"}(v)) do
9: O < merge(O, orbitO f(u, O), orbitO f (v, O))
10: end for

11: end if

12:  end for

13: if (|| > 1) then

14: A AUA{T"}

15:  end if

16: T < II\I”

17: end for

18: return (O, A’)

analitzats tots els conjunts de generadors que hi ha en el multiconjunt A, I'algorisme retorna
el conjunt d’orbites O i el nou multiconjunt de generadors A’.

En la figura 4.3 es mostra una part de ’arbre de cerca d’automorfismes on hi ha 4 particions
equitatives en els nivells k1, ko, k3 1 ky. Es representa una seqiiencia de particions original i varies
alternatives generades a partir dels vertexs de la cella pivot en la particié equitativa del nivell k4.
Els punts representen les particions i els de color blau serien particions equitatives. L’algorisme
de generacié d’automorfismes comencaria a fer la cerca a partir de la particié k4 provant tots
els vertexs de la cella pivot diferents del vertex original utilitzat per fer el refinament. Per
a cada vertex, fa un refinament per vertex i, si obté una particié compatible amb l’original,
crida la funcio subtree_compat, que intenta fer un refinament, fins a 'iltima particié, del mateix
tipus que en la seqiiéncia original, cridant-se a si mateixa de forma recursiva en cada refinamet
que fa. En la figura es veu com trobaria 4 automorfismes; les boles vermelles indican que hi
ha una imcompatibilitat en la seqiiencia i, per tant, no pot trobar una seqiiéncia compatible
amb l'original per aquella branca de ’arbre. En cas de fallada, ’algorisme retorna el nivell de
BACKTRACK de la particié on s’ha trobat la incompatibilitat; en 'exemple representat en la
figura, es troba la incompatibilitat en una particié que no és de tipus BACKTRACK i, per tant,
es retorna la particié anterior (back) com a nivell de BACKTRACK. La crida a ’algorisme des
de la particié anterior rep aquesta particié i retorna el seu propi nivell de BACKTRACK, que
correspondria a la seva particié precedent; d’aquesta manera es va retornant la particié anterior
en cadascuna de les crides recursives fins arribar a la crida feta en el nivell k4, que rebria la
particié S¥ en la seva crida i, per tant, detectaria que no ha tingut exit en la generacié d’un
automorfisme i provaria el vertex segiient de la cel-la pivot.
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Els automorfismes trobats fixarien els vertexs de la seqiiencia original fins a nivell menor
que k4 i permutarien els vertexs de l'original descartats a partir de k4, amb els vertexs descartats
en cada alternativa a partir de k4 segons l'ordre en que hagin estat descartats.

ki—

k, —

ke, —

4 automorfismes
Figura 4.3: Seqiiencia de particions i alternatives amb reetiquetatge a BACKTRACK

En la figura 4.4 es pot observar una situacié similar a I'anterior amb la diferéncia que, en
aquest cas, tots els vertexs de la cella pivot han generat una seqiiéncia alternativa compatible
amb l'original i, per tant, I'etiqueta de la particié S* es canvia de UNKNOWN a VERTEX.

k—
Id
ky, —
ky —
ky —

Tos els vértexs
de la cel-la pivot
proporcionen
automorfismes

Figura 4.4: Seqiiencia de particions i alternatives amb reetiquetatge a VERTEX

En la figura 4.5 tindriem un cas en que no es troba cap seqiiencia alternativa compatible
amb l'original i, per tant, no es troben automorfismes.

Un cop 'algorisme de cerca d’automorfismes ha explorat 1'altim nivel UNKNOWN, en aquest
cas el ky, 'algorisme 7 passa a fer la cerca d’automorfismes des del nivell UNKNOWN anterior
fins al final. En la figura 4.6 s’observa com l’algorisme explora la primera branca de ’arbre,
a partir de la particié de nivell k3, i, quan arriba a la particido k4, que també és equitativa,
torna a provar tots els vertexs de la cella pivot per intentar arribar fins al final i trobar una
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cap automorfisme

Figura 4.5: Seqiiencia de particions i alternatives sense automorfismes

seqiiencia compatible amb l'original. La diferencia amb el cas anterior és que ara detindra
I’exploracié dels vertexs en el nivell k4 quan trobi la primera seqiiencia compatible. Es a dir,
no calculara tots els automorfismes possibles. En la figura es representa com, per la a primera
branca, la primera seqiiencia a partir del nivell k4 falla, pero la segona proporciona un exit i,
per tant, totes les crides recursives a I’algorisme subtree_compat retornen la particié final S?,
indicant que s’ha tingut exit en la generacié d’un automorfisme, fins arribar a la crida feta des
de la particié S*, des de la qual es continuara I'exploracié del vertex segiient d’aquest nivell
sense mirar la resta de vertexs del nivell k;. D’aquesta forma es trobarien 3 automorfismes que
fixarien els vertexs descartats de la seqiiencia original des de la primera particié fins a la de

nivell k3.
K
K, —
K, —
K, —

3 automorfismes
Figura 4.6: Seqiiencia de particions i alternatives a partir del segon nivell UNKNOWN

Un altre cas que es pot donar consisteix en que la particié de tipus BACKTRACK S* sigui
subparticié de la particié S¥. Aquesta situacié es coneix gracies al calcul previ dels nivells
limit, L*, de cada particié S¥; aleshores el teorema de subparticié assegura 'existéncia d’algun
automorfisme i crida ’algorisme process_subpartition per trobar-los. La figura 4.7 mostraria
aquest cas.
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Subparticié

Figura 4.7: Seqiiencia de particions i alternativa amb subparticio

L’altima situacié possible, en aquest nivell, consistiria en que, quan s’exploren tots els
vertexs de la cella pivot de la particid ks, es troben seqiiencies compatibles amb 1'original
fins al nivell k4, pero a partir d’aquest nivell no es troba una seqiiencia compatible completa.
Aquesta situacié esta representanda en la figura 4.8 i, en aquest cas, com que no s’ha trobat
cap seqiiencia compatible amb 'original, no existeix cap automorfisme en aquesta branca de
I’arbre.

ki— d

ko —

ks — ®

: >
y La .
> 4 seqléncies
> compatibles
p

="!v—"'
—.—0—0—:

Completa
compatible

] Cap sequéncia

g
EPUY-+- PP
— oo
B+ SO

:

Figura 4.8: Seqiiencia de particions i alternativa no completa

En el suposit que ara s’estigui explorant el nivell de tipus UNKNOWN, ks, tal i com es
pot veure en la figura 4.9, i que la particié S* sigui subpartié de S*es tindra que el nivell de
BACKTRACK de la partici6 S¥ sera la particié S¥2. En arribar al nivell equitatiu segiient,
ks, es comencen a explorar els vertexs de la cella pivot d’aquest nivell. S’observa com el primer
vertex de ks proporciona una seqiiencia compatible fins arribar al nivell k4, on es tornara a
ramificar I’arbre d’exploracié amb una branca per cada vertex de la cella pivot del nivell ky.
Segons la imatge els tres vertexs de la cella pivot del nivell k4 fallen a I’hora de proporcionar
una seqiiencia alternativa compatible i, com que S* és subparticié de S*, el teorema 4.2.8
asseglra que no es trobara cap seqiiéncia completa compatible des de la particié S¥. Per tant,
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I’algorisme no retornara al nivel k3 per seguir explorant la resta de vertexs de la cella pivot,
si no que retornara el nivell de BACKTRACK, S*2, i, en conseqiiencia, saltara directament
al nivell ky (backjumping) per continuar amb la cerca per I'arbre a partir del vertex candidat
segiient a proporcionar un automorfisme. Segons la figura la resta de vertexs de k3 porten a
situacions similars a ’anterior i s’aplica el backjumping. Aixo pot comportar un gran estalvi
de temps de calcul si les celles pivot son d'una mida considerable. En 'exemple s’aprecia com
I’algorisme s’estalviaria 1’exploraci6 de 6 vertexs del nivell ;.

seoee
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Figura 4.9: Seqiiencia de particions i alternativa: backjumping

Finalment, la figura 4.10 mostra una situacié similar a I’exposada en el cas anterior on S*
és subparticié de S*. En aquest cas, durant I'exploracié del primer i del tercer vertexs de
ko s’aplicaria el teorema 4.2.8, pero durant ’exploracié del segon vertex de ko es trobaria una
seqiiencia alternativa compatible gracies al teorema de subparticié.

—®

i
B+ PPPP
- PP
— ee

|

Figura 4.10: Seqiiencia de particions i alternativa: backjumping i subparticié
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4.3 Determinacié del grup complet d’automorfismes

Donat un graf GG, el programa Conauto determina un conjunt d’automorfismes del graf que no
és el grup complet d’automorfismes, pero que genera el grup. El que no esta clar és que el grup
de generadors calculat sigui minimal. Per determinar el grup complet d’automorfismes del graf
es pot usar un algorisme basat en la forga bruta.

algorisme 13 Algorisme que computa tot el grup d’automorfismes d’un graf G a partir del seu
conjunt de generadors I'.
(Aut(G)) Glso::gen_Auto( I')

1: H<+ 0

2: Hye — {Id}

3: while (H,., # 0) do

4:  H <+ HUH,,

5: Higst < Hypew

6: H, ., + 0

7. for all (yel') do

8: for all (h € Hj,s) do

9: f <— o h

10: if (f ¢ H) then

11: Hyew < Hypery U {f}
12: end if

13: end for

14: end for
15: end while
16: return H

L’algorisme 13 genera el grup complet d’automorfismes Aut(G) del graf G a partir del
conjunt de generadors I'. Per fer-ho, calcula totes les composicions dels elements del conjunt I’
i comprova, per a cada composicid, si ja pertany al grup. En cas negatiu afegeix I’automorfisme
computat al grup Aut(G). Com és obvi, aquest algorisme realitza molts calculs i és molt
ineficient perque un mateix element del grup pot sorgir moltes vegades en computar diferents
composicions dels elements del conjunt de generadors.

4.3.1 Exemple. En el graf LPTA, del qual s’ha mostrat ja la seqiiencia de particions, I’algo-
risme troba dos automorfismes. Els automorfismes es guarden en un fitxer com a seqiieéncies
ordenades dels vertexs. D’aquesta forma, un automorfisme vindra donat per la posicié dels
vertexs en cada seqiiéncia respecte a la seqiiencia original o base. En el graf original la seqiiencia
base era: {0,6,1,4,7,5,2,3}.

La taula 4.3 mostra els tres automorfismes del graf LPTA. Els dos primers han estat calculats
pel programa Conauto i el tercer per I'algorisme 13. La primera columna de la taula mostra
el nimero de la seqiiéncia, que s’inicia en 0. En la posicié 0 hi ha la seqiiencia base del graf.
Aixi, el primer automorfisme trobat és el que passa de la seqiiencia base {0,6,1,4,7,5,2,3} a
la primera seqiiéncia {0,6,4,1,5,7,3,2}

Aixi, el primer automorfisme 7, passaria la sequiencia base 0 a la seqiiencia 1 i s’escriuria en
notacié classica v, = (0)(6)(14)(57)(23) i fixaria els vertexs 0 i 6, permutaria els vertexs 11 4,
permutaria el 5 i el 7 i, finalment, permutaria el 2 i el 3.
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0
0
7 1 - .
o 2 o 1
5 3 5 4
a 7

Taula 4.1: Graf LPTAS i la seva seqiiéncia base.

()] Nen) Naw}

5
7
1

DO DO W
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Taula 4.2: Automorfismes del Graf LPTAS.

De la mateixa forma, s’ha computat la taula producte del grup (4.3). Ara els indexs de
cada posici6 de la taula representen ’automorfisme, on 7, seria la identitat.

o|0]1|2]3
0/0]12]|3
1111032
2121301
31312110

Taula 4.3: Taula producte del grup d’automorfismes del Graf LPTA.

4.3.2 Exemple. Seguint la mateixa notacié que en I'exemple anterior es mostra un altre graf
a la figura 4.4 junt amb la seva particid per orbites.
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Taula 4.4: Graf CHH _cc_(1.1)_22-1 i les seves orbites.

El grup d’automorfismes i la taula producte del grup es poden observar a les taules 4.5 i
4.6, respectivament.

O: 021|116} 2 1712 |11 | 4 |18 | 3 |20(19]9|8|13]10|14|15| 5 | 6 | 7
.0 201116 3 |1813 10| 5 (17 2 |1920 8|9 12|11 |15|14 | 4 | 7 | 6
2.4 |13|8|16[10120| 5 (18| 0 |11 |14 |17 7 9|1 |21 |2 |3 |6 12|15]|19
304138116 (1411212 |12|20({10| 7 {1719 | 5 |18 6 | 3 | 0 |19]15
4: 5 | 12|19116 (1119 4 |17 0 |10|15|18| 6 |81 |21 3 |2 | 7 |13|14]20
50 | 5 | 121916151021 | 3 |13|19 11| 6 |18 |1 |84 |17 7| 2| 0 |20]| 14
6: |12 5 |9(16 18| 7|0 (204 | 2|6 |11|15|1|8|13|14]10|19 21| 3 |17
7012519166 |2 |13 |14 (21| 7 |18|15|11|&8|1| 0 |20(19|10| 4 |17] 3
8 1348|1617 6 |0 (19| 5 |3 | 71014 1]|9|12|15|11]20|21| 2 |18
9: |13 4 |8|16| 7 |3 |12 |15|21| 6 [17({14|10]9|1] 0 (19|20 |11 | 5 |18 2
10: 1210 |1]16(20 15| 4 |7 |12|14|19| 2 | 3 |8|9| 5 | 6 |18 |17 |13 |10 |11
11: 12110 |1]16(1914| 5 | 6 |13 |15(20| 3 |2 9|84 | 7 17|18 12| 11|10

4.4 Algorisme de Schereir-Sims

Taula 4.5: Automorfismes del Graf CHH_cc_(1-1)_22-1

L’algorisme de Schereir-Sims permet calcular el grup complet d’automorfismes d’una forma més
eficient. Sigui G = (V, E) un graf amb el conjunt de vertexs V = (0,1, ...,n — 1) i sigui Aut(G)

el seu grup d’automorfismes. Considerem els conjunts segiients:

=0}

Go = {m € Aut(G) : 7(0)

Gi={mreGy:m(1) =1}
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ol 0] 1|23 |4]|5]6]7|8|9 /10|11
oOojoj 1,214,356 |8|7]9/ 10|11
1103|524 |7]9|6]8] 11|10
212141016 |83 |5 |10/11]7]9
3131511107192 ]4]11]10]6 |38
414126 80110113 |5|9]7
5153|7910 (11}10, 2| 4]8]6
6 |6 |84 |2|10{11]0 |19 73|35
T 719153 (11}10 10 |8 |6]2]|4
8|86 10114 (2|9 |7]0]1]5]3
919 | 7y11j10, 5|3 | 8|6 1|0 4|2
w0j10(11, 816 9| 7|4]2|5]3|0]1
1mj1irj1w09 (7|86 |5 [3]4]2|1]0

Taula 4.6: Taula producte del grup del graf del Graf CHH_cc_(1_1)_22-1
GQZ{W€G12W(2>:2}

Gp1={reG,o:m(n—1)=n—-1} ={Id}

Aquests conjunts satisfan que {Id} = G,,_1 C G,,_5... € G1 C Gy C Aut(G). Aixi el conjunt
Gi,i € V, seria el conjunt format pels automorfismes de G que deixen invariant el conjunt
{jeV:j<i}

4.4.1 Definicié. L’orbita del vertex {0} sota Aut(G) és orb(0) = {w(0) : 7= € Aut(G)}.
Considerem ny = |orb(0)|,ng < n, i notem el conjunt orb(0) = {zo1, To2, ..., Ton, }- Aleshores,
per a cada i,1 < i < ng, es tria un element hy; € Aut(G) tal que hg;(0) = x¢; i es considera el
conjunt Uy = {ho 1, ho2, s Rong }-

Per a la resta de vertexs, es defineixen les seves orbites i els conjunts associats d'una forma
lleugerament diferent a la del vertex {0}.

4.4.2 Definicid. Per a tot i,1 < i < n — 1, U'orbita del vertex {i} és orb(i) = {n(i) : m €
Gic1} =A{xi1, Tig, ..., Tin, } on n; = |orb(i)|,n; < n. Aleshores, per a cada j,1 < n,, s’escull

J<
un element h;; € G;_; tal que h;;(i) = x;, i es considera el conjunt U; = {h; 1, hi2, ..., hin, }-

4.4.3 Teorema. Siguin Aut(G), Go 1 Uy definits anteriorment. Aleshores tot element m €
Aut(Q) es pot escriure, de forma unica, com ™ = ho;m', per a algun 7 € Gj.

4.4.4 Teorema. Siguin Aut(G), G; i U; definits anteriorment. Aleshores, ¥i € {1,..,n — 1},
tot element m € G,;_1 es pot escriure, de forma tnica, com m = h; ;7', per a algun 7" € G;.

4.4.5 Corollari. Tot element m € Aut(G) es pot expressar, de forma tnica, com

g =hoihii - hn-14,,
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L’estructura de dades

U={U,Uy,...Up1}
s’anomena representacid de Schreier-Sims del grup Aut(G).
4.4.6 Observacié. Si es poden construir els conjunts U;,i € {0,...,n — 1} es disposa d’una

bona eina per calcular tots els automorfismes d’un graf d'una forma rapida i eficient mitjangant
un senzill procediment de backtracking, tal i com es mostra en els algorismes 14 i 15.

algorisme 14 Algorisme que calcula tots els automorfismes d’un graf a partir de 'estructura
de dades de Schreier-Sims.
(Aut(G)) Glso::gen_Auto_back( Aut(G),1,U, 7 )

1. if [ = |V| then

2. Aut(G) < Aut(G) U{n}

3:  return Aut(G)

4: else

5 for all h € U; do

6: fl +— hm
7 Aut(G) + gen_Auto_back(Aut(G),1+1,U, f))
8
9

end for

. end if

algorisme 15 Algorisme principal de calcul de tots els automorfismes d’un graf a partir de
I’estructura de dades de Schreier-Sims.
void Glso::gen_Auto_main( )
Require: U = {Uo, Uy, ..., Up_1}
1. Aut(G) « gen_Auto_back((),0,U 1)
2: return

Finalment, es pot obtenir I’estructura de Schreier-Sims per un graf GG a partir d'un conjunt
de generadors I' del seu grup d’automorfismes. Aquesta és la situacié que es presenta en el
programa Conauto, que troba un conjunt de generadors donat un graf.

L’algorisme 16 decideix, a partir d’una estructura U inicial incompleta, en quin conjunt U;
s’ha de col-locar un automorfisme 7 que rep com a parametre d’entrada. A més, 1'algorisme
modifica I’ automorﬁsme 7 de forma adequada per tal que satisfaci les propietats dels elements
dels conjunts de U. En cas que 'automorfisme 7 no pugui ser inclos en ’estructura U retorna
el valor n = |V|.
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algorisme 16 Algorisme que indica el conjunt de l'estructura de Schreier-Sims on s’ha de
col-locar un determinant automorfisme.
int Glso::test( , U )

1: for i < 0 to |V| do

2: T < 7T(Z)
if 3h € U; : h(i) = = then

7' gh™1

for j < 0ton—1do

m(j) 7' (j)

end for
else

return 1
10:  end if
11: end for
12: return |V|

algorisme 17 Algorisme recursiu que actualitza ’estructura de Schreier-Sims amb nous auto-
morfismes.
void Glso::enter( 7,U )

1: i« test(m,U)

2: if i = |V| then

3: return

4: else

5: U+~ U, Umr

6: for j<+<iton—1do
T for all h € U; do
8: f+ hm

9: enter( f,U)

10: end for

11:  end for

12: end if

L’algorisme 17 utilitza l’algorisme 16 per generar tots les elements h; ; possibles, no coneguts
encara, a partir d'un automorfisme conegut 7 i d’'una estructura U inicial incompleta, de forma
recursiva, i actualitza ’ementada estructura quan troba nous elements. Si no es poden trobar
elements nous de l'estructura de dades ’algorisme retorna.

Finalment, I’algorisme principal 18 parteix d’una estructura de dades formada per conjunts
iguals a la identitat i d’'un conjunt de generadors, I', del grup d’automorfismes del graf per
generar tota l'estructura de dades U usant els algorismes anteriors.
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algorisme 18 Algorisme que genera 'estructura de Schreier-Sims a partir d’'un conjunt de
generadors.
void Glso::main_enter()

1: fori < 0ton—1do
2: U; + {I}

3: end for

4: for all y € " do

5. enter( ~,U )

6: end for
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Determinacio d’isomorfismes

Per determinar si dos grafs G i H sén isomorfs basta trobar dues sequiencies de particions
completes Q¢ i Qg que siguin compatibles. L’algorisme 19 és I'encarregat de, donats dos grafs
G i H, determinar si sén isomorfs retornant un valor boolea: TRUFE si s6n isomorfs o FALSE si
no ho sén. Per fer-ho, primer comprova una serie d’invariants trivials que permeten determinar
facilment la impossibilitat de trobar un isomorfisme: comprova que el nombre de vertexs i
d’enllacos dels dos grafs coincideixin i, en cas que no sigui aixi, retorna FALSFE. La comprovacio
segiient es basa en la particié per graus, determina la particié per graus de cada graf i comprova
la seva compatibilitat retornant, FALSE en cas d’incompatibilitat entre les particions. En cas
d’haver superat aquestes proves, es procedeix a calcular la seqiiencia de particions del graf G i
se cerquen els generadors del seu grup d’automorfismes. Si en la seqiiencia de particions no han
aparegut nivells de tipus BACKTRACK, es crida directament la funcié match, algorisme 20,
perque cerqui un isomorfisme a partir de la particié inicial, buscant en el graf H una seqiiencia
de particions que sigui compatible amb la trobada pel graf G; si troba aquesta seqiiencia,
I’algorisme retorna TRUE i, en cas contrari, retorna FALSE. Quan en la seqiiencia del graf G
hi ha nivells de tipus BACKTRACK se cerca la seqiiencia de particions i el grup de generadors
del graf H i es computa el seu nombre de nivells de tipus BACKTRACK. Abans de cercar un
isomorfisme, es comprova un altre invariant, calcula el nombre d’automorfismes del graf G i el
del graf H i comprova que siguin iguals; en cas d’igualtat, es crida la funcié match passant-
li com a guia o base de cerca la seqiiencia del graf G o H que tingui un menor nombre de
nivells de tipus BACKTRACK, d’aquesta manera es minimitza la feina de calcul. La funcié
match tractara de trobar una seqiiencia de particions alternativa en el graf amb major nombre
de nivells de tipus BACKTRACK compatible amb la seqiiencia original de l'altre graf; si la
troba haura determinat que els dos grafs son isomorfs i haura trobat un isomorfisme entre
ells, retornant 1'dltima particié, 8¢, de manera que I'algorisme 19 retorna TRUE. En cas de
no trobar una seqiiéncia compatible, la funcié match retorna la primera partici, S, i es pot
afirmar que els dos grafs no sén isomorfs, de manera que I'algorisme 19 retorna FALSE.
L’algorisme 20 és un algorisme recursiu, molt semblant a la funcié subtree_compat, que fa
la cerca d’una seqiiencia alternativa completa (fins a 1"altim nivell ) en el graf H a partir de
la particié T, que es troba en el nivell I, que és compatible amb la particié S’ del graf G.
La diferencia amb 'algorisme 10 radica en que la funcié match es comenca a cridar des de la
particié 0 i que la funcié acaba en el moment en que troba una seqiiencia completa compatible,
mentre que la funcié subtree_compat cercava diverses seqiiencies completes compatibles per
trobar un conjunt de generadors d’automorfismes i comencava la cerca des de 'ultima particié
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algorisme 19 Funcié que determina si dos grafs son isomorfs.

(bool) Glso::arelsomorphics( G, H )

[y

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:

if ([Val £ [Vl || |Fgl # |Exl) then
return false

end if

8% « degreePartition(Q)

T° < degreePartition(H)

if ( S and 7 are not compatible ) then
return false

end if

Q¢ + G.sequence()

E¢ « search_automorphims(S°)

if (num_backtrack_levels(Eg) = 0) then
return (match(0,G, H, Eq, T°,{Ty} ) # S%)

end if

Qu < H.sequence()

Ey + search_automorphims(T°)

if (JAut(G)| # |Aut(H)| || |OrbitsOf(Eq)| # |OrbitsOf(Eg)|) then
return false

end if

if (num_backtrack_levels(Eq) < num_backtrack_levels(Ey)) then
return (match(0,G, H, Eq, T°,{Tx} ) # S°%)

else
return (match(0, H,G, By, S, {Tg} ) # T°)

end if

de tipus BACKTRACK. L’algorisme 20 fa un refinament de la particié 7, del mateix tipus que
el que s’ha fet en la particié S' de la seqiiencia original, amb la corresponent cella pivot Tpr, i
obté una nova particié 77, pel graf H, a nivell [ + 1. Aleshores comprova si les particions S+
i 7' sén compatibles entre si i, en cas afirmatiu, es crida recursivament a si mateix per trobar
un refinament, a partir de la particié 77, en el nivell [ + 1.

El funcionament és el segiient:

— Sil’algorisme rep com argument I'iltima particié (nivell t), comprova que aquesta particid,

T, del graf H ila partici6 S?, del graf G, siguin compatibles i, si és aixi, retorna la particié
del nivell ¢, S* (ha trobat una seqiiéncia compatible).

Si encara no s’ha arribat a 1'iltima particié (I < t) i R' = VERTEX, fa un refinament
de la particié rebuda, 7T, per vertex, obtenint una nova particié, 7, i comprova la seva
compatibilitat amb la particié original, S, mitjancant la funcié vertez_ref-compat. Si
les particions sén compatibles fa una crida recursiva a la funcié match passant-li com
arguments el nou nivell [ + 1, la nova particé 7" i el nou conjunt de generadors del graf
H obtingut, A’. En la crida recursiva I’algorisme retorna una particio, 7", que pot ser
posterior a la particié original de crida, S, aleshores aquesta particié ha de ser I'iltima
i hem trobat un isomorfisme; en canvi, si retorna la mateixa particié, 7', o una particié
anterior, vol dir que no ha pogut trobar una seqiiencia compatible per aquella branca
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de T'arbre de cerca i s’ha de fer backtracking. La particié retornada en aquesta crida
recursiva, 7", pot ser igual a la partici6 des de la qual s’ha fet la crida a la funcié (figura
5.1), T, i, per tant, la funcié retorna el nivell de backtrack d’aquesta particid, S8 o
una particié anterior (5.2) i, per tant, es podra fer backjumping des d’aquesta particié
perque la funcié retornara directament aquesta particié, 7. En 'exemple de la figura
5.2 la partici6 retornada seria S*', ja que seria el nivell de backtracking de la particié
S*3_ on s’ha trobat la incompatibilitat. Cal observar que el nivell [ és posterior al nivell
ks (I < k3). Finalment, en cas que la particié refinada, 77, i la particié original, S, no
siguin compatibles, es retorna la particié del nivell de bactracking SB' per tornar a la
particié anterior.

— Si R! = "SET”, 'algorisme actua igual que en el cas anterior, exceptuant que el refina-
ment es fa per conjunt mitjancant l’algorisme set_ref_compat.

— Quan R! = "BACKTRACK?”, 'algorisme disposa de diverses possibilitats per trobar
un isomorfisme. S’haurien de provar refinaments per a tots els vertexs de la cella pivot
fins trobar-ne un que proporcioni un isomorfisme o descartar-los tots. Per tal de podar
I’arbre de cerca, es computen les orbites parcials del graf H des del nivell 0 fins al nivell
[, d’aquesta manera només es fara un refinament per un vertex de cada orbita, ja que
els vertexs d’una mateixa orbita portarien a resultats similars. Per aixo0, es determinen
les orbites dels vertexs valids que pertanyen a la cella pivot Tp i, per aquests vertexs
valids, es realitza un refinament per vertex, cridant la funcié verter_ref_compat, sempre i
quan el vertex pivot que s’utilitzara per fer el refinament pertanyi a una orbita que tingui
la mateixa mida que l'orbita del vertex p € S;)l, del graf GG, usat per fer el refinament,

en aquest nivell, en la seqiiencia original (aixd també permet reduir I'espai de cerca).

El refinament per vertex realitzat proporciona una nova particié, 7'; si aquesta particié

no és compatible amb la partici6 S'*!, aleshores es descarta i es passa a provar un nou

refinament amb el vertex valid segiient de la cella pivot. Quan la particié refinada, 7,

és compatible amb la refinada original, S+, es procedeix a fer una crida recursiva a 1’al-

gorisme match. Igual que en els casos anteriors, la crida recursiva retorna una particio.

Si la particio retornada és la mateixa que 'original des de la qual s’ha invocat la funcio,

aleshores (no s’ha trobat una seqiiencia compatible) es prova el vertex segiient per fer un

nou refinament; si la particié retornada és posterior, vol dir que és I'iltima, i hem trobat

un isomorfisme. Finalment, si la particié retornada és anterior, només pot ser degut a

que s’ha arribat a una particié equitativa, que és subparticié de 77, i no ha trobat cap

seqiiencia compatible a partir d’ella; aleshores ha retornat el seu nivell de backtracking

(la primera particié equitativa anterior de la qual no n’és subpartici) i, per tant, es fa

backjumping, aplicant el teorema 4.2.8, fins aquesta particié.

Si un cop provats tots els vertexs valids de la cella pivot no hem trobat cap compa-
tibilitat, aleshores es retorna la particio de bactracking SBZ, que és la particiéo on al
menys hi ha dos celles de la particié actual que encara no han estat diferenciades.
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Figura 5.1: Seqiiencia de particions i alternativa: back

k, —

- p
p

k, —

k, —

Figura 5.2: Seqiiencia de particions i alternativa: backjumping

algorisme 20 Funcié que cerca dues seqiiencies de particions completes compatibles.

Partition Glso:match(l,G, H, Eq,T,A)
1. if (I =t) then
if (Vi,j e {l,...,m}, ADeg(S;,S;,G) = ADeg(T;,T;, H)) then
return S?
end if
else
switch ( R!)
case "VERTEX":
if (vertex_ref_compat(H,S',T)) then
T" < match(l+1,G,H,Eg, T, A)
10: if (7" #S") then

v

11: return 7"
12: end if

13:  end if

14:  break

15:  case "SET”:

16: if ( set_ref_compat(H,S',T) ) then
17: T" < match(l+1,G,H,Eg, T, A)
18: if (7" +#S") then

19: return 7"
20: end if
21: end if

0. hvraoals
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5.0.7 Exemple. En aquest exemple es mostra la part grafica on es pot observar I'isomorfisme
entre dos grafs. La taula 5.1 mostra, a la primera columna, els grafs LPTA i LPTB, respecti-
vament. A la segona columna es visualitza, al costat de cada graf, I'altre graf, representat de
forma que es faci patent I'isomorfisme.

0
q
7 1
| |
6 2 . .
5 3 . 0
4 H
o [=
7 1 [ | [ ]
6 5 | 5
. 5 H &
4 |

Taula 5.1: Isomorfisme entre els grafs LPTA i LPTB.

Aixi, si s’observa la primera fila s’aprecia, a la primera imatge, el graf LPTA i, a la segona
imatge, el graf LPTB representat de forma que es puguin comparar les arestes i vertexs amb
els de laltre graf i es vegi I'isomorfisme. Aquest isomorfisme aplicaria el conjunt de vertexs del
graf LPTA, {0,1,2,3,4,5,6,7}, en el conjunt de vertexs del graf LPTB, {4,5,7,0,1,2,3,6}, és
a dir, el vertex 0 del graf LPTA D’aplicaria en el vertex 4 del graf LPTB, el vertex 1 del graf
LPTA T'aplicaria en el vertex 5 del graf LPTB, i aixi successivament. També es poden observar,
en la representacio del graf LPTB, les orbites dels vertexs distingides per diferents colors; les
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orbites serien {0, 7}, {1,2}, {3,4} i {5,6}.

A la segona fila es veu un isomorfisme entre el graf LPTB i el graf LPTA; la primera
imatge representa el graf LPTB original i la segona representa el graf LPTA, dibuixat de forma
que es pugui observar facilment l'isomorfisme existent. En aquest cas, I'isomorfisme aplica el
conjunt de vertexs del graf LPTB, {0,1,2,3,4,5,6,7}, en el conjunt de vertexs del graf LPTA,
{3,4,5,6,0,1,7,2}, seguint 'ordre en que estan escrits els vertexs. Les orbites del graf LPTA
s’observen en dirferents colors i sén {0,6}, {1,7}, {2,3} i {4,5}.

Es pot apreciar com els isomorfismes apliquen vertexs d’una orbita del graf LPTA en vertexs
de la corresponent orbita del graf LPTB.

D’altra banda, la taula 5.2 mostra tots els isomorfismes existents entre els grafs LPTA i
LPTB, que han estat calculats, pel programa adaptat, via composicié de I'isomorfisme tro-
bat pel programa Conauto amb tots els automorfismes del graf LPTA trobats previament.
D’aquesta forma s’obtenen els 4 isomorfismes entre aquests dos grafs.

Vertexs graf LPTA - vertexs graf LPTB

0-3]1-2[20]37]46|55]|64 |71
0-4]1-1[20|37|45|56|6-3|7-2
0-3 |16 |27]|30|42|51]|6-4]|75
4:104|1-5|27]30|41|52|6-3]| 76

W —

Taula 5.2: Taula d’isomorfismes entre els grafs LPTA i LPTB.
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Conclusions

El primer dels objectius d’aquest treball de comprendre, analitzar i fer una exposicié més
aclaridora els conceptes teorics i dels algorismes que cimenten el programa Conauto, s’ha portat
a terme al llarg de tot aquest document.

Practicament tots els aspectes involucrats en ’algorisme s’han clarificat, a excepcio dels con-
ceptes relacionats amb les fallades durant la cerca d’automorfismes. A [4] es fa referencia a un
invariant per automorfismes relacionat amb les fallades durant la cerca en I'arbre de seqiiencies
del graf, pero el fet és que en aquest treball de final de carrera no esta definit el concepte
de fallada ni s’ha trobat cap teorema ni demostracié que el relacioni amb un invariant. Mal-
grat tot, el concepte s’utilitza en la programacio del programa Conauto i sembla que funciona
correctament.

S’ha implementat una part grafica utilitzant la llibreria OpenGIl amb glut que ha permes
visualitzar els grafs i les seves seqiiencies de particions, passant d’una particié a la segiient o a
I’anterior per poder veure com s’agrupen els vertexs en les diferents cel.les. També ha permes
comprovar de forma grafica les diferents orbites dels vertexs i comparar, en paral.lel, dos grafs
i observar directament en pantalla I'isomorfisme trobat entre ells.

Finalment, s’ha incorporat a ’algorisme el codi pertinent per determinar tots els automor-
fismes del graf a partir del conjunt de generadors trobat inicialment. S’han implementat les
dues versions, tant la de for¢ca bruta com la basada en ’algorisme de Schreier-Sims. L’algorisme
calcula i grava en un fitxer de sortida tots els automorfismes del graf a partir dels trobats pel
programa Conauto i també calcula la taula producte del grup. Referent a aquest ultim punt,
una possible millora de I'algorisme consistiria en computar la representacié de Schreier-Sims,
necessaria per la determinacié de tot el grup d’automorfismes, durant el procés de generacié
de la seqiiencia de particions i/o el calcul del conjunt de generadors. No s’ha analitzat aquesta
possibilitat amb profunditat i és possible que no sigui factible; un dels principals inconveni-
ents que s’hauria de superar radica en la diferencia en la definicié de les orbites usades en el
programa Conauto i les que fa servir ’algorisme de Schreier-Sims.

Es considera de gran importancia la realitzaciéo d’aquest treball fi de grau que ha permes
posar en valor diverses competencies apreses durant els estudis. D’una banda, la comprensio
de noves realitats, 'abstraccié de les mateixes, la formalitzacié matematica i algorismica, la co-
municacié dels conceptes implicats i dels resultats obtinguts que han donat lloc a la realitzacio
d’aquesta memoria. D’altra banda, la posada en funcionament de tot el bagatge previ i de ’a-
prenentatge fet al llarg del treball han permes anar més enlla i poder continuar la implementacié
del programa amb diverses eines d’interes.
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