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1 Introduccion

Los nimeros naturales e incluso los racionales siempre han estado presentes a lo largo de
la historia ya que se usaban para contar y para hacer particiones respectivamente. Pero
histéricamente, los matemaéticos se han ido encontrando con la necesidad de ampliar los
sistemas numeéricos para resolver problemas algebraicos y geométricos. Gauss, Cauchy y
otros matematicos estaban familiarizados con los niimeros complejos obtenidos a partir

de de los reales por adicién de una solucién imaginaria i de la ecuacién z? = —1.

Sabemos que los complejos nos ayudan a estudiar cuestiones geométricas del plano, asi
por ejemplo, un giro en el plano no es mas que la multiplicacién por un niimero complejo
de norma unidad. En 1835, William Rowan Hamilton (1805-1865) se planteé extender los
nimeros complejos a un sistema en dimension tres, que pudiera jugar un papel geométrico
en el espacio analogo al que desempenan los ntimeros complejos en el plano. Segun explica
el propio Hamilton, el 16 de octubre de 1843, paseando por el puente de Brongham,
que cruza el canal Real de Dublin, se dié cuenta de que necesitaba anadir una cuarta
dimension, comprendiendo asi la estructura de los cuaterniones. Acto seguido grabé con
la punta de su navaja, sobre una piedra del puente, la feliz idea (esta inscripcién no se
conserva hoy dia). En el lugar donde Hamilton realizé el descubrimiento, la Royal Irish

Academy erigié una placa conmemorativa.

Here as he walled by
on the I6th of October 1843
SirwWilliam Rowan Hamilton
ina flash of genius discovered
| the fundamental formula for
U guaternion multiplication.
' i’=j’=R’=ijh=~I
il € cutit on a stone of this bridge

! - -
= .
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Al dia siguiente de su descubrimiento, Hamilton escribié una carta a su amigo John

Graves en la que le decia:

Una linea de especulacion matemdtica muy curiosa se me ocurrio ayer, y sin duda
la encontraras interesante. Sabes que llevo mucho tiempo intentando una “Teoria de
Ternas” andloga a la “Teoria de Pares” o a la representacion geométrica de Mr. Warren
de las cantidades imaginarias. Creo que descubri ayer una “Teoria de Cuaternios”, que

ncluye la “Teoria de Ternas” buscada.

Hamilton partia de los nimeros complejos C = R+R: y se dio cuenta de que, si anadia una
nueva unidad imaginaria j, también debia anadir el producto k =ij. Graves decidié no
pararse aqui, sino que anadié una unidad imaginaria adicional [, con lo que debia anadir
los productos il, jl y kl, obteniendo asi una algebra real de dimension 8, que extiende la
de los cuaterniones, y que hoy en dia se conoce como el dlgebra de los octoniones (o de los
numeros de Cayley). Asi, Graves formalizé los octoniones en 1844 e, independientemente,

Cayley lo hizo en 1845.

Resumen del trabajo en inglés

The first section of this work discusses algebras. Particularly, the algebras which interest
us are division algebras, which are algebras over a field where division is always possi-
ble. Then we introduce quaternions. We show that quaternions are a non-commutative
division algebra. Also we will see how can we express a quaternion through real and
complex matrices of dimensions 2 and 4 respectively, and why the equation 22+ 1 = 0
with z € H has infinite solutions. In the last part of this section, we prove the Frobenius
Theorem which affirms that the only division algebras of finite dimension over R are the

real numbers, the complex numbers and the quaternions.

Hamilton discovered quaternions with the idea of using them to study rotations in 3-
dimensional space. In the third section of this work we will see how to represent 3-

dimensional rotations with unit quaternions.

We will introduce the octonions in the fourth part of this work. We will see that octonions

form a non-associative division algebra.

In the next section we introduce the Cayley-Dickson construction for normed algebras.

By this construction, we can obtain the complex numbers from the real numbers, the
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quaternions from the complex numbers and y the octonions from the quaternions.

Finally, we will see that we can define a cross product in R” only if n = 1,3 or 7. We will use
this fact to prove a theorem, asserting that the possible dimensions for a normed algebra
over R are only 1,2,4,8. We will deduce from this statement a Theorem of Hurwitz which
states that if n € N, the product of two sums of n squares can be expressed as a sum of

n squares only if n=1,2,4,8.

2 El algebra de los cuaterniones

2.1 Algebras

Definicién: Sea A un anillo conmutativo unitario. Una A-dlgebra es un A-médulo E

provisto de una aplicacién A-bilineal:

w:ExE->FE
(7, y) = w(x,y)

Usualmente denotaremos w(z,y) por x - y.

Definicién:
i) Se dice que FE es una A-dlgebra asociativa si z-(y-z)=(x-y)-z Vr,y,z€eE.
ii) Se dice que F tiene unidad si existe 1€ E'tal que 1-z=x-1=2 VzeFE.

iii) Sea F una A-algebra. Se define el centro de £ como:

Z(E)={xeE|VyeExz-y=y-x}

Entonces, se dice que E es una A-édlgebra conmutativa si Z(FE) = E | es decir, si

x-y=y-x para cada x,y € E.

Observacién: Una A-dlgebra asociativa con unidad siempre es un anillo unitario.
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Ejemplos:

i) Todo anillo conmutativo A es una A-algebra tomando como w el producto en A como

anillo.
ii) El A-médulo M,,,,,(A) es una A-algebra asociativa con el producto usual de matrices.

iii) Sea f: A - B un morfismo de anillos unitarios, donde A es conmutativo, tal que
f(A) c Z(B). Entonces B es una A-dlgebra asociativa donde w es la multiplicacién

como anillo.

iv) Sea A un anillo conmutativo. Entonces, A[zy,...,z,] es una A-dlgebra por iii).

Definicién: Sean F;, F, dos A-dlgebras. Se dice que f : E; - FE5 es un morfismo de

A-algebras si verifica:
o f(ri+y)=f(x1)+f(y) Var,yeks
° f()\l’l) = )\f(.ﬁﬂl) Ve A, V:El € El
o f(xy-x9)=f(x1) f(z3) Vay,m96€FE]

e f(1g,)=1g, (silas dlgebras son unitarias)

Definicién: Sean E,F dos A-algebras, se dice que F' c E es una A-subalgebra si la

inclusion i: F' < E es morfismo de A-dlgebras.

Definicién: Sea E una A-algebra. Se dice que E es una &algebra con divisién si para
cada ae F, be FE, b+ 0 existe un unico x € F tal que a = bx y existe un tnico y € ' tal

que a = yb.

Observaciéon: Si E es una A-algebra asociativa y unitaria, la condicién anterior es equi-

valente a que para cada a € F/, a # 0 exista un y € E tal que ay = ya = 1g.

Observacién: Si A es un dlgebra con division conmutativa, entonces A es un cuerpo.
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2.2 Los cuaterniones

Definicién: El algebra de los cuaterniones, que denotaremos por H, es el R-algebra cuyo
espacio vectorial subyacente es R* y en el que, dados (ay,b1,c1,d1), (az, by, ca,ds) € R4, la

multiplicacion esta definida por:

(a1> bi,c1, dl) : (02, by, ca, d2) = (a1a2 —biby — cicp = didy, aiby +brag + cidy — dyca, ajca -

b1d2 + Cci1as + dlbg, a1d2 + b1€2 - Clbg + dl&z)
Es inmediato comprobar que esta multiplicacion es R-bilineal.

Tomando la base {1,4,7,k}, donde 1 = (1,0,0,0), < = (0,1,0,0) , 7 = (0,0,1,0), k =
(0,0,0,1), se tiene que todo a € H se escribe de manera tnica como « = a + bi + ¢j + dk,

donde a,b,c,d € R. Es decir, podemos representar los cuaterniones como:

H={a+bi+cj+dk:a,bc,deR}

La tabla de multiplicacion de los elementos 1,1, 7, k es:

Elk| j | -i| -1

Tabla 1

La regla de multiplicaciéon de los elementos de la base {1, j, k} se puede recordar facilmente

mediante la siguiente figura:

Mientras los complejos son una extension de los reales obtenida por adiciéon de una unidad

imaginaria 7 tal que > = —1, los cuaterniones son una extensién generada de manera
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analoga anadiendo unidades imaginarias 7, j y k a los reales donde la multiplicacién

viene dada por la Tabla 1.

Definicion:

i) Un cuaternién de la forma a+0i+0j + 0k, donde a € R, se llama real y un cuaternién

de la forma 0+ bi + ¢j + dk se dice que es imaginario puro.

i) Sia+bi+cj+dkeH, entonces se dice que a es la parte escalar y bi + ¢j + dk es la

parte vectorial de dicho cuaternion.

Observacion: También se puede describir un cuaternion como una pareja:
q=(Re(q), Im(q)) €H

donde Re(q) € R, Im(q) € R3. Entonces, dados (Re(q1),Im(q1)),((Re(q2),Im(q2)) € H,

las féormulas de la suma y el producto se pueden escribir en la forma:

o (Re(q1), Im(q1)) + ((Re(qz),Im(q2)) = (Re(q1) + Re(qz), Im(q1) + Im(q2))

o (Re(qu), Im(q1)) ((Re(q2), Im(q2)) = (Re(q1) Re(qz) — Im(q1)-Im(q2), Re(q1)Im(qz) +
Re(ga)Im(qi) + Im(qi) x Im(q2))

donde - es el producto escalar y x es el producto vectorial en R3.

Observaciones:

i) A diferencia de la multiplicacién de los niimeros reales o complejos, la multiplicacién
de los cuaterniones no es conmutativa (en general, ¢1q2 # ¢2¢1). En la Tabla 1 se

ven claramente varios contraejemplos como:
1)=k+-k=ji
ii) Este hecho trae consecuencias como por ejemplo que a la hora de resolver una ecu-

acion polinémica en H, podemos encontrar un niimero de soluciones mayor que el

grado del polinomio, o incluso infinitas soluciones.
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Ejemplo: Si z = (a,b,c,d) € H, la ecuacién z? + 1 = 0 tiene infinitas soluciones ya que:
Z2rl1=0=>22=-1=ad>-0"-c*-d*=-1; 2ab=0; 2ac=0; 2ad = 0.

Para satisfacer las tres ultimas ecuaciones a = 0 6 bien b, ¢, d = 0. Este tultimo caso es
imposible ya que b = ¢ = d = 0 implicarfa que a? = -1 y llegarfamos a una contradiccién

porque a € R. De lo que deducimos que:

a=0=>-P--d=-1=2+*+d*°=1

Asf que la ecuacién z2+1 =0 con z € H tiene como soluciones los puntos la esfera S3 c R4

de centro 0 y radio 1.

Definicién: Sea g =a+bi +cj + dk € H. Se define:

i) El conjugado de ¢ como:

g=a-bi—cj—dk

ii) La norma de ¢ como:

lgll = V4G = Va2 +b2 + 2 +d? e RY

(La norma de ¢ € H coincide con la norma usual en R%).

Proposicion: Dados p=ay +bii+c1j+dik, q=as+byi+coj+dok € H, o € R se verifica:

i) p=p
ii) pp=pp
i) gp = pq

iv) lag| =lelql

v) |pqll = Iplllg| (multiplicatividad de la norma)
Demostracion:

1) ﬁ:al—bli—clj—dlkzﬁ:al+b1i+clj+d1k=p

9
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11) pﬁ = (&1 + blZ + Clj + dlk)(al - bll - Clj - dlk) = &% - Cllbl - alclj - aldlk + albli + b% -
blclk‘ + bldlj + alclj + blclk + C% - Cldl’i + aldlk - bldlj + Cldli + d% = CL% + b% + C% + d%
ﬁp = (CL1 — bll — Clj — dlk‘)(al + bll + Clj + dlk) = CL% + albli + alclj + aldlk - Cllbli + b% —

blclk + bldlj - alclj + blclk + C% — Cldli - aldlk — bldlj + Cldli + d% = CL% + b% + C% + d%
111) ]5(? = (CLl - bll - Clj - dll{?)(ag - bgl - ng - ko) = a1a9 — bl(lgi - Clagj - dlagk - (llbg’i -
blbz + Clbgki - d1b2j - alcgj - b102k’ —C1Cy + dlcgi - aldgk’ + b1d2j - Cldgi - dldg = (alag -

blbg —C1Cy —dldz) + (—Glbg _61@2 - Cldg + dlcg)i + (—CL1C2 + b1d2 —C1Q2 —dlbg)j + (—aldz -

61C2 + Clbg — dlag)k = @
iv) |aq| = Vagaq =|alv/qq = o[ 4]
v) |pq| = /papq = /paap = /b4l = |p] 4l

Definicién: Se define el inverso multiplicativo de un cuaternién no nulo ¢ como:

q

lal?

Observacion: Podemos dividir dos cuaterniones p y ¢ de dos maneras distinas: pg~! =

NP I
lq]® lql®

Proposicion: H es una R-algebra asociativa en la que todo elemento no nulo tiene in-

verso (es un algebra con divisién).

Demostracion: Por definicion H es un R-espacio vectorial. La multiplicacién:
w:HxH - H

es R-bilineal y es asociativa. Esto ultimo basta comprobarlo para los elementos 1,1, 5, k

y se tiene:
(ij)k = i(ik); i)k = j(ik); (ik)j =i(k); (ki)j = k(if): (k)i = j(ki); (kj)i=k(ji).

Por otro lado, sea ¢ € H, ¢ # 0. Se tiene:

_ q _
@ =g =1=q"q
lql

10
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luego H es un anillo con division.

En las siguientes tres proposiciones se explica que C es una subalgebra de H y que H es
subdlgebra de Ma.2(C) y Myy4(R). Asi, cualquier cuaternion se puede expresar mediante

una matriz Mo (C) y también mediante una matriz My, (R).

Proposicién: La aplicacién:
io :C > H
a+bi~a+bi

es un morfismo inyectivo de R-dlgebras (andlogamente para a+bi — a+bj 6 a+bi — a+bk).

Demostracion

Dados x=a+bi, y=c+dieC, XA eR, se verifica:
o ig(z+y) =io((a+bi)+(c+di)) =ig((a+c)+(b+d)i) = (a+c)+(b+d)i = (a+bi)+(c+di) =
’io(a + bl) + 7:0(0 + dZ) = Zo(l’) + Zo(y)
o ig(Az) =ig(Na+bi)) =ig(Aa+ Abi) = Aa+ \bi = M(a + bi)i = Nig(a + bi) = Nig(x)

e io(zy) =ig((a+bi)(c+di)) =ig((ac - bd) + (ad + be)i) = (ac—bd) + (ad + bc)i =
(a+bi)(c+di) =ig(a+bi)ig(c+di) =ig(x)io(y)

o io(1)=1

Proposicion: La aplicacién:

il H~ MQXQ(C)

a+bi c+di
a+bi+cj+dk—

—c+di a-0bi

es un morfismo inyectivo de R-algebras.

Demostracion

Dados ¢ =ay + b1t + 17 +dik,p=as +bst + coj +dok e H, A e R:

11
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e i1(q+p)=i1((ar+az)+ (b1 +ba)i+ (cr+c2)j+ (di +do)k) =

_ (a1 +az)+ (b +b2)i  (c1+¢)+ (dy +dg)i _
—(c1+c)+(dy+do)i (ag +ag) - (by +by)i

ap + bll c1+ dll) ( ao + bgl Co + dgl
= +

—Cy + dQZ ao — bg’l

)Zi(q) +1(p)

—C1 + dll ay — bll

. . . . )\al + )\bll )\Cl —+ )\dlq/ al + blZ Cl + dlZ
e i1(A\qg) = i1 (Aay+Abri+Acyj+Ad k) = )

—)\Cl + /\dll )\(ll - /\bll

—C1 + dll ay — bll

Ni1(q)
e i1(qp) = i1((aras — biby — c1co — didy) + (arby + brag + ¢1ds — dica)i + (ayca — bids +
a+bi J+di
Cc1a9 + dlbg)j + (a1d2 + blCQ - C1b2 + dlag)k’) =a' +bi+ C’j +d'k = =

—¢+di d - Vi
a1 +b1i ¢y +dy ag + byt co +dat . .
+ =i1(q)ir(p)

—C1 + dl’L ay — bll —Co + dQ’L as — bQZ

10
0 1

Proposicion: Si g € H, se tiene que:

i) i1(g) = i1(q)

i) [q|? = det(ir(q))

Demostracion

a-bi -c-di
i) g=a-bi-cj-dk =
c—di a+b

a+bi c+di
i) = (a+bi)(a=bi)—(c+di)(—c+di) = a?+b?—(-d*-c?) = a®+ b2+ 2+ d? =
-c+di a-bi

lal?

Observacidén: Esta representacién matricial nos da un isomorfismo entre S? = {(22, 2%, 23, 23) €

R :a2+at+a3+a2=1}={qgeH: |q| =1} y SU(2) que es el grupo de las matrices

complejas de dimension 2 x 2 que tienen por inversas sus adjuntas y cuyo determinante

12
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es igual a 1.

Proposicién: La aplicacion:

ig  H — M4x4(R)

a+bi+cj+dk—

es un morfismo inyectivo de R-algebras.

Demostracion

a b
-b a
-c d
-d -c

¢ d)
-d ¢

a -b
b a)

Dados ¢ =aq + b1t + c1J +dik,p=as + bat + coj + dok € H, A e R:

e irs(q+p)=iz((ar+az)+ (b +bo)i+ (c1+c2)j+(dy+do)k) =

a) + as bl +b2
_(bl +b2) ap + as
—(Cl +02) d1 +d2

—(dl + dg) —(Cl + Cg)

Nia(q)

22()\(]) = )\a1+)\b12'+)\clj+)\d1k =

c1+Co
—(dy + dy)

ap + ag

by + by

as by

-by  as

—co  dy

—dy —9C
Aaq
-Aby
-Acq
-Ad;

dl + d2
C1+Co
—(bl + bg)
a) + as
(&) dg
—dy |
= i2(q)i2(p)
a9 —bg
b2 (45}
Mo A M\ (a0 b
)\CLl —)\dl )\Cl A\ —b1 aq
Adq Aa;  —Aby -c1 dy
—/\Cl )\bl /\CLl —d1 —C1

13

&1
—d,
a1

by

dy
(&1

—by

o )

Zg(qp) = ig((alag - b1b2 —C1Co —dldQ) + ((Zle +b1a2 + Cldg —dng)i-i- (CLng - bldg +Cirag +
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dibo)j + (ardy + bicy — c1by + dyag)k) = a/ +bi+c'j+d'k =

e ir(1)=

o o o =

o O = O

S = O O

- o O O

Proposiciéon: Si g € H, se tiene que:

i) i2(7) = 12(q)

i) [q|* = det(i2(q))

Demostracion

i) g=a-bi-cj-dk —

a b
|-b a
ii)

-c d

-d -c

b

a

a
:ad

—C

a

b

C

b

C

= i2(q)i2(p)

d b

-b|-(-1D)bld a -b|-c|a

a

)

a —C

a b d
- d -d
- d o =V
-d - b d
c d b ¢
-d c|l-(-Ddla -d
b a d a

atbictdt +2(a?b? + a’ + 22 + VA + P + Ad?) = (a® + 02 + 2 + d?)? = | ¢|*

14
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2.3 El Teorema de Frobenius

Teorema: Sea D una R-dlgebra con division tal que dimgD < +oo. Entonces D es iso-

morfa a R,C 6 H.

Demostracion

Sea la aplicacion:
h:R—-D

r—x-1p
h es inyectiva y es un morfismo de anillos, lo que permite considerar R como un subanillo

de D. Si h es un isomorfismo, D ~ R.

Supongamos D # R. Entonces podemos tomar d € D — R y denotar:

R<d>={a+pd|a,peR}

Lema 1: Sea D una R-algebra con divisiéon tal que D 2R ysean de D-R y R<d >=
{a+p | o, f € R}. Entonces:

i) R <d> es un subconjunto conmutativo maximal de D
ii) R<d> es un cuerpo isomorfo a C

iii) R<d>={zxeD |x-d=d-z}

Demostracion del lema 1

i) Sea R <d>c F c D, donde F' es subespacio conmutativo y de dimensién maximal

entre entre los subespacios conmutativos que contienen a R < d >.

Si x € D conmuta con los elementos de F' entonces se cumple que F'+ Rz es conmu-
tativo ya que:

Vi foe Fy ApeR (fi+Ax)(fo+px) = fifo+ fipx + Axfo + Azpx = fof + pafi +
fodx + pxdx = (fo + pr)(f1 + Ax)

Como F' es maximal y F' + Rz es conmutativo entonces F'+ Rz = F' y por lo tanto

x € F. Asi, F es subconjunto conmutativo maximal de D.

15
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ii) Ahora bien, si x € F'y x # 0 entonces z~! € F' puesto que:

Vye F zy=yx=aty=yx’

Asi, F' es un cuerpo (obviamente es subanillo de D).

Como R c F es una extension finita y F' 2 R, por el teorema fundamental del algebra,

se tiene que F' = C.

En particular, se tiene que:

dszF =2
dimpR <d >=2
Esto implica que FF=R < d >.

iii) Si € D conmuta con d € D —R = x € D conmuta con los elementos de F' =R <d >

= gzeF=R<d>

Por el lema 1, D contiene un subanillo (R < d >) isomorfo a C. Entonces 3i € D tal que

12 = -1 y podemos identificar R < ¢ > con C.

Asi, D tiene una estructura de C-espacio vectorial dada por la multiplicaciéon (por la
izquierda):

ANeC,zeD=>)\-x

Entonces podemos considerar:
T:D—-D

T T

que es un endomorfismo del C-espacio vectorial D.

Como T2 = —Id, los tnicos posibles valores propios de T son =+i.

Sean:

Dt ={xeD | zi=1izx} el conjunto de los vectores propios de valor propio +i.
D~ ={xeD | zi=—-iz} el conjunto de los vectores propios de valor propio —i.

Es obvio que D* n D~ ={0}. Ademés, D = D* & D~ pues si 2 € D, entonces:

16
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1 o1 .
=—(r- +=(x+
x 2(x i) 2(35 1)
donde 1 (z —ixi) € D* y 3(x +ixi) € D™ pues:
o (z—ixi)i=wxi—ixii=xi—ix(-1) =xi+ix
i(x —ixi) = 1w —diwi = ix — (-1)wi = ix + xi
o (z+ixi)i=xi+izii=xi+iz(-1)=xi-ix=0
i(x+izi) =tz +iizi =iz + (-1)zi=ix —xi =0
Se tiene ademas:
a) Dt*=C
Es cierto ya que C =R < i > = elementos que conmutan con i = D*.
b) x,ye D~ = x-ye D*
Pues i(zy) = x(-1)y = —ziy = —xy(-i) = (xy)i.

Si D~ =0 entonces D = C.

Supongamos D~ # 0, entonces tenemos que probar que D = H.
Lema 2: dimcD~ =1.

Demostracion del lema 2

Sea a€ D™, a # 0. La aplicacion:

p:D—->D

T

es C-lineal e inversible (el inverso es z — z-a71).

Por b):
p(D7) = D"

(D) =D~

17
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Como D*=2C = dimcD* =1=dimcD~ =1.

Lema 3: a2¢R y a?<0.

Demostracion del lema 3

Por el lema 1, R < a > es un cuerpo, asi a? € R < a >. Por otro lado, a? € C por a) y b).

Entonces se tiene que a? e CnR < a >=R.

Falta ver que o < 0. Si suponemos que o? > 0, entonces 2 — o = 0 tiene dos soluciones
reales distintas, ademés de una tercera solucién «.. Asi, a? tiene dos raices en R y una raiz

«. Este hecho nos lleva a una contradiccion, ya que o? tendria tres raices en R < a >= C.

Sea j = entonces j2 = —1. Sea k =1j.

«
V-a2’

Por el lema 2, dimcD~ =1, entonces dimgr D~ = 2. Por otro lado, dimcD* =1 de manera

que dimgD* = 2. Finalmente, como D = D* & D~, entonces dimgD = 4.

Como i(ij) = i(-ji) = —(ij)i, entonces j,k € D~. Ademds, j,k son R-independientes,
luego 7, k generan D~ sobre R.

Como 1,7 generan D* sobre R y j, k generan D~ sobre R, se tiene que D esta generado

por 1,4, 7, k sobre R.

Las relaciones:

it =-1, j>=-1, k=1ij, ij = —ji, ik = —ki

son las mismas que las que definen H. Asi, D ~ H.

3 Rotaciones en el espacio de dimension tres

Consideremos un vector 7. = (n1,n9,n3) € R3 unitario, entonces se puede expresar una
rotacion de angulo 6 que tiene como eje de rotacion el vector 71 mediante la llamada

formula de Rodrigues:

R(7,0)(0) = (cos0)v + (sinf) (nx0)+(1-cosf) (n-0)n
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donde v € R3.
En esta seccién veremos que R(7,6) se puede representar mediante cuaterniones imagi-
narios puros utilizando el hecho de que existe una biyeccion entre R3 e ImH:

7:R3 «— ImH

(,8,7) = i+ 5 + vk

Proposicién: Sean R(7i,0) : R3 - R? una rotacién y T, : ImH — ImH la transformacién
que envia el cuaterniéon imaginario puro p al producto de cuaterniones ¢ p ¢, donde

q = cos %9 + (n1i + noj + ngk) sin %9. Entonces el siguiente diagrama conmuta:

R3 R(7,0) R3

77 T
Tq
ImH — ImH

De manera que, a cada rotacion tridimensional le corresponde un cuaternién unitario y

viceversa. Observemos que ¢ p §=¢q p ¢! ya que como ||g| =1= ¢t =q.

Demostracion:

Supongamos que un vector ¢ € R3 rota un dngulo 6 alrededor de un eje, determinado por

el vector unitario 7 = (ny,n9,n3) € R3. Y sea i = R(n,0)(0).

Podemos asociar a cada vector el cuaternion correspondiente:

Como ¢ = cos %0 + (n1i + noj + nzk) sin %6, si denotamos a = cos %6 y (= sin%@, podemos

expresar ¢ de la siguiente forma:

q=a+(Bn)i+ (Bng)j+ (Bnz)k = (o, Bn)

Observemos que:

lql = /qq = \/a2 +32n2 + 32n2 + Bnd = \/042 +32(n?+n3+nd)= \/a2 +62=1
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Calculamos el producto ¢ ¢; ¢ usando las propiedades del producto escalar y el producto

vectorial, entonces obtenemos:
q ¢5 §= (o, 1)(0,0)(a,=B71) = (0, 0 +2Ba i x 0+ 25 7 x (71 x D))
Si utilizamos las identidades:
: 1 1
sina = 2sin 59 cos 50 =20«

1
1 - cosf = 2sin® 59 =232
Se tiene que ¢ gz G= (0, 9+ (sinf) nx 0+ (1 -cosf) 1 x (i x v)).
Ahora utilizando la identidad: 7 x (1 x9) = (n-9)A - (7 -1)0 = (- 0)n —v (por ser ¥
unitario), obtenemos la férmula de Rodrigues:
qqs =10, (cos@)v+ (sinf) (nxv)+(1-cosh) (n-9)n)

Por lo tanto:

qqs =qa<— t=_(cos0)v+ (sinf) (nxv)+(1-cosh) (n-9)n

Con esto se ha demostrado que el producto de cuaterniones ¢ gz ¢ corresponde via 7 con

una rotacion de angulo 6 alrededor del eje 7.
Corolario: La composicién de rotaciones en R3 es una rotacién en R3.

Demostracion: Sea p € ImH. La rotacién alrededor del eje 71 = (n1,n2,n3) con un angulo

f se corresponde con:
Tq
ImH — H

p—qpq
donde ¢ = cos 20 + (n1i + naj + nzk) sin 16.
Ahora rotemos el cuaternién imaginario puro ¢ p ¢ alrededor de un eje n’ = (nf,nh,nk)
con un angulo 6"
ImH % H

qpa—q'(¢p g =(d'q) p (¢¢")
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/I — 1o /5 I / S all
donde ¢ = cos 50 + (nfi +nhj +nyk)sin 50"
Observamos que Ty o T, = T;y, que corresponde a una rotacién en R3 por la proposicién

anterior.

Observacién: A veces es méas eficaz usar cuaterniones para representar una rotacion
tridimensional que usar matrices de rotacién ya que la necesidad de almacenaje de datos
es menor y por lo tanto el coste computacional de su manejo es mucho mas rentable. Por

el contrario, la visualizacién de la rotacion es menos intuitiva usando cuaterniones.

Ejemplo: FEl truco del cinturon

Consiste en fijar un extremo de un cinturén y rotar el otro extremo un angulo de 360°(1
vuelta) o bien de 720° (2 vueltas) sobre su eje mas largo. La idea es desdoblar el cinturén
con movimientos que no cambien la orientacion de los extremos. Lo que resulta interesante
es que para el giro de 360° es imposible desdoblarlo, como se muestra en la Figura 1.

Sin embargo, para el giro de 720° si es posible hacerlo, como se muestra en la Figura 2.

Tomemos en cada punto del cinturén un sistema de referncia. Cuando el cinturén no
estd deformado, todos los sistemas de referencia son la identidad y por lo tanto, si ¢
representa el pardmetro que describe el cinturén, se tiene el cuaternién ¢(t) = (1,0,0,0).

En particular, en el extremo inicial del cinturén (¢ = 0) se tiene ¢(0) = (1,0,0,0).

Rotamos el cinturén alrededor de su eje mas largo, digamos el eje z, con un angulo 6. Con

la notacién que hemos usado anteriormente, esto quiere decir que 7 = (0,0, 1) y entonces:

q(t) = (cos g,0,0,sin%)

En la Figura 3 se muestra el cinturéon como una secuencia de sistemas de referencia

determinados por esta rotacion.
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Figura 1: El truco del cinturén con 360 grados

\/
O

S —

Figura 2: El truco del cinturén con 720 grados
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Figura 3

De esta manera, si rotamos el cintuén con un angulo 6 = 27 (una vuelta), entonces:
q(0) = (1,0,0,0)
q(t) = (costm,0,0,sin 2tT)
q(1) =(-1,0,0,0)

Sin embargo, si rotamos el cintuén con un dngulo € = 47 (dos vueltas), entonces:
q(0) = (1,0,0,0)
q(t) = (cos2tr,0,0,sintr)
q(1) =(1,0,0,0)

Asi, si rotamos el cinturén dos vueltas obtenemos el cuaternién inicial (¢(0) = ¢(1) =
(1,0,0,0)) y por lo tanto el cinturén quedara de la misma forma en la que lo teniamos en
un principio (desdoblado). Pero esto no pasa si lo rotamos una tnica una vuelta, ya que
en este caso, no obtenemos el cuaternién inicial (¢(0) = (1,0,0,0) # (-1,0,0,0) = ¢(1)) y

por lo tanto el cinturén no quedard desdoblado como lo teniamos en el inicio.

4 Los octoniones

Definicién: El algebra de los octoniones, que denotaremos por O, es un R-algebra cuyo

espacio vectorial subyacente es R8. Tomando la base {1,e1,es,€3,¢€4,€5,¢6,€7}, donde
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1=(1,0,...,0) y ¢; = (0,...,19,...0), podemos representar los octoniones como:

7
0= {ao + Zaiei | Qg, @1, a3, a3, a4, as, Ag, A7 € R}
i=1

La multiplicacion se define sobre esta base por la tabla de multiplicacion:

1| e €9 es €4 es €6 €7

1] 1] ¢ ey es ey es €6 er
er|ler| =1 | eqs | er | —ea| €5 | —e5 | —e3
ey | ea | —eq | =1 | es e1 | —es | er | —eg
es |es | —e;r | —es | =1 | eg ey | —eq | e
es | es] € | —e1 | —eg | =1 | ey es | —es
es |es | —eg | es | —ea | —er | =1 | € €4
eg |leg| es | —er | ea | —e3 | —e1 | =1 | eq
€7 | €7 €3 € —€1 (&1 —€4 | —€2 -1

Tabla 2

Y se extiende a O por asociatividad y R-bilinealidad.

La regla de multiplicacion de los elementos de la base de los octoniones se puede recordar

facilmente a través de plano de Fano:

que esta formado por siete puntos y siete lineas orientadas (el circulo central lo conside-
ramos como una linea). Cada uno de los puntos corresponde a un elemento de la base
imaginaria de los octoniones. Para obtener el resultado de la multiplicacion de dos ele-

mentos de la base, tan solo tenemos que seguir la linea que los une teniendo en cuenta su
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orientacion.

Observacion: La multiplicacién de los octoniones no es asociativa (en general, wq (wows) #

(wiwy)ws). En la Tabla 2 se ven claramente varios contraejemplos como:
61(6263) =eg * —€g = (6162)63
Definiciéon: Dado u = ug + ZZ:Z' u;e; € @, se define:

i) Re(u) = ug

i) Im(u) = Y, ue;
Definicién: Sea u = ug+ Y, u;e; € Q. Se define:

i) El conjugado de u como:

7
u= Uy — Z u;e;
i=7

ii) La norma de u como:

lul = Vuu

Definicién: Se define el inverso multiplicativo de un octonién no nulo u como:

v v

T AME

Proposicién: O es una R-dlgebra en la que todo elemento no nulo tiene inverso (es un

algebra con division).

Demostracion: Por definicion O es un R-espacio vectorial. La multiplicacion:

w:0x0 -0
es R-bilineal.
Sea u e O, u # 0, se tiene:
U
wut = U = 1=utu
Ju
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luego @ es un anillo con division.

Observacién: En la seccién 2.2 vimos que H es una subdlgebra de Ms,o(C) y de
My,4(R), pero esto no ocurre con Q ya que el algebra de las matrices cuadradas rea-

les o complejas es asociativa y en cambio O no lo es.

5 La construccion de Cayley-Dickson

Definicién: Sea A una R-algebra unitaria con una aplicacién lineal:

a: A=A

arala)=a

que verifica:

=a VacA

Qll

i)
ii) ab=ba Va,be A

Diremos que A es una R-algebra unitaria con involucion.

La existencia de 14 € A nos permite considerar la aplicacion:

R A

ar—aly

Definicién: Si A es una R-dlgebra unitaria con involucién, diremos que A verifica la

condicién de Cayley-Dickson si:
i) ataeR VYaeA
ii) aa=aa>0 VaeA a%0

Lema: Si A es una R-algebra unitaria con involucién que verifica la condicién de Cayley-

Dickson, se puede definir una norma sobre A por:

lal* = aa
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Demostracion: Veamos que, efectivamente, es una norma:

i) |a| = (aa)’?>0 VYae A
i) Ja| =0« aa=0<a=0
iii) |ka| = Vkaka = Vk2aa = |k|v/aa = |k||a| YaeA, VkeR

iv) |a+b|?=(a+b)(a+b) = (a+b)(@a+b) =aa+ab+ba+bb=|a|?+ab+ab+|b]? =
lal?+2Re(ab)+[b]* < |a]?+2] Re(ab) |+[b]* < |a]*+2]ab]+[b]* = |a|*+2]al |b] +[b]? =
(lla] + 0])? = ||la + 0| < ||a] + |b]] Va,be A (Desigualdad triangular)

Entonces, es posible definir el inverso multiplicativo de a € A, a # 0 por:

L a
a " =—
]

Ademas, la norma es multiplicativa ya que:

lab]* = (ab)(ab) = abba = a(bb)a = |a|*|b]*

Definicién: Sea A una R-algebra con involucién que verifica la condicién de Cayley-
Dickson. Entonces la construccién de Cayley-Dickson proporciona una nueva algebra A’
con involucién que verifica la condicion de Cayley-Dickson, los elementos de la cual son

los pares (a,b) € A2. La multiplicacién en A’ se define por:
(a,b)(c,d) = (ac—bd,ad + bé) V(a,b),(c,d) e A’ (1)
y la conjugacion como:

(a,b) = (a,-b) V(a,b)eA’ (2)

Lema: A’ verifica la condicién de Cayley-Dickson.

Demostracion: Se tiene que verificar:
i) (a,b) + (a,b) =(a,b)+ (a,-b) =(a+a,b->b)=(a+a,0)eR V(a,b)e A’
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i) (a,b)(a,b) = (a,b)(a,-b) = (a@+bb,—ab + ba) = (aa+bb,0) >0 V(a,b)e A’

Observacién: Esta construccion produce una secuencia de R-algebras, cada una con

dimension doble de la anterior.

Ejemplos:
i) Si aplicamos la construccién de Cayley-Dickson a R con « = id, obtenemos C:
(a,b)(c,d) = (ac-bd,ad+bc) Y(a,b),(c,d)eC
(a.b) = (a,~-b)

ii) Aplicando la construccién de Cayley-Dickson a C con « la conjugacién en los com-

plejos, obtenemos H:

(a,b)(c,d) = (ac - bd,ad + bé) Y(a,b),(c,d) e H

Ademas, en la seccion de cuaterniones, ya vimos que el conjugado de un cuaternion

(a,b) estd definido como:

(a,b) = (a,-b)

iii) También obtenemos O si aplicamos la la construccién de Cayley-Dickson a H con
a la conjugacion en los cuaterniones. Podemos definir un octonién como un par de

cuaterniones, el producto y la conjugacién se corresponden con (1) y (2).

Observacion: Esta construccion nos permite entender de manera unificada la cadena R c
CcHcO. En cada paso de la construccién de Cayley-Dickson, el algebra va perdiendo
propiedades. En primer lugar perdemos el hecho de que cada elemento es su propio
conjugado, después perdemos conmutatividad, y finalmente perdemos la asociatividad.
En el siguiente paso de la construccion de Cayley-Dickson se pierde la propiedad de ser

un algebra con division.

6 El Teorema de Hurwitz

Sea n € N, Hurwitz se planted el problema de que si el producto de dos sumas de n

cuadrados se puede expresar como una suma de n cuadrados.
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Observemos que si z1 = (ag,a2), 20 = (by,b2) € C, se tiene que:
2 2 _ 2 2, 2V(2 o 12 — 2 2
|21 *22]* = [2122]* = (ai + a3) (b1 + b3) = (a1by — azbz)” + (@12 + azbs)
De manera que, podemos expresar el producto de dos sumas de 2 cuadrados como una
suma de 2 cuadrados.
En la seccién de 2.2 vimos que la norma en H es multiplicativa, de manera que si ¢; =

(a17a2>a37a4)7QQ = (b17b27b37b4) € H? s€ tiene que:

lar|* a2l = la1ga]* = (a¥ + a3 + a3 + a3) (Ui + b3 + b5, by) = Af + A5 + A+ Aj

donde Ay, Ay, A3, A4 son las componentes del cuaternién que resulta de multiplicar ¢;¢s.
Asi que, el producto de dos sumas de 4 cuadrados se puede expresar como una suma de

4 cuadrados.

Esto también ocurre en el caso de ©. De hecho, en 1898, Hurwitz demostré que si

ai,...,an, b1, ..., b, son variables, entonces si existe una férmula del tipo:
2 2Y(h2 2Y _ A2 2
(aF+-+a2)(b3+-+b2)= A2+ + A2

donde Aq,..., A, son de la forma:

n
Ai = Z cijkajbk

jk=1
con ¢;ji, € R, necesariamente n=1,2,4 6 8.

En esta seccién veremos una version del teorema de Hurwitz que afirma que un algebra
normada de dimensién finita sobre R tiene dimensién 1,2,4 6 8. Para poder llegar a de-
mostrar este teorema, previamente estudiaremos para qué dimensiones es posible definir

un “producto vectorial” en R™. Veremos que esto sélo es posible sin=1,3 6 7.

Sean a,b,c € R*, A € R y sea X un producto que verifica los siguientes axiomas:
Ax.1: aXb=—-(bXa)

Ax.2: aX(b+c)=(axb)+ (aXc)

Ax.3: AMaxb) = (Aa)Xb

Ax.4: a-(axXb)=0
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Ax.5: |aXb| = [|al?|b]? - (a-b)?]/?

donde - y | | denotan el producto escalar y la norma respectivamente.

Observacién: Suponiendo ciertos Ax.1, Ax.2, Ax.3 y Ax.4, entonces Ax.5 es equivalente

a que si a,b € R son tales que |a| =]b| =1y a-b=0 entonces |aXb| = 1.

Proposicién 1: Sean a, b, c € R" y sea X un producto que verifica los 5 axiomas anteriores,

entonces se verifica:

i) (aXxb)-c=-[b-(aXc)]

i) axX(bXc)-eX(axb)=2(a-c)b—(b-c)a-(a-b)c
Demostracion

i) Cambiando a por a + ¢ en Ax.4 y usando Ax.1, Ax.2 y Ax.4, se obtiene:

O=(a+c)-((a+c)xXb)=(a+c) - [-(bX(a+c))] =(a+c) - [-((bXa)+ (bXc))]
=-[(a+c)-(bXa)+(c+a) - (bXc)]=-[a-(bXa)+c-(bXa)+a-(bXc)+c-(bXc)]

=—[ex(aXb)+a-(bXc)]=c-(bXa)=-[a-(bXc)]

Cambiando a por by b por a obtenemos lo que se queria demostrar.

ii) Podemos escribir Ax.5 como:
(axb)-(axb)=(a-a)(b-b)-(a-b)?
De la misma manera que en i) se ha cambiado a por a+c, en este caso se debe cambiar

b por b+ d en esta ultima igualdad, y aplicando bilinealidad, simetria y cancelando

lo que vale 0, se obtiene:

(aXxb)-(axXd)=(a-a)(b-d)-(a-b)(a-d)

aplicando i) y la linealidad del producto escalar, se tiene:
-l[ax(axb)]-d=[(a-a)b-(a-b)a]-d=-[aX(aXb)]=[(a-a)b-(a-b)a] =

= aX(aXb)=(a-b)a-(a-a)b (*)

Finalmente, cambiando a por a + ¢ en esta tltima expresién se llega a ii). Para ello,

primero hagamos el cambio en la parte de la izquierda de la desigualdad i apliquemos

Ax.1, Ax.2 y Ax.4:
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(a+c)X((a+c)Xb)=(a+c)X[-(bX(a+¢))]=(a+c)X[-((bXa)(bXc))]=-[(a+

O x((bxa)(bxe)] = [(bxa)bxe)]x(a + ) = [(hxa) + (Bxe)]xa + [(bxa) +
(bXc)]Xe=-[aX(bXa)+taX(bXc)+eX(bXa)+eX(bXc)] =-[aX(bXc)+eX(bXa)] =
—aX(bXc)+cX(axb)

Ahora, hagamos el cambio de a por a + ¢ en la parte de la derecha y apliquemos

también Ax.1, Ax.2 y Ax.4:

[(a+c)-b](a+c)-[(a+c)-(a+c)]b=(a-b+c-b)(a+c)-[(a-b)a+2(a-c)b+ (c-b)c] =
(a-b)a+(c-b)a+(a-b)c+(c-b)c—(a-b)a-2(a-c)b—(c-b)c=-2(a-c)b+(c-b)a+ (a-b)c

Y como aX(aXb) = (a-b)a- (a-a)b, entonces —aX(bXc)+cX(aXb)=-2(a-c)b+
(c-b)a+ (a-b)e.

Observacién: Si a,b,c € R son ortogonales entre si, entonces la igualdad ii) de la

proposiciéon anterior se escribiria como:

aX(bXc) =cX(axXb) (%#)

A partir de ahora, supondremos que X es un producto que verifica Ax.1, Ax.2 y Ax4y

Ax.5.

Definicién: Sea X un producto en R™. Un subespacio A de R” es cerrado bajo X si

AXAcA.

Definicién: Sea X un producto en R™. Un subespacio B de R"™ se dice que es estable

bajo AX, donde AcR" si AXBcB.

Proposiciéon 2: Sea A ¢ R" y sea B un subespacio de R*. Si B es estable bajo A X,
entonces Bt ={c|ceR" b-c=0 VYbe B} también lo es.
Demostracion: Se tiene que demostrar:

AXBcB=AXDB!'cBt

Si ¢ € B*, entonces para todo a € Ay be B, aplicando i) de la proposicién 1, se tiene que:
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b-(aXc)=-[(aXb)-c]=0yaque AXBcB

Por lo tanto, para cualquier b€ B, b 1 (aXc¢) y entonces a X c € B*.

Proposiciéon 3: Sea A un subespacio de R™ que es cerrado bajo X y tiene una base
ortonormal {f1,..., fr}. Sea b e AL. Entonces los vectores {b, f1 X, ..., fr Xb} son de At
y son ortogonales entre si y de la misma norma que b. En particular, si b es un vector

unitario, {b, f1 Xb, ..., fr Xb} es un conjunto ortonormal de k+1 elementos de A*.

Demostracién: Por la proposicién 2 se tiene que {b, fi Xb, ..., fr Xb} € AL. Ahora bien,
por Ax.4, se tiene que b- (f; Xb) =0y ademds aplicando Ax.1, i) de la proposicién 1 y

(+), se tiene que :

(fiX0) - (f;Xb) = (bX fi) - (0X f;) = =[0X(bX fi) - f3] = =[(b- fi)b = (b-D) fi] - f; =
=(b-0)(fi- f;) =0

Por lo tanto los vectores b, fi Xb, ..., fy Xb son ortogonales entre si.

Finalmente, por Ax.5:

X Bl = (LA 2 = (f- 021172 = [ 2172 = (0f2)142 = o

Observacion: En R todos los vectores son paralelos, asi que la tnica opcién de tener
un producto vectorial serfa v x w = 0 para todo v,w € R que no verifica el Ax.5 ya que
lv x w| = (1212 - 02)1/2 = 1. En R? no se tiene producto vectorial ya que el vector v x w
es ortogonal a v € R? y a w € R2, lo que implica que v x w = 0, pero esto no puede pasar
si estos vectores son ortogonales y unitarios pues en ese caso por el Ax.5 se tendria que

|U x w| — (1212 _ 02)1/2 =1.

Observacion: Si eg, es son un par de vectores ortonormales de R”, entonces por Ax.5 se

tiene que:
ler X ea] = [|er?lea]? = (e1-€2)2]2 = (1-0)/2=1

Denotaremos H el subespacio de R formado por {ey, ez, e3}, donde ez = e; X es.
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Proposicién 4: H es cerrado bajo X.

Demostracion: Hay que demostrar que H X H ¢ H. Por la bilinealidad de X, basta

comprobarlo para los elementos de la base, para ello usaremos Ax.1y (*):
€9 X63 = €9 X(€1 XBQ) = —[62 X(€2 Xel)] = —[(62 . 61)62 - (62 . 62)61] =€

Se demuestra andlogamente para esXe; = es.

Observacion: La base {e1, e, €3} tiene la misma tabla de multiplicar que la base {i, 7, k}

de R3 con el producto vectorial usual.

Observacion: Cualquier vector a € R" se puede expresar como:
3 3
a=Yq(a e)e;+[a-Yi(a €)e]

donde Y7 (a-e;)e;e Hy a- %7 (a-e;)e; € HE.

Proposicién 5: Si H =R”, entonces n =3 o bien n > 7.

Demostracion: Si H = R™, entonces n = 3 o bien se podria encontrar un vector uni-
tario m € H*. Supongamos el ultimo caso. Entonces por la proposicion 3, el conjunto
{m,e; Xm,es Xm,e3Xm} es ortonormal en H* y el conjunto {ey, €3, e3,m, e; Xm, es X m,e3 Xm}

es ortonormal en R™, por lo tanto n > 7.

Proposicidn 6: Sea C el subespacio de R™ generado por {eq, €2, e3,m, e1 Xm, ea Xm, ez Xm},

entonces C' es cerrado bajo X.

Demostracion: Hay que demostrar que C' X C' c C'. Para ello distingamos los cinco casos

de productos que pueden ocurrir:

e ¢; Xe; que estd en H por la proposicién 4 y obviamente H c C.
e ¢; Xm que pertenece a C' por definicién.
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e ¢; X(e; Xm) que usando ii) de la proposicién 1 y Ax.1 se tiene que:
e; X(e;Xm) =2(e;-m)ej—(ej-m)e; — (e;-e;)m+mX(e; Xe;) =—(e; Xej) Xm—(e;-
ejymeC

e m X(e; Xm) que aplicando Ax.1y (*) se tiene que:
mX(e;Xm)=-mX(mxe;)=(m-m)e;— (m-e;)m=e; € C

o (e;Xm)(e; Xm) que por Ax.1, por () y por el caso anterior, se obtiene lo si-

guiente:

(e;Xm)(e;Xm) = (mXe;))X(mXe;) = e; X[(mXe;) Xm] = e; X[mX(e; Xm)] =
e;Xe €C

Observacion: Un vector a € R™ lo podemos escribir de la siguiente manera:

a=[Tii(ae)e;+(a-m)m+ i, (a- (e;Xm))(e; Xm)]+

+la-Tii(a-e)e; = (a-m)ym - XL (a- (e;Xm))(e;Xm)]

donde [Y7(a-e;)e;+ (a-m)m+ Y2 (a-(e;Xxm))(e;Xxm)] e Cy [a-Y3 (a-e)e;— (a-
m)m - Y2 (a- (e;Xxm))(e;xm)] € C*. Por lo tanto, si C' =R, entonces n = 7 o bien es

posible encontrar un vector unitario n € C'*+.

Teorema: Si existe un producto vectorial en R* tal que satisface Ax.1, Ax.2, Ax.3, Ax.4

y Ax.5, entonces k=1,3 6 7.

Demostracion: Ya hemos visto que si k < 3, entonces existe un producto vectorial solo si
k =3y que si k > 3, entonces solo puede existir un producto vectorial si k > 7. Ahora
bien, si k > 7, se puede encontrar un vector unitario n € C'*, donde C' es el subespacio
de R*¥ que hemos construido anteriormente. Vamos a demostrar que la suposicién de la
existencia de este vector n nos lleva a una contradiccién. En efecto, en el caso de que
exista n, entonces m X n es también un vector unitario (por Ax.5) en C*t. Sea p =mXn,
entonces también podemos escribir p X m = n (demostracién anédloga a la de la proposicién

4). Ahora hagamos los siguientes célculos para i # j:

o (e;Xm)X(ejXn)=(e;Xm)X(e; X(pXm)) ya que n=pXm
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= (es Xm) X(mX(e; Xp)) por (xx)
= (e;Xp) X((e; Xm)Xm) por (x*)
= (e; Xp) X(mX(mXe;)) por Ax.1
= (e;Xp) X[(m - e;)m — (m-m)e;] por ()
= —(e; Xp) Xe; =e;X(ej Xp) por Ax.1
= pX(eiXe;) por (+x)

o (e;Xn)X(e;Xxm)=(e;Xn)X(e;X(nXp)) yaque m=nXp
= —(e; Xn)X(e; X(pXn)) por Ax.1
= —(e;Xn) X(nX(e; Xp)) por (x*)
= —(eiXp) X((e; Xn) Xn) por (x*)
= —(e; Xp) X(nX(nXe;)) por Ax.1
=—(e; Xp)X((n-ej)n—(n-n)e;) por (*)
= —(e; X p) X(=¢;) = —¢; X(e; Xp) por Ax.1
= —pX(e;Xe;) por (xx)

=pX(e; Xe;) por Ax.1

Entonces se tiene que (e; Xm) X(e; Xn) = (e; Xn) X(e; X m), pero esto contradice al Ax.1
a no ser que el producto sea 0. Esta contradicciéon demuestra que el caso k > 7 no se

puede dar.

Ahora falta definir un producto vectorial en R7 que verifique los cinco axiomas. Consi-

deraremos la terna (a, A, b) donde a,b € R? y X € R bajo la correspondencia:
ayiy + -+ aziz = (a1 + azj + ask, aq, asi + agj + ark)
Esta correspondencia nos da las siguientes operaciones en R7:
o suma: (ar, A1, b1) + (a2, A2, b2) = ((a1 + az), Ay + A2, (b1 + b))
e multiplicacién por un escalar: k(ay, A1,b1) = (kay, kA, kby)

e producto escalar: (ay, A1,b1) - (az, A2, b2) = (a1 -as) + A1 Aa + (by - b2)
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e producto vectorial: (a1, A1, b1) X(az, A2, b2) = ([A1ba=Aab1+(ay X az)—(by X b2)], [-(as-
bg) + (bl . CLQ)], [)\2@1 - )\1(12 - (a1 sz) - (b1 ><a2)]
donde ay,as,b1,by € R3, A\, Ay € R.

Como el producto vectorial en R? satisface los cinco axiomas, entonces se deduce de la

definicién anterior que este producto vectorial en R7 también los verifica.

Definicién: Sea K un cuerpo. Un dlgebra normada (A,| |) estd formada por una K-

algebra A y una norma | |: A - K tal que:

eyl = eyl Va,ye A

Teorema (de Hurwitz): Un dlgebra normada de dimensién finita sobre R tiene dimen-

sién 1,2,4 6 8.

Demostracion: Si A es una R-algebra normada, entonces se tiene una norma | |: A - R
tal que |zy| = |z|ly] Vx,y e A. Esta norma nos define una aplicacién R-bilineal, simétrica
y definida positiva:

<,>»AxA->R

vaque <z, y>=i(<z+y,z+y>-<zax>-<yy>)=s(z+yP-|z2-|y?) Va,yecA

Se tiene que:

lzy| = |x||ly| Vo,ye A — <zy,zy>=<x,x><y,y> VYVr,yecA

Si en esta ultima expresion cambiamos x por z + z, se tiene que:
<(z+2)y,(z+2)y>=<(r+2),(x+2)><y,y>

J

<xy+zy,xy+2y>= (KT, x>42<2,x>+<2,2>) <Y,y >

U

<xY,xYy > +2< 2y, xY >+ < 2y, 2Y >=< T, x> Y, Y > +2< 2, x ><Y,Yy>+< 2,2 >< Y,y >

U

<zy,xy >=<2,T >< Y,y >
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| cambiando y por y +w
<z(y+w),z(y+w)>=<z,x><y+w,y+w>

U

<zy+zw,xy +xw >=<z,x > (<y,y > +2 <y, w > + < w,w >)

J

<2Y,xY >+ < 2Y, W > + < 2w, TY > + < 2W,TW >=< 2, >< Y,y > +2< 2, x>y, w > +

+<z,x><w,w>

J

<2Y,xW >+ < Zw,xY >=2< 2,x >< Y, W >

J

<TY,2W >+ < TW,2Y >=2< T, 2 >< Y, W >

De esta ultima expresion solo necesitaremos tres casos:

Caso 1:<e,x><y,y>=<y,xy > Caso 1l :<x,x><e,w>=<x, 10 >

Caso2: 2<z,e><y,e>=<zy,e>+<z,y>

Ahora, sea V el subespacio (Re)t de A = Re @ (Re)* y definamos una operacién X :
V xV =V por:

aXb=ab+<a,b>e

Veamos que este producto verifica los cinco axiomas :

e X verifica el Ax.2 ya que: aX(b+c¢)=a(b+c)+<a,b+c>e=ab+<a,b>e+act<

a,c>e=(axXb)+(aXc)

e X verifica el Ax.3 ya que: A(aXb) = Aab+ <a,b>e)=Xab+ A <a,b>e=Nab+ <
Aa,b>e=(\a)Xb

e X verifica el Ax.4 ya que:
— <aXbb>=<ab +<a,b>e,b>=<ab,b>+<<a,b>e,b>=
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<ab,b>+<a,b><e,b>=<ab,b> (ya que <e,b>=0)
=<e,a><b,b> (por el Caso 1)
=0 (ya que <e,a >=0)

— <a,aXb>=<a,ab +<a,b>e>=<a,ab>+<a,<a,b>e>=
=<a,ab>+<a,e><a,b>=<a,ab> (ya que < a,e >=0)
=<e,b><a,a> (por el Caso 1)

=0 (ya que <e,b>=0)
Por lo tanto, < aXb,b>=0=<a,aXb>.

e X verifica el Ax.1 ya que:

— <-bXa,b>=<-ba+ < -b,a>e,b>=<-ba,b>+ < -b,a><e,b>=
=< —ba,b> (ya que < e,b>=0)
=<e,—a><b,b> (por el Caso 1)
=0 (ya que <e,—a >=0)

— <a,-bXa>=<a,-ba+ < -b,a>e>=<a,-ba>+<a,e><-b,a>=
=<a,-ba> (ya que < a,e>=0)
=<e,-b><a,a> (por el Caso 1)

=0 (ya que < e,-b>=0)

Por el Ax.4 sabemos que < aXb,b >= 0 =< a,aXb > y ahora hemos visto que
<-bXa,b>=0=<a,-bXa > Entonces se tiene que a Xb=-bXa.
e X verifica el Ax.5 ya que:

laXb]? =<aXb,aXb>=<ab+<a,b>e ab+<a,b>e>=<ab,ab>+ <ab,e><a,b>

+<a,b><e,ab>+<a,b>? <e,e>=<ab,ab>+<ab,e><a,b>+<a,b><e,ab>

+<a,b>? (yaque<e,e>=1)

Por otro lado, se tiene que < ab,e >= - < a,b > ya que:
<abe>+<a,b>=2<a,e><be> (por el Caso 2)

=0 (ya que < a,e >=<b,e >=0)
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De manera que:
laXb? =< ab,ab>-<a,b>?-<a,b>%+<a,b>*=<ab,ab>-<a,b>2=
= |al?|b]*- < a, b >2
Entonces aplicando el teorema anterior, se tiene que dimg(V') =0,1,3 6 7. De manera

que, dimg(A) =1,2,4 6 8.

Observacién: Se puede precisar més el teorema anterior y demostrar que si A es un

algebra normada de dimensién finita sobre R, entonces A es isomorfa a R, C, H 6 Q.

Corolario (Teorema clasico de Hurwitz): Si zy,...,2,,y1, ..., Y, son variables, enton-

ces si existe una formula del tipo:
(23 e 2) (57 o0 = AT 4+ A2

donde Aq, ..., A, son de la forma:

n
A;= Z CijkTjYk

Jisk=1

con ¢;ji, € R, necesariamente n=1,2,4 6 8.

Demostracion: Tomando A = R™ con el producto definido por (1, ....,2,) (Y1, ..., Yn) =
(Aq,...,A,) y la norma euclidea, entonces se tiene que A es un édlgebra normada. Apli-

cando el teorema anterior, la dimensiéon de A sélo puede ser 1,2,4 6 8.
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