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Abstract

The aim of this final project is to study the pricing of zero-coupon bonds of different
interest rate models in a continuous-time market in the absence of arbitrage opportunities,
specifically, the Vasicek model and the Cox-Ingersoll-Ross model. First, this study needs
to analyze the basis of the stochastic modeling of continuous-time market which includes
to study some notions about the stochastic calculus.

So, first the chapters 1 and 2 have some useful concepts and results of stochastic
calculus like the Brownian motions, the stochastic integrals, the It6 calculus, the stochastic
differential equations... Then, in the chapter 3 some economic concepts, the model of
continuous-time market and the concept of portfolio self-financing, are defined; and also,
this Black-Scholes pricing are studied. Later, in the chapter 4, some common models
short term interest rate models are introduced. Last, in the chapter 5, the pricing of
zero-coupon bonds are studied following the two named models in the former chapter,
the Vasicek model and Cox-Ingersoll-Ross model, using pricing from chapter 3.

During all the project, we suppose all the affirmations about finite random variables
and stochastic processes are true P almost surely.

To sum up, we have used different resources but overall, we have based on the books
Introduction to stochastic calculus applied to finance ([Lam]) and An elementary intro-
duction to stochastic interest rate modeling ([Pri)]).






Capitol 1

Processos estocastics a temps continu

1.1 Conceptes basics

Amb els processos estocastics es pretén representar I’evolucié aleatoria d’un sistema al
llarg del temps.

Definicié 1.1. Un procés estocastic a temps continu és una familia (X;);er, de variables
aleatories definides en un espai de probabilitat (€2, F,P) amb valors en 1’espai mesurable
(R, B(R)). Recordem que B(R) és la o-algebra més petita que conté tots els intervals
oberts de R. Anomenem Borelians als elements de B(R).

Un procés estocastic és aleshores una funcié de dues variables
X:OxRy — R,

tal que per cada t € Ry la funcié w — X;(w) és una variable aleatoria, mentre que per a
cada w en ) la funcié ¢t — X;(w) és una trajectoria del procés.

Necessitem, també, altres conceptes relacionats amb els processos estocastics.

Definicié 1.2. Considerem l'espai de probabilitats (2, F,P). Una filtracié (F;)icr, és
una familia creixent de o-algebres incloses en F. Es diu que Uespai (Q, (F)ier,, F,P) és
un espai de probabilitats filtrat. La o-algebra F; representa la informacié disponible en
el moment t.

Definicié 1.3. Un procés (X;)icr, esta adaptat a la filtracié (F;)ier, si, per qualsevol
t, Xt és una variable aleatoria Fi-mesurable. En aquest cas es diu que el procés (X;)ier,
és Fi-adaptat.

Tot procés estocastic X; determina una filtracid natural donada per Fy = 0 { X, : s < t}.
Clarament, tot procés esta adaptat a la seva filtracié natural. En aquest cas, a la g-algebra
Fi la interpretem com la historia del procés al temps ¢, ja que en ella s’hi troben tots els
possibles successos que el procés hagi tingut fins aquell moment.
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Si X; és un procés Fi-mesurable, la filtracié natural o {Xs : s <t} C F;. A partir
d’ara, quan parlem d’una filtracié sense esmentar res, suposarem que es tracta de la
filtracié natural del procés que estem considerant.

Per simplificar I’escriptura, donarem les segilients notacions.

Notacié 1.4. Denotem per L?() I'espai vectorial de variables aleatories X que sén
quadrat integrables, és a dir, que compleixen la condici6

1X 1 Z2() = EIIX ] < 0.

La funcié X — [|X|| ;2 defineix una norma en L?(£2), i aquest espai es complet respecte
aquesta norma, és a dir, és un espai de Banach. Aixo vol dir que tota successié de Cauchy
té limit en ell.

Notacié 1.5. Sigui p > 1. Anomenarem LP(§2 x R ) 'espai de processos p-integrables,
és a dir, I’espai de processos estocastics u : 2 x Ry — R tals que

[l sy =B | [ o] < o0

i LP,(Q x R4) Pespai de processos Fi-adaptats en LP(2 x Ry). Pel mateix raonament
d’abans aquests espais també sén de Banach.

1.2 El moviment Brownia

El moviment Brownia és un exemple particular de procés estocastic. L’estudiem perque
sera el nucli de la majoria dels models financers.

Definicié 1.6. Un moviment Brownia respecte a la filtracié F; és un procés estocastic
continu a valors reals (X;)icr, amb trajectories continues i increments independents i
estacionaris. En altres paraules:

e Vit >0, X; és Fi-mesurable.
e Les trajectories ¢t — X;(w) sén continues.
e Increments independents: si s <t, X; — X és independent de la o-algebra F;.

e Increments estacionaris: si s <t, X; — X i Xy_s — X tenen la mateixa llei.

L’anomenarem moviment (F;)-Brownia.

El primer punt d’aquesta definicié mostra que o {X,,u < s} C F;. Anomenarem
moviment Brownid al moviment (F;)-Brownia on F; és la filtracié natural.

Teorema 1.7. Si (Xt)teR+ és un moviment Brownia, aleshores Xy — X €s una variable
aleatoria normal amb mitjana pt i variancia o®t, on i o sén nombres reals constants.
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DEMOSTRACIO. Podeu consultar [Gik| per una demostracié d’aquest teorema.

El segiient teorema remarca la propietat de Gauss del moviment Brownia. Acabem de
veure que per a qualsevol ¢, X; és una variable aleatoria normal. Un resultat més fort és

el segiient:
Teorema 1.8. Si (Xt)te[[g+ és un moviment Brownia i si 0 < t; < --- < t,, aleshores
(Xtyy..., Xy,) €s un vector gaussia.

Abans de demostrar aquest teorema hem de recordar que:

Definicié 1.9. Una variable aleatoria X = (Xi,...,Xy) en R? és un vector gaussia si
d

per a qualsevol seqiiencia de nombres reals a1, ..., aq, Z a;X; és normal.
i=1
Les components Xq,..., Xy d’'un vector de Gauss sén obviament normals, pero el
fet de que cadascuna de les components d’'un vector sén variables aleatories normals no
implica que el vector sigui normal. No obstant aixo, si X1, ..., X4 sén variables aleatories
independents i normals, llavors el vector (X7,..., X ) és normal.

DEMOSTRACIO. Considerem 0 < t; < --- < t,, llavors el vector aleatori
(Xt17Xt2 - Xt17 cee 7th - thfl)

esta compost per variables aleatories independents (per la Definicié 1.6) i normals (pel
Teorema 1.7). Per tant, aquest vector és gaussia i també ho és (Xi,,...,Xy,).

Definici6é 1.10. Es diu que un moviment Brownia és estandard si

o Xp=0,
[ ] E[Xt] = 0,
o Var(X;) =E[X}] =t

A partir d’ara suposarem que el moviment Brownia és estandard si no deim el contrari,
i el denotarem per (By)cr, -

Observem que per tot s < t, By— By és una distribucié normal amb mitjana 0 i variancia
t — s i que tot moviment Brownia (Xt),geR+ es pot escriure com X; = Xg + ut + 0By, on
nweRioc>0.

Per conveniéncia a vegades entendrem el moviment Brownia com un passeig aleatori
sobre intervals de temps infinitesimal de longitud dt, amb increments AB, sobre [t,{ + dt]
donats per AB; = +v/dt amb probabilitats iguals a 1/2.
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1.3 Martingales

El concepte de martingala és una eina crucial per explicar la nocié d’arbitratge, per
aixo és important estudiar-lo.

Definicié 1.11. Considerem un espai de probabilitats (2, F,P) i una filtracié (F¢)er,
en aquest espai. Una familia adaptada (M;);cr, de variables aleatories integrables, és a
dir, tal que E[|M|] < +o00 V¢, és una:

e martingala si, Vs < t, E[M;|Fs] = Ms;
o supermartingala si, Vs < t, E[M|Fs| < Ms;

o submartingala si, Vs < t, E[M|Fs] > M;.

Es desprén d’aquesta definicid, aplicant esperances a cadascuna de les equacions, que
si (My)ier, és una martingala, llavors E[M;] = E[My] per a qualsevol t. Aixo vol dir que
totes les variables aleatories que formen la martingala tenen les mateixes esperanges. Si
és una supermartingala, E[M;] < E[My] i si és una submartingala, E[M;] > E[M].

Veiem alguns exemples de martingales:

Proposicié 1.12. 5 (Xt)t€R+ és un moviment Fi-Brownia estandard aleshores:

1. Xy és una Fi-martingala.
2. X} —t és una Fi-martingala.

2 L .
3. e?Xi= @/t 5~ 0, és una Fy-martingala.
DEMOSTRACIO.

1. Per demostrar que X; és una F;-martingala hem de veure que
Vs <t E[Xi|Fs] = X,

i aixo és equivalent a veure que Vs < t, E[X; — X|Fs] = 0. Veiem-ho:

Si s <t llavors X; — X és independent de la o-algebra F, per la definicié de
moviment F-Brownia. Per tant, E[X; — X|Fs] = E[X; — X;] per les propietats de
I’esperanga condicionada.

Per les propietats dels moviments brownians estandards (E[X;] = 0, E[X?] = ¢, Xo =
0) tenim que E[X; — X;] = E[X}] — E[X;] = 0, que és el que voliem veure.

2. Per demostrar que X7 — ¢ és una F;-martingala hem de veure que
Vs <t E[X? —t|F]=X2—s,

i aix0 és equivalent a veure que Vs < t, E[X? — X2 —t + s|F,] = 0. Veiem-ho:
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Observem que
E[X?—X2|F,] = E[(X:—X,)2 42X (X;— X)) | Fs] = E[(X;—X,)?|Fo] 42X E[ X, — X, | s,

ija que (X;)icr, ¢s una martingala sabem que E[X; — X,|F;] = 0 i per tant només
ens falta calcular

E[(X; — Xo)?F 2 B[ - X0)2 D E[(X, s — X)) D Rx2 ) D s,

1
2
3
4

Perque X; — X és independent de la o-algebra F; per la Definicié 1.6.
Perque X; — X1 X;_s — Xy tenen la mateixa llei per la Definicié 1.6.

Perque Xy = 0 ja que (X¢)iecr, és un moviment brownia estandard.

(
(
(
(

~— — ~— —

Perqué E(X?) =t ja que (X;)ter, 6és un moviment brownid estandard.
Aixi tenim

E[X? — X2 —t+s|F) = E[X? — X2|F) +E[s —t|/F] =t —s+s—t=0
com voliem veure.

o Xi—(0?/2)t

3. Per veure que e és una Fy-martingala hem de veure que

Vs<t, E {e"X’f—(UQ/Q)t‘ ]-*S} — 0 Xs—(0%/2)s

Per comencar recordem que si g és una variable aleatoria normal estandard sabem
que
400 1

E[eM] = 3 \/—2?6

)\xe—$2/2dx — €>\2/2. (*)

D’altra banda, si s < t,

E [echt—UQt/Q‘ ]_-} _ o Xs—aot/2 g [ea(xt_xs)
S| =

7|

a causa de que X, és Fs-mesurable.

Aixi només ens falta calcular

E {eU(Xt_XS)

.Fs:| @ E [e"(Xt_XS)} @ E [e“Xt*S] (:) E [eggm} @ e%UQ(t_s)

(1) Perque X; — X, és independent de la o-algebra F; per la Definicié 1.6.

(2) Perque X; — X1 X;_s — Xp tenen la mateixa llei per la Definicié 1.6 1 X = 0
ja que (X¢)ier, és un moviment brownia estandard.

(3) Perque X;_g és una variable aleatoria normal amb variancia ¢t — s i g també,
perdo amb variancia 1.

(4) Per (x) amb XA = o/t — s.
Finalment tenim

E [eaXt—(02/2)t‘ fs] _ o Xs—0%t/2 0P (t—s) _ GUXS_(U?/@S’

com voliem demostrar.
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1.4 Processos de Markov

Aquests processos i les seves propietats ens seran d’utilitat per a la valoracié dels bons
cupo zero, per aixo anem a estudiar-los.

Definicié 1.13. Un procés estocastic en R, és a dir, la familia (X;);cg, de variables
aleatories en (€, F,P), és un procés de Markov si per a tot t € Ry les o-algebres

Fi=0{Xs: s>t}

Fir=0{Xs : 0<s<t}

sén condicionalment independents donat X;.

Aquesta condicid es pot expressar com
P(AN B|X;) = P(A[X;)P(B|Xy),

per a tot A € F;" i B € F;. Aquesta propietat ens diu que 'estat del procés al temps
futur s > t és independent del passat (temps abans de t) quan l'estat del procés al temps
t és conegut.

Aquesta definicié implica naturalment que:

i) (Xi)ier, ¢és adaptat respecte a la filtracié (Fy)icr,, és a dir, X; és Fi-mesurable,
teRy.

ii) Per a tot u >t X, és condicionalment independent de F; donat Xy, és a dir,
E[f (Xu)|Fe] = E[f (Xu)|Xe], 0<t<u,

per a qualsevol funcié acotada mesurable f de R.

En particular,
P(X, € A|F) =E[14(Xy)|F] = E[14(X)|Xt] = P(X, € A|Xy),

A € B(R).

Processos amb increments independents proporcionen exemples senzills de processos
de Markov. De fet, per a totes les funcions acotades mesurables f, g tenim

Elf( Xty s X0 )9(Xors s Xs )X = E[f(Xe, — X+ 2, X, — X + )
cg(Xsy — Xt 42y, X, — Xi +2)]2=x,
=E[f(Xy, —Xe+x,..., Xy, — Xt +2)]2=x,
Elg(Xs, — Xi+ 2,0, X, — Xy + 2)]a=x,
=E[f( X, .., X)) [ Xe] - E[g(Xs, - -, X, )| X,

0<s1 < <8y <t<ty < <ty
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Definicié 1.14. Un nucli de transicid és una aplicacié P(x,dy) que compleix:

i) Per a cada x € R, A — P(z, A) és una probabilitat.

ii) Per a cada A € B(R), l'aplicacié  — P(x, A) és una funcié mesurable.

Definicié 1.15. El nucli de transicio ps; associat a (Xt)t€R+ es defineix com
pst(z,A) =P(Xy € A|Xs=2) 0<s<t

Aquest nucli ens proporciona la probabilitat de que el procés es trobi en el conjunt A al
temps t condicionat a que es va trobar en ’estat x en un temps anterior s.

Observem que tenim

pst(Xo, A) = P(X, € A|X,) = P(X; € A|JF), 0<s<t.

Definicié 1.16. L’operador de transicio (Ps;)o<s<t associat a (X¢)ier, es defineix com

Piif(x) :=E[f(X)|Xs = 2] = /Rf(y),usﬂg(x,dy), r e R.

Si ps+(x) denota la densitat de X; — X tenim

o, A) = /A pealy —2)dy, A€ B(R),

Posf(z) = /R F)pealy — )dy.

Suposarem que (X¢)ier, és homogeni en temps, és a dir, us; només depen de la
clR Y ? 3
difereéncia ¢ — s, i la denotarem pus;. En aquest cas, la familia (FPp¢)icr, es denota per
(P)ter, 1 defineix un semigrup transicio associat a (Xy)ier, com

Puf(z) = E[f(X,)| Xo = 2] = /R f@u(r.dy), =R

I satisfa la propietat de semigrup

PP, f(x) = B[P f(X4)| Xo = 2] = E[E[f(Xt4.0)| X.]| Xo = 2]
= E[E[f(Xiqs)| Fs]| X0 = 7]
= E[f(Xt+5)| X0 = 2] = Pys f(x),

el que condueix a I’equacio de Chapman-Kolmogorov

pisea (0, A) = pig % (i, A) = /R o, dy) ey, A).
Per la introduccidé obtenim

P(Xty,. .., Xt,) € BL X ... X By) = / / po (2, dxr) - oy, 0 (Tn—1, dp),
B n
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peral<t; <---<t,iBy,...,B, Borelians de R.

Si (X¢)ter, és un procés de Markov homogeni amb increments independents llavors la
densitat pi(x) de X satisfa la propietat de convoluci6

Posa(z) = /R paly — D)pi(y)dy, T ER,

que es compleix, en particular, pels processos amb increments independents i estacionaris,
com els processos de Lévy. Un exemple tipic d’una densitat de probabilitat que satisfa
una propietat com la convolucié és la densitat Gaussiana, és a dir,

1 1
pe(x) = Nz exp (_th2> , x€R.



Capitol 2

Integrals estocastiques i calcul d’It6

En un model de temps discret, si seguim una estrategia d’autofinancament ¢ =
(Hp)o<n<n, actualitzaci6 del valor de la cartera de riquesa inicial Vp és

Vo + ZHj(gj - gj—l%
j=1

on §j i gj,l sén els vectors dels preus descomptats dels actius financers que formen la
cartera als temps j i j — 1, respectivament. Aquesta riquesa és una martingala transfor-
mada sota una certa mesura de probabilitat de tal manera que el preu de descompte de
la cartera és una martingala. Pel que fa als models de temps continu, el caracter integral
de la forma fg H Sd§S ens ajudara a descriure la mateixa idea.

Els processos de modelitzacié dels preus de les accions sén normalment les funcions
d’un o diversos moviments brownians. Pero una de les propietats més importants d’'un
moviment Brownia és que, quasi segurament, els seus camins no sén diferenciables en
cap punt. En altres paraules, si B; és un moviment Brownia, es pot demostrar que per

a gairebé tots els w € Q no hi ha cap temps ¢ en R tal que dB;/dt existeix, ja que,

dB; _ £Vt
dt  —  dt
integral anterior com

= i\/% ~ +o0o. En conseqiiencia, no estem en condicions de definir la

t t dBS
/Of(s) dBS:/of(S) I ds.

No obstant aix0, estem en condicions de definir un tipus d’integral respecte un moviment
Brownia, que anomenarem integral estocastica. Aquest és el proposit d’aquesta seccid.

2.1 Construccié de la integral estocastica

En aquesta seccié construirem la integral estocastica d’Itdé de processos de quadrat
integrable adaptats respecte d’un moviment Brownia. El principal Us de les integrals
estocastiques a les finances és modelar el comportament d’una cartera impulsada per un
actiu amb risc.

La definicié d’integral estocastica respecte un moviment Brownia consistiria en escriure

o o d
| s as = [ rw S
9
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pero aquesta definicié falla perque els camins d’un moviment Brownia no sén diferenciables
en cap punt, com hem vist abans. Aixi, en comptes de construir la integral estocastica,
primer construirem la integral de processos previsibles simples.

Definicié 2.1. (u¢)ier, és un procés previsible simple si es pot escriure de la forma

n
U = ZE l(ti—l,ti](t)a t e RJr,
=1

on F; € L*(Q, F,_,,P) és F,_,-mesurable, i = 1,...,n.
Un procés previsible simple és, per tant, un procés amb trajectories aleatories esglao-

nades. Anomenem P l'espai de processos previsibles simples. Es pot comprovar facilment
que el conjunt P forma un espai lineal i és dens en L? (Q x R}) Vp > 1.

Proposicié 2.2. Sigui (u;)ier, un procés previsible simple. La integral estocastica de uy
respecte un moviment Brownia (By)icr, es defineix

I(u) ;:/0 uy dBy = ZF )

i s'estén a uw e LY (Q x Ry) a través de la formula d’isometria

E[/Ooout dBt/Ooovt dBt] :E[/Oooutvt dt] (2.1)

DEMOSTRACIO. Comengem per provar que la isometria (2.1) val pel procés previsible
n

simple u = ZGi Lyt amb 0 =ty <t] <...<ty,:
i=1

%) 2
(W) = E ( [ dBt)

[ n
=K Z ’G1|2(Btz - Bti—1)2
Li=1

. 2
—F (Z Gi(By, — Btil))

i=1

+ 2 Z GiGj(Bti - Btl’fl)(Btj - Btjfl)

1<i<j<n

= ZE |Gil*(Bi, — Bi,_,)’]

+ 2 Z _Bti—l)(Btj _Btj—l)]
1<i<j<n

Utilitzant la propietat E[E[F|F]] = E[F] de I'esperanca condicionada obtenim:



2. Integrals estocastiques i calcul d’Ito 11

HI HL2 Q) — ZE |G‘ Bt _Btz 1) "Bzfl]] +

+ 2 2 (Bt¢ - Bti—l)(Btj - Btj71)|]:tj*1”

1<i<j<n

2 ZE [|G¢|2E [(Bti - Bti71)2|fti71:|:| +

=1
+2 Y E[GiG;(Bi, — By, )E [(By, — By, )| F,_,]]

1<i<j<n

9 n n
@ ZE [|Gil*(ti — tis1)] =E Z |G| (t; — ti_l)]
i=1 =1

/ ZGzzl(ti,ﬁti} dt| =E [/ u? dt]
0 =1 0

2
= HUHL2(Q><R+)

1) Utilitzant que G; és F;._,-mesurable, i G; i (By, — By._,) sén F;._ -mesurables, per
i—1 J i i—1 j—1
la definicié de procés previsible simple.

(2) Utilitzant que
E [(Btz - Bti—1)2’fti—1] =K [(Btz - Bti—l)z] =t —li—1

i que By, — By;_, ¢és independent de F3,_,, i per tant, E [(Btj — Btj71)|.7-"tj71] =
E [(Btj — Btj,l)} =0, ja que el moviment Brownia és estandard.

Veiem a continuacié que l'operador integral estocastica s’estén a L2,(Q x Ry) per
densitat i un argument de successions de Cauchy, aplicant la isometria (2.1).

L’espai L2,(2 x R;) és un subespai lineal tancat de L*(Q x Ry). Observem que la
Unica diferencia que hi ha entre aquests dos espais és que els elements de Lg 22 xR sén
adaptats. Clarament, tot procés simple és un element de de(ﬂ x Ry). Tenim aleshores
la inclusié d’espais P C Lz JOXRL) C L?(2xRy). Observem que per a qualsevol procés
u € L2,(Q x Ry) existeix una successié de processos u; € P tals que

tlgn Ju— Ut||L2 @xry) = 0- (%)

Aquest procés d’aproximacié es pot dur a terme de la segiient forma. Mitjancant la

N . ., ’ 2 . .
tecnica de truncacié tot procés en LZ d(Q x R4 ) es pot aproximar per processos acotats i
continus, i aquests processos s’aproximen per processos simples de la forma

: :ul 7, 1»t]

on 0 =1ty <ty <--- <ty Els detalls complerts d’aquesta successié d’aproximacions es
poden trobar a [Oks].
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Utilitzant la isometria és facil comprovar que la successié I(u;) és una successié de
Cauchy en l'espai L?(€2). En efecte,

1 (u) = I(ui) | g2y = M (ur — w)ll L2
= |luk — wll 2 0xr )
< lw = unllp2oxr,y + v = will20xr, ) -

Per (x) I'iltima expressié pot fer-se tan petita com vulgui prenent indexs k il suficientment
grans. Aleshores, de manera natural es defineix, per cada u € L2,(2 x Ry),

o0
I(u) = /0 udBy = tlggo I(uy),
on el limit s’ha d’entendre dins l'espai L?(Q). Aixo significa que I(u) € L%() i és tal que
T (1) — () |20y = 0.
La isometria es compleix per a processos u € de(Q x R4), com veurem a continuacio.
Siguiu € L2 ,(QxRy) isigui u,, € P tal que |Ju — Unl120xk,) — 0. Aquesta convergencia
i la desigualtat |||al| — ||b]|| < ||a — b]| impliquen que

lunll 2@xry) — llull2oxry) -

Analogament, com |[1(u) — I(un)| 12(q) — O tenim que

M (un)ll L2 () — M (@)l 220y -

El resultat cercat s’obté aleshores prenent el limit en la isometria

{||I(uﬂ)||L2(Q) = ||un||L2(Q><R+)} — {||I(U)HL2(Q) = ||U||L2(que+)}-

Definicié 2.3. La integral d’[t6 sobre l'interval [a, b] es defineix com

b 0o
/ us dBs ::/0 Ligp(s)us dBs, 0<a<b,

Vu € L2,(Q x Ry). Observem que es tenen les propietats

c b c
/usst:/usst+/uSst, 0<a<b<e,
a a b

b
/stsz—Ba, 0<a<b.

A més, la integral estocastica és un operador lineal, és a dir,

o oo 0.]
/0 (us + vs) dBg = /0 us dBs +/0 vs dBs, u,v € L2;(Q x R,).

La segilient proposicié mostra com calcular I’esperanca condicionada d’una integral es-
tocastica per truncament de I'interval d’integracié.
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Proposicié 2.4. Yu € L2,(Q x Ry) tenim

o) t
E[/ us dBs t} :/ us dBs, teR,.
0 0

t
En particular, / us dBs €s Fi- mesurable, t € Ry.
0

DEMOSTRACIO. Siguin P l’espai de processos previsibles simples, i u € P de la forma
u=_G1(gy, on G és acotada i F,-mesurable.

i) Si0<a <t b>ttenim

E[/ us dBs ] [/ Gy dB;
0

7

IE[ ab]dB }:E{G/ades]-}}
B.)IF) Y GE (B, - B.)|F)
= GE[(By — By)|Fi] + GE [(By — B,)|Fi] | = G(B; — B,)

—G/ dB —G/ 1(at] dB —/ [O,t}(S)Gl(a,b}(S) dBS

(3)/ 10.(5)us By _/0 us dBy

(1) Utilitzant que G és Fy-mesurable, a <t = G Fi-mesurable.

(2) Utilitzant que B; — B, és Fi-mesurable i que By — By és independent de F,
per tant, E[(By — By)|Fi] = E[By, — B] = 0, ja que el moviment Brownia és
estandard.

(3) Per la Definici6 2.3.
ii) Si 0 <t < a tenim per tota F' variable aleatoria acotada Fi-mesurable

[r [ 5] <5 [r [ 10 an] <5 [r0 [ty an)
0 0

=E[FG(By, — B,)| =0,

perque el moviment Brownia és estandard. Per tant,

E[/ Uus dBg
0

ft] — E[G(By - Ba)|F)] = E[E[G(By — Ba)| |7
_ E[GE[(By — Ba)|Full 7
-0

Per veure-ho he utilitzat que G és F,-mesurable i que E[(B, — B,)|F:] = 0, ja que
By — B, és independent de F,.
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Aix0 s’estén per linealitat i densitat, ja que de la continuitat de ’esperancga condicionada

a L? tenim:
t o0 2 i t 0o 2
(/ usst—E[/ us dByg .7-}]) = lim E </ u?dBS—IE[/ us dBs E])
0 0 nee 1\Jo 0
2
A)
fo'e) o0 2
</ uy dBS—/ Ug dBS> ft”
0 0

oo 2
= lim E </ (ul — us) st>

E

o oo
= lim E <E [/ uy dBs —/ ug dBy

< lim E |E

n—o0

o0
= lim E / U™ — ug)? ds] =0
LJo

n—o0

Hem utilitzat la Desigualtat de Jensen que ens diu que f(E[X]) < E[f(X)] amb la funcié

convexa f(z) = x2. [ |
En particular, a partir de Fo = {0,Q}, la integral d’Itd és una variable aleatoria
centrada:

E[/ usst] =0.
0

Fl segiient resultat és un corol-lari immediat de la Proposicié anterior.

t
Corol'lari 2.5. La integral estocastica indefinida </ Us dBS> deu € L2, (AxRy)
0 teRy

és una martingala, és a dir:

t
E[/ ur dB,
0

Una conseqiiencia immediata d’aquest corol-lari és que

o] t t
E [/ ur dB; ]-"t} =0, 1 E [/ ur dB; ft] :/ ur dB;.
¢ 0 0

t
En particular, / u, dB, és Fi-mesurable Yu € de(Q x R4).
0

S
fs]:/ ur dB;, 0<s<t.
0

Per acabar aquesta seccié, remarquem la gaussianetat de les integrals estocastiques de
funcions deterministes.

oo
Proposicié 2.6. Sigui f € L>(R,). La integral estocdstica/ f(t) dBy és una variable
0

oo
aleatoria Gaussiana amb mitjana 0 i variancia / |f(1))? dt.
0
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DEMOSTRACIO. Veiem que la integral estocastica

| s =3 a5
0 k=1

n
de la funcié simple f(t) = Zakl(%tkil](t), té una distribucié gaussiana centrada amb
k=1

variémcia/ |f(t)* dt.

n
= ZakE [Bi, — By, ] =0
k=1

0
E [/OOO f(t) dBt] =E Lﬁ::l ak(Bt, — Br,, )

per tant, és centrada. I la variancia és:
00 n
Var ( / f(t) dBt> => |ax’Var(By, — B, _,)
0 k=1

n
= lax*(t — tr1)
k=1

tk—l o0 9
f? [ae= [T IR
1 tr 0

Aquest resultat s’estén per la densitat de les funcions simples en L2(R,).

I
WE

b
Il

En particular, si f € L?(R;) la isometria de la integral d’It6 (2.3) es llegeix:

( / N0 dBt)2 -/ T Ip0R de

2.2 Calcul i féormula d’Ito

E

Només en casos molt excepcionals es poden calcular les integrals estocastiques a partir
de la seva definicié, en general necessitem unes altres eines. Es el moment d’introduir
un calcul diferencial basat en aquestes integrals estocastiques, s’anomena el calcul d’It6 i
I'ingredient principal és la famosa férmula d’Ito.

Usant la regla (dB;)? = (£V/dt)? = dt, la férmula de Taylor fins a segon ordre es
llegeix informalment:

df (Bt) = f'(By)dB: + %f”(Bt)(dBt)Q = f'(Bt)dB; + %f”(Bt)dt-

La férmula d’It6 proporciona una generalitzacié d’aquesta identitat als processos d’Ito
(que definirem seguidament). En particular, la férmula d’It6 ens permet diferenciar una
funcié com t — f(By) si f és dues vegades diferenciable, amb derivades continues.

Anem a definir amb precisié el tipus de processos en els que la férmula d’Ito és aplicable.
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Definicié 2.7. Sigui (Q,F, (F)icr,,P) un espai de probabilitats filtrat i (B);cr, un
moviment F-Brownia. (X¢)ier, és un procés d’Ité amb valors en R si es pot escriure
com

t t
Xt:Xo—l—/uSst—{—/vsds, te Ry,
0 0

on X és Fp-mesurable i ug, vs s6n processos Fr-adaptats i suficientment integrables.

La segiient proposicié subratlla la singularitat de la descomposicié anterior.

Proposicié 2.8. Si (M;)o<i<T €s una martingala continua tal que

t T
M; = / v ds, 4 / lvs| ds < 400,
0 0

llavors
Vi<T, M;=0.
Aizo implica que:

i) Un procés d’Ité té descomposicié unica. Aizo vol dir que si

t t t t
Xt:X0+/Usds+/usdBS:Xé+/v;ds+/u;st
0 0 0 0

/ ’

!
Xo=Xy, Us=1uUg, Vs=0

llavors

s*

ii) Si (Xt)o<t<T €s una martingala de la forma Xy + fg vg ds + fot us dBg, aleshores
Vg = 0.

DEMOSTRACIO. Ens hem de referir a [Bou] per a una prova elemental en el cas Brownia,
és a dir, quan (Bj) és un moviment Brownia estandard o a [Kar| per a una demostraci6
completa.

Teorema 2.9. Sigui (X;)ier, un procés d’Ito

t t
Xt:Xo—i—/ Ug dBS—i—/ vg ds,
0 0

i f una funcid dues vegades diferenciable amb derivades continues, llavors, la formula
d’Ito és

f(Xy) = f(Xo) + /f uSdB+/f s)Us ds + = /f” Yu? ds.

De la mateiza manera, si (t,x) — f(t,z) és una funcié dues vegades diferenciable respecte
a x 1 una respecte a t, i la identificacid d’aquestes derivades parcials sén continues pel
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que fa a (t,x) (és a dir, f és una funcié de la classe C2(Ry x Ry ), la férmula d’It6 es
converteir en

t t
FX) = f(O,X0)+/ ﬁ(s,Xs) ds+/0 gi(s,Xs)us dB.

+ / 8f (s, Xs)vs ds+ gzé(s X )u? ds. (2.2)

En forma diferencial és:

82f
2 dx2

of
ot

of

a 8f (t Xt)’l}tdt + -

df(taXt) Or

2.3 El teorema de Girsanov

En Teoria de Probabilitats el Teorema de Girsanov descriu com canvia la dinamica
dels processos estocastics quan canviem la probabilitat inicial per una probabilitat equi-
valent. El teorema és especialment important en la teoria de les matematiques financeres,
nosaltres el necessitarem en els iltims capitols del treball.

Abans d’enunciar el teorema necessitem la nocié de probabilitats equivalents.

Definicié 2.10. Sigui (2,.4,P) un espai de probabilitats. Es diu que una probabilitat Q
de (2, .A) és absolutament continua respecte a P si

VAc A, PA)=0 = Q)=

Teorema 2.11. Una probabilitat Q és absolutament continua respecte a P si, i només si,
existeiz una variable aleatoria Z en (£, A) positiva, tal que

VAC A Q4)= /A Z(w)dP(w).

Z s’anomena la densitat de Q respecte a P, i la denotarem per 3 dQ

DEMOSTRACIO. La suficiéncia és obvia, i 1’altra implicacié és una versié del Teorema de
Radon-Nikodym. Podem trobar aquest teorema i la seva demostracié a [Dac2], o a [Will,
seccié 5.14].

Definici6é 2.12. Les probabilitats P i Q sén equivalents si cadascuna d’elles és absoluta-
ment continua respecte l'altra.

Observem que si Q és absolutament continua respecte a P, amb densitat ‘fl%, llavors P
i Q sén equivalents si, i només si, P (fl% > 0) =1.

Ara ja podem enunciar el Teorema de Girsanov.
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Teorema 2.13 (de Girsanov). Siguin (2, F, (Ft)iecjo,1), P) un espai de probabilitats filtrat,
(Bt)iefo,r] un moviment Fi-Brownia estandard i (1t)e[o,r) un procés adaptat i acotat que

satisfa fOT Y2ds < co. Sigui Q la probabilitat definida per la densitat

dQ T 1,
@—exp (—/0 wsst—2/O wsds>,

1 suposem que €s una martingala. Llavors, el procés
R t
Bt = Bt +/ 1/}st, te [O,T],
0

és un moviment Brownia estandard sobre Q.

DEMOSTRACIO. Per la demostracié d’aquest teorema podem consultar [Kar| o [Dacl,
capitol 8].

.. . < dQ . . ,
Una condicié suficient perque 75 sigui una martingala és

T
E [exp <;/0 ngds)] < 00.

Aquesta condicié es coneix com a Criter: de Novikov.

2.4 Equacions diferencials estocastiques

Una equacié diferencial estocastica és una equacié de la forma
dX; = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt (24)

definida per a t € Ry i amb condicié inicial la variable aleatoria Xg que és Fp-mesurable
i independent del moviment Brownia. La incognita d’aquesta equacié és el procés X;.
Els coeficients b(t,x) i o(t,x) sén funcions reals definides en R4 x R, i es coneixen com
coeficients de tendéncia (drift en angles o també deriva en espanyol) i de difusid respec-
tivament.

L’equacié diferencial (2.4) s’interpreta com l'equacié integral

t t
Xt—X0+/ b(s, X.) ds+/ o(s, X,) dB,, (2.5)
0 0

on la primera és una integral de Riemann mentre que la segona és una integral estocastica
d’It6. Com hem vist en 'apartat anterior, aquest procés és anomenat procés d’Ito. El
procés solucié pot interpretar-se com l’estat d’un sistema que evoluciona de manera de-
terminista governat per la part no aleatoria de ’equacid, pero pertorbat per un soroll
additiu donat per la integral estocastica. Aquestes equacions sén utils per a modelar la
majoria dels actius financers, com accions o bons.
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2.4.1 Teorema d’Ito

Veiem ara qué entenem per una solucié de (2.5).

Definicié 2.14. Considerem un espai de probabilitats filtrat (2, F, (F)ier,,P), dues
funcions b : Ry xR = R, ¢ : R x R — R, una variable aleatoria Fy-mesurable Xy i
finalment un moviment F;-Brownia (B;);cr, . Una solucié de I'equacié (2.5) és un procés
estocastic Fi-adaptat (X;)ier, que satisfa:

t t
e Per a qualsevol ¢t > 0 les integrals / b(s, Xs) ds i / o(s,Xs) dBs existeixen,
0 0
t t
/ b(s, X.)| ds < +00 i / l0(s, X2)[2 ds < +o0,
0 0

o (Xt)ier, satisfa (2.5), és a dir,

t t
vt >0 Xt:Xo—i—/ b(s, Xs) ds+/ o(s,Xs) dBs.
0 0

El segiient teorema doéna condicions suficients en b i o per garantir I'existéncia i la
unicitat de la solucié de 'equaci6 (2.4).

Teorema 2.15 (d’It6, 1951). Si b i o son funcions continues i si existeix una constant
K < 400 tal que

1. |b(t,£L‘) - b(tay)| + |O-(t’ IE) - O-(t7y)| < K‘:E - y’;
2. |b(t,2) + o(t,2)| < K(1+ [a]),
3. E[X?] < 40,

llavors (2.4) admet una solucid inica. D’altra banda, aquesta solucio (Xs)scr, satisfa

< 400, VT >0.

E| s,
0<s<T

DEMOSTRACIO. Podeu consultar la demostracié d’aquest Teorema a [Kar].

2.5 Exemples de processos estocastics

Donarem dos exemples de processos estocastics que necessitarem per entendre els
capitols segiients .
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2.5.1 El moviment Brownia geometric

Considerem l'equacié diferencial estocastica
dXy = puXydt + 0 X dBy, (26)

amb condici6 inicial Xy = xg positiva,ion g € Rio > 0.

Aquesta equacié s’utilitza en Finances per a modelar el preu d’alguns béns que fluctuen
en els mercats financers, i es pot interpretar de la segiient forma. Quan no hi ha el terme
estocastic I'equacié es redueix a dX; = pXdt, i la seva solucié és X; = xget!. Aquesta
funcié representa el comportament en el temps d’un capital inicial zg positiu que creix
de manera continua i determinista amb una taxa efectiva del 100u%. La part estocastica
ens indica la volatilitat d’una inversié amb risc donada per les fluctuacions dels mercats
financers.

Observem que els coeficients d’aquesta equacié satisfan les condicions del Teorem d’It6
per existéncia i la unicitat de solucions. Per tant, podem resoldre I’equacié (2.6), i ho
farem utilitzant el metode d’igualacié de coeficients. Volem trobar una funcié f(¢,z) tal
que quan apliquem la férmula d’It6 al procés X; = f(t, B;) obtinguem l’equaci6 (2.6).
Aleshores, comparant els coeficients de la férmula general

1
dX; = ft(t, Xt)dt + fx(t, Xt)dBt + ifxx(t’ Xt)dt

amb els de (2.6) i posant x = B; obtenim el sistema

pS1 = nf(t2) = flt ) + 3 frelt, ),
oSy =of(t,x) = fu(t,x).
De la segona equacié obtenim que
(t, ) = oo

per a alguna funcié g(¢). Substituint a la primera equacié obtenim ¢'(t) = u — %0'2, ila

seva soluci6 és g(t) = (u — 10?) t. Per tant, la solucié de (2.6) és

1
Xy = xoexp{<,u— 202) t—i-UBt}.

Aquest procés és anomenat moviment Brownia geométric.

2.5.2 El procés d’Ornstein-Uhlenbeck
Considerem l'equacié diferencial estocastica
dX; = —aX,dt + ocdB;, (2.7)
amb condicié inicial Xg = x( positiva, i on « i o sén constants positives. Aquesta equacio

va ser proposada per Ornstein i Uhlenbeck per modelar la variacié de la velocitat en el
moviment.
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Per trobar la soluci6 de (2.7) considerem una solucié de la forma

X, = a(t) [mo + /0 t b(s) st} ,

on a i b sén funcions diferenciables. Derivant la solucié anterior i substituint la seva
expressio en la derivada obtenim

dX; = d (t) [mo + /0 t b(s) st} dt + a(t)b(t)d By

_d) .
=200 Xdt + a(t)b(t)dBy,

i comparant aquesta expressié amb l'equacié (2.7) veiem que a i b han de complir les
condicions

Suposant que a(0) = 1 obtenim que
a(t) =e™® i b(t) =oce™.
Per tant, la solucié de (2.7) és

t
X, = zpe * + J/ e~t=5) 4B,
0

Aquest procés és anomenat procés d’Ornstein- Uhlenbeck.
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Capitol 3

Una revisio de la fixacié de preus sota el
model de Black-Scholes

Black i Scholes (1973) van estudiar el problema de la fixacié de preus i cobertura de
les opcions europees (de compra i de venda). Les opcions europees sén les opcions que
només poden exercir-se en la data de venciment 7. Una altra hipotesi del model de Black-
Scholes és ’absencia d’oportunitats d’arbitratge, és a dir, no hi ha beneficis sense risc en
el mercat.

El model de Black-Scholes es pot considerar el model més important de la fixacié dels
preus dels derivats financers. De fet, la complexitat dels models de tipus d’interes fa
dificil, en general, obtenir formules explicies, per aixo, en moltes situacions s’utilitza el
model de Black-Scholes per a trobar féormules per la fixacié del preu del tipus d’interes.

A partir d’ara treballarem amb opcions europees i sota el principi de no arbitratge.

3.1 Conceptes economics

Per tal de poder entendre bé els continguts d’aquest i els propers capitols necessitem
definir alguns conceptes economics.

Un actiu financer és, pel seu titular, un dret patrimonial sobre els recursos futurs i
incerts que pugui generar una empresa. 1 la cartera d’inversions és el conjunt d’actius
financers en els quals s’inverteix.

Un instrument financer és tot contracte que déna lloc a un actiu financer en una
entitat, i simultaniament, en una altra entitat, déna lloc o bé a un passiu financer o bé a
un instrument de patrimoni.

Els mercats financers soén els espais on es realitzen els intercanvis d’instruments finan-
cers i s’obtenen els seus preus. En aquests mercats ens podem trobar amb diferents tipus
d’interes, com: tipus d’interés com a instrument de la politica monetaria, tipus d’interes
en la banca, tipus d’interés nominals i reals i tipus d’interes del mercat.

Les principals funcions dels mercats financers sén: establir la possibilitat dels mecanis-
mes en el contracte entre els participants en la negociacié, fixar els preus dels productes
financers en funcié de la seva oferta i demanda, reduir els costos d’intermediaci6 i admi-
nistrar els fluxos de liquidesa de productes o mercat.

23
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S’anomena derivat financer a tot instrument financer el valor del qual esta supeditat al
valor d’un altre actiu financer anomenat actiu subjacent i que poden ser accions, indexs
bursatils, tipus d’interés... Aquests instruments, com poden ser contractes de futurs i
opcions, tenen la propietat de ser sempre liquidats en un futur.

3.2 Opcions de Call i Put

Una opcid és un contracte que proporciona, al seu titular, el dret, pero no la obligacid,
de comprar, si és una opcié de compra, o vendre, si és una opcié de venda, un actiu
subjacent a un preu K. Les opcions aparéixen perque és una preocupacié important pel
comprador d’un actiu en un temps t que el preu Sy de l'actiu disminueixi en una data
futura T'. Si el comprador compra ’opcié de venda pot vendre els seus actius al temps T
per un preu K fixat en un moment inicial £.

Aquest contracte s’anomena una opcid de venda o també Put amb preu d’exercici K
i data d’exercici T. En el cas que el preu St sigui inferior que K, I’exercici del contracte
donara al comprador 'opcié d’un guany igual a K — Sp en comparacié amb altres que
no tenien l'opcié de venda. Al seu torn, el venedor de I'opcié percebra una perdua també
igual a K — S7, assumint I’abséncia de costos de transaccié i altres despeses. En el cas
general, la rendibilitat d’una opcié Put sera de la forma

K—ST, SiSTSK

=max{K — Sp,0}.
0, oy - maxd 7,0}

P(T,St) = (K —S7)" = {

Perque aquest contracte sigui just, el comprador de 1’opcié ha de pagar una quota (similar
a una quota d’asseguranca) en el moment de la signatura del contracte. El calcul d’aquesta
taxa és un tema important, que es coneix com a valoracié d’opcions.

D’altra banda, si el comerciant té per objecte la compra d’algunes accions o materies
primeres, el seu interes estara en que els preus no pugin i pot ser que vulgui comprar
una opcio de compra, també anomenada Call, que és un contracte que li permet comprar
I’actiu en el temps T per un preu no superior a un nivell K fixat en el temps ¢. En aquest
cas, si St és més gran que K, el comprador de I'opcid registrara un guany igual a Sp — K
en comparacié amb un agent que no tengui 'opcié de compra. En general, una opcié de
compra és una opcié amb funcié de rendibilitat

0, si Sy < K

=max {St — K,0}.
Sp— K, siSp>K {57 }

C(T,Sr) = (S — K)© = {

En relacié amb els models de tipus d’interes que presentarem més endavant, observem en
aquest moment que contractes similars es poden aplicar a les taxes d’interes.

La classica féormula de Black-Scholes és d’importancia per a la fixacié de preus dels
derivats de tipus d’interes, ja que alguns dels models de tipus d’interes que considerarem
es basaran en el moviment brownia geometric.
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3.3 Model de mercat i cartera

Siguin r : Ry — R, p: Ry — Rio: Ry — (0,00) funcions acotades. Sigui
(A¢)ter, un actiu sense risc amb preu donat per

A
A =rdt, Ag=1, teR,,
Ay

t
Ay = Agexp (/ rsd8> , teRy,
0

on 73 és la taxa d’interes en el temps t.

és a dir,

Per at > 0, sigui (St)se(o,7) el procés de preu definit per 'equacié diferencial estocastica
dS; = MtStdt + O'tStdBt, t e R+, (*)

és a dir, en forma integral:

t t
St:50+/ ﬂusudqu/ 0uSudBy, t€R.,
0 0

on B; és un moviment Brownia estandard i o; indica la volatilitat de 'actiu.

Trobem la solucié de 'equacié diferencial estocastica (*) utilitzant el que s’anomena
metode d’igualacié de coeficients. Volem trobar una funcié f(¢,z) tal que quan apliquem
la féormula d’Ito al procés Sy = f(t, B;) obtinguem l'equacié (*). Aleshores, comparant
els coeficients de la formula general

1
dSt — ft(t, St)dt + fg; (t, St)dBt + ifajm(t, St)dt
amb els de (*) i posant x = B; obtenim el sistema
1
MtSt = Ntf(tv$) = ft(tvx) + §fxft(tax)v

oSy = o f(t, ) = fu(t, ).

De la segona equacié obtenim

orf(t,z) = dfgb;x) = owdr = Cj{((tt”;)) = f(t,x) = g(t)exp </0 audx>

per a alguna funcié g(¢). Subsituint a la primera equaci6é obtenim

11g(1) exp < /0 t crudzn) i f(tx) = (1) exp ( /0 t Judx) + %g(t)of exp ( /0 t Judm> N

= (,ut — ;0’3) g(t) exp (oydz) = ¢'(t) exp (o dz) =

= (0= (1 302) o0

que és una equaci6 diferencial ordinaria de primer ordre i la seva solucié és:

g(t) = Cexp (— /Ot (uu — ;ﬁ) dU>,
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on C és una constant. Per tant, substituint a l'expressié de f(t,x) trobada i posant

T = B; tenim
t t 1
Sy = f(tv Bt) = Cexp </ oudB, — / (,Uu — 20’5) du) .
0 0

La constant ha de ser C' = Sy, perque quan t =0 S; = Sy. Per tant, la solucié és

t t 1
S; = Spexp (/ oudBy +/ (uu — 203) du> , teRy.
0 0

Una estratégia es defineix com un procés (c,7:)ier, adaptat a la filtracié natural
Fi del moviment Brownia. Les components ¢ i 7; sén el nombre d’unitats d’inversié a
la cartera en el temps ¢ d’un actiu sense risc (As)ier, i d'un actiu amb risc (S¢)ier, ,
respectivament.

El valor de la cartera V; al temps ¢ ve donat per
Vi =GAr+ S, teRy, (3.1)
i la cartera V; és autofinancada si
dVy = qd Ay + nidSy. (3.2)

En una cartera autofinancada totes les operacions es financien amb la venda o la compra
d’actius de la cartera.

En el moldel de Black-Sholes estandard és possible determinar I'estrategia de cobertura
per a la cartera d’opcions europees. Per fer-ho, primer, notem que la condicié d’autofi-
nangament (3.2) implica que

vy = qdA;+ ndSe

—
—
~—

et Agdt + g Spdt + oyneSid By
’rt%dt + (/,Lt — ’I”t)?’]tStdt + O'tT]tStdBt, (33)

—
N
~

teR,.

(1) Utilitzant dAt = AtTtdt i dSt = /LtStdt + O'tStdBt.

(2) Utilitzant (3.1).

3.4 Metode d’equacions en derivades parcials (EDP)

En aquesta seccié volem trobar una expressié de la férmula de Black-Scholes en deri-
vades parcials per a les opcions europees de compra i de venda.

Comencem amb les opcions de compra. Assumim ara que el valor V; de la cartera al
temps ¢ ve donat per la funcié C(t,S;) com

Vi =C(t,8) = (S — K)t, teR,.
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Aplicant la féormula d’'It6 (2.3) i Sy = Sp + fot Ly Sudu + fot 04 SydB, obtenim

oc  acC 19°C 21

oC
dC(t,St) = (at or — St + 2 py A 50 ) (t St)dt+StUta (t St)dBt (34)

Per tant, identificant els termes de dB; i de dt en (3.3) i (3.4) respectivament tenim

oC oC 1 9%C
rC(t, S) = <8t +riSig—+ sf ,?8 2) (t,S),

oC

NeSiordBy = Sioy—— O

(t,S;)dBy;

on = %(1,5%).

El procés (1¢)¢er, és anomenat Delta, i mesura la sensibilitat de la cartera respecte a
les variacions del preu de 'actiu en el moment ¢. Aquest procés deriva les equacions en
derivades parcials de Black-Scholes.

Proposicié 3.1. La formula de Black-Sholes en derivades parcials pel preu d’opcions
europees de compra (Call) és

oC oC 1 0*C
E(tv 1‘) + Tt-r%(t? 33) + 53320}2@(15) $) = ’I"tC(t, 33’),

Sota la condicié C(t,x) = (x — K)T.

La solucié d’aquesta EDP ve donada per la formula de Black-Scholes
C(t,z) = BS(K,x,6,7,T —t) := 2®(d;) — Ke” T ®(dy), (3.5)

on

1 xX
(I)(.r) = \/%/ €_y2/2dy, T e R
— 0o

denota la funcié de distribucié Gaussiana, i on hem definit

log(z/K) + (7 + 57 /2)(T — t)

d = 9
! /T —1
K T — o2 /2)(T —
4y L9/ K+ (RGN —t) ey
ot T—t

17 e
E?-T_t/t lo(s)|%ds, thﬁ ) r(s)ds.

Trobem ara de manera semblant I’expressié de la férmula de Black-Scholes en derivades
parcials per a les opcions europees de venda. En aquest cas el valor V; de la cartera al
temps ¢ ve donat per la funcié P(¢,S;) com

Vi=P(t,5)= (K- 5)", teRy.

De la mateixa manera que amb les opcions de compra obtenim la segiient proposicié.
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Proposicié 3.2. La formula de Black-Sholes en derivades parcials pel preu d’opcions
europees de venda (Put) és
aC

aC 1, ,0%C,
E(ta .%') + Tt.%‘%(t,l') + ix O W(twﬁ) - T‘tC(t, l’),

Sota la condicié P(t,z) = (K —z)%.

La solucié d’aquesta EDP ve donada per la formula de Black-Scholes
P(t,z) = BS(K,x,6.,7,T —t) := Ke” T ®(—dy) — 2®(—dy),

on, com abans, ®(x) és una funcié de distribucié Gaussiana i d, dg, 52,7 sén els definits
anteriorment.

Podeu consultar els llibres [Mik] o [Oks] per a obtenir més detalls d’aquesta seccid.

3.5 Metode de martingala

En aquesta secci6 trobarem 'expressié dels preus de Black-Scholes usant martingales.

Definicié 3.3. Un mercat es diu sense arbitratge si existeix (almenys) una probabilitat
Q sota la qual el procés de preu amb descompte

" t
S := exp (—/ T5d8> St, te Ry,
0

és una martingala sota Q.

Aquesta probabiltat Q normalment és anomenada probabilitat neutral al risc o mesura
martingala. Quan la probabilitat neutral al risc és tnica, el mercat s’anomena complet.
Nosaltres demostrarem que el model de Black-Sholes admet una tinica probabilitat neutral
al rics, demostrant que el mercat és sense arbitratge i complet.

Sigui ara (1t)e[o,7] definit com

Ot

i sigui Q la probabilitat definida per la densitat
dQ T 1 [T
e - (—/0 vedB, — 5 [ vids).
Pel Teorema de Girsanov sabem que
t
B; = Bt+/ Ysds, te€[0,T],
0

és un moviment Brownia estandard sobre Q.

Siguin també

~ t _ t
Vi = Viexp <—/ rsds) , 1 S =S5iexp (—/ T‘Sd8> ,
0 0

la cartera descomptada i I’actiu subjacent descomptat.
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Lema 3.4. Son equivalents:
i) La cartera Vi és autofinancada.
it) Tenim
Vi=TVo+ /Ot OuluSudBa, t€R,. (3.6)

i11) Tenim

t t ¢
Vi = Vhexp </ rudu> +/ OuuSy exp </ rsds> dB,, teR,. (3.7)
0 0 u

DEMOSTRACIO. Primer, notem que (3.6) és clarament equivalent a (3.7). Ara, la condicié
d’autofinancament (3.2) mostra que

d‘/t = §tdAt + ntdSt = §tAt’f’tdt + ntrtStdt + atntStdEt
= T‘t‘/tdt + O'tT]tStdét, te R+,

utilitzant que dA; = Asridt, dSy = r4Sedt + O'tStdBt i Vi =g As + neSe. Per tant,
B t
dVy =d (exp (—/ rsds) Vt>
0
t t
= —riexp (—/ rsds> Vidt + exp (—/ rsds> dV;
0 0
t ~
= exp <—/ rsds> o Std By
0

= 041:S1dB;
~ o~ t ~ o~
=V, =W —l—/ OuuSudBy, t€ R4,
0

és a dir, (3.7) es compleix.

Al revés, si (3.7) es satisfa tenim
d‘/t = d(At‘Z) = ‘ZdAt + Atd‘z = ‘ZAt’I"tdt + O'tﬁtstd./ét = ‘/t?“tdt + UtntStdEt
= GuAyredt + my Syredt + UtUtStdEt = (rd Ay + 1 dSy,

utilitzargg que dAt = Atrtdt, dSt = TtStdt + O'tStdBt, ‘/t = §tAt + T]tSt = Atf/; i d‘z =
O't’f]tStdBt.

Per tant, la cartera és autofinangada.

En la segiient proposicié calcularem una estrategia de cobertura autofinancada que
condueix a una variable aleatoria F' arbitraria i de quadrat integrable que admet, previ-
siblement, una representacié de la forma

T
F=E[F] + / ¢dB,, (3.8)
0

on (&t)tefo,r] és un procés adaptat de quadrat integrable.
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Proposicié 3.5. Donada F € L?(R), siguin

e (— ftT rsds> -
= 0.5, &t (3.9)

eXp (— ftT rudu) E[F|]:t] - ’I7tSt

= t €0,T]. 3.10
St At ) € [ ; ] ( )
Llavors, la cartera (ne,st)icjo,1) €s autofinangada, i si
Vi=gA; + ntSt, t e [O, T] (311)
tenim .
Vi = exp <—/ Tudu> E[F|F], 0<t<T. (3.12)
t

En particular tenim Vr = F, és a dir, la cartera produeix una estratégia de cobertura que
condueix a F, comencant pel valor inicial

Vo = exp (— /0 ! rudu> E[F].

DEMOSTRACIO. Aplicant (3.10) i (3.11) a ¢t = 0 obtenim

T
E[F]exp <—/ Tudu> =3.10) 040 + 1m0S0 =3.11) Vo,
0

per tant, de (3.10) de nou, la definici6 (3.9) de n; i (3.8), obtenim

T
V;t = gtAt + ntSt =(3.10) €XP <—/ rudu> ]E[F|]:t]
t

T t
=(3.8) XD <—/ rudu> <E[F] +/ fudBu>
t 0
t T t R
= Vyexp (/ rudu> + exp (—/ rudu> / &udBy,
0 t 0
t t t R
= Vhexp (/ rudu> +/ N OuSy €XP (/ rsds) dB,, 0<t<T,
0 0 u

i pel lema anterior aixo implica que la cartera (1, St)ic[o,1] és autofinancada.

La proposicié anterior mostra que sempre hi ha una estrategia de cobertura a partir

de .
Vo = exp <—/ rudu> E[F].
0

A més, hi ha una estrategia de cobertura que condueix a

B T
Vr = Fexp <—/ rudu> ,
0
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llavors, per (3.6), (‘Z)te[O,T] és necessariament una martingala amb

_ . T
Vi = E[Vr|F) = exp (— / rudu) E[FIF), 0<t<T,
0

i valor inicial .
‘70 = IE[‘N/T] = E[F]exp (—/ rudu> .
0

A la practica, el problema de cobertura es pot reduir ara a la construccié del procés
(t)eejo,r) que apareix en (3.8). Aquesta construccié, anomenada cobertura Delta, es pot
realitzar aplicant la formula d’Ito6 i la propietat de Markov.

Considerem el semi-grup (Ps)o<s<i<T (no homogeni) associat a (St)sejor) 1 definit

per
Py f(Ss) = E[f(S)|Ss] = E[f(Sp)[Fs], 0<s<t<T,

que actua sobre funcions CZ(R"), amb
Ps1Py=PFPsy, 0<s<t<u<T.
Notem que (P 1f(St))icjo,r) és una Fi-martingala, és a dir:
B[P, 7 f(S0)|Fs] = EE[f(ST)|F)|Fs] = E[f (S7)|Fs] = Po,r(Ss), (3.13)

0 <s<t<T. El seglient lema ens permet construir el procés (ft)te[o,T} en el cas que la
recompensa F' és de la forma F' = ¢(Sr) per a alguna funcié ¢.

Lema 3.6. Sigui ¢ € CZ(R"). La representacid previsible

T —~
o(5) = Elo(sr)| + | B (3.14)
0
ve donada per
&= s (Rro)(S), 0<t<T. (3.15)

DEMOSTRACIO. De P,r¢ € C%(R), podem aplicar la férmula d’It6 (2.2) (pag. 17) al
procés

t — Pro(Si) = E[o(ST)|Fe],
que és una martingala per (3.13).

Del fet que el terme de variacié finita en la férmula d’Tt6 desapareix quan (P, 7¢(St))sejo,7)
és una martingala, obtenim:

t ~
P, 7¢(St) = Poré(So) —i—/o Usai(Ps,Tqﬁ)(Ss)st, te0,T7], (3.16)

amb Py 7¢(So) = E[¢(S7)]. Deixant ¢t = T, obtenim (3.15) per la unicitat de la represen-
tacié previsible (3.14) de F' = ¢(St).
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Sigui ara (S¥)sejt,00) 12 solucié de 'equaci6 diferencial estocastica

dse, ~
= =ryds+ osdBs, s € [t,00),
SYe

amb condicié inicial S;; = x € (0, 00). El valor V; de la cartera al temps ¢ € [0, 7] pot ser
construit per (3.12) com

T
Vi = exp (—/ rudu> E[p(St)|Fi] = C(t, Sy),
¢
on
C(t,x) = e T IME[G(Sr)[S = 2] = e TP, pp(x) = e T I E[p(S5 7)),

0 <t <T,delarelacié E[f(X,Y)|F] = E[f(X,y)]y=y si X,Y son independents i} és F-
mesurable. De nou, del fet que el terme de variacié finita desapareix en (3.16) recuperem
el fet que C(t, z) resol PEDP de Black-Scholes:

oC 1 0*C oC
o7 (L2) + 5a:%%t)W(zt,g;) +ar(t) o =rt)C(t ),
C(T,z) = ¢(x).

En el cas d’opcions Europees amb funcié de rendibilitat ¢(x) = (z — K)T recuperem la
relacié (3.5), és a dir,
C(t,x) = BS(K,z,04,1,T — t),

com a conseqiiencia de (3.12) i del seglient lema.

Lema 3.7. Sigui X una variable aleatoria Gaussiana centrada amb variancia v2. Tenim
E[(e™t¥ — K)*] = ®(v + (m —log K) /v) — K®((m — log K)/v).

DEMOSTRACIO. Tenim

> 22 dx
El(e™tX — gt _/ eMtT g\t e 5,2
[( )7l - ( ) g2

[
8
i

/ T (e gye B
= e —Ke
—m+log K V 2mv?

|

[%S) 2 e8] 2
=™ / e’ 20 7d$ - K / 67;172 dx
—m+log K V 271"02 —m+log K V 271’1)2

W2 [ ©?-?  dx o0 2 dx
=Mty / e 22 K ez
—m+log K

Vom? (—=m-+log K) /v V2T

»2 S z? dx
= em+2/ e 202
—v2—m-+log K \/W
v2
=" T d(v+ (m—logK)/v) — K®((m —log K)/v).

— K®((m —log K)/v)

on ® és la funcié de distribucié Gaussiana.



Capitol 4

Models de tipus d’interes a curt termini

Els models de tipus d’interes s’utilitzen principalment per a obtenir el preu i la cober-
tura de bons i opcions sobre bons. Aquest capitol és una breu introduccié a alguns models
comuns de tipus d’interés a curt termini. En el proper capitol utilitzarem principalment
els models de reversié a la mitjana de Vasicek i de Cox-Ingersoll-Ross per a calcular el
preu dels bons cupé zero, ja que permeten calculs explicits.

4.1 Models amb reversié a la mitjana

Els tipus d’interes es comporten de manera diferent als preus de les accions i reque-
reixen el desenvolupament de models especifics per adonar-nos de les propietats com ara
positivitat, acotacid, i tornar a ’equilibri.

Els models amb reversié a la mitjana estan formats per a processos amb reversio a
la mitjana. Aquests processos tendeixen a canviar el seu comportament de creixement o
decreixement quan assoleixen els extrems, és a dir, no s’allunyen mai de la mitjana.

Vasicek (1977) va introduir el primer model per a capturar la propietat de reversi6 a
la mitjana dels tipus d’interes, una propietat que no té el moviment Brownia geometric.
En el model de Vasicek, que es basa en el procés d’Ornstein-Uhlenbeck, el procés del tipus
d’interes a curt termini (r;);cr, resol 'equacié

dry = B(Oé — Tt)dt + odBs, (41)

on (By)ier, és un moviment Brownia estandard, 3 és la velocitat de I'ajust, a és la mitjana
a llarg termini i o és la volatilitat del procés. El factor f(a — ry) asegura la propietat de
reversio a la mitjana del tipus d’interes cap al valor « a llarg termini, amb velocitat d’ajust
regit pel parametre estrictament positiu 5. Aquest model té la interessant propietat de
ser estadisticament estacionari en el temps, és a dir, la llei de r; — rs depén només de la
diferéncia t — s, pero, el seu inconvenient és permetre valors negatius de ;.

Observem que aquesta equacid diferencial estocastica compleix les hipotesis del Teo-
rema d’It6, 2.15 (pag. 19), per tant, té una tnica solucié. Resolem ’equaci6 (4.1) per a
trobar la taxa d’interes a curt termini ry.

Observem que si definim X; := r; — «, X; és una solucié de ’equacié diferencial
estocastica
dXt = —ﬁXtdt + adBt.

33
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Aixo ens indica que X; és un procés d’Ornstein-Uhlenbeck (estudiat a l'apartat 2.5.2).
Per tant, podem escriure

¢
X; = xpe Pt + 0/ e Bt=9)4pB,.
0
Amb aixo deduim que r; es pot escriure de la forma
t
re = roe Pt 4+ a(l — e_ﬁt) + J/ e Pt=9)4B,,

0

i que r; segueix una llei normal amb mitjana E[r;] = roe™?* + a(1 — ePt) i variancia
Var(ry) = 5—2(1 — G_QBt).
D’aquestes propietats tenim que P(r; < 0) > 0, perd aquesta probabilitat sempre és
molt petita. Observem també que quan t tendeix a l'infinit, r; convergeix en llei a una
2

variable aleatoria gaussiana amb mitjana « i variancia g—ﬂ

El model de Cox-Ingersoll-Ross (CIR) (1985) aporta una solucié al problema de la
manca de positivitat trobat en el model de Vasicek, proposant ’equacié no lineal

dry = B(a — r¢)dt + o+/r1d By,

on, com en el model de Vasicek, (B;)ier, és un moviment Brownia estandard, 3 és la
velocitat de 'ajust, a és la mitjana a llarg termini i o és la volatilitat del procés. El
factor B(a — 1) asegura la propietat de reversié a la mitjana del tipus d’interes cap al
valor a a llarg termini, amb velocitat d’ajust regit pel parametre estrictament positiu 5.
El factor o,/ry evita la possibilitat de tipus d’interes negatius per a tots els valors de 3
i a positius. Un tipus d’interes igual a 0 també queda exclos si es compleix la condicié
2a > o%. Com a conseqiiencia de tot aixo, quan el tipus d’interes s’apropa a 0 el factor
B(a — 1) empeny el tipus d’interes cap a 'equilibri.

Observem que en aquest cas ’equacié diferencial estocastica no compleix les hipotesis
del Teorema d’Ito, 2.15, ja que la funcié arrel quadrada només es defineix en R™ i no és
Lipschitz. No obstant aixo, des de la propietat Holder de la funcié arrel quadrada es pot
demostrar el segiient resultat.

Teorema 4.1. Sigui (By;)ier, un moviment Brownia estandard. Per a qualsevol nombre
real x > 0 existeix un unic procés (Xt)t€R+ adaptat satisfent Xg = x i

dX; = 6(0[—Xt)dt+0'\/ XidB;, te R+.

DEMOSTRACIO. Podeu trobar una prova d’aquest resultat al llibre [Ike, pag. 221].

Altres models classics de reversi6 a la mitjana sén el model Courtadon (1982)
dry = B(a — ry)dt + orydBy
on «, 8,0 sén no negatius, i el model exponencial de Vasicek
dry = r¢(n — alogry)dt + orydBy,
on a,n,o s6n no negatius.

Més recentment, s’han proposat altres models que preserven la positivitat de les taxes
d’interes, com 1'is d’equacions diferencials estocastiques en varietats.
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4.2 Models d’elasticitat constant de la variancia (ECV)

Els models d’elasticitat constant de la variancia estan dissenyats per a prendre volati-
litats no constants que poden variar com a potencia de ’actiu subjacent.

El model de Marsh-Rosenfeld (1983)
dr; = (57}_(1_7) - art) dt + ar?/QdBt

on «, 8,0,7 sén constants no negatives, cobreix la major part dels models I’ECV.

En particular, per a § = 0 tenim el model d’ECV estandard
v/2
dry = ardt + or/ “dB;,
i si v = 2 obtenim el model Dothan

dry = arydt + orydBy.

4.3 Models dependents del temps

Molts dels models anomenats anteriorment admeten extensions dependents del temps.
L’exemple més elemental és el model Ho-Lee

dry = 0(t)dt + odBy,

on 0(t) és una funcié determinista en el temps.

El model Hull-White
dry = (0(t) — a(t))dt + o(t)dB;
és una extensio dependent del temps del model de Vasicek. El model de Cox-Ingersoll-Ross

també admet una extensié dependent del temps similar.

D’altra banda, els models dependents del temps es poden utilitzar per ajustar una
corba inicial de taxes instantanies amb absencia d’arbitratge.

La classe dels models de tipus d’interes a curt termini admet una serie de generalitza-
cions, entre les quals hi ha la classe de models afins de la forma

dry = (n(t) + A(t)re)dt + /0(t) + v (t)rid By (4.2)

que tenen propietats particulars pel que fa als preus de bons (ho veurem al segiient
capitol).
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Capitol 5

Valoracié dels bons cup6 zero

En aquest capitol descriurem les valoracions de bons basiques sota la hipotesi d’absencia
d’oportunitats d’arbitratge. Els calculs explicits es realitzen amb el model de Vasicek i
amb el model de Cox-Ingersoll-Ross, utilitzant tant els enfocaments probabilistics com les
equacions en derivades parcials.

5.1 Definicions i propietats basiques

Els bons sén instruments financers de deute utilitzats per entitats privades o per
entitats governamentals per a financar-se, per tant, els bons sén una de les formes de
materialitzar-se els titols de deute de renda fixa o variable. Aquests titols solen ser ne-
gociats en algun mercat o borsa de valors. L’emisor es compromet a tornar el capital
principal juntament amb els interessos, també anomenats cupé. Hi ha diferents tipus de
bons. En aquest treball estudiarem els bons cupd zero, que sén aquells en els que no es
paguen interessos periodics, sind que es paguen integrament en el moment que s’amortit-
za, és a dir, quan I'import del bo és retornat. Aixi, podem dir que un bo cupé zero és un
contracte de preu P(¢,T) a temps t < T per a lliurar P(T,7T) = 1 al temps T. El calcul
del preu d’arbitratge P(t,T) d’un bo cupé zero basat en un procés de tipus d’interes a
curt termini subjacent (r;);er, és una qiiestié fonamental i important en el modelatge
del tipus d’interes.

Podem distingir tres situacions diferents:

a) La taxa a curt és una constant determinista r > 0.

En aquest cas, P(t,T) ha de satisfer I'equacié
TP, T) = P(T,T) =1,

el que condueix a
P, T)=e"T70  0<t<T.

b) La taxa a curt és una funcié que depen del temps i determinista (7¢)cr. -

En aquest cas, un argument similar a ’anterior mostra que

_ ffTrsds
P(t,T)—e t , 0<t<T. (51)
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c) La taxa a curt és un procés estocastic (7¢)cr, -

En aquest cas, la formula (5.1) ja no té sentit, perque el preu P(t,T), esta fixat en
el temps ¢, pot dependre unicament de la informacié coneguda fins al moment ¢.
Aix0 esta en contradiccié amb (5.1) en que P(¢,7) depeén dels valors futurs de r
peras e [t,T].

A la resta d’aquest capitol ens centrem en el cas estocastic ¢). El preu del bo P(t,T')
seguira els mateixos passos que els utilitzats anteriorment en la fixacié de preus de Black-
Scholes.

5.2 Absencia d’arbitratge i propietat de Markov

Tenint en compte l'experiéncia previa amb la fixacié de preus de Black-Scholes en
la Proposicié 3.5, sembla natural escriure P(¢,7") com una esperanca condicionada sota
una probabilitat neutral al risc. D’altra banda i pel que fa al punt c) anterior, 1'is
de l'esperanca condicionada sembla natural en aquest context, ja que pot ajudar-nos a
excloure la informaci6 futura passat el temps ¢ que conté (5.1). Per tant diem que el preu
ve donat per

P(t,T) = Eg {6_ ftT rsds

ft} (5.2)

sota alguna probabilitat neutral al risc Q encara per determinar. Notem que ’expressio

T
(5.2) és la millor estimacié possible de e~ Ji msds donada la informacié coneguda fins al
moment ¢.

Assumirem a partir d’ara que el procés subjacent de la taxa a curt és solucié de
I’equacioé diferencial estocastica

dry = p(t,ry)dt + o(t,r)dBy, (5.3)

on (Bi)ier, és un moviment Brownia sota P. Recordem que, per exemple, en el model
de Vasicek tenim
w(t,ry)) =a—bry 1 o(t,ry) =o.

Considerem la probabilitat Q equivalent a P donada per la densitat

dQ _ o S5 KedBo—1 [ | K, [2ds
dP ’

on (K,)ser, és un procés adaptat i suficientment integrable. Pel Teorema de Girsanov
sabem que

t
Bt = Bt +/ stS
0
és un moviment Brownia estandard sota Q, per tant (5.3) pot ser reescrit com
d’l“t = ﬁ(t, T‘t)dt + O'(t, ’r‘t)dét

on
/j(tu Tt) = /’L(ta rt) - U(ta T’t)Kt-

El procés K; és anomenat el preu de mercat del risc i ha de ser especificat generalment a
través de I'estimaci6 estadistica basada en dades de mercat. Assumirem, per a simplificar,
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que K; = 0, és a dir, suposarem que P és la probabilitat neutral al risc utilitzada pel
mercat.

La propietat de Markov afirma que el futur després del temps ¢ d’un procés de Markov
(Xs)ser, només depen del seu estat actual ¢ i no de tota la historia del procés fins al
temps t. Es pot representar de la segiient manera utilitzant esperancges condicionades:

E[f(Xtu EERE) th)|Ft] - E[f(Xtu s 7th)‘Xt]
per a tots els temps t1,...,t, més grans que ¢ i la funcié f suficientment integrable en

R™. Usarem la segiient propietat fonamental

Propietat 5.1. Totes les solucions de les equacions diferencials estocastiques, com (5.3),
tenen la propietat de Markov.

Com a conseqiiéncia, el preu d’arbitratge P(t,T) satisfa

P(t,T)= Eg |:€_ ftT rsds

ft} =Eqg [6_ S rds

rt:| )

i només depen de r¢, en lloc de dependre de tota la informacié disponible a F; fins al
moment t. Com a tal, esdevé una funcié F(t,r;) de 7y

P(t,T) = F(t,’l“t),

el que significa que el problema dels preus ara es pot formular com una recerca de la
funcié F(t,r).

5.3 Absencia d’arbitratge i propietat de martingala

El nostre objectiu és ara aplicar calculs d’1t6 a F'(t,r;) = P(t,T) per tal d’obtenir unes
equacions en derivades parcials satisfetes per F'(¢,x). De la férmula d’It6 (2.3) (pag. 17)
tenim

d <e— Jorsds p(¢, T)) = e AP T)dt + e~ Jo ™45 qP(¢, T)
= —re f(f TstF(t, Tt)dt +e fot rstdF(t, T‘t)
= —rie” Jo TSdSF(t, re)dt + e~ Jo rsds

oF

ot ox ox

t t F ~
= —rie fO rsdsF(t, ’f't)dt + e fO TSdsaa<t) Tt) </7(t, Tt)dt + O'(t, ’f‘t)dBt>
xr

2

(1 9°F oF
+e Jo rsds <20'2(t, Tt)@(t, Tt)dt + a(t Tt)dt)

oF ~
— e ls rsdsa(t’ Tt)%(t, r)dB; + e~ Jrsds
1, 0*F OF

OF ~ OF - 1 0
. ((t, re)dt + —(t,r)o(t,r)dBy + ——(t, r¢) u(t, ry)dt + *JQ(t, Tt)

2

0x2

. (—rtF(t, ) + ﬁ(t,rt)a—F(t,rt) + —o(t,r) = (t, 1) + at(t,n)) dt.

Ox 2 0x2

al (t,rt)dt>
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Ara, observem que tenim

e f(f Tsdsp(t,T) = e fot rsds EQ |:€_ ftT rsds

}'t]
_ EQ {67 fg rsdsef ftT reds

7

_ g [

}'t] , (5.4)

per tant,

t — e~ Jorsdsp(t 1)

és una martingala, ja que per a qualsevol 0 < u < ¢ tenim:

Eg [e* I ’”SdSP(t,T)‘ ]-"u} =4 Eo [EQ [e* [T ruds

7|7

=Eq [e_ Jy 7eds

fu]
_ EQ {67 fou rsdsef fuT reds

7

_ e_ fou T'Sds EQ |:e— fg rsds

fu}
= e Jo B p(u,t).

t
Com a conseqiiencia, ’expressio anterior d <e* Jorsds p (t, T )) només ha de contenir termes

amb dﬁt, el que significa que tots els termes de dt haurien de desapareixer. Aix0 ens
condueix a la identitat

_ oOF 1 0*F oOF
—reF(t, re) + M(tﬂ“t)%(t, r¢) + 502@,”)@(@ ¢) + E(t’ r¢) = 0,

que pot ser reescrita com en la segilient proposicio.

Proposicié 5.2. La fixacié dels preus dels bons amb equacions en derivades parcials
(EDP) per a P(t,T) = F(t,r:) s’escriu, posant ry = x, com

_. OF 1, O*F oF _
sota la condicio
F(T,z)=1. (5.6)

La condicié (5.6) és deguda al fet que P(T,T) = 1.

5.4 Metode probabilistic per a resoldre la EDP

El nostre objectiu ara és resoldre I’equacié en derivades parcials (EDP) (5.5) per calcul
directe de I’esperanca condicionada

P(.T) = Eq [ et

g
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en el model de Vasicek i en el model de Cox-Ingersoll-Ross.

Comencem amb el model de Vasicek, on el procés de la taxa a curt és solucié de
I’equacio

dry = (a — bry)dt + od By,

i el preu de risc del mercat és Ky = 0. Recordem que tenim la solucié explicita
a t
ry = roe 0 + 6(1 e %) + O‘/ e tt=9)qB,,
0

per tant, anomenant u V t = max(u,t), i usant el Teorema de Fubini, el fet que les
integrals estocastiques sén variables aleatories Gaussianes (Proposicié 2.6, pag. 14), la
funcié caracteristica gaussiana i les propietats de ’esperanca condicionada, tenim

P(t,T) = Eq [@f ST rads ft}

— EQ |:e— ftT(roe*bs—l—%(l—ebs)-l—a Io e~ bs=wdB, Vds

d

:e*ff(roe*M%(lfebS))dsEQ{ —a [ [§ et~ WdB,ds ;t]

— ftT(TOe—bs+%(1—ebs))dsEQ |: o'fo qut —b(s—u)dsdBu ‘Fti|
:e_ftT(r067b5+%(1_eb5))dse_af(ffuTvteibﬁiu)deB“E |: th fu\/t (=) dsd B, ]:'t]
fft (roe b+ (1—e*))ds 7crf0 ftT —b(s— “)dsdBuE |: faft fTe_b(g “dsdBy, f}

t
—e ft T067b5+ (1—eb®))ds —Jfo T e—b(s— u)dsdB |: —th fT —b(s— “dsdBu]
—efft (roe b +%(1—e%))ds 7crf0 ftT —b(s=4)dsdB, %f (fT —b(s— ”)ds) du
T obu (et —etT
—e ft (roe b +%(1—e*))ds —7(1 e~ (T~ t))fte*b(t u)dB ¢ u( 5 ) du

_ e_th(1_efb(T7t))+%(1_e—b(T7t))(roefbt_,'_%(l_efbt))

T —bs__a —bs o2 (T obu( e O%—e=bT ?
— [y (roe™ "+ 4(1—e7%))ds+% [, e E—Z— ) du
&

— C(T=)re+A(T—t)

on

C(T —t) = _% (1 _ efb(Tft)>
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AT —1t) = % (1 - e_b(T_t)> (7“ e Z(l e_bt)) —/t (roe_bs + (1 e_bs)) ds
‘722 tT p2bu <6_b“ ; e—bT>2 "
=L (1 MY (et 51— )
_ %0 <e—bt e—bT) %(T—t)er% (e—bt . bT>

b 202
2 2
g —b(T—t)\ _ 9~ b(T—t)
e (1 € ) b3 <1 © )
4ab — 302 o2 —2ab o% —ab o2
_ T _ —b(T—t) _ 9 —2b(T—t)
T Tt e 43 °

Ara feim el mateix amb el model de Cox-Ingersoll-Ross, on el procés de la taxa a curt

és solucié de 'equacid
dry = (a — (b+ oa)r,)dt + o/rdBy, (5.7)

on, sota la probabilitat Q, el procés (B\t)te[oﬂ“] és un moviment Brownia estandard.

El preu d’un bo cupé zero amb venciment T en el temps t = 0 és
P(0,T) = Eq [e* I d} _ e ad(D)=row(T)

on les funcions ¢ i ¥ estan donades per les férmules

t(y*4+b%)
2

2 2v*e
—— log -
,Y* _ b* + ev t(,y* +b*)

¢(t) =

o2

2(e7t — 1)
t) = ,
v v*—b* 4 eV (y* 4+ b*)

amb b* = b+ oaiy* =/(b*)? + 202.

El preu en el temps t esta donat per

P(t,T) = e~ ad(T—t)—rep(T—t)

Aix0 és una conseqiiéncia de la segilient proposicio:
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Proposicié 5.3. Sigui r; el procés solucid de (5.7) amb condicio inicial 1o = x. Per a
qualsevol \ i u no negatius tenim

E [e—)\rte—u fot rsds:| _ e—aqu’u(t)—Iiﬁ/\,;t(t),

on les funcions ¢y, (t) i Py ,(t) son

) w
ve
Y= ——1
Oru(t) ﬂ(%<ﬂA@W—D+v—b+€W7+w>

Ay +b+e(y —b)) +2u(e —1)
oA —1) +y—b+er(y+0b)

w%u(ﬂ =
amb v = \/b% + 202 .

DEMOSTRACIO. El fet que aquesta esperanca es pot escriure com e ad(t)—ap(t) gg degut a
la propietat d’additivitat del procés r; en relacié amb el parametre a i la condicié inicial
x (veure [Ike]).

9

Si, per a A i p fixats, considerem la funcié F'(t,z) definida per
F(t,z)=E [e‘”te_“ Jo rads (5.8)

és natural cercar F' com a solucio del sistema

oF o O°F oOF
E(tl‘) = 795@(75, z) + (a— bx)%(t, x) — prF(t, ),
F(0,2) = e

De fet, si F' satisfa aquestes equacions i té derivades acotades, es dedueix de la férmula
d’'Tté que, per a qualsevol T', el procés (My).e(o,r) definit per

Mt = 67“1‘5 rsdsF(T — t, T’t)

és una martingala i 'equacié E[Mr]| = My condueix a (5.8).

Si F es pot escriure com e~%1=7v(1) i $(0) = 0,7(0) = A, les equacions anteriors
esdevenen

0.2
') = TR + () —
¥ (1) = (1)

Resolent aquestes dues equacions diferencials obtenim les expressions desitjades de ¢ i 1.

Notem que, en general, tots els models de tipus d’interes a curt termini afins a la forma
(4.2) (pag. 35), incloent el model de Vasicek, produiran una férmula de preus de bons de

la forma
P(t, T) — eC’(T—t)Tt-i-A(T—t).

Veure el llibre [Bri| per a més detalls.
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5.5 Metode analitic per a resoldre la EDP

En aquesta seccié suposem que el procés subjacent de la taxa a curt és solucié del procés
de Vasicek (5.3). Per tal de resoldre l'equacié en derivades parcials (5.5) analiticament
busquem una solucié de la forma

F(t,z) = AT-O+aCT-1), (5.9)

on A i C sén funcions que es determinen sota les condicions A(0) =01 C(0) = 0.

Posant (5.9) dins l’equacié en derivades parcials (5.5) s’obté el sistema d’equacions

diferencials )

~A(s) =1—aC(s) — %02(5),

—C'(s) =bC(s) + 1.
Resolent-lo obtenim

_ 4ab — 302 n o? — 2ab n o2 —ab . 0 o

Als) b3 T E 43

1
C(s) = =3 (1-e™).
(=7 (1-¢
Com a verificacié podem comprovar facilment que C(s) i A(s) satisfan

bO(s)+1=e"" =—C'(s),
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