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Abstract

The purpose of this project is to present the definitions of sets of real and hyperreal num-
bers, highlighting some similarities and differences between the two cases.

Both cases are mathematical objects that appear intuitively since ancient times, but not
fully formalised until many centuries later. In both cases, they have axiomatic definitions
and several constructions. For real numbers, the axioms are strong enough to fully cha-
racterise the concept (all models are isomorphic), while in the case of hyperreal numbers,
this is not so.

In the real numbers section, we will expose the axiomatic definition and observe the cons-
tructions made by Dedekind and Cantor. Proving that the fields that satisfy the axioms
of real numbers are isomorphic.

On the other side, in the hyperreal numbers section, we will see the axiomatic definition
and the ultrapower constructions. Finally, we will check that this construction satisfies

the axiomatic definition.
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Introduccio

L‘objectiu d‘aquest treball és exposar les definicions dels conjunts dels nombres reals i dels
nombres hiperreals, posant de manifest alguns paral-lelismes i algunes diferencies entre els

dos casos.

Tant els uns com els altres sén objectes matematics que apareixen de manera intuitiva
o implicita de d‘€poques molt antigues, pero que no es formalitzen completament fins
molt segles després. També en els dos casos, es tenen definicions axiomatiques i varies
construccions. Mentre que en el cas dels nombres reals els axiomes sén prou forts com
per caracteritzar completament el concepte (tots els models sén isomorfos), en el cas dels
hiperreals aix0 no és aixi, ja que pel teorema de Lowenheim-Skolem per forca hi ha d‘haver

models no isomorfs del conjunt dels hiperreals.

Els nombres reals tenen el seu origen a la Grecia antiga. Tot i que els matematics grecs
utilitzaven els nombres naturals, van intuir els nombres reals. Per exemple, els pitagorics
van veure l‘existencia de magnituds “irracionals” a 1‘hora de mesurar la longitud de la
diagonal d‘un triangle rectangle.

En el llibre X de FEls elements, es defineixen magnituds commensurables com aquelles
que es mesuren amb la mateiza mesura, i incommensurables aquelles de les quals no és
possible trobar una mesura comuna. Fuclides va demostrar que els segments de longitud
V3,45, -+ /17 s6n incommensurables amb el segment de longitud 1. El que no van fer

els grecs és assignar un nombre a aquestes “magnituds”.

No va ser fins a finals segle XIX quan es van definir amb rigor els nombres reals. L‘any
1872 es van publicar dues construccions del conjunt dels nombres reals: Georg Cantor
a partir de successions de Cauchy de nombres racionals i Richard Dedekind a partir de

talladures.

La idea de Cantor va ser definir una relacié d‘equivalencia entre dues successions de

Cauchy. Es a dir, dues successions eren equivalents si la seva diferencia tendia a zero.
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El conjunt quocient de les successions de Cauchy amb aquesta relacié se li diu R i la va
dotar d‘una relacié d‘ordre. Finalment, va demostrar que R és un cos ordenat, arquimedia
i complet per sucessions.

Dedekind, en canvi, va definir R com el conjunt de totes les talladures racionals i va de-

mostrar que R és un cos ordenat i que satisfa l‘axioma del suprem.

Finalment, 1‘any 1900, David Hilbert va formalitzar els nombres reals a partir de divuit
axiomes. Setze d‘aquests axiomes defineixen que és un cos ordenat, i els altres dos sén la

propietat arquimediana i ser complet per successions.

Tant l‘axiomatica dels nombres reals, com les construccions de Cantor i de Dedekind,
les veurem amb detall a les seccions 1.1, 1.2 i 1.3 respectivament. També demostrarem
que tant la caracteritzacié del cos dels nombres reals que va utilitzar Cantor com la que
va utilitzar Dedekind defineixen el mateix cos, R. De fet, demostrarem que tots els cossos

que compleixen els axiomes dels nombres reals sén isomorfs (Teorema 1.2.20).

Tal com succeeix amb els nombres reals, la nocié d‘infinitesimal ja va ser intuida a l‘antiga
Grecia. Tant Eudox com Arquimedes, mitjangant el metode de 1‘esgotament per calcular

arees i longituds de corbes, ja utilitzaven implicitament aquest concepte.

Al segle XVII, Gottfried Leibniz i Isaac Newton van desenvolupar el calcul infinitesi-
mal. Va ser Leibniz qui va utilitzar variacions infinitament petites, formalitzant molts
resultats sobre els infinitesimals, manipulant-los com si fossin nombres. Aquesta practica

va continuar en els analistes dels segle XVIII, sobretot Euler.

No va ser fins I'any 1966, quan Abraham Robinson va publicar el seu llibre Non-standard
Analysis, on es formalitza un sistema de nombres que contenen als infinitesimals i als
nombres infinits. Emprant la teoria de models i la logica formal, va desenvolupar la
construccié dels nombres hiperreals per ultraproductes. Al calcul realitzat amb nombres
hiperreals també se 1‘anomena analisi no estandard. El conjunt dels nombres hiperreals

*R és un cos ordenat no arquimedia i conté una copia del conjunt dels nombres reals.

En les seccions 2.1 i 2.3 veurem la definicié de *R i la construccié per ultraproductes
respectivament. A diferéncia dels nombres reals, aqui no es pot demostrar que totes les
construccions sén isomorfes, pero aixo requereix teoremes sofisticats de teoria de models i

esta fora de 1‘abast d‘aquest treball.



Capitol 1

Els nombres reals

1.1

Axiomatica dels nombres reals

1.1.1 Definicidé

Un anell és un conjunt A amb dues operacions binaries, + i -, que anomenarem suma i

producte respectivament, que compleixen les propietats segiients:

(1)

Propietat associativa de la suma:

Per tot z,y,z € A es compleix que (z +y) + 2z =z + (y + 2).

Propietat commutativa de la suma:

Per tot z,y € A, es compleix que x +y =y + .

Existencia d‘element neutre de la suma:
Existeix un element d‘A, al que anomenarem 0, tal que per tot x € A es compleix

quezrz+0=042x==x.

Existencia d‘element oposat de la suma:
Per tot z € A existeix un element d‘A, al que anomenarem —z, tal que x + (—z) =
(=) +x=0.

Propietat associativa del producte:

Per tot z,y,z € A es compleix que z - (y - 2) = (x - y) - 2.

Propietat distributiva del producte respecte de la suma:

Per tot z,y,z € A es compleix que x - (y + 2) = (x - y) + (z - 2).
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1.1.2 Definicidé

Direm que un anell A és commutatiu si per tot =,y € A es compleix que -y =y - x.

1.1.3 Definicié

Direm que un anell A és un anell amb unitat si existeix un element d‘A, al que anomenarem

1, tal que per tot x € A es compleix que 1 -z =z -1 = x.

1.1.4 Definicié

Un cos és un anell commutatiu i amb unitat que compleix que, per tot z € K, z # 0,

1 1

existeix un element de K, al que anomenarem z~!, tal que z -z~ ' =271 -2 = 1.

Es a dir, tot element no nul de K té invers pel producte.

1.1.5 Definicié

Direm que un cos K és un cos ordenat si existeix una relacié < C K x K que compleix les

propietats segiients:

(i) Llei de tricotomia:

Per tot x,y € K, es compleix una, i només una, de les possibilitats segiients:

<y, r =Y, y<x

(ii) Propietat transitiva:

Per tot z,y,z € K tal que ¢ < y i y < 2, es compleix que = < z.
(iii) Per tot x,y,z € K tal que = < y, es compleix que z + z < y + z.

(iv) Per tot z,y € K tal que 0 < 2 1 0 < y, es compleix que 0 < x - y.

Direm que “z és menor que y” o que “x és més petit que y” si x < y. També escriurem x < y,
“r és menor o igual que y” o “x és més petit o igual que y”, per dir que es compleix z < y
o x = y. Sovint, escriurem y > x i y > x, en comptes de x < y i & > y, respectivament.

Si un conjunt A satisfa (i) i (ii) de la definicié anterior, aleshores es diu que és un conjunt

totalment ordenat.
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1.1.6 Definicidé

Una fita superior d'un subconjunt A d‘un conjunt ordenat K és un element k € K tal que
per tot x € A es compleix que = < k.

Direm que un conjunt estda afitat superiorment si té alguna fita superior.

El suprem d‘un conjunt A, sup(A), és el minim del conjunt de totes les fites superiors.
Una fita inferior d'un subconjunt A d‘un conjunt ordenat K és un element k& € K tal que
per tot x € A es compleix que = > k.

Direm que un conjunt esta afitat inferiorment si té alguna fita inferior.

Léénfim d‘un conjunt A, inf(A), és el maxim del conjunt de totes les fites inferior.

Direm que un conjunt A esta afitat si esta afitat inferiorment i superiorment.

1.1.7 Observacié

Notem que un cos ordenat K qualsevol conté una copia del conjunt dels nombres naturals
N=1{1,2,3,4,...} jaque 1 € Kila suma és una operacié tancada.

(n

Denotem n:=1+---+1. Aixi, 1 €K, 1+1=2€K,1+2=3€K,....

1.1.8 Observacié6

Sigui K un cos ordenat. Com que N C K, aleshores per tot n € N es compleix que —n € K
(per l‘existéncia de 1‘element oposat). Notem que 0 € K ja que 0 és 1‘element neutre de la
suma. Per tant, Z C K.

1.1.9 Observacié6

Sigui K un cos ordenat. Com que Z C K, aleshores per tot m € Z, m # 0 es compleix que
existeix % € K. Per tant, Q = {% | n,m € Z, m # O} C K, on ;* denota n - %

Aquesta immersié respecta el valor absolut, 1‘ordre i les operacions de Q.

1.1.10 Definicié

Direm que un cos ordenat K és arquimedia si per tot x,y € K amb z > 0 existeix un
nombre natural n € N tal que nx > y.
Una definicié equivalent és que per tot z € K existeix un nombre natural n € N tal que

n>z.
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1.1.11 Observacié

Notem que el cos ordenat QQ és arquimedia:

n

Sigui z € Q tal que z > 011 z ¢ N. Per tant, existeixen n,m € Z tal que z = . Si
n,m > 0 aleshores n > zin € N. Si n,m < 0 aleshores —n > zi —n € N.
Siz<0aleshores1>21i1¢€N.

1.1.12 Definicié

Una successio d‘elements de K, {a,} C K, és una aplicacié

a:N—K

n+— a(n) =a,

1.1.13 Definicié

Direm que una successi6 {a,} C K és creizent si per tot n € N es compleix que ap+1 > ay.

Direm que és decreixzent si per tot n € N es compleix que an4+1 < ay,.

1.1.14 Definicié

—x st x<0

El valor absolut d‘un element = d‘un cos ordenat K és |z| = ,
x st x>0

1.1.15 Proposicié
Siguin K un cos ordenat i x,y € K. Aleshores es compleix que
(i) |z| <y si, i només si, —y < x < y.
(i) |z —yl < ||+ Jyl.
1.1.16 Definicié
Direm que una successié {a,} C K convergeiz cap a l o que té per limit I, amb [ € K,

si per tot € > 0 existeix un nombre natural ng tal que per tot n > ng es compleix que
lan, — 1| < e.
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1.1.17 Definicié

Direm que una successié és de Cauchy si per tot € > 0 existeix un nombre natural ng tal

que per tots n, m > ng es compleix que |a, — an,| < €.

1.1.18 Proposicié
Tota successiéo de Cauchy esta afitada.
Demostracié

Sigui {a,} una successié de Cauchy. Aleshores, per tot € > 0, existeix ng € N tal que
lan, — am| < € per tot n,m > ny.

La desigualtat |a, — a,n| < € és equivalent a a,,, — & < a, < a,, + € per tot n,m > ngy. En
particular, si m = ng obtenim que a,, — € < a,, < ay, + € per tot n > nyg.

Aleshores, l'element M = max {a1,az, ..., any—1,an, + £} és una fita superior de tots els
ap 1 lelement m = min {ay,as,...,an,—1,an, — €} és una fita inferior de tots els a,,. Per

tant, la successié {a,} esta afitada.

1.1.19 Proposicié
Tota successié convergent en un cos ordenat K és de Cauchy en K.
Demostracié

Sigui una successié {a,} convergent cap a [ € K. Aleshores, per tot ¢ > 0 existeix
no € N tal que per tot n > ng es compleix que |a, — | < €.
Siguin n, m > ng, aleshores es compleix que
e €
lan, — am| = |(an = 1) = (am = D)| < lan — 1| + lam — 1] < 54-5:8.
Per tant, {a,} és de Cauchy.

1.1.20 Definicié

Direm que un cos ordenat K és complet per successions si tota successié de Cauchy té

limit.



1.1. AXIOMATICA DELS NOMBRES REALS

1.1.21 Definicié

Un cos dels nombres reals és un cos ordenat, arquimedia i complet per successions.

1.1.22 Definicid

Direm que un cos ordenat K és Dedekind-complet si compleix 1‘axioma del suprem: Tot

subconjunt no buit de K i afitat superiorment té suprem.

1.1.23 Proposicié

Sigui K un cos ordenat i Dedekind-complet i sigui {a,} una successié d‘elements de K.
Si {an} és creixent i afitada superiorment, aleshores {a,} és convergent i lim{a,} =
sup{an, | n € N}. Analogament, si {a,} és decreixent i afitada inferiorment, aleshores

{an} és convergent i lim {a, } = inf {a, | n € N}.
Demostracio

Sigui {an,} C K una successié creixent i afitada superiorment. Aleshores, com que K
és Dedekind-complet, existira o = sup {a,, | n € N}.

Per € > 0, existeix m € N tal que a — € < am.

Aleshores, per tot n > m es compleix que a < ay < a, < a < « — ¢ i, per tant,
la, — o] <e.

Per demostrar el resultat per successions decreixents i afitades inferiorment, utilitzarem
que la successié {—a,} és creixent i afitada superiorment.

En la seccié 1.2, demostrarem que dos cossos de nombres reals sén isomorfs. Aixi doncs,
notarem R el cos dels nombres reals.

La demostracié de I'existéncia del cos dels nombres reals la farem a les seccions 1.2 1 1.3,
on farem la construccié de R a partir de les successions de Cauchy i de les talladures de
Dedekind, respectivament.

A continuacid, donem una caracteritzacié alternativa del concepte de cos dels nombres

reals.

1.1.24 Teorema

Un cos ordenat és Dedekind-complet si, i només si, és arquimedia i complet per successions.
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Demostracio

Anem a veure que si un cos ordenat K és Dedekind-complet aleshores és arquimedia i
complet per successions:

Suposem que K no és arquimedia, és a dir, existeixen x,y € K amb = > 0 tals que per tot
n € N es compleix nz < y.

Sigui A = {nx | n € N} # (). El conjunt A té y com a fita superior i, per tant, A té suprem,
a = sup(A). Per tot n € N, es compleix que nz = (n+ 1)z —z < o — z. Aleshores, a — x

———
cA

és fita superior d’'A i a —z < a ja que z > 0. Per tant, o no és la minima fita superior i

aixo és una contradiccio.

Sigui {a,} una successié de Cauchy en K. Aleshores, per la Proposicié 1.1.18, {a,} esta
afitada superiorment. Com que en K es compleix 1‘axioma del suprem, per a cada n € N
existeix b, = sup{ay | k > n}.

La successié b, formada per elements de K és decreixent ja que {ap |k >n+1} C
{ar | k > n}. Notem que també esta afitada inferiorment ja que per tot n € N es compleix
que a, < b,. Per la Proposici6 1.1.23 , existeix 8 = lim {b, }.

Per tant, per € > 0 existeix n; € N tal que per tot n > ny es compleix |b, — 3] < 5

Com que {ay} és de Cauchy, existira ny € N tal que per tots n,m > ny es compleix que
an — am| < 5.

Com que b, = sup {ay | k > n}, aleshores existeix n3 € N tal que per tot n > n3 es com-
pleix que b, —a, < 5.

Per tant, per tots n,m > max {ni,ng, n3} se satisfa que
’an_/g‘ < ’an_am"i‘mm_bm““‘bm_ﬂ‘ < %‘i‘%‘i‘%:&'
En conclusié, lim {a, } = S.

Ara, anem a demostrar que si un cos ordenat K és arquimedia i complet per successi-
ons, aleshores és Dedekind-complet:

Sigui A # () un conjunt de K afitat superiorment. Sigui s aquesta fita superior.

Com que K és arquimedia, existeix 7 € N tal que s < j. Per tant, j també és fita superior
de A.

Sigui a € A. Prenem i € Z tal que i < a (si a > 0, prenem ¢ = 0 i si a < 0, com que K és
arquimedia, existeix k € N tal que k > —a i, aleshores i = —k).

Per a cada n € N, el conjunt de nombres racionals amb denominador n entre ¢ i j és finit

i, per tant, hi ha almenys un que és fita superior d‘A.
Sigui mTH la més petita d‘aquestes fites. Aleshores, definim la successié {a, } com a, = ="

Anem a veure que aquesta successié és de Cauchy:
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N . . 1 . 1 . 1 -
Siguin an, = 7 i an, = 72. Es compleix que T < % 192 < %, ja que ML
mat+l o4n fites superiors d°A 1 ™ i ™2 no ho sén.

n2 ni n2
Per tant, si a,, < a,, es compleix que

9 1 2
_ —m2 _ma o+l oy 1
0 é (0779 Ap; = no n1 < ni ni  ni’

1

ng "

Com que K és arquimedia, per cada € > 0, ¢ € K, existeix ng € N tal que nio <e.
: 1 1: 1 1

Aleshores, per tots ny,ny > ng es compleix que S in <

1

0 < €.

En conclusid, la successié {a,} és de Cauchy en K.

Si an, < ap, es compleix que 0 < ay,, — ap, <

i, per tant, |an,, — an,| <

Com que K és complet per successions, existeix a € K tal que a = lim {a, }.

Vegem que « és una fita superior d‘A:

Suposem que existeix b € A tal que b > a. Aleshores, b—a > 01, com que K és arquimedia,
existeix n’ € N tal que ﬁ < n/. Per tant, o < b — %

Com que lim {a,} = «, existeix n” € N tal que a,, < b — % sin>n".

Aleshores, si n > max {n’,n"} es compleix que a, = T <b— L<b— %

7
Per tant, b > mTH Aixd és una contradiccié ja que mTH és fita superior d‘A. Aixi doncs,
« és fita superior d‘A.

Falta veure que « és la minima de les fites superiors:

Sigui 8 < a. Com que « = lim {a, }, existeixen termes de {a,} tals que a,, > (i, com que
cap a, és fita superior de A, tampoc ho és 5.

En conclusié, hem vist que o = sup A.

1.1.25 Observacio

Utilitzant alguns resultats de la seccié segiient, podem veure que el cos dels racionals,
@, no és complet per successions, ja que existeixen successions de Cauchy de nombres
racionals que no tenen limit en Q.

Per exemple, sigui {a,} la successié de Fibonacci definida per:

ag =1, a1 = 1, Ap = Ap_1 + Ap_o Sin > 2.
Sigui {g,} la successi6 definida per ¢, = aa"l. Aquesta successié convergeix cap a 1+2‘/5
—

en R i, per tant, per la Proposicié 1.1.19, és de Cauchy en R. Per la Proposicié 1.2.19,
també és de Cauchy en Q.
Si {gn} convergis en Q cap a un r € Q, per la Proposici6 1.2.18, convergiria cap a r en R

i per la unicitat del limit seria r = 1‘*'2—‘/5 pero sabem que 1+T\/5 ¢ Q.
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1.2 Construccié de R per successions de Cauchy

En aquesta seccié, demostrarem 'existencia i la unicitat d‘un cos ordenat, arquimedia i
complet per successions. Ho farem seguint els passos del metode de Cantor a partir de les

successions de Cauchy de nombres racionals.

1.2.1 Definicidé

Donades dues successions de Cauchy {a,} i {b,}, definim les operacions suma i producte

com:

{an} +{bn} = {an + bn}
{an}t - {bn} = {an - bn}

1.2.2 Teorema

El conjunt de les successions de Cauchy de nombres racionals, amb les operacions suma i

producte, té estructura d‘anell commutatiu amb element unitat.
Demostracié

Primer de tot, hem de veure veure que la suma i el producte de successions de Cauchy
s6n operaciones internes. Es a dir, que donades dues successions de Cauchy {an} i {bn},
aleshores {a, + b, } 1 {anby} també sén de Cauchy.
Siguin {a,} i {bn} dues successions de Cauchy. Aleshores per tot ¢ > 0, existeixen
ni,n2 € N talque:

lan, — am| < £ per tots n,m > nj.

|by, — b | < £ per tots n,m > no.

NI pojm

Sigui ng = max {n1,na}, aleshores per tots n,m > ng se satisfa que

|(an—bn)—(am+bm)\g]an—am!+|bn—bm|<g+§:a

i per tant, {a, + b,} és de Cauchy.

Per provar que el producte de dues successions de Cauchy també ho és, utilitzarem que
tota successié de Cauchy esta afitada. Per tant, donades dues successions de Cauchy {a, }
i {by,}, existeixen My, My € Q tals que
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lan| < M i |by| < Mj per tot n € N.
A més, per tot ¢ > 0 existeixen ni,ny € N tals que

|lan — am| < 37 per tots n,m > n;.

|bp, — b | < 2]‘\5/[2 per tots n,m > ns.

Sigui ng = max {n1,na}, aleshores per tots n,m > ng es compleix que

|anbp — ambm| = |(an — am)bp + (bn — bm)am| < an — am| [bn|+[bn — bl |am| < g5 Mi+
f%Mg =£.

Per tant, la successié {anb,} és de Cauchy.

La suma de successions de Cauchy és associativa i commutativa perque també ho és la
suma dels nombres racionals. Es obvi que la successié constant {0} és I‘element neutre de
la suma i l‘element oposat de {a,} és la successi6 {—a,}.

El producte de successions de Cauchy és associatiu i commutatiu, ja que el producte de
nombres racionals també ho és, i satisfa la propietat distributiva respecte de la suma
perque també es compleix pels nombres racionals. L‘element neutre del producte és la
successié constant {1}.

Per tant, el conjunt de les successions de Cauchy és un anell commutatiu amb unitat.

1.2.3 Observacié

Notem que el conjunt de les successions de Cauchy amb les operacions suma i producte
no és un cos ja que, per exemple, la successio {%} no té invers (el candidat natural és la

successié {n} i no és de Cauchy).

1.2.4 Definicidé

Direm que una successié de Cauchy és nul-la si convergeix cap a 0.
Anomenarem S a l‘anell de successions de Cauchy i N al conjunt de les successions de

Cauchy nul-les.

1.2.5 Definicié

Direm que una successié de Cauchy és positiva si existeixen § > 0, § € Q i ng € N tals que
an > 0 per tot n > ny.
Direm que una successié de Cauchy és megativa si existeixen § > 0, § € Q i ng € N tals

que a, < —9J per tot n > ng.
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1.2.6 Proposicié

Els conjunts de les successions de Cauchy positives S, negatives S~ i nul-les N formen

una particié de S.
Demostraci6

Per demostrar que S = ST U N U S, veurem que si una successié de Cauchy no és
ni positiva ni negativa, aleshores és nul-la.

Sigui {a,} una successié de Cauchy, aleshores per tot € > 0 existeix ng € N tal que si
n,m > ng es compleix que |a, — a,| < 5. A més, com que {a,} no és positiva, existira
niy > ng tal que a,, < % Aixi doncs, per n > ng, se safisfa que a,, = ap — an, + an, <
e, e

3 T3 =¢

Analogament, com que {a,} no és negativa, existira ny > ng tal que a,, > —§ i per tant,
. . _ € € _

si m > ng, es compleix que a, = ap — Gpy + Any > -5 — 5 =—¢€.

Aleshores, per tot n > ng, es compleix que — < a,, < €, que és equivalent a |a,| < €. Es

a dir, {a,} és nul-la.
Falta veure que STNAN =0, ST NN =0iStNS™ =0:

e Per veure que ST N N = (), suposem que existeix {a,} € ST N N.
Com que {a,} € ST, existeixen § > 0,6 € Qiny € N tals que si n > ny es compleix
que a, > 9.
Com que {a,} € N, existeix n; € N tal que |a,| < § si n > n;.
Sigui ng = max {ny,n1}. Aleshores, per tot n > ng es compleix que § < a, < g.

Aixo és una contradiccié que prové de suposar que ST NN # ().

e Suposem, ara, que existeix {a,} € ST N N.
Com que {a,} € S7, existeixen § > 0, € Qin_ € N tals que si n > n_ es compleix
que a, < —4.
Com que {a,} € N, existeix n; € N tal que |a,| < % sin > n.
Sigui ng = max {n_,n1}. Aleshores, per tot n > ng es compleix que —g < ap < —9.

Aix0 és una contradiccié que prové de suposar que S™ NN # ().

e Per veure que ST N S™, suposem, com abans, que existeix {a,} € STNS™.
Com que {a,} € ST, existeixen 6+ > 0, 6+ € Qiny € Ntals que a, > 4 sin > n.
Com que {a,} € S, existeixen 6_ > 0, 6 € Qi n_ € N tals que a, < —0_ si
n>n_.

Sigui ng = max {ny,n_}. Aleshores, per n > ng se satisfa que 04 < a,, < —9_, que
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és una contradiccié i prové de suposar que ST NS~ # (.

Per tant, ST, N i S~ formen una particié de S.

1.2.7 Teorema

El conjunt de les successions de Cauchy nul-les N és un ideal de I'anell de les successions
de Cauchy S.

Demostracié
Hem de veure que:

(i) Donades {a,},{bn} € N es compleix que {a, — by} = {an} + (—{bn}) € N.

Per tot € > 0 existeixen ni,no € N tals que

lan| <

S per tot n > ny.
|bn| < § per tot n > ny.

Sigui ng = max {ni,ne} aleshores per tot n > ny es compleix que
€

€
|an—bn]§]an|+\bnl<§+2:£.

Per tant, la successié {a, — by} és nul-la.

(ii) Donades {a,} € N i{b,} € S es compleix que {a,} - {bn} € N.
Com que {a,,} és de Cauchy aleshores esta afitada. Per tant, existeix M € Q tal que
|bn| < M per tot n € N.
Com que {a,} € N aleshores per tot £ > 0 existeix ng € N tal que |a,| < 57 per tot
n > ng.
Aleshores, per tot n > ng es compleix que |anb,| < |ay||bn| < M+ =e.

Per tant, la successié {a,b,} és nul-la.

Aixi doncs, N és un ideal de S.

1.2.8 Definicié

Definim en S la relacié segiient: siguin {a,},{b,} € S, aleshores {a,} ~ {b,} si, i només
si, {an —bp} = {an} — {bn} € N.
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1.2.9 Observacié

La relacié ~ és d‘equivalencia, ja que és la relacié associada a tot ideal d‘un anell commu-

tatiu.

Anomenarem R al conjunt quocient % i {a,} a l'element de R format per totes les suc-
cessions equivalents a la successié {a, }.

Aquest conjunt, amb les operacions induides per les de S,

{an} +{cn} = {an +cn}
{an} - {en} ={an - e}

té estructura d‘anell commutatiu amb element unitat {1}.

Notem que el conjunt de les successions nul-les N = {0}.

1.2.10 Teorema
Léanell R té estructura de cos.

Demostracié

Hem de veure que tota classe {a,} tal que {a,} # {0} té invers. Com que {a,} # {0}
aleshores {a,} és una successié de Cauchy i no és nul-la. Per tant, existeixen § > 0, § € Q
iny € N tals que |ay,| > 0 per tot n > n;.

Ara, definim la successié {b,} tal que:

1 sin=0
bp=<n sin<n;,n#0

a, Ssin>n

Notem que {b,} ~ {a,} i que {b,} no té cap terme igual a zero. Per tant, la successié
{i} esta ben definida i {i} {an} ~ {1}. Només hem de veure que {i} és de Cauchy.
Com que {a,} és de Cauchy aleshores per tot € > 0 existeix ny € N tal que per tots

n,m > ng es compleix que |a, — an| < §%¢e. Sigui ng = max {n1,n2}. Per tots n,m > ny

se satisfa que

b b

1 1 ‘: bm = bnl  am — anl _ |am — ay 52e .

|bnbm| B |anam‘ B |a’n| |(1m| 672

Per tant, {i} és l'invers de {ay}.
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1.2.11 Definicié

Direm que {a,} < {by} si {b, —a,} € ST.

1.2.12 Teorema

El cos R és un cos ordenat.

Demostracio

Hem de veure que la relacié definida satisfa la definicié 1.1.5:

(i)

(i)

(iii)

Llei de tricotomia:

Donades {an}, {b,} € R, es compleix exactament una:

{an} < {bn}, {an} = {bn}, {an} > {bn}

Aixo és equivalent a que la successié {b, — a,} sigui positiva, negativa o nul-la i és
cert ja que els conjunts d‘aquestes successions formen una particié de S, segons la

proposicié 1.2.6.

Propietat transitiva:

Per cada {an}, {bn},{cn} € R tals que {a,} < {bn} 1 {by} < {cn} es compleix que
{an} < {en}.

Com que {a,} < {bn} i {bn} < {c,} aleshores {b, —a,},{c, —b,} € ST.

Per tant, existeixen 1,09 > 0, d1,02 € Q i ny,ne € N tals que ¢, — a,, = ¢ — by +

by, — an > 81 + 02 per tot n > max {ni,ne}. Aixi, doncs, hem vist que {a,} < {c,}.

Per tota {an}, {bn},{cn} € R tals que {a,} < {bn}, es compleix que {a,} + {c,} <
{on} + {cn}.

Hem de veure que {c,, + b, — (¢ +an)} € ST.

Com que {a,} < {b,}, aleshores {c,, + b, — (¢cn + an)} = {b, —an} € ST.

Per tota {a,}, {b,} € R tals que 0 < {a,} 1 0 < {by}, es compleix que 0 < {a,by}.
Hem de veure que {a,b,} € ST.
Com que {a,},{b,} € ST, existeixen 81,02 > 0, 61,02 € Q i ny,ny € N tals que

anby, > 0102 per tot n > max {nq,ne}. Per tant, la successié {a,b,} és positiva.

Hem demostrat que R és un cos ordenat.
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1.2.13 Teorema
El cos ordenat R és arquimedia.
Demostraci6

Notem que, per l‘observacié 1.1.7, N C R ja que R és un cos ordenat, concretament n
s‘identifica amb {1} + . + {1} = {n}.

Anem a veure que per tota m € R, existeix un nombre natural m més gran que m.
Com que {a,} és de Cauchy, aleshores esta afitada i per tant, existeix m € N tal que
an < m per tot n € N. Aleshores, {a,} < {m} = m.

Per tant, per tot element de R existeix un nombre natural més gran i R és arquimedia.

1.2.14 Proposicié
Siguin a,b € R tal que a < b. Aleshores, existeix ¢ € Q tal que a < g < b.
Demostracié

Com que a < b, aleshores b — a > 0.

Siguin {a,} i {b,} dos representants de a i b respectivament. Aleshores {b, — an} és re-
presentant de b—a i {b, — a, } és una successié positiva. Per tant, existeixen § > 0, § € Q
i n1 € N tals que b, — a,, > § per tot n > n;.

Com que {a,} és de Cauchy, existeix ny € N tal que |a, — an| < % sin,m > no.

Com que {b,} és de Cauchy, existeix nz € N tal que |b, — b,,| < g sin,m > ns.

Sigui ng = max {ny,na,n3}. Definim la successié constant {g,} com ¢, = % per tot
n € N. Aquest element ¢ := % és de R.

Vegem que a < g < b:

Per provar que a < g, basta veure que {¢, — a,} és positiva. En efecte,

an0+bn0 _ an0+bn0 _ bno_ano
f—an— fﬂ—ano—ano—an— f—f—ano — Anp.

Per tant, per tot n > ng, es compleix que

0 0

—Jan —apy| > 5 -2 =2

T bn
a0-2$-  —ay >

bng—ang
2

Falta veure que g < b. Es suficient veure que {b, — qn} és positiva. En efecte,

Ang+b ang+b bny—a
bn_%:bn_bno‘i‘bno— n02 nO:bn_bn0+ n02n0‘
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anp+bn, by —an d 4 )
bn— 02 OZ 02 0_|bn_bn0‘>§_Z:§

1.2.15 Proposicié

Sigui {a,} una successié de Cauchy en Q. Aleshores, {ay,} és convergent en R i el seu

limit és l‘element a € R, que té per representant la successio {ay}.
Demostracié

Volem veure que per tot € > 0, ¢ € R, existeix ng € N tal que |a, —a| < € per tot
n > ng.

Prenem ¢ € Q tal que 0 < § < e. Com que {a,} és de Cauchy en Q, existeix n; € N tal
que |ap — am| < sin,m > nq.

El nombre natural n satisfa la primera condicié:

Sigui n € N fix tal que n > ny. L‘element a,, — a de R té com a representant la successié
Ap — A1, Ap — A2, **+, Gp — Am, *

Per tot m > n; es compleix que |a, — an,| < 6.
Com que l‘element a, — a de R té com a representant la successié {a, — a,}, aleshores
lan, —al <6 <e.

1.2.16 Teorema
El cos ordenat R és complet per successions.
Demostracié

Sigui {a,} una successié de Cauchy en R.

Suposem que dos elements consecutius de la successié sén diferents.

Si existeix ng € N tal que a, = any1 per tot n > ng, aleshores lim {a,} = ap, 1, R seria
complet. Si no fos aixi, prenem una successié parcial tal que a,, # a,+1 per tot n € N.
Aleshores, per la Proposicié 1.2.14, existeix un element b, € Q tal que a,, < b, < ap41 0
ant1 < by < ap per tot n € N.

Vegem que la successi6 de racionals {b,} és de Cauchy en Q:

Per tot ¢ > 0, ¢ € Q, com que {a,} és de Cauchy en R, existeix ny € N tal que
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lan, — am| < € si n,m > nj. Notem que e s‘identifica amb l‘element corresponent en
R.

Aleshores, |b, — by,| < |ay —ap|,on N ésnon+11Mé mom+ 1.

Per tant, |b, — by,| < € per tots n,m > nj.

La successié6 {b, }, que és de Cauchy en Q, és representant d‘un element b € R. Vegem ara
que b = lim {a,}.

Per tot n € N, es compleix que |a,, — b| < |a, — by| + |by, — b).

Per la proposicié 1.2.15, limb,, = b, per tant, per tot ¢ > 0 existeix no € N tal que
bn, — b| < § sin > mno.

Com que {a,} és de Cauchy, existeix nz € N tal que |a, — b,| < |an — ant1| < § sin > ns.
Per tant, [a, — b < |an — bn| + [bp — b] < § + § = € si n > max {ng, n3}.

Hem demostrat I‘existeéncia d‘un cos ordenat, arquimedia i complet per successions. Aquest
cos és el cos dels nombres reals R. Només ens falta veure que aquest cos és tnic. Pero,
abans de demostrar la unicitat, veurem tres resultats que necessitarem per fer la demos-
tracio.

Recordem que, per la proposio 1.1.9, Q C K i aquesta immersi6 respecta el valor absolut,

I‘ordre i les operacions de Q.

1.2.17 Proposicié

Sigui K un cos ordenat i arquimedia. Aleshores, tot element a € K és limit d‘una successié

de nombres racionals.
Demostracio

Siguin K un cos ordenat i arquimedia i a € K tal que a > 0.
Considerem % € K. Com que K és arquimedia, existeix m, € N tal que ma% > «. Per
tant, existira m, o, € N tal que

1 2 m Mp.o + 1 m
I<—< <. .« ca<c 2~ < <2,
n n n n n

Mn,a

. Només

Aixi, considerem la successié de nombres racionals {a,} definida com a, =
ens falta veure que aquesta successié convergeix cap a a.

Per tot £ > 0, existeix ng € N tal que n—lo < e. Aleshores es compleix que

mn,a+1 _ Mn,a

_1 :
== <esln 2 ng.

o — an| <

Si a < 0, haurfem de considerar la successié {a,, } convergent a —a i, aleshores, la successi6

{—ay} seria convergent cap a .
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Si a = 0 aleshores 0 = lim {0}, -

1.2.18 Proposicié

Sigui K un cos ordenat i arquimedia i sigui [ € Q. Aleshores, tota successié de racionals

{an} convergeix cap a [ en Q si, i només si, {a,} convergeix cap a [ en K.
Demostracié

Donat € € K, € > 0, com que K és arquimedia existeix m € N tal que me > 1.
Sigui una successi6 de racionals {a,} convergent cap a [ € Q. Aleshores, existeix ng € N
tal que per tot n > ng es compleix que |a, — | < % < e.

Per tant, {a,} és convergent cap a [ en K.

1.2.19 Proposicié

Siguin K un cos ordenat i arquimedia i {a,} una successié de nombres racionals. Alesho-

res, {a,} és de Cauchy en Q si, i només si, {a,} és de Cauchy en K.
Demostracié

Sigui ¢ € K, € > 0. Com que K és arquimedia aleshores existeix ng tal que nio < e.
Si {an} és de Cauchy en Q aleshores existeix n; € N tal que |a, — an,| < 7710 < € per tot

n,m > ni. Per tant, {a,} és de Cauchy en K.

1.2.20 Teorema
Dos cossos ordenats, arquimedians i complets per successions sén isomorfs.
Demostracié

Siguin R; i Rs tals cossos.

Definim I‘aplicacié ¢ : Ry — R de la forma segiient:.

Sigui @ € R;. Aleshores, com que Ry és arquimedia, per la proposicié 1.2.17, existeix una
successié de nombres racionals {a,} convergent cap a a. Com que aquesta successié és
convergent en R; aleshores també és de Cauchy en R;. Per la proposicié 1.2.19, {a,} és

de Cauchy en Q i també ho sera a Ry. Com que Ry és complet per successions, aleshores
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la successié {ay,} té limit a Ry. Aquest limit sera 8 = p(«).

Com que Q esta inclos en Ry i en Ry ja que sén cossos ordenats, és facil veure que ¢

identifica un nombre racional p de R; amb ell mateix en Ry. Per tant, ¢ deixa invariants

els nombres racionals.

Aquesta definicié no depen de la successié {a,} escollida. Sigui {b,} una altra succes-

sié convergent cap a «, aleshores la successié de nombres racionals {a,, — b,} convergeix

cap a 0 en Ry. Com que és una successio de racionals i Ry és arquimedia aleshores, per la

proposicié 1.2.18, també convergira cap a 0 en Ry. Per tant, {a,} i {b,} tenen el mateix

limit en Ra, (o).

Ara, volem demostrar que per tot aq, s € Ry, se satisfa que:

(i)
(i)
(iif)

p(ar + az) = p(a1) + p(ag).
p(ar - az) = p(a1) - p(az).

a1 < ag si, 1 només si, p(ag) < p(az).

Primer de tot, si {a,} és una successié de nombres racionals convergent en R;, tenint

en compte que ¢ respecta els racionals, resulta que cp(l}%m an) = lgn olan) = lgn a, Amb
1 2 2

aquest fet i per les propietats de limit:

(i)

(iii)

Siguin dues successions de nombres racionals {a,} i {b,} que convergeixen cap a «a;

i ao en R respectivament, aleshores:

ol + ag) = p(lima, + limb,) = p(lim(ay, + b,)) = lim¢(a, + b,) = lim(p(ay,) +
R1 Rl R1 R2 R2

p(bn)) = lim plan) + lim p(bn) = 90(1}%11;1 an) + 90(1}%111[1 bn) = @) + @(az).

Siguin dues successions de nombres racionals {a,} i {b,} que convergeixen cap a a;

i ag en R; respectivament, aleshores:

olarae) = p(limay, - limb,) = @(lim(ayb,)) = limp(ayb,) = lim(e(an)e(by)) =
R1 Rl R1 R2 R2

lim p(ay,) - lim ¢(b,) = p(lim a,,)e(limb,) = p(ag)e(az).

Ro Ro Ry Ry

Ens basta veure que donat o € Ry, o > 0 si, i nomsés si, ¢(a) > 0.

Sigui « € Ry, aleshores, per la Proposicié 1.2.17, existeix una successiéo de nombres
racionals {a,} convergent cap a «.

Si a > 0, és facil veure que {a,} és positiva. Per tant, existeixen b € Q, b > 0 i
ng € N tals que per tot n > ng es compleix que a, > b > 0.

Sigui la successié de nombres racionals {b,} definida com b, = anytn. Notem que

{b,} també convergeix a « i que per tot n € N se satisfa que b, > b. Aleshores

= o(limb,) = lim(by,) = limby, > b > 0.
pla) = p(limb,) = lim o(by) = limby > b >0
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Per demostrar l‘altra implicacié, veurem que si a < 0 aleshores ¢(a) < 0:
Si o = 0, aleshores ¢(0) = 0.
Si a < 0, és facil veure que {a,} és negativa. Per tant, existeixen ¢ € Q, ¢ < 0 i
n1 € N tals que per tot n > ny es compleix que a, < ¢ < 0.
Sigui la successié de racionals {c,} definida com ¢, = apy4+n. Aquesta successié
també convergeix cap a a i per tot n € N se satisfa que ¢, < c.
Aleshores
o(a) = go(lliqrfl Cn) = l}gl wlen) = 1}?21 e <c<O.

Ens falta veure que ¢ és bijectiva:

Si a1 # ag aleshores a1 > a9 0 ap < ag. Per (iii), es compleix que p(a1) > @(a2) o
o(a1) < p(ag). Per tant, p(a1) # ¢(ag) 1 ¢ és injectiva.

Ara, veurem que ¢ és exahustiva. Sigui § € Rs i sigui {b,} una successié de nombres ra-
cionals que convergeix cap a 3. Com que {b,} és convergent en un cos ordenat Ra, també
sera de Cauchy en Rs, segons la proposicié 1.1.19. Aquesta successié també és de Cauchy
en Q i per tant, per la proposicié 1.2.19, també ho és en R;. Ara, com que R; és complet,
la successi6 {b,} convergeix en R;. Sigui « aquest limit en R, aleshores () = 3. Per

tant, ¢ és exhaustiva.

Hem demostrat que dos cossos de nombres reals sén isomorfs com a cossos ordenats.

1.3 Construccié de R per talladures de Dedekind

En aquesta seccié demostrarem ’existéncia d’un cos R ordenat i Dedekind-complet. Farem
la demostracié seguint els passos de la construccié que va fer Dedekind (1872). Els elements
de R s6n subconjunts de Q anomenats talladures. Aixi, abans de tot, hem de definir que

és una talladura.

1.3.1 Definicié

Una talladura és un conjunt a@ C Q que satisfa les propietats segiients:

i) a#0ia#Q.
(ii) Siguin p € a i ¢ € Q tals que ¢ < p, aleshores es compleix que ¢ € a.

(iii) Sigui p € «, aleshores existeix ¢ € « tal que p < q.
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1.3.2 Observacié

Siguin « una talladura i p,q € Q. De la definicid, es dedueix que:

(i) Per tot p € ai q ¢ «, es compleix que p < gq.

(ii) Per tot p ¢ a, si p < q aleshores ¢ ¢ a.

1.3.3 Proposicié

Sigui r € Q. Aleshores el conjunt * = {x € Q | < r} és una talladura.
El conjunt r* es diu que és la talladura associada a r i és el subconjunt de Q de la forma

(_ o0, T) .
Demostracio

Hem de veure que r* satisfa les tres condicions de la definicio:

(i) Com que r € Q, aleshores r —1 € Qir —1 <r. Per tant, r* # () ja que r — 1 € r*,
Per altra banda, r 4+ 1 també és un nombre racional i r < r 4+ 1. Per tant, r* # Q ja
que r+1 ¢ r*.

(ii) Siguin p € r* i ¢ € Q tal que ¢ < p. Com que p € r* aleshores ¢ < p < r i per tant,
qerr.

(iii) Sigui p € r*. Aleshores, existeix ¢ = 1% eEQtalqueger ip<g<r.

1.3.4 Proposicié
Sigui r € Q i sigui « una talladura. Aleshores, existeixen p € a i ¢ ¢ « tals que r = g — p.
Demostracié

Sigui t € a. Considerem tots els nombres racionals de la forma t + nr per tot n € Z.

Per tot s ¢ « existeix n € Z tal que nr > s — t. Aleshores, es compleix que t + nr > s i,
per tant, t +nr ¢ a.

Siguim =min{n € Z | t + nr ¢ a}.

Sim =1, aleshoresp=tig=1t-+r.

Sim > 1, aleshoresp=t+ (m —1)riqg=1t+mr.
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1.3.5 Definicidé

Siguin « i 8 dues talladures, aleshores a+ 8:={p+q | p € a,q € 5}.

1.3.6 Teorema
La suma de talladures de Dedekind satisfa (1), (2), (3) i (4) de la definicié de cos.
Demostracié

Primer de tot, hem de veure que la suma de talladures és una operacié interna.

Siguin «, 8 € R, vegem que « + 8 és una talladura:

i) a+B8#0ia+8#Q:
Com que « i 8 no sén conjunts buits, aleshores a + 3 # ().
Siguin r,s € Q tals que r ¢ a i s ¢ (3, aleshores satisfan que r + s > p + g per tot
p € aipertot g€ . Pertant, r+s¢ a+pia+5#Q.

(ii) Siguin p € a+ [ i ¢ € Q tals que ¢ < p, aleshores ¢ € a + :
Com que p € a+ 3, aleshoresp=r+sambr € aise€ . Sig<p, g€ Q, se satisfa
que ¢ — s < r i, per tant, ¢ — s € . Aleshores, ¢ = (¢ —s)+s € a+f.

(iii) Sigui p € o + [, aleshores existeix g € a + 8 tal que p < ¢:
Com que p € a+ 3 aleshores p=r+sambr € ais € §. Siguit € a tal que r < t.
Aleshores p<t+sit+seca+p.

Ara, veurem que se satisfan les propietats segiients:

(1) Propietat associativa de la suma:
Siguin «, 8, € R. Aleshores (a+ )40 és el conjunt de tots els (p+¢q)+r amb p € a,
g € Bir €. Com que la suma és associativa en Q, aleshores (p+¢q)+r = p+(¢+7)
i per tant, (¢ + ) + 6 = a+ (8 +9).

(2) Propietat commutativa de la suma:
Siguin «, 8 € R. Aleshores a + 3 és el conjunt de tots els p+qgambp € aiqg € S.
Com que p+ g = q + p per tots p,q € Q, aleshores a + 8 = 3 + a.

(3) Existencia d‘element neutre de la suma:
Siguia € R. Sip € aiq € 0%, aleshores se satisfa que p+q < p i, per tant, p+q € a.

Aixi, tenim a + 0* C a.
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Sigui r € a tal que r > p. Com que p—r < 0 aleshoresp—r € 0" ip=r+(p—7r) €
a + 0*. Per tant, obtenim que o C «a + 0*.

En conclusié, a + 0* = «. Per tant, 0* és 1‘element neutre de la suma.

Existencia d‘element oposat de la suma:
Sigui o € Risigui f={peQ|3Ir>0:—p—r¢a}. Demostrarem que 5 és una

talladura i que ao + 8 = 0*. Vegem que S compleix les condicions de la definicié:

(i) Sigui s ¢ «iprenem p = —s—1. Aleshores —p—1 ¢ «a. Per tant, p € 513 # 0.
Si g € a, aleshores —q ¢ (i, per tant, 8 # Q.

(ii) Sigui p € . Aleshores existeix un nombre racional r > 0 tal que —p — r ¢ a.
Sigui ¢ € Q tal que g < p, aleshores es compleix que —p —r < —q — r i, per
Papartat (ii) de l'observacié 1.3.2, —q —r ¢ a1 q € 5.

(iii) Sigui p € 3, aleshores existeix un racional r > 0 tal que —p — r ¢ «. Sigui
q = p+ 5, aleshores ¢ > p. Per tant, es compleix que —¢ —§ = —p—r ¢ a i
g € 5. En conclusié, hem demostrat que donat un p € 3, existeix ¢ € 3 tal que

p<gq.

Ara, hem de demostrar que a + 8 = 0*:

Siguin p € a i q € B. Aleshores —q ¢ « i, per tant, per l‘apartat (i) de 1‘observaci6
132, p< —q. Aixi, p+q¢<0ia+CO0"

Per veure que 0* C a + 3, considerem r € 0% i s = —5. Aleshores, s > 0 i existeix
unn € Ntal quens € ai(n+1)s ¢ a.

Sigui t = —(n + 2)s. Aleshorest € fjaque —t—s=(n+2)s—s=(n+1)s¢ ai
r=-2s=ns+te€a+ . Aixi doncs, 0* C o+ f.

En conclusié, hem demostrat que per tota talladura o existeix una altra talladura /3

tal que a + 8 = 0*. Aquesta (3 és l‘oposat de « i la denotarem per —a.

1.3.7 Definicié

Siguin « i 8 dues talladures. Direm que o < 3 si a C 3, és a dir, a és un subconjunt propi

de .

1.3.8 Teorema

El conjunt de les talladures dotat de < és un conjunt totalment ordenat.
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Demostracio

Vegem que se satisfan les dues condicions de la definicié de conjunt totalment ordenat:

(i) Hem de veure que per dues talladures i 5 qualssevol es compleix una, i només una,

de les segiients:

a<pB, a=p f<a

Suposem que no es compleix ni a < 8 ni @ = [. Aleshores, o no és un subconjunt
de . Aix0 implica que existeix p € Q tal que p € i p ¢ B.
Sigui q € B, aleshores ¢ < p i, per tant, q € a.

Aixi doncs, f C «' i es compleix que [ < a.

(ii) Siguin «, S i § talladures tals que o < 5 i f < §. Hem de veure que a < 9.
Es evident ja que o C 81 8 C 8 i per tant, o C 4.

El producte de talladures és més complicat de definir que la suma ja que el producte de
nombres racionals negatius és positiu. Per aixo, primer, definirem el producte de dues

talladures a i 8 tals que o, 8 > 0*.

1.3.9 Definicié

Direm que una talladura « és positiva (resp. negativa) si a > 0* (resp. a < 0%).

1.3.10 Definicié
Siguin «, 8 € R tals que «, 8 > 0*. Aleshores

af:={peQ|p<rs, peralgunsr € a,s € 8,7 > 0,5 > 0}.
1.3.11 Teorema

El producte de la definicié anterior satisfa les propietats (5), (6), (7), (8) i (9) de la defi-

nicié de cos, per a talladures positives.
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Demostracio

Primer de tot, hem de veure que el producte que hem definit és una operacié interna.

Siguin «, 8 € R tals que «, 8 > 0*. Vegem que af és una talladura:

(i)

(iii)

af #01iap#Q:

Com que «a i 8 sén conjunts no buits, aleshores af # 0.

Siguin ¢,t € Q tals que ¢ ¢ o it ¢ . Aleshores, satisfan que gt > rs per tot r €
a,s € B,r>0,s>0. Per tant, ¢t ¢ af i af # Q.

Siguin p € af i ¢ € Q tals que g < p. Aleshores es compleix g € af:
Com que p € af5, aleshores p < rsambr € a, s € 5, r,s > 0.
Com que ¢ < p, se satisfa que ¢ < rsiq € af.

Sigui p € aff. Aleshores existeix ¢ € af tal que p < ¢:

Com que p € af3, aleshores p < rsambr € a, s € 5, r,s > 0.

Sigui t € « tal que t > r. Aleshores p < rs < ts. Sigui u € [ tal que u > s.
Aleshores p < rs < ts < tu. Per tant, ts € af its > p.

Ara, veurem que se satisfan les propietats segiients:

(1)

Propietat associativa del producte:
Siguin «, 5,6 € R. Aleshores, (af)d és el conjunt de tots els nombres racionals més
petits o iguals que (pg)r ambp € o, g € 5, r € dip,q,r > 0. Com que el producte de

nombres racionals és associatiu, aleshores (pq)r = p(qr) i per tant, (a3)d = a(S9).

Propietat commutativa del producte:
Siguin «, 8 € R. Aleshores, af és el conjunt de tots els nombres racionals més petits
o iguals que pg amb p € «a, ¢ € i p,q > 0. Com que el producte de nombres

racionals és commutatiu, aleshores pg = gp i per tant, a8 = Ba.

Existencia d‘element neutre del producte:

Siguiaa € R. Sip€ a, g€ 1*1ip,q >0, se satista que pg < p i, per tant, pg € a.
Aixi, tenim al* C a.

Sigui r € o tal que 7 > p. Com que 2 < 1, aleshores £ € 1* i p = 72 € al*. Per
tant, obtenim que a C al1*.

En conclusid, al* = a. Per tant, 1* és I‘element neutre del producte.

Existencia d‘element invers del producte:
Sigui una talladura « i sigui 8 = {p €EQ|Is¢a,s>0:p< %} Demostrarem que
[ és una talladura i que af = 1*. Vegem que S satisfa les condicions de la definicio

de talladura:
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(i) Com que « és una talladura, aleshores a # Q. Per tant, existeix s € Q, s ¢ «,

s > 0 i, per tant, ¢ < s per tot ¢ € a. Aleshores 2% < % < % i, per tant, 8 £ 0 i
p#Q.
1

(ii) Sigui p € B. Aleshores, existeix s ¢ a,s > 0 tal que p < <. Sigui ¢ < p.

Aleshores es compleix que g < p < % iqgep.
1
(iii) Sigui p € 3, aleshores existeix s ¢ «, s > 0 tal que p < % Per tant, p < p—gs <

1
<

1
En conclusié, hem demostrat que donat un p € «, existeix ¢ = p;f’ € B tal que

p<gq.

Ara, hem de demostrar que af = 1*:

» |

Siguin p € a i g € . Aleshores, existeix s ¢ a,s > 0 tal que ¢ < <. Com que s ¢ a,
aleshores p < s. Per tant, pg < 3% =1liafC1*

Sigui t € Q tal que t < 1. Prenem p € « tal que p < t. Per la Proposicié 1.3.4,
existeixen ¢ € i r ¢ « tals que r — ¢ = (1 — t)p. Aleshores, se satisfa que
r—qg<(l—1t)r.

Per tant, obtenim que (r —q)+rt < (1 —t)r+rt =r = (r—q)+q. Aleshores, rt < ¢
i, per tant, r = %tr < %q. Per tant, Z ¢ a.

1

<

Com que q € «, aleshores % € B. Aleshores, + € 8 ja que

g
g
Q=

Per tant, t = ¢+ € af.
t

Propietat distributiva del producte respecte de la suma:
Siguin «, 8,0 € R tal que o, 8,6 > 0*. Aleshores,

a(f+0)={peQ|p<r(s+t),rea,secp,tecdr>0s>0,t>0}.
Com que en Q es compleix que r(s +t) = (rs) + (rt), aleshores
aB+0)={pecQ|p<(rs)+(rt),rca,se p,t€d,r>0,s>0,t>0}.

En conclusié, a(f + 0) = (af) + (ad).

1.3.12 Definicié

Definim el producte entre dues talladures « i 8, no ambdues positives:

(—a)(—=B) sia<0*p<0*
af =4 —[(-a)B] sia<0*8>0*
—[a(=p)] sia>0%p5<0*

Si una de les dues talladures és 0* aleshores a0* = 0*3 = 0*.
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1.3.13 Observacié

Notem que a(—/3) = —(«f). Usant la definici6 anterior, obtenim que
—(ap) sia > 0% 8 <0*
—[(@)B] = —(ap) sia> 0% 8> 0"
a(=p) =

(=) [=(=B)] = —(aB) sia<0",520"
—[(=a)(=p)] = —(aB) sia <05 <0

1.3.14 Observacié

El producte de talladures compleix les mateixes propietats que el producte de talladures
positives. En la demostracié dels altres casos s‘utilitza que « = —(—a) i que a(—p) =
—(af); aquesta segona propietat és facil de comprovar, per cassos.

Com a exemple, farem la demostracié de la propietat distributiva respecte de la suma.

Anem a veure que se satisfa per tots els casos possibles:

e Sia>0"8>0%d0<0*i8+4d>0"
Aleshores f = (8 + 0) + (—9d). Com que la propietat distributiva es compleix per
talladures positives, aleshores aff = a(S+0)+a(—9) i, per tant, a(S+0) = af+ad.

e Com que la suma és commutativa, també és compleix la propietat distributiva en el
casa>0% B<0%6>015+4d>0"

e Sia>0*8>0%0<0*i8+d6<0":

Per la definicié, a(f + ) = — [a(—(8 + d))]. Com que la propietat distributiva es
compleix per talladures positives, aleshores a(f + d) = — [—(af) — ()] = (aB) +
(a0).

e Com que la suma és commutativa, també és compleix la propietat distributiva en el
casa >0 B<0*d6>0%18+4d <0

e Sia>0* 8<0*id <0
Per la definici6, a(8 + 6) = — [a(—(B8 + 0))] = — [—(af) — (ad)] = (af) + (ad).

e Ens falten veure tots els casos amb a < 0*.
Fem a(f +6) = — [(—a)(B8 + d)]. Com sabem que es compleix la propietat distribu-
tiva si a > 0%, aleshores a(8 4 0) = — [(—afB) + (—ad)] = (af) + (ad).
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1.3.15 Teorema
El cos R és un cos ordenat.
Demostracio

Ens falta veure que se satisfan les propietats (iii) i (iv) de la Definicié 1.1.5.
(iii) Hem de veure que per tot «, 3,0 € R tals que o < 3, aleshores a4+ § < 3 + 0:
Siguin

a+d0={peQ|p=q+r,qgcared}
B+o={peQ|p=s+r,scp,recd}

Com que « < (3, aleshores o C 3. Es obvi, aleshores, que a4+ 6 C 8+ 9.

(iv) Per la definici6 del producte de talladures positives, és obvi que per tot «, 5 € R tals

que a > 0* i B > 0%, es compleix que af > 0*.

1.3.16 Teorema
El conjunt ordenat R és Dedekind-complet.
Demostracié

Hem de veure que tot subconjunt no buit de R i afitat superiorment, té suprem.
Siguin A # () un subconjunt de R i 8 una fita superior d‘A.
Considerem v := J,c 4 @. Demostrarem que 7 és una talladura i que v = sup(A).

Primer, provarem que satisfa la definicié de talladura:

(i) Com que A # (), aleshores existeix o € A i, per tant, o C y iy # ().
Com que a C 8 per tot a € A, aleshores v C i, per tant, v # Q.

(ii) Siguin p € v i ¢ € Q tals que ¢ < p, aleshores existeix a € A tal que p € . Aix{

doncs, g € o ja que « és una talladura i, per tant, g € 7.

(iii) Sigui p € v. Aix0 implica que existeix a € A tal que p € a.
Aleshores existeix ¢ € a tal que p < ¢, ja que « és una talladura i, com que a C 7,

q€7-
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Per veure que v = sup(A), suposem que existeix una fita superior 6 d‘A i que § < 7.
Aleshores existeix p tal que p ¢ 0 i p € 7. Degut a que p € 7, existeix a € A tal que p € a.
Aixo implica que § < a, ja que l‘ordre és total a R, i per tant, d no és una cota superior
d‘A.

En conclusi, hem demostrat que v = sup(A).
Aixi doncs, hem demostrat 1‘existencia d‘un cos ordenat R que satisfa 1‘axioma del suprem.

Ara, anem a veure com s‘opera amb talladures associades a nombres racionals.

1.3.17 Teorema

Siguin r*, s* € R dues talladures associades a r € Q i s € QQ respectivament. Aleshores

(1) ™ +s* = (r+s)*.
(2) r*s* = (rs)*.

(3) r < s si, 1 només si, r* < s*.
Demostracio

(1) Sigui p € r* + s*. Aleshores, es compleix que p = ¢+t amb ¢ < r it < s. Per tant,
se satisfa que p < r + s i, per tant, p € (r + s)*.
Ara, sigui p € (r 4 s)*. Aleshores, es compleix que p < r + s. Considerem t =
=P ¢ Q. Aleshores se satisfa que p= (r —t) + (s —t) ambr —t <ris—t<s.
Per tant, p € r* + s*.

(2) Sigui p € r*s*. Aleshores, es compleix que p < gt amb g € r* it € s*. Per tant,
p<qt<rsipée(rs)*.
Ara, sigui p € (rs)*. Considerem ¢q € Q tal que p < g < rs.
;s P . g _af.p q -
Aleshores, se satisfa que 7 < 1i{ <r. Pertant, p=1 (85) amb T € r* i 5q € s*.
En conclusié, p € r*s*.

(3) Sir < s, aleshores r € s*. Per tant, tot element de r* també és de s* i en conclusid,
r* < s*.

Ara, si r* < s* |, existeix p tal que p € s* i p ¢ r*. Per tant, r < p < s.

Amb aquests resultats, sabem que 'invers del producte d‘una talladura r*, r £ 0, és (%)*

i l'oposat de la suma d‘una talladura r* és (—r)*.



Capitol 2

Els nombres hiperreals

2.1

Axiomatica dels nombres hiperreals

2.1.1 Definicié

El cos dels nombres hiperreals, denotat per *R, és un cos ordenat tal que:

(i)

(i)

(iii)

Una *

Els nombres reals R formen un subconjunt dels nombres hiperreals *R amb *R # R
i la relacié d‘ordre dels nombres reals és un subconjunt de la relacié d‘ordre dels

nombres hiperreals (ambdues les denotem per <).

Existeix un nombre hiperreal major que zero perdo menor que qualsevol nombre real

positiu.

A cada funcié real f li correspon una funcié hiperreal f* del mateix nombre de
variables que f tal que f* (x1,--- ,2y) = f (21, -+ ,2n) si x1,- -+, 2, € R. Aquesta

funcié f* li direm extensid natural de f.

Principi de transferéncia:
Cada propietat elemental que satisfa una o més funcions reals també la compleixen

les extensions naturals hiperreals d‘aquestes funcions.

‘propietat elemental” és una senténcia en una logica de primer ordre. Ara, definirem

uns conceptes logics necessaris per definir el que és una sentencia en una logica de primer

ordre.

Un llenguatge és una terna £ = (R, F,C) tal que

32
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e R és un conjunt de simbols relacionals i per cada R € R, té associat 0 < ar(R) € N,
arietat de R.

e F és un conjunt de simbols funcionals i per cada f € F, té associat o < ar(f) € N,
arietat de f.

e C és un conjunt de simbols de constants.

A més també necessitarem els simbols segiients:

Connectives logiques: A, V, -, — 1 <.

Quantificadors: 31 V.

Parentesis: (,) i [,].

e Un conjunt numerable de variables: V = {v,, | n € N}.

Un simbol d‘igualtat: ~.

El conjunt de termes d‘un llenguatge L és el conjunt Term (L) tal que:

(t.1) Les variables i constants sén termes: V UC C Term (L).

(t.2) Siguin f € F amb ar(f) =nity, - ,t, € Term (L). Aleshores. f(t1,---,t,) €
Term (L).

(t.3) No hi ha més termes que els obtinguts per (t.1) i (t.2) en un nombre finit de passos.

El conjunt de formules de primer ordre sobre el llenguatge £ és el conjunt Form (L) tal

que:

(f.1) Sigui R € R, ar(R) =n > 01 siguin t1,--- ,t, € Term(L). Aleshores, R(t1, - ,t,
és una formula atomica. Totes les férmules atomiques sén féormules.

(f.2) Siguin ¢, 9 € Form(L). Aleshores, =, ¢ — ¥, p A1, o V1 i1 p <> 1) sén férmules.

(£.3) Siguin ¢ € Form(L) iv € V. Aleshores, (Yv)p i (Fv)p sén férmules.

Una ocurréncia d‘una variable v en una férmula 1 no és lliure si es troba dins d‘una
féormula de la forma (Vv)p o (Jv)p que és una part de 1.
Una senténcia és una férmula sense variables lliures. En cada model, una sentencia és

verdadera o falsa.
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2.1.2 Exemples

(1) Propietat associativa de la suma: (Vx)(Vy)(Vz)(x + (y + 2) = (z + y) + 2).
(2) Propietat commutativa del producte: (Vz)(Vy)(zy = yz).

(3) Existéncia d‘element oposat per la suma: (Vz)(Jy)(x +y = 0).

(4) Si z < y, aleshores es compleix que (Vz)(z + z < y + 2).

(5) (Va)(sin?z + cos?z = 1).

2.1.3 Definicié

Direm que un nombre hiperreal ¢ és infinitesimal si es compleix que —a < € < a per tot
a€eR,a>0.

2.1.4 Observacié

Notem que el zero és un infinitesimal. De fet, és 1'inic nombre real que és infinitesimal,

per la densitat dels nombres reals.

2.1.5 Definicié

Direm que un nombre hiperreal ¢ és infinitesimal positiu si es compleix que 0 < € < a per
tot a € R, a > 0. Analogament, direm que ¢ és infinitesimal negatiu si es compleix que
a<e<0OpertotaeR, a<O.

2.1.6 Definicié

Direm que un nombre hiperreal b és finit si existeixen r, s € R tals que r < b < s. En cas

contrari, direm que b és infinit.

2.1.7 Observacié

Els nombres reals i els infinitesimals sén finits.
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2.1.8 Definicié

Direm que un nombre hiperreal és apreciable si és finit i no infinitesimal.

2.1.9 Definicié

Direm que un nombre hiperreal H és infinit positiu si es compleix que a < H per tot
a € R. Analogament, direm que H és infinit negatiu si es compleix que H < a per tot
a €R.

2.1.10 Observacié

Per l‘apartat (i) de la definici0 de *R, la recta real estd continguda a la recta hiperreal.

Podem representar la recta hiperreal de la manera segiient:

Figura 2.1: Recta hiperreal

On € és un nombre infinitesimal positiu i H un nombre infinit positiu.
Per l‘apartat (iii) de la definicié de *R, podem aplicar funcions reals a nombres hiperreals.
Usant les extensions naturals de la suma i dels producte de nombres reals, podem descriure

l‘algebra dels nombres hiperreals.
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+ H infinitesimal | apreciable ‘ infinit ‘
infinitesimal || infinitesimal | apreciable | infinit
apreciable apreciable finit infinit
infinit infinit infinit

Taula 2.1: Suma de nombres hiperreals

La suma de dos nombres apreciables sera un nombre finit: infinitesimal o apreciable.

H infinitesimal | apreciable ‘ infinit ‘
infinitesimal || infinitesimal | infinitesimal
apreciable infinitesimal | apreciable | infinit
infinit infinit infinit

Taula 2.2: Producte de nombres hiperreals

També podem descriure altres operacions. Siguin € un nombre infinitesimal, b i ¢

nombres apreciables i H un nombre infinit. Es compleix que:

(i) Oposat per la suma:

e —¢ és infinitesimal.
e —b és apreciable.

e —H és infinit.
(ii) Invers pel producte:

e Sie#0, % és infinit.

e ; és apreciable.

e i

és infinitesimal.

(ili) Quocients de nombres hiperreals:

e € + b s - o
e ;, 7 1 7 sén infinitesimals.
o Y s apreciable.

C

b H : H s oo
e 2, 7 17 son infinits, on ¢ # 0.

(iv) Arrels de nombres hiperreals:

e Sie >0, {/e és infinitesimal.
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e Sib>0, Vb és apreciable.
e Si H >0, V/H és infinit.

2.1.11 Observacié

Siguin € i § dos nombres infinitesimals i H i K dos nombres infinits. No hem descrit les

segiients operacions:

(1) La suma de dos nombres infinits, H + K.
(2) El producte d‘un nombre infinit i un infinitesimal, H - €.
(3) El quocient entre dos infinitesimals, .
(4) El quocient entre dos nombres infinits, 7.
Cada una d‘aquestes operacions depenen del que siguin ¢, §, H i K. Per aix0 les ano-

menarem indeterminacions i el resultat de cada una pot ser infinitesimal, apreciable, o

infinit.

2.1.12 Definicid

Direm que dos nombres hiperreals x i y estan infinitament a prop un de l‘altre, x ~ y, si

x — y és infinitesimal.

2.1.13 Teorema
La relacié ~ és d‘equivalencia.
Demostracio

Hem de veure que = és reflexiva, simetrica i transitiva:

(i) Per tot z €*R, es compleix que = ~ z. Aixo és cert ja que x —x = 01 0 és

infinitesimal.

(ii) Si x =~ y, aleshores es compleix que y =~ z per tots z,y €*R.
Si x —y = €, € és infinitesimal, aleshores se satisfa que y — z = —¢ 1 —¢ també és

infinitesimal.
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(iii) Six =~y iy~ z, aleshores es compleix que z ~ z.
Siz—y =¢eiy—z =20, oneidsén infinitesimals, aleshores t—z = (z—y)+(y—2) =

e+ 01e+ 06 és infinitesimal.

2.1.14 Proposicio
Es compleix que:

(i) Si € és infinitesimal, aleshores x ~ x + ¢ per tot x €*R.
(ii) ¢ és infinitesimal si, i només si, 0 ~ 0.

(iii) Siy,z € Riy = z, aleshores y = 2.
Demostracié

(i) Com que ¢ és infinitesimal, aleshores z — (x 4 ¢) és infinitesimal. Per tant, x ~ z+¢.

(ii) Sigui 0 un nombre infinitesimal. Aleshores, § — 0 també és infinitesimal i, per tant,
0~ 0.

Ara, si § = 0, se satisfa que § — 0 = § és infinitesimal.

(iii) Com que y =~ z, aleshores es compleix que y — z és infinitesimal. Sigui ¢ # 0 tal que
y — z = €. Aleshores, es compleix que y = z + . Com que z € R, se satisfa que

z+¢e ¢ R i aix0 és una contradiccié. Per tant, e =01y = 2.

2.1.15 Proposicié

Siguin z,y €*R tals que x ~ y. Aleshores se satisfa que:

(i) Si z és infinitesimal, també ho és y.
(ii) Si z és finit, també ho és y.
(iii) Si x és infinit, també ho és y.
2.1.16 Teorema (Principi de la part estandard)

Tot nombre hiperreal finit esta infinitament a prop d‘un nombre real, i només un.
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Demostracio

Sigui b un nombre hiperreal finit. Considerem el conjunt A = {re R |r <b}. Com
que b és finit, existeixen r,s € R tals que r < b < s. Aleshores se satisfa que A # (i A
esta afitat superiorment per s a R. Com que R és Dedekind-complet, aleshores existeix
c=supA eR.

Vegem que b =~ c:

Prenem & un nombre real positiu. Com que ¢ = sup A, se satisfa que ¢+ ¢ ¢ A. Per tant,
b<c+e.

Si b < ¢— ¢, aleshores ¢ — ¢ seria una fita superior, contrariament al fet de que ¢ = sup A.
Per tant, es compleix que b > ¢ — ¢.

Aixi doncs, se satisfa que c—e < b < c+e. Es a dir, se satisfa que —e < b— ¢ < ¢ per tot
€ € R, e > 0. Aleshores, b — ¢ és infinitesimal i, per tant, b ~ c.

Ara, suposem que b esta infinitament a prop de dos nombres reals, és a dir, b~ aixz ~c
per alguns a,c € R. Com que = és transitiva, es compleix que a = ¢ i, per la proposicié

2.1.14, se satisfa que a = c.

2.1.17 Definicié

Sigui 2 un nombre hiperreal finit. La part estandard de x, st(zx), és 1'Gnic nombre real que

esta infinitament a prop de x, que existeix per la proposicié 2.1.16.

2.1.18 Observacié

Els nombres infinits iinicament estan infinitament a prop de nombres infinits i aquests no

son reals. Per tant, els nombres infinits no tenen part estandard.

2.1.19 Proposicié

e Si x és un nombre hiperreal finit, aleshores es compleix que x = st(z) + € per algun

¢ infinitesimal.
e Siz € R, aleshores es compleix que x = st(z).

e Si x és infinitesimal, aleshores es compleix que st(x) = 0.
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Demostracio

Si x és un nombre hiperreal finit, aleshores, per la definicié 2.1.17, se satisfa que = ~ st(x).
Es a dir, z — st(x) = ¢ per algun ¢ infinitesimal. Per tant, = = st(z) + €.

Si x € R, com que se satisfa que z =~ st(z), i st(z) € R, per la proposicié 2.1.14, es
compleix que x = st(x).

Si z és infinitesimal, es compleix que = ~ 0 i, per tant, st(z) = 0.

2.1.20 Proposicié

Siguin z i y dos nombres hiperreals finits. Aleshores es compleix que:

(1) st(—z) = —st(x).
(2) st(x +y) = st(z) + st(y).
(3) st(x —y) = st(x) — st(y).
(4) st(xy) = st(x)st(y).

. zy\ _ st(x)
(5) Si st(y) # 0, aleshores st(g) = Sy

(6) Six <y, aleshores st(z) < st(y).

Demostracio

Siguin a,b € R la part estandar de x i y respectivament. Esadir,z=a+¢i y=b+9
per alguns €, 4 infinitesimals. Aleshores, es compleix que
(1) —x = —a — e~ —a i, per tant, st(—z) = —a = —st(x).
(2) z+y = a+e+b+0 = a+b+(e+9) =~ a+bi, per tant, st(z+y) = a+b = st(z)+st(y).
(3) z—y = a+e—b—0§ = (a—b)+(¢—08) ~ a—b1, per tant, st(x—y) = a—b = st(x)—xt(y).

(4) zy = (a+¢€)(b+ ) = ab+ ad + be + 6 ~ ab i, per tant, st(xy) = ab = st(x)st(y).

(5) 2= ZTJFE ~ ¢, ja que % -8 = é’fb;fé‘s) que és infinitesimal per les regles de calcul que
: T o a z\ _ a _ st(x)
hem vist abans. Per tant, ¥ ~ § i per tant, st(}) = § = Sy

(6) Six <y, aleshores a +¢ < b+ 0. Per tant, st(x) =a < b= st(y).
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2.2 Filtres i ultrafiltres

En aquesta seccié definirem conceptes i veurem resultats de la teoria de conjunts necessaris
per poder fer la construcciéo de *R. En concret, demostrarem els resultats necessaris per

poder demostrar el teorema de l‘ultrafiltre:
Tot filtre propi de €2 es pot extendre a un ultrafiltre de Q.

Usant aix0, demostrarem que existeix un ultrafiltre no principal en el conjunt N dels
nombres naturals. Aquest fet és necessari per poder definir, en la seccié segiient, una
relacio entre successions de nombres reals.

Durant tota la seccid, notarem A€ al complementari d‘un conjunt A respecte de €.

2.2.1 Definicié

Sigui  un conjunt no buit. Anomenarem conjunt poténcia o conjunt de parts de € al
conjunt P(Q) ={A | A C Q}.

2.2.2 Definicié

Un filtre de Q és una col-leccié no buida F C P(Q2) de subconjunts que compleix les

propietats segiients:

(i) Si A, B € F, es compleix que AN B € F.

(i) SiAe Fi AC B CQ,es compleix que B € F.
2.2.3 Proposicio
Tot filtre F de © conté a ).
Demostracié

Com que F # (), aleshores existeix A € F. Com que A C , per l‘apartat (i) de la
definicié de filtre, Q) € F.



2.2. FILTRES | ULTRAFILTRES

42

2.2.4 Proposicié

Un filtre F conté el conjunt buit si, i només si, F = P(Q).

Demostracié

Obviament, si F = P(Q), se satisfa que () € F.

Suposem que () € F. Com que tot subconjunt B € € conté a ) i, per tant, ) C B C €,

per la definicié de filtre, se satisfa que tot subconjunt B de €2 pertany a /. En conclusio,
F=P(Q).

2.2.5 Definicié

Direm que un filtre F és propi si ) ¢ F.

2.2.6 Definicié

Un ultrafiltre és un filtre propi tal que per tot A C €2, se satisfa que A € F o bé A° € F.

2.2.7 Definicié

Anomenarem filtre de Fréchet, o filtre dels cofinits, al conjunt

Fo(Q) = {A C Q| A° és finit}.

2.2.8 Observacié

Anem a veure que, efectivament, F(2) és un filtre:

(i) Siguin A, B € F°°(Q). Volem veure que ANB € F°(Q), és adir, (AN B)* = A°UB°
és finit. En efecte, com que A° i B¢ sén finits, aleshores se satisfa que A°U B¢ també
és finit. Per tant, AN B € F°(Q).

(ii) Sigui A € F°(Q) i sigui B tal que A C B C Q. Volem veure que B € F(Q2). En
efecte, com que A C B, se satisfa que B¢ C A° i com que A¢ és finit, es compleix
que B¢ també ho és. Per tant, B € F(1Q).

Hem vist que F°(2) és un filtre.
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2.2.9 Proposicié
F°(N) no és un ultrafiltre a N.
Demostracié

Sigui A el conjunt dels nombres naturals parells. Aleshores, A¢ és el conjunts dels nombres
naturals senars. Com que A i A° no sén finits i (A€)¢ = A, aleshores A, A° ¢ F°(N) i, per

tant, no és un ultrafiltre a N.

2.2.10 Definicidé

Sigui una col-leccié no buida A C P(2). Anomenarem filtre generat per A a
.FA:{AQQ | AD By U---UB, per algun n i alguns By,---, B, € A}.
En particular, si A = {A}, anomenarem filtre principal generat per A al conjunt
FA={BCQ|ACB}.
Si A = {{a}}, anomenarem ultrafiltre principal generat per a al conjunt

F*={BCQ|aec B}.

2.2.11 Opbservacié

Vegem que F¢ és un ultrafiltre:

Siguin A, B € F¢. Com que a € Aia € B, es compleix que a € AN B.

Sia € A, es compleix que a € B per tot B tal que A C B C Q i, per tant, B € F¢.
Hem vist que F¢ és un filtre de 2.

Notem que () ¢ F?, ja que a ¢ (). Per tant, F* és un filtre propi.

F% és un ultrafiltre de €2, ja que per tot A C £ es compleix que a € A 0 bé a € A°.

2.2.12 Proposicio

Sigui F un ultrafiltre i sigui {A;, Ag, -+, Ay, } una col-leccié de conjunts disjunts dos a dos
tal que Ay UAs U---U A, € F. Aleshores es compleix que A; € F per exactament un 1,

ont=1,---,n.
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Demostracio

Per n = 2, veurem que si A, B ¢ F, es compleix que AU B ¢ F:

Com que A ¢ F i B ¢ F, aleshores se satisfa que A° € F i B¢ € F. Per tant, AN B¢ € F
i, es compleix que AU B ¢ F.

Per n > 3, suposem que A; € F. Aleshores se satisfa que A U---U A,, ¢ F i, per tant,
es compleix que A5 N---N A5 € F. Com que A5N---NA7, C Af per tot i =2,--- ,n, es
compleix que AY € F per tot i =2,--- ,n. Aixi doncs, A; ¢ F.

St AjUAyU---UA, = A3 U(A2U---UA,) € F aleshores, pel cas n = 2, es compleix
nomésunde A1 € Fo Ay U---UA, € F.

Si A1 € F ja hem acabat la demostracié. Si no, aleshores As U---U A, € F. Aleshores
només es compleix un de A, € F 0 A3U---UA,. Si As € F ja hem acabat.

Repetim el mateix raonament fins a arribar a A,,_1 U A, € F. Aleshores, pel cas n = 2,
només un és cert, A,_1 € F o A, € F.

En conclusio, si A U---U A, € F, aleshores només existeix un 7 tal que A; € F, on
1< <n.

2.2.13 Proposicié

Si un ultrafiltre conté un conjunt finit, aleshores conté un conjunt d‘un sol element i és

principal.
Demostracio

Sigui F un ultrafiltre de Q i sigui A € F un conjunt finit. Aleshores, A esta format
per un nombre finit d‘elements ay, -+ ,an,1 A ={a1} U---U{an}.

Com que {a1} U---U{a,} € F, es compleix, per la proposici6 2.2.12, que exactament un
d‘aquests {a;} pertany a F.

Si {a;} € Fia; € B, aleshores se satisfa que {a;} C B. Aix{ doncs, B € F, ja que F és
filtre. Per tant, F = {B C Q | a; € B}. En conclusié, hem vist que F conté a {a;} i és un

ultrafiltre principal.

2.2.14 Corol-lari

Un ultrafiltre no principal ha de contenir a tots els conjunts cofinits.
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2.2.15 Definicid

Una col-leccié A C P(2) té la propietat de la interseccid finita , o la pif, si per tot n € N
i per tot Ay,---, A, € A es compleix que A; N---N A, # 0.

2.2.16 Proposicié
Si una col-lecci6 A té la pif, aleshores el filtre F4 és propi.
Demostracié

Veurem que si F* no és propi, aleshores A no té la pif.
Com que FA no és propi, se satisfa que ) € FA. Per tant, § O B; N ---N B, per algun
n € N i per alguns B; € A, i aix0 contradiu la pif.

2.2.17 Proposicié
F és un filtre propi maximal de 2 si, i només si, F és un ultrafiltre de Q.
Demostracié

Sigui F un ultrafiltre i suposem que existeix un filtre 7’ tal que F C F.

Sigui A tal que A € F'i A ¢ F. Com que A ¢ F, aleshores es compleix que A° € F C F'.
Com que A, A° € F', aleshores ) = AN A° € F' i, per tant, 7' no és propi. En conclusié,
F és un filtre propi maximal.

Sigui, ara, F un filtre propi maximal i sigui A ¢ F. Vegem que A€ € F:

La familia de conjunts A = F U {A°} té la pif: si no, se satisfa que A°N B = () per algun
B € F. Aleshores se satisfa que B C A i, per tant, A € F, contra la hipotesi.

Aleshores, F4 és un filtre propi i conté a F U {A°} i, com que F és maximal, F* ha de

coincidir amb F i, en particular, A € A.

2.2.18 Proposicié

Sigui {F; | i € I'} una col-leccié de filtres de € linealment ordenats per C, és a dir, tal que
Fi C Fj o F; CF; per tot 4,j € I. Aleshores,

U]—‘i:{A|3i€ItalqueA€]:i}

i€l
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és un filtre de €.
Demostracio

Siguin A, B € U,¢;
Suposem, sense perdua de generalitat, que F; C F;. Aleshores, se satisfa que A, B € Fj i,
com que F; és un filtre, es compleix que AN B € F;. Per tant, AN B € [J;c; Fi-

Ara, sigui A € (J;c; Fi isigui B C Q tal que A C B. Aleshores, existeix i € I tal que
A € Fi i, per tant, B € F;. En conclusié, B € |J;c; Fi.

Fi. Aleshores, existeixen i, j € I tals que A € F; i B € Fj.

2.2.19 Teorema
Una col-leccié de subconjunts de €2 que tingui la pif es pot extendre a un ultrafiltre de €.
Demostracié

Sigui A una col-leccié de subconjunts de 2 amb la pif. Aleshores, per la proposicié 2.2.16,
el filtre F4 és propi.

Sigui B la col-leccié de tots els filtres propis de Q que contenen a F4A, parcialment ordena-
da per C. Aleshores, cada subconjunt linealment ordenat de B té una fita superior en B,
ja que per la proposicié 2.2.18 , la unié d‘aquesta cadena esta en B. Per tant, pel Lema
de Zorn, B t6 un element maximal. Es facil veure que aquest element és un filtre propi

maximal de €2 i, per la proposicié 2.2.17 , és un ultrafiltre de 2.

2.2.20 Corol-lari

Qualsevol conjunt infinit té un ultrafiltre no principal.
Demostracié

Sigui © un conjunt infinit. Aleshores, el filtre dels cofinits F“°(€2) és propi i té la pif.
Per tant, pel teorema 2.2.19 , es pot extendre a un ultrafiltre F.

Per cada a € Q se satisfa que Q \ {a} € F°(Q2) C F. Per tant, es compleix que {a} ¢ F.
Com que {a} € F?, se satisfa que F # F°. Per tant, F és no principal.

En particular, N, el conjunt dels nombres naturals, té un ultrafiltre no principal. Aixo és

concretament el que utilitzarem a la seccid segiient.
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2.3 Construccio de *R per ultraproductes

Sigui RY el conjunt de totes les successions de nombres reals. Un element de RY és de la
forma r = (ry,ro,---), amb r; € R, Vi € N.

2.3.1 Definicié

En RY, definim les segiients operacions binaries:
r®s=(rp+ sy | neN)

r®s={(rn-sn|neN)

2.3.2 Teorema
(RN, D, @) és un anell commutatiu amb unitat.
Demostracié

Vegem que es compleixen les propietats de la definicié 1.1.1:

(1) Propietat associativa de la suma:
Per tot r,5,t € RY, es compleix que (r @ s) Dt = (r, + s, | n € N) @ (t, | n € N)
=((rn+sp)+ty | neEN)=(r,+(sn+th | neEN)=(r, | neN)®
(sn+tn | nEN) =17 (sy, Dtp).

(2) Propietat commutativa de la suma:
Per tot 7,5 € RY, es compleix que r @ s = (r, + s, | n €N) = (s, + 7, | n €N) =
sdr.

(3) Existencia d‘element neutre de la suma:
Sigui 0 = (0,0,0,---) = (0 | n € N) € RY. Aleshores, per tot r € RY, es compleix
que 0dr=r®&0=(r,+0|neN)=(r, | neN)=r.

(4) Existencia d‘element oposat de la suma:
Per tot 7 € RY, l‘element —r = (—7r,, | n € N) és el seu oposat.
(—r)@r=r®&(-r)=(rp+(—r,) |neN)=(0|neN)=0.

(5) Propietat associativa del producte:
Per tot 7,s5,t € RY es compleix que (r®s) ®t = (r,-s, | n €N)® (t, | n €N) =



2.3. CONSTRUCCIO DE *R PER ULTRAPRODUCTES 48

((rn, - sp) ~tn | meN) = (rpcot(sy - tp) | nEN)=(r, | neN)O
(sptn | mEN)=1r@ (s, Oty).

(6) Propietat distributiva del producte respecte de la suma:
Per tot 7,5,t € RN es compleix que r ® (s ©t) = (r, | n €N) @ (s, +t, | n € N) =
(rn(sp +tn) | n€N)) = (rpsn+rpty | n €N) = (rps, | n €N) @
(rptn [ meNYy=(ro©s)® (rot).

Hem vist que (RN, @, @) és un anell. Ens falta veure que el producte és commutatiu i que
1=(1,1,---) és l'eclement neutre del producte. En efecte:
Per tot 7, s € RY es compleix que r ©® s = (1,5, | n € N) = (5,7, [ nE€N) =50 7.

Per tot r € RN es compleix que 10r=r®1=(r,-1|neN)=(r, |neN)=r,

En conclusid, hem demostrat que (RN, D, @) és un anell commutatiu amb unitat.

2.3.3 Observacié

Notem que RN no és un cos, ja que, per exemple, (1,0,0,---) # 0 no té invers en RY. De

fet, qualsevol element de RN amb almenys un zero no té invers en RY.

2.3.4 Definicié

Sigui F un ultrafiltre no principal del conjunt N (existeix pel corol-lari 2.2.20) i siguin

r,s € RN, Definim la relacié segiient:
(rn) = (sp) si,inoméssi, {neN|r,=s,} €F
Si (rn) = (spn), direm que r = s gairebé arreu modul F.
2.3.5 Proposicio
La relacié = és d‘equivalencia.
Demostracié

Hem de veure que = és reflexiva, simetrica i transitiva:

(i) Per tot (r,) € RN el conjunt {n € N | r, =r,} = N pertany a qualsevol ultrafiltre
F de N. En conclusid, (r,) = (ry).



2.3. CONSTRUCCIO DE *R PER ULTRAPRODUCTES

49

(ii) Per tots (1), (sn) € RY, es compleix que

(rn)=(sn)y e {neN|rm=s,}eFe{neN|s,=r,} € FS (sp) = ()

(iii) Siguin (r,), (s,), {t,) € RY. Hem de veure que si (r,) = (s,) i (s,) = (tn),
aleshores es compleix que (r,) = (t,). En efecte, com que {n € N |r, =s,} €
Fi{neN]|s,=t,} € F, per la definicié 2.2.2, apartat (i), es compleix que
{neN|r,=s,}N{neN|s,=t,} = {neN|r,=s,=t,} € F. Ara, com
que {neN|r,=s,=t,} C{neN|r, =t} CN, per la definici6 2.2.2, apartat
(ii), es compleix que {n € N | r, = t,} € F. En conclusié, (r,) = (t,).

Anomenarem *R al conjunt quocient RN/ =. Per cada r € RY, anomenarem [r] a 1‘clement
de *R format per totes les successions de RN equivalents modul F a 7. Es a dir, [r] =
{seRN|r=s}.

2.3.6 Teorema

El conjunt *R, amb les operacions induides per les de RY,

[r] +[s] = [r @ 5]
[r]-[s] = [r© 4]

té estructura d‘anell commutatiu amb element unitat [1].
Demostracié

Vegem que = és compatible amb les operacions. Es a dir, si v’ = s’ i v’ = 5", es compleix
quer +7r" =5 +s"ir'r" =5's".
Com que ' =5 ir" =" sesatistaque {neN|r, =s}eFi{neN|rl =gt e F.
Com que F és un ultrafiltre, se satisfa que {(n e N |7, =s }N{neN|rl =5} € F.
Notem que {n e N | v}, = s/, 7l =s/} C{neN|r, +rl =35, +s'}ique
{neN|r,=s,r=s'} C{neN|r,r=ss"} Per tant, es compleix que

/ " / ! : AN/ !N
{neN|r, +r =s,+sn}eFi{neN|rr) =s,s'}¢eF.
En conclusié, se satisfa que v’ + 7" = s + 5" i r'r" = §'s".
Aix6 mostra que les definicions de les operacions en *R s6n correctes i és trivial comprovar
que totes les propietats d‘anell commutatiu amb unitat, que sén equacions, es preserven

al quocient.
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2.3.7 Definicié

Direm que [r] < [s] si, i només si, {n € N | r, < s,} € F.

2.3.8 Teorema

(*R, +, -, <) té estructura de cos ordenat.
Demostracié

Primer, hem de veure que és un cos. Es a dir, que tota classe [r] # [0] té invers. Com que
[r] # [0], aleshores r # 0 i, per tant, {n € N | r,, =0} ¢ F.
Com que F és un ultrafiltre, es compleix que {n € N | r,, # 0} € F.

Ara, definim la successié s = (s,,) tal que:

1 .
) sir, #0
Sp =

0 sir,=0

Aleshores, {n e N | rps, =1} = {n € N|r, #0}. Per tant, {n € N|rps, =1} € F i
r©s=1. Aixi doncs, [r] - [s] = [r ©® s] = [1].

Anomenarem [r] " a Iinvers de [r].
Ara, hem de veure que la relacié < satisfa la definicié 1.1.5:

(i) Llei de tricotomia:
Siguin [r], [s] € *R. Notem que N és la uni6 disjunta dels conjunts
{neN|r, <sp},{neN|r,=s,}i{neN]|r,>s,}. Perlaproposici6 2.2.12,

només un d‘ells pertany a F i es compleix exactament una:

(ii) Propietat transitiva:
Hem de veure que per cada [r],[s],[t] € *R tals que [r] < [s] i [s] < [t] es compleix
que [r] < [t].
Com que [r] < [s] 1 [s] < [t], se satista que {n e N | r,, < s,} € F i
{n e N| s, <t,} € F. Comque F ésun ultrafiltre, se satisfa que {n € N | r,, < s,,}N
{neN|s,<tp,}={neN|r, <t,} € Fi per tant, [r] < [t].

(iii) Hem de veure que per tots [r],[s],[t] € *R tals que [r] < [s], es compleix que
[r] + [t] < [s] + [¢].
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En efecte, com que [r] < [s], se satisfa que {n e N | r, < s,} € F. Notem que
{neN|r,<sp} ={neN|r,+t, <sp+ty} i, per tant, [rDt] < [s®t]. En
conclusi6, [r] + [t] < [s] + [t].

(iv) Hem de veure que per tots [r],[s] € *R tals que 0 < [r] i 0 < [s] es compleix que
0<[r]-s].
En efecte, com que 0 < [r] 1 0 < [s], se satisfa que {n e N |0 < r,} € Fi
{neN|0<s,} € F. Per tant, com que F és un ultrafiltre, es compleix que
fneN|O<r,}N{neN|0<s,}eF.
Comque{neN|0<r,}N{neN|0<s,} C{neN|0<rys,}iF ésun ultra-
filtre, se satisfa que {n € N | 0 < r,s,} € F. Per tant, es compleix que 0 < [r] - [s].

Hem demostrat que (*R,+, -, <) és un cos ordenat.

Associem un nombre real r amb la successié constant (r,r,r,---) i, per tant, I‘identifiquem

amb l‘element de *R

r=[(rr,)]

2.3.9 Teorema

Siguin *r*s € *R associats a dos nombres reals r i s respectivament. Aleshores

(1) *r+*s="*(r+s).
(2) *r *s =*(rs).

(3) r < s si, 1 només si, *r < *s.

(4) Sir # s, aleshores se satisfa que *r # *s.

Per tant, la funcié r — *r és una immersié de cossos ordenats que injecta R dintre de *R.

Demostracié
(1) r+ts= [<T,T,-">]+[<S,S,--'>] :[<7’,T,‘-->EB<8,S,-”>] = [<T+37T+37”'>]
=*(r+s).

(2) *r-rs=[rr, )] (s, s, )] =[rr ) O(sys, - )] = [(r-s,r- 8,0
= *(rs).
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(3) Sir < s, aleshores {n € N | r < s} = N. Com que F és un ultrafiltre, N € F i, per

tant, [r] < [s]. En conclusid, *r < *s.

Si*r < *s, aleshores [r] < [s]. Esadir, {n € N | 7 < s} € F. Elconjunt {n € N | r < s}

és ) o bé N. Com que F és un ultrafiltre, () ¢ F. Aleshores, {n € N | r < s} € F i,

per tant, r < s.

(4) Sir # s, aleshores {n € N | r # s} = N. Com que F és un ultrafiltre, N € F i, per

tant, [r] # [s]. En conclusid, *r # *s.

2.3.10 Teorema

El cos *R que hem construit compleix els axiomes del cos de nombres hiperreals de la
definicié 2.1.1.

Demostracio

Hem vist que el cos *R que hem construit és ordenat (teorema 2.3.8) i conté a R (te-
orema 2.3.9).
Considerem la successiéo ¢ = <% | ne N>. Per qualsevol ultrafiltre no principal F, es
compleix que

1
{neN]0<n}:N€f

Per tant, [0] < [¢] a *R.

Per qualsevol nombre real positiu a, el conjunt {n eN | % < a} és cofinit, ja que {%}n N
convergeix a 0 en R. Com que F és no principal, per la proposicié 2.2.14, es compleix que
{%}nEN € F. Per tant, [g] < *r.

En conclusid, [¢] és un infinitesimal positiu.

Hem provat els apartats (i) i (ii) de la definicié axiomatica de *R.

Queden per demostrar els apartats (iii) i (iv) de la definicié 2.1.1. Aixo es fa considerant R
i *R com a L-estructures per cossos ordenats a un llenguatge de primer ordre convenient,
i utilitzant un dels teoremes més famosos de la teoria de models, el teorema de Lo$,
que essencialment demostra que un ultraproducte d‘una estructura satisfa les mateixes
sentencies de primer ordre que l‘estructura original.

El punt (iii) s‘imposa artificialment, ja que el llenguatge utilitzat conté totes les relacions i
funcions de R, i per tant quan aquests simbols s‘interpreten en *R defineixen les relacions
i funcions d‘aquest conjunt, que sén les extensions naturals de (iii).

Que gracies a aquestes extensions naturals es compleixen (iv) és el que necessita 1‘esmentat
teorema de Los$, i la seva descripcié i la seva aplicacié al cas de R i *R sobrepassen de llarg
I‘abast d‘aquest treball.
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