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Introduccion

Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajdviodelos basados en distancias con aplicacion a lasgién del riesgo

en el ambito actuarial estd dedicado al estudio de metodologias estadist
complementarias o alternativas a las existentda bibliografia estadistica y actuarial, para
la solucion de problemas reales de las carteraggieros no vida. Estos problemas son, por
ejemplo, el de la tarificacida priori, el decredit scoringy el de calculo de provisiones

técnicas.

En el proceso de tarificaci@priori el objetivo es asignar una prima, precio del sgguuna

nueva poliza que se incorpora en la cartera dereegle un asegurador. El primer paso del
proceso de construccion del modelo es la seleasdas variables de tarifa, que consiste en
la eleccion de los factores de riesgo o caradiEsstque se utilizan para distinguir a los
asegurados/polizas con diferentes riesgos asociatio®s modelos de prediccion utilizados
para la tarificacion es fundamental poder evalaaimportancia relativa de los factores de
riesgo o predictores y calibrar su influencia errdapuesta, es decir, en la siniestralidad

esperada, para realizar su prediccion.

En credit scoringse busca una regla que permita clasificar nuewdisiduos entre aquellos
gue podran hacer frente a sus obligaciones crigditmmon alta probabilidad y entre aquellos
gue, por el contrario, resultaran fallidos. A pade un conjunto de observaciones cuya
pertenencia a una determinada clase es conaqui@ri, con el andlisis de las caracteristicas
del solicitante y de las caracteristicas de la apén, se podran inducir las reglas que
posteriormente se aplicaran a nuevas solicitudgsyminando asi su clasificacion. Para una
entidad es fundamental elegir un buen modelo déupaiones gcoringd para el calculo de
las primas por riesgo de crédito a partir de labgbilidades de insolvencia de los riesgos.
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Tradicionalmente, el calculo de provisiones de deguros de no vida se hacia de forma
determinista. Sin embargo, Solvencia Il (DirectR@09/138/CE del Parlamento Europeo y
del Consejo de 25 de noviembre de 2009) estableedag entidades aseguradoras deben ser
capaces de calcular sus provisiones técnicas corejlar estimacion de los pagos futuros y
con un margen de riesgo, lo que da pie a la int@idn de métodos estocasticos en dichos

calculos.

Los métodos deterministas Unicamente hacen suposkisobre el valor esperado de los
pagos futuros. Los modelos estocasticos tambiénifeer modelizar la variacion de los pagos
futuros, es decir, no sélo proporcionan estimaaahel valor esperado de los pagos futuros
sino también de la variacién respecto al valor esjme

Los objetivos del presente trabajo son:

Realizar una revision de algunas metodologias issizas de la literatura actuarial
aplicadas a los problemas de tarificaciéredit scoringy célculo de provisiones
técnicas de los seguros no vida.

Realizar el estudio tedrico de los métodos basadodistancias para constituir una
herramienta alternativa o complementaria en Ididadion, el credit scoringy el
calculo de provisiones técnicas de los segurosiae, fundamentalmente el modelo
lineal generalizado basado en distancias.

llustrar la aplicabilidad a tarificacidrredit scoringy calculo de provisiones técnicas
de los seguros no vida de las metodologias yaeexest y de la propuesta en el trabajo

con datos de carteras de seguros no vida.

El inicio de esta investigacion se remonta al aéib12 cuando la Dra. Eva Boj me ofrecio
comenzar a trabajar con los métodos basados enciass$ aplicados en el ambito actuarial
siguiendo la trayectoria de investigacion inicigoa ella desde hacia afios en Bojal.

(2004), con la propuesta de dirigir mi Tesis Doaltquinto con el Dr. Josep Fortiana.
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En mayo de 2012 me incorporé al Proyecto de Inyasithtn “Métodos semiparamétricos y
basados en distancias con aplicaciones en bioidtoray finanzas y gestion del riesgo” con
numero de referencia MTM2010-17323, cuya invesbgagbrincipal era la Dra. Aurea Grané

y del cual formaban parte como investigadores k& Bva Boj y el Dr. Josep Fortiana.

Posteriormente, desde enero de 2015, junto condaHYa Boj y el Dr. Josep Fortiana, formo
parte del grupo de investigadores del Proyectmdestigacion “Seleccion de factores en la
gestion del riesgo. Contribuciones al sector asetpircon especial atencion a la longevidad
y dependencia”, con numero de referencia MTM2018356R, cuya investigadora principal

es la Dra. Aurea Grané.

Sin duda, la oportunidad de poder participar ehatiqoroyectos de investigacion financiados
ha supuesto una gran ayuda a nivel econémico jpaier psobretodo, asistir a congresos tanto
nacionales como internacionales. Se han presediatilotos trabajos a lo largo de estos afios
en congresos de caracter estadistico y actuarial asistencia a los mismos ha permitido
conocer la investigacion que se esta realizandwestro ambito de estudio.

El trabajo se estructura de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 se revisan los modelos de regmesin primer lugar, se presenta
teéricamente el modelo lineal generalizado (MLGegpués, en el ambito de las distancias,
se describen el modelo de regresion lineal basadtistancias (MLBD) y el modelo lineal
generalizado basado en distancias (MLGBD) a nigéli¢o (ver Bojet al, 2015b). Por
ultimo se presentan las metodologiasbdetstrapque se van a aplicar en los modelos de

regresion en capitulos siguientes.

El Capitulo 3 se dedica al analisis de coeficied&eifluencia locales para el MLGBD, que
se definen para medir la importancia relativa dkacariable observada y son validos entorno
a un valor dado en el espacio predictor (ver Bbjal, 2015a). Ademasse construyen
intervalos de confianza para los coeficientes fleencia anteriores basados en el percentil
de la distribuciérbootstrapa partir de una adaptacion del test de Wald (vgryBGosta,
2015a).
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El Capitulo 4 esta dedicado al riesgo de crédit galculo de puntuaciones, aplicando el
modelo de regresién logistica basado en distar{BiB3 para estimar las probabilidades de
insolvencia de los nuevos asegurados que se ineor@n la cartera (ver Costaal, 2012).

Uno de los objetivos es minimizar la probabilidael whala clasificacion de los nuevos
individuos para evitar conceder un crédito a un nesigo de crédito o denegarlo a un buen

riesgo de crédito y analizar los costes de dichasifatacion incorrecta.

El Capitulo 5 incluye el desarrollo de la metodddogplicada al calculo de provisiones

técnicas en los seguros no vida. Se realiza urepamalisis de los métodos deterministas que
se han aplicado durante décadas en el calculoadésjomes y, a continuacion, se presentan
los principales métodos estocasticos para la esitimade los pagos futuros que debera
realizar la entidad aseguradora. Entre los modedtescasticos clasicos cabe destacar el MLG,
para el cual se construye la formulacion relativareor de prediccion cometido en los pagos

futuros por anos de calendario (ver Bopl, 2014b y Boj y Costa, 2015c). Como alternativa
al MLG clasico para el problema del célculo de miones se propone su version basada en
distancias, es decir, el MLGBD. Por ultimo, se ulefi diferentes formas de afiadir margenes

de riesgo al mejor estimador teniendo en cuerntargexto de Solvencia Il.

A lo largo del trabajo se desarrollan aplicaciopegticas para ilustrar la aplicabilidad de las
dos metodologias estudiadas con detalle en eljttalkbh MLG y el MLGBD, que se

corresponde con el tercer objetivo.

La primera aplicacion utiliza datos del seguro demdviles a terceros de Suecia que se
refieren a la frecuencia de siniestralidad, comsiu#o tres factores de riesgo. Estos datos se
describen en Hallin e Ingenbleek (1983) y se uwaiilizpara ilustrar el célculo de los
coeficientes de influencia definidos en el trabaja construccion de intervalos de confianza

apropiados en el MLGBD.

La segunda aplicacion utiliza dos conjuntos de slatales sobre riesgo de crédito,
disponibles en http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Statlog+(@sn+Credit+Data)y en

http://archive.ics.uci.edu/mi/datasets/Statlog+@PalEan+Credit+Approval) de una entidad




Introduccion

financiera alemana y de una entidad financieraraigta, respectivamente. Se usan para
ilustrar la aplicacién del modelo de regresiéndtiga BD en el problema detedit scoring.

En la tercera aplicacion se usan los datos inctuilo el trabajo de Taylor y Ashe (1983)
referentes a importes de siniestros pagados dude#eafnios, recogidos en un triangulo-

off, que han sido utilizados por diferentes autoresusnlgstraciones numéricas dentro de la
literatura actuarial. Con estos datos se realizsianacion de los pagos futuros y el célculo

de las provisiones siguiendo las recomendacion&oblencia Il.

En las aplicaciones se utiliza el softw&€R Development Core Team, 2018)gcutando las
funciones incluidas en algunas librerias o progratodos calculos que se requieren. Cabe
destacar el uso de la libredastatsde Bojet al. (2014a) en la que se han implementado los
modelos de regresion basados en distancias. Efiteams® se va describiendo durante el

trabajo.

El trabajo finaliza con un capitulo de conclusigrasel que se destacan las aportaciones que

se han realizado.
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Capitulo 2

Modelos de regresion

En este capitulo se describen modelos de regreBidrprimer lugar el MLG como una

extension del modelo de regresion lineal clasico.

En segundo lugar se describen los modelos de régréssados en distancias, tanto el
MLBD como el MLGBD.

Finalmente, se comentan dos metodologias de reraadsbotstrap que son adecuadas para

su aplicacion en los modelos de regresion.
Este capitulo se estructura en tres apartados:

En el primer apartado, 2.1., se describe el MLGIded punto de vista tedrico. Se detallan
sus caracteristicas, las expresiones que permdtienlar la esperanza y varianza para una
determinada familia paramétrica de distribuciogda,estimacion de sus parametros.

En el segundo apartado, 2.2, en primer lugar sestrauel concepto de distancia entre
individuos de una poblacion para, a continuacigaesgntar los modelos de regresiéon en el
ambito de las distancias. Se describen, desde ato ple vista tedrico, los principales
elementos y caracteristicas del MLBD y del MLGBD.p6r ultimo, se describe el software
informatico que se utiliza en las aplicaciones ficas de los capitulos posteriores de este
trabajo. En particular la libreridbstats(Boj et al, 2014a) deR donde se han implementado

los modelos basados en distancias.

En el tercer apartado, 2.3., se comentan las petes caracteristicas de dos metodologias de
remuestreo que se aplican en los modelos de régrebootstrapping residualsy

bootstrapping pairsy que se utilizan en algunas aplicaciones pragiie este trabajo.
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2.1 Modelo lineal generalizado
2.1.1. Descripcion del modelo

En este capitulo se describe a grandes rasgos @l &b el objetivo de seguir el resto de
capitulos del trabajo. Para una descripcion delaltdel MLG y sus caracteristicas se puede
consultar, por ejemplo, McCullagh y Nelder (198%Wod (2006), y para el detalle de su
aplicacién al problema de tarificaci@mpriori de los seguros no vida Bej al. (2004).

Se supone la variable aleatoacony un vector de dimensionx1, y parai=12... n

observaciones independientes, las cuales recogenidstralidad a explicar y juegan el papel
de variable respuesta en el modelo. Se supgnpredictores o factores potenciales de la

estructura de riesgé,,F,,...,F,, vectores de dimensionx1, de manera que se tiendp
parai =1,2,...nhy j=12,....p.

En el modelo clasico de regresion lineal por miincaadrados ordinarios, en el que se
supone una distribucion del errog; Normal centrada y con varianza constante,

& ~N (0,02), la relacion lineal de la respuesta con la estracsistematica dada por los

predictores es:

yi:ﬁ0+zpﬁj fi +&. (2.1)

j=1

Se dispone de observaciones independieytesN (,ui ,02) , CONn esperanza

E[y]=u = Xiw=ﬁo+iﬂj i (2.2)

Yy varianza constante

Viy]=0o” (2.3)
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En el MLG se siguen teniendy, parai= 1,2,. n observaciones independientes de la
respuesta, unos errores centracE)bsi]:O, y un predictor lineal determinista al que se

simboliza porr, :

p
1] ::80"'2:81' I'E (2.4)
j=1
Las dos extensiones respecto al modelo de regriséat son:

1) La distribucion deY puede ser distinta de la distribucion Normal. Empr lugar, se
considera que puede ser cualquier distribucionvdea de la familia exponencial de
McCullagh y Nelder (ver McCullagh y Nelder, 1989)ye se caracterizan por tener una
funcion de densidad de probabilidad en un punta derma:

f(m;ﬁ,w)=exp{%¢?§a)+0(xm)}, (2.5)

para funciones especificadas-), b(-) y c(-). En esta funcion, & se le denomina

parametro canonico y @ se le denomina parametro de dispersion.

El logaritmo de la funcion de verosimilitud es:

(i) =222 (). )

A partir de esta formulacion se puede deducir laieng la varianza d& a partir de las

relaciones:
E i =0
106 |
o ] 2
E a |2 + E i :O
067 | | oq

De la expresion (2.5) se cumple que:
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o _{v-6(a))
6 a(a)
al* _ —b"(Hi)
06’ a(«)
y se deduce que:
E[y]=u=b(4), 2.7
V[y]=b"(8) o). p

De esta manera, la varianza es el producto deatopanentes:

e la primera,b"(Hi), depende unicamente del parametro candgicy por tanto
de la esperanz@ por (2.7)). Esta componente se denomina funciévedanza

y se explicita su dependencia respecto de la s’ () =V (4 ),

e la segunda,a(gq), depende solo del parametro de dispersioly usualmente

adopta la formaa(qq) :ﬁ, con parametro de dispersién constante para tagdas
W

observaciones,p, y unos pesos especificadas priori, w, que varian de

observaciéon a observacion.

Teniendo en cuenta lo anterior se puede reescribir:

v[yi]:M, (2.9)

W

dondeg es el parametro de dispersiéh(,ui) es la funcion de varianzawy, es el posible

peso especificada priori de la observacion Si se supon& =1, los reciprocos de los

pesos pueden reinterpretarse como parametros ala escconstantes: w4
i

Se puede utilizar para la funcion de varianza tailfa paramétrica de distribuciones de

10
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error (2.5), de manera que:

V() =u. (2.10)
Se observa que con esta familia de distribucioredsedor se obtienen algunos casos
particulares de la familia exponencial, por ejemplo

e Si =0, ladistribuciéon del error es Normal.
* Si & =1, ladistribucién del error es Poisson.
* Si =2, ladistribucidon del error es Gamma.

* Si &=3, ladistribucién del error es Inversa Gaussiana.

2) La respuesta esta ligada con el predictor linded\gs de una funciég([)], denominada

funcién de enlace, de manera que:
p
ﬂi:g(M):g(E[ Y]):Xiwzﬂo-'-Zﬂjfij' (2.11)
j=1

De aqui se deriva que:
Ely]=4=9"(7)= g{ﬂﬁiﬁj r] (2.12)

A la funcién de enlaceg([)], se le exige que sea monotona y diferenciablest&xi para

algunas distribuciones de la familia exponenciaincfones de enlace denominadas

canonicas, para las que se cumple que el predicteal coincide con el parametro

canoénico:6( ) =1, .

En la Tabla 2.1 se recogen las distribuciones masaidas que forman parte de la familia

exponencial definida en (2.5), junto con el enlea@dnico asociado.

11
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Tabla 2.1. Tabla de propiedades para casos parigsutlel MLG.

Normal o Inversa
Gaussiana Binomial Poisson Gamma Gaussiana
N(u.0?) B(mnm)/m P(y) G(uv) Gl (u.0%)
Rango dey (—oo,+oo) 0,1....m /m 0,1... (—oo,+oo) (—oo,+oo)
PesoW 1 1 1 1 1
Parametro de 0.2 1/m 1 U—l 0.2
dispersiongp
b(6) & log(1+€¢’)  exp(6) ~log(-6) —(—2,9)%
2
c(y:6) y Iog( mj _log(yy 100¥)toa(y) (Iog(any3)+i
' —+|09(277¢)j my ' - Iogl'(v) @y
_ ) 0 e’ -1 -y
u(6)=E(Y:6) ) o0lo) = (~26) "
Funcién de enlace Identidad Logi;l Logaritmico: Reci:;-)roco: 1
canénica:@(,u) U log (H log (,U) Z qu
Funcién de 5 3
varianza:V (,U) ! H (1_ /J) H H H

12
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En general se opta por cualquier enlace que nelseaonico y es usual utilizar uno derivado

de la familia de enlaces paramétricos:

3 Ry para A# 0
”i_g('ui)_{log(,ui) para A= 0

A

(2.13)

Al aplicar MLG a unos datos, se decide sobre l&iliscion del error y sobre la funcién de
enlace a utilizar en el modelo. La eleccion dehealcandnico tiene la ventaja de simplificar
la formulacion, pero no tiene porqué implicar qea €1 mas adecuado para unos datos
particulares. Si el objetivo es seleccionar un nmda simplicidad de la funcion de enlace no

debe sustituir a la calidad del ajuste como cateri

En el MLG se obtiene un modelo aditivo si se coralmnalquier distribucion del error con la
funcion enlace identidad, y se obtiene un modeldtipticativo si se utiliza la funcién de
enlace logaritmica. Segun (2.11), que relacioneespuesta con el predictor lineal, se tiene

gue para el enlace identidad:
p
Wh=n=5+2 51 12)
j=1
Mientras que para el enlace logaritmico:

p
0g(4)=n =B+ B %,
j=1
p= exp[ﬂo +Y 81, j =i die & (2.15)
j=1

Se observa que, partiendo de la b&seen el modelo aditivo debe sumarse (o restarsg) la

p
cantidadesz,[z’j f; . En el modelo multiplicativo, partiendo de la bafe, debe multiplicarse
j=1

p
por lasp cantidades de incremento (0 decremerﬂ))fj i
j:

En el caso particular de predictores binarios,igrdb del efecto global, se sunfa o se
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multiplica por ¢’ , sélo cuando para el individicse dé la caracteristi¢apara j =1,...,p,

ya que en tal caso se cumple dije=1.

2.1.2. Estimacién de parametros
La estimacion de los parametr@ del predictor lineal se realiza mediante la mazaoion

del logaritmo de la funcion de verosimilitud totell gy :ZI 6{,yI que ya se ha
i=1
definido en (2.6).

En el caso en que se supone una distribucion det &ormal y la funcion de enlace
identidad se obtiene como caso particular la sétupor minimos cuadrados ordinarios del
modelo de regresion lineal.

La versidon mas general del MLG no exige que laibistion del error dé& pertenezca a la
familia de distribuciones exponenciales caractdasgor (2.5). En dicha version mas general

se sigue teniendy, parai= 1,2.. n observaciones independientes de la respuestaay pa

éstas se conocen solo los dos primeros moment@3 ¥2(2.9). La estimacion de los

parametrosB; se realiza maximizando los logaritmos de las fumes de cuasi-verosimilitud:

q(é’;y)zi“qi =Z;ij” ;’/E; ds (2.16)

Para maximizar (2.16) debe resolverse el siguigstema de ecuaciones lineales:

3 “H O _g 217
Z:, (/J.)aﬂ j (2.17)

mediante la aplicacion de algin método numéricoa Rste caso general de la familia

exponencial, las cuasi-verosimilitudes juegan ekepde verosimilitudes.

En McCullagh y Nelder (1989) y Wood (2006) se discly se justifica el algoritmo de
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estimacion de parametrog;, del predictor lineal por maxima verosimilitud, diente un

proceso iterativo de minimos cuadrados ponderadeativos. En dicho proceso la variable
dependiente de las sucesivas regresiones no @spaestay original, sinoZ, una forma
linealizada de la funcién de enlace que se apliga y los pesos de cada iteraciom,

dependen Unicamente de los valores ajustagiosEl proceso es iterativo porque tanto la

variable dependiente ajustadacomo los pesow dependen de los sucesivos valores. Esta
caracteristica es importante, pues en el MLGBDt#ieara también el algoritmo iterativo de
minimos cuadrados ponderados para la estimaciomadeétlo y, al depender Unicamente de
los valores iniciales ajustados de la respuestaposible aplicar el método cuando la
informacion inicial dada del espacio predictor edcamente una matriz de distancias al

cuadrado.

Con algo de detalle, el proceso iterativo constéodesiguientes pasos. Sga el estimador

actual del predictor lineal, con los valores ajdetacorrespondienteg, derivados de la

funcion de enlacep = g(,u) . Se construye la variable dependiente ajustadaalon tipico:

Z4) :ﬁo+(y_ﬂo) [ES_ZJ ) (2.18)

donde se calcula la derivada del enlacgzenSe define el peso cuadratico como:

° \dy), w

0

w't= [d—”J % (2.19)

dondeV, es la funcién de varianza calculadan Entonces se hace la regresionzgesobre

las covarianzas con peswog para tener nuevas estimaciones de los paramgfraspartir de
éstos se construye una nueva estimagiodel predictor lineal. Se repite el proceso has& g

los cambios son suficientemente pequenos.
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2.1.3. Desvianza y residuos

En el MLG la variabilidad no explicada por un madé¢lijada una funcién de enlace, una
distribucion del error y unos predictores) se pkasm la desvianza escalada.
Si |(e; y) denota el logaritmo de la funcion de verosimilitothl del modelo en estudio y

I(H*; y) el logaritmo de la funcién de verosimilitud totaldnodelo saturado (aquel modelo

gue cumple que tiene tantos parametros como indigidy por lo tanto se cumple que

4 =y parai = 12..,n), entonces:

vev(6:y)=2(1(6'sy) -1 (0:5)] o= 320 (¢ -0)-b{¢ )+ e )], (220

i=1

donde@ es el estimador de maxima verosimilitud@en el modelo saturado.

La desvianza escalada disminuye a mayor nimeraicheno de predictores incluidos en el

modelo, hasta llegar a explicar la variabilidacltote los datos.

También se pueden calcular las desvianzas a parlias cuasi-verosimilitudes definidas en
(2.16) como:

Dev(8;y) = Z:‘di =Z: ZW\BjT_s)S d(s)=-2pq(8;y). (2.21)

En este caso, para el célculo de las desvianzatadas a un modelo tan sélo se necesita

conocer los dos primeros momentos.

En la Tabla 2.2 se muestra la expresion que tomagemos de los casos particulares de la

familia exponencial, en términos de desvianzasscaladas:

Dev(8; y) = gDev* (8, y). (2.22)
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Tabla 2.2. Desvianzas para casos particulares Hél.M

Desvianzas
Normal o n
Gaussiana M(yi-a)
N (ﬂu 0.2) i=1

BEEiao;Tf)]if'm zzl{ Y log(y /&) +(m-=y)log[(m- 3)/( )]}

s 2 {wloo(y /) ~(y )

g?zf;)a 2y {~log(v/&)+(y =)/}
Inversa n
Gaussiana Z(Y. - )2/(:[423()

Gl (,u,az) =

Se definen, entre otros, dos tipos de residuos:

* Residuos de Pearson:

"
« Residuos de desvianza:
r® =signo( y - )/ d, (2.24)

donded; es lai-ésima componente de (2.21).

Para la estimacién del parametro de dispergdde un modelo comp+1 coeficientes se

puede utilizar la férmula:
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e :;i(ﬁ ) = Zdl, (2.25)

n-p-17= n- p—-1:7

o bien el estimador de momentos basado en losueesigkeneralizados de Pearson:
- 1 [ P)2 1 (y| :U)Z
F=—3(t") —Zw L (2.26)

Normalmente se indica que el MLG mas apropiado pams datos es aquél que ofrece una
menor desvianza. Hay diferentes maneras de redu@¥lllenhall, 1999): si se varia la
funcidn de enlace; si se varia la distribucion etebr; y/o si se varian los factores de riesgo

incluidos en el predictor lineal.

2.2 Modelos de regresion basados en distancias
2.2.1 Introduccion

Las técnicas estadisticas que se basan en disancsmilaridades, entre los individuos de

una muestra tienen una amplia tradicion.

La utilidad de los métodos estadisticos basadodistancias radica en el hecho de que, a
menudo, se presentan situaciones en las que la pogibilidad de conocer las relaciones
entre unidades estadisticas es calcular una madgridistancias entre ellas. En B al.

(2015b)se citan algunos ejemplos de estas situaciones:

* Los individuos que participan en estudios de margetd de psicologia pueden sefialar
muchas veces como de similares o de diferentepa@s de objetos o estimulos pero
encuentran dificultades a la hora de describirlas wn numero finito de
caracteristicas medibles. Por lo tanto, un resoliz@mian de estos estudios es una
matriz de distancias (o similaridades) entre olsj¢toestimulos).
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* En una red social se puede observar una respuediaua (por ejemplo, el consumo
telefénico del dltimo afio) para varios individugmi ejemplo, aquellos que tienen
contrato con una determinada compafiia telefonigca)sg relacionan entre si. En este
caso, la compafia puede estar interesada en preflemnsumo potencial de otros
individuos en la red social que no tienen contcato ella y enfocar sus esfuerzos de
marketing para atraer a aquellos clientes potexiabn un consumo esperado mas
elevado.

* Los conjuntos de variables de tipo mixto (mezclaa®ables cuantitativas, binarias y
cualitativas) y los datos funcionales constituymgplos adicionales de estructuras de

datos que pueden beneficiarse de las técnicasdsasadlistancias.

2.2.2 Distancias y similaridades

Una distanciad sobre un conjunto (finito o noQ2 es una aplicacion que, a cada par de

individuos (i,j)0QxQ, le hace corresponder un nimero rei,j) =2,

,, que como

minimo cumple las siguientes propiedades basiggas20,9 =0y 9, =9 .

Se puede

hablar en tal caso de disimilaridad. Cuando, adesg&sumple la desigualdad triangular,

0, <9, +9g;,y 9, =0siysolosii=]j, entonces la distancia es métrica.

Si para una distancia se cumplen las propiedadesdsa la desigualdad triangular y ademas
se pueden encontrar puntoxi=(>gl,>§2 )ﬁ) ,x,-=(xj1,>g2 >§r) de R" tales que

permiten reproducir las distancias originales:

d?:(‘_xj)EGX_XJ)T’ 2.27)

entonces la distancia es Eucll'deéQ/, 5) puede representarse mediante el espacio euclideo

(r".9).
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Si Q es un conjunto finito, que se define cofla= (1,2,... ,n), las distancia®), se expresan
mediante la matriz simétricA , que se denomina matriz de distancias sébre
. d,
o. O.. - O
= "|,cong =0, g =g .

N

On G O,

nn

A continuacion se define la distancia (o similaddan funcién de si se calculan para datos

cuantitativos, datos cualitativos o datos mixtos.

Se supone que cada individue de Q viene representado por un punto

X, = ()gl,xz ,e %o ) ORP. En el caso de datos cuantitativos, la distanésa familiar entre dos
individuosi, j es la distancia?:
p

d, (1) =D (% = %) (2.28)

k=1

que, ademas, es una distancia Euclidea.

Si los datos son cualitativos es conveniente tesibgn la disimilaridad, que es un concepto
dual del de distancia. Una similaridasl sobre un conjunt® es una aplicacion que a cada

par de individuos(i,j)0QxQ, le hace corresponder un nimero regk (i j), que

cumple las siguientes propiedadés 5, < § =1, s =1y 5 =5 .

Si Q es un conjunto finito, que definimos conab= (1,2,... ,n), se tiene la matriz simétrica

S, que se denomina matriz de similaridades:

Se S o S
s=| 7 T Yloong=15=3
St S 0 S
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El valor s, = s( ] j) mide el grado de semejanza entre dos elementjosle manera que se

aproxima a 1 cuando ambos son muy parecidos.

El concepto de similaridad se utiliza especialmesteando se han introducidp
caracteristicas cualitativas solfde que se asocian a variables binarias, de manertoqan

valor 1 cuando la caracteristica esta presentewafdo esta ausente.

Para pasar de similaridad a distancia puede hadershistintas maneras, entre las que se

destacan:
5” :]_—sj , (2.29)
o bien

3 =/1-5. (2.30)

1

En el segundo caso se obtiene siempre una distar@tiica e incluso Euclidea para muchas

similaridades.

Cuando se dispone de un conjunto de variablespdentixto, es decir, mezcla de variables
cuantitativas, binarias y cualitativas, un coehtgeapropiado para tratar la similaridad de
estos datos es el coeficiente de similaridad dedgadefinido en Gower (1971) y que toma la
siguiente expresion:

2(1_ ‘)ghc;hxjh‘]+a+au

h=1

(2.31)

T A (p-d)+ p

donde p, es el nimero de variables cuantitativasy d son el nimero de coincidencias
positivas y negativas, respectivamente, parglasariables dicotomicasy; es el nimero de

coincidencias para lag, variables cualitativas ¥5, es el rango de lh-ésima variable

cuantitativa.
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Este coeficiente cumpl@<s; <1y para pasar de similaridad a distancia se puplieaa

tanto (2.29) como (2.30).

El coeficiente de similaridad de Gower es la sunfi@reéhtes coeficientes apropiados para

cada tipo de variables (ver Beijal, 2004 para una explicacion detallada), de mangza q

e Si sélo se tienen variables de tipo cuantitativiiljizando (2.31) el coeficiente se

reduce a la distancia:

13 ‘)ﬁk_xjk‘ :
d = =YL =X
i [p; G } (2)32

gue es métrica y Euclidea.

* Sjsoélo se tienen variables binarias, el coefieiaat reduce al coeficiente de Jaccard:

a
a+b+c’

§ = (2.33)

dondea, by c son las frecuencias d&,1) ,(1,9 y (0,1, respectivamente, de manera

que a+b+c+ d= p. Esta similaridad tiene un rango entre 0 y 1 ymeXrica y

Euclidea.

» Si sélo se tienen variables cualitativas, el cosfie se reduce al coeficiente de

coincidencias:

5 =L, (2.34)
p

Esta similaridad tiene un rango entre 0 y 1 y poaet la propiedad métrica como Euclidea.

2.2.3 Modelo de regresion lineal basado en distaasi

El MLBD fue inicialmente construido y estudiado €uadras (1989), Cuadras y Arenas
(1990) y Cuadrast al. (1996), y posteriormente estudiado en Bbgl. (2004, 2007, 2010),
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Esteve (2003) y Estevet al. (2009). En estos trabajos se asume que para uantorge
individuos puede disponerse de una matriz de digtarentre individuos asi como del valor
de una variable respuesta continua para cada dudiviLa idea principal del MLBD es usar

las coordenadas principales como variables explasaen un modelo de regresion lineal.

En este apartado se describen los principales taspedricos del MLBD.

SeaQ={Q,,...,Q,} un conjunto de individuos de una poblacién dada. Para cada uno de
ellos se observa la variable respuesta contyu¥, ,... Y, por tanto, seay = (yl,..., yn)T un
vector de dimensiomx1 con los valores observados. Sequ(O,l) los pesos constantes
positivos deQ, . El vector de pesossvz(wl,...,wn)T de dimensibmx1 se estandariza para

que la suma sea igual a 1, es defifiv =1, dondel es el vector de unos de dimensior1.

Se asume que el vector de respuestas w -centrado, es deciw’ 0y =0.

Los individuos deQ se describen a partir de un conjunto de varialeleglecir, predictores

observados, que pueden ser datos de tipo mixtantjtatdvos, cualitativos y binarios) o

incluso otro tipo datos, como cadenas de caracteresciones. Sed :(Fl,...,Fp) la

matriz de dimensiémx p que contienen los valores de Ipspredictores mixtos.

Se define una distancia en Q, que es una funcién de los predictofes que satisfaga la

propiedad Euclidea y se denota pfr la matriz de dimensibmxn que contiene las

distancias al cuadradd’ (Qi ,Q, ) :

Se define la matriz de dimensidrx n con los productos internos como:

G, =-23, B0, 33)
dondeJ,, es la matrizw -centrada definida comd,, =1 —10W' .

T
w!

Se calculaX,,, la matrizw -centrada de dimensiomx k que cumpleG,, = X, [X,,, tal que
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w' X, =0y k=r=rango(G,). A esta matrizX,, se le denomina configuracién Euclidea

deA.

La descomposicionG,, = X, [X, existe si y sélo sG, es una matriz semidefinida positiva
y en tal cas@A se denomina Euclidea. Se denota cagpoal vector de dimensiohxn que

contiene los elementos de la diagonal3jge que son necesariamente no negativos.

La traza deG,, dividido entre n extiende el concepto de variacion total (es démitraza de
la matriz de covarianzas) en el campo de las digtanSe define la variabilidad geométrica
de A (Boj et al, 2004) como:

1 1
v(a)=—=1"m?0 ==trG,. 2.36
(8)=5 75 B70,=<uG, (2.36)
Se dice que la respuestalos pesosv y la matriz de distancias al cuadrado siguen un

MLBD cuando la esperanza/-centradap:E[Y] (que es igual al, k) pertenece al
espacio de columnag de G,. Se puede observar qge es también el espacio de columnas

de cualquier configuracion Euclideg, de A, porqueG,, = X, [X, .

Seany los valores observados de la variable respuédta estimacién de la regresion lineal
basada en distancias con respugstpesosw y matriz de predicciéld se obtiene haciendo
una regresién por minimos cuadrados ponderados si@bre una configuracién Euclidea-

centrada d&\, X, una configuracion Euclidea latente.

Se asume que se dispone de un nuevo indiviQyg y que se tiene el vectad,,, de

n+l
dimensiénlxn con las distancias al cuadrado en el espaciogtoedintre el nuevo individuo

Q... Y los n individuos previamente conocidos. Entonc@s,, se puede representar como

un vector de dimensiok x,,,, en las filas dexX,. De esta manera, el valor de predicho

paraQ,,, esx,, B, dondef es el vector de coeficientes de regresion estismiado
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En la regresion basada en distancias, por lo gemeraecesita explicitarse una configuracion
Euclidea, ni tampoc@ o X,,,, Yya que los valores finales se obtienen directdene partir

de las distancias.

La matriz de prediccion es:

H, =G, {D,"[F, D,"?), (2.37)

donde DW:diag(w) es la matriz diagonal cuyos elementos son los spesp

F,=D,’[G,[D,"* y F, es la pseudo-inversa de Moore-PenroseFge Entonces, la
respuesta predicha es:
Y=Y 1+H,dy-%. 1), (2)38

donde y, =w' [y es la media ponderada ge

Finalmente, para la prediccion de un nuevo indwid¥, ,,, dadasd,,,, las distancias al

cuadrado con los individuos previamente conocidos, se tiene que:
. .1 . -
oos = Vot 5 (0 = 8,s) (DL (F D)y -7, 2) (2.39)

Por tanto, las estimaciones obtenidas con (2.38.39) son cantidades intrinsecas, que
significa que se pueden expresar directamente asmaofuncion de las distancias o, de

manera equivalente, de los productos internos }2.35

En la regresion lineal basada en distancias, glorarde la matriz de prediccion (2.37), como
sucede en la regresion lineal ordinaria, es igluahtanero de predictores linealmente
independientes. Dado que panacasos, segun la métrica elegidapuede ser tan alta como

n-1, podria dar lugar a un modelo sobreparametrizddgrocedimiento adecuado para esta
situacion es reemplazar la pseudo-invefgapor una aproximacion con menor rango. En Boj

et al. (2012) se detalla como obtener la mejor aproximmaai@ cualquier rango dado
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k,1<k<r, a partir de los valores singulares &¢ . Al rangok usado para definir la

pseudo-invers&, se le denomina rango efectivo.

Para seleccionar un valor adecuado de rango efe&tige pueden tener en cuenta diferentes
criterios. En la funciordblm del paquetalbstatsse han implementado los criterios que a

continuacion se listan y que se encuentran expgadn detalle en Bejt al. (2015b):

e OCV (Ordinary Cross-Validation con este criterio se selecciona el rango efectiv
gue minimiza el estadistico de validacién cruzadhnaria que se corresponde con

leave-one-oytes decir la eliminacion de un caso para cad&sem.

* GCV (GeneralizedCross-Validatioi: con este criterio se selecciona el rango efectiv

gue minimiza el estadistico de validacion cruzaslzegalizada.

» AIC: con este criterio se selecciona el rango efedue minimiza el estadistico dado

por la expresion del Criterio de Akaike.

* BIC: con este criterio se selecciona el rango efecjue minimiza el estadistico dado

por la expresion del Criterio de Informacion Bagesi.

» rel.gvar o variabilidad geométrica relativa: este criteei® una alternativa que se
fundamenta en el hecho de que la suma de todeslloses singulares dg,, es igual
a la variabilidad geométrica d&. De esta manera, se permite fijar una proporcen d
variabilidad geométrica a explicar por el modekulante que debe alcanzarse con la
suma de los valores singulares mas altog=gle Los valores que se pueden asignar

deben estar entre 0 y 1, y el valor por defectd.@s

» eff.ranko rango efectivo: con este criterio el usuariodauelegir exactamente las
dimensiones que desea incluir en el modelo. Lazrgalenteros que se pueden asignar
deben comprenderse entre 1 y el numero total derngdisones menos uno como

maximo.
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La regresidon basada en distancias reproduce lofta@ss del modelo clasico de regresion

lineal de minimos cuadrados ponderados: si se plrtena matrizX, w-centrada de

dimensiénnxr de r predictores continuos correspondientes andividuos y se definé\

como la matriz de distancias al cuadrado Euclide&i® las filas deX,, entoncesX,, es una

configuracion Euclidea d& vy, en este caso, la matriz de prediccion, la resuy las
predicciones coinciden con los respectivos valoues se obtienen con minimos cuadrados

ponderados en el modelo lineal ordinario.

2.2.4 Modelo lineal generalizado basado en distaasi
El MLGBD se ha definido y estudiado en Exjal. (2012, 2014a y 2015b).

En este modelo se tienen los mismos elementosmeeMLBD. Las diferencias entre ambos

casos son las mismas que hay entre el modelo desiég lineal clasico y el MLG clasico:

1) La distribucion deY puede ser cualquier distribucion derivada de lailiam
exponencial de McCullagh y Nelder (ver McCullaghNglder, 1989), como en

cualquier modelo lineal generalizado

2) La relacion entre el predictor linegl= X, [B, obtenido a partir de la configuracion

Euclidea latenteX,, y la respuesta esperadg, viene dada por una funcion de
enlaceg (0: #=g(n)

Se dice que la respuestalos pesosv y la matriz de distancias al cuadrado siguen un

MLGBD cuando la esperanzacentrada y transformada por la funcion de enlau::e,E[Y] ,
es un vector del espacio de columgasle G,,, que coincide con el espacio de columnas de

cualquier configuracion Euclidea dg, .

Para estimar un MLGBD se aplica un algoritmo esdamg minimos cuadrados ponderados
iterativo, como el que se ha descrito para el MI&3ico, en el que la regresion lineal basada
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en distancias sustituye a la regresion lineal cdéaen las formulas (2.18) y (2.19) para hacer

la regresion dez, sobre las covarianzas con pesgsy asi obtener una nueva estimacipn

Este proceso de estimacién de minimos cuadradodepanios iterativo no depende de una

X, especifica, de manera que los valores finalesbenen directamente a partir de las

distancias originales.

En el primer paso de este proceso iterativo essaeiceun valor inicial iz, . Entonces se

calculan, y la derivad{d—”j . Estos dos elementos s6lo dependen de la funei@nice.
0

du
Finalmente, se calculd,, es decir el valor de la varianza (2.9) p@a que Unicamente

depende de los valores ajustagip®n cada paso.

Las predicciones para nuevas observaciones tarabrémdependientes de la matXz, que
se haya elegido. Dado un nuevo individQg,, , dadasd,,,, las distancias al cuadrado con los
n individuos previamente conocidos, se tiene queprkediccion 7,,, se calcula con la

expresion (2.39), con los valores del Ultimo pasd proceso de minimos cuadrados

ponderados iterativos. Y finalmente, se calcylgr = g™ (ﬁnﬂ).

El MLGBD incluye al MLG como caso particular: si parte de una matriX, w-centrada

de dimensiémxr de r predictores continuos correspondientes andividuos y se define

A como la matriz de distancias al cuadrado Euclieea® las filas dexX,, entoncesX,, es

una configuracién Euclidea d& vy, en este caso, la matriz de prediccion, la resfauy las
predicciones coinciden con los respectivos valoies se obtienen con minimos cuadrados
ponderados iterativos en el MLG.

2.2.5 Software estadistico. La libreriabstats de R.

Para realizar los célculos computacionales en lodetos de regresion basados en distancias

se encuentra disponible la librerig R creada con el nombre dibstats(ver Boj et al.,
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2014a), y que puede descargarsehép://CRAN.R-project,org/package=dbstaiesde el

Comprehensive R Archive Network.

En la libreriadbstatsse incluye la funciomblm, que ajusta MLBD, y la funciédbglm que
ajusta MLGBD.

La funciondbgimse explica en este apartado con mas detalle quadedndblm, ya que ha

sido la que se ha utilizado en las distintas agilicees practicas del trabajo.

A nivel de notacidn, en la libreria se considera gies la variable respuesta del modelo
(variable dependiente), que debe ser un objetolat® o/ector numérico, factor, matriz o
data.frame siempre teniendo en cuenta que en los modelaggtesion implementados la
variable respuesta es univariante. Las variablpBoativas del modelo se indican coid® z

mientras que&X o x denotan la configuracion Euclided,, .

Cabe indicar que en la ejecucion de la fundbglm se incluyen distintas opciones para la
introduccidn de las distancias entre individuogg; tanto, la sintaxis es distinta para cada

caso.

En primer lugar, se puede utilizar como argumenmitacipal de la funciéon un objeto de clase
formula de la formay ~ Z, que indica la relacion entre la variable respugstas variables
explicativas del modelo. Este argumento tambiént#iga en la funcionglm de la libreria

statsdeR, donde se ajusta el MLG ordinario.

Si se indica el argumenformulase introduce el argumentiata que incluye las variables en
el modelo, ya sean la variable respuesta y lasablas explicativas (o bien las variables
observadasZ, o bien una configuracion Euclideg. En caso contrario se requiere el
argumentoy, que es la variable respuesta (dependiente) y dmbensvector numérico, un

factor, una matriz o udata.frame.

Si no se utiliza el argumento princigatrmulase consideran tres opciones distintas:

» El argumentdlistancees un objeto de claskst o dissimilarity.
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o En el caso de clagdist una posibilidad es hacer uso de la funcién con este
mismo nombre de la libreritats que permite calcular matrices de distancias
usando una métrica de distancia especifica paemebtas distancias entre las

filas de una matriz de datos.

o En el caso ddissimilarity una posibilidad es hacer uso de la funadarsy de
la libreria cluster, que calcula disimilaridades entre las observasodel

conjunto de datos.

* El argumentoD2 es un objeto de clad®2, que contiene la matriz de distancias al

cuadrado.

* El argumentoG es un objeto de clasBram. En este caso se utiliza la matriz de

productos internos centrad@= X OX" .

Cuando las distancias se calculan a partir dedaahles explicativas observadas se pueden
aplicar distintas métricas. En concreto se destacanétrica Euclidea y el indice de
similaridad de Gower que estan descritas en amartadteriores de este capitulo y que son
las dos métricas que se utilizan en las aplicasiale este trabajo. Cabe notar que, para
indicar en la funciérdbglm que se aplique alguna de estas dos métricas alitente en el
caso ddormula es posible utilizar el parametnaetric que sera igual aeticlideari (que es

la opcion por defecto) aybwer, respectivamente, para estos dos casos.

En la aplicaciéon del MLGBD es necesario indicadistribucion del error y la funcion de
enlace asumidas en el modelo. Esta informacioecege en el argumentamily, que es una
cadena de caracteres donde se indica la distribwd@gida y, opcionalmente, la funcién de
enlace (por defecto se utiliza el enlace canonjoqpye es el mismo argumento que se utiliza

en la funciérglm destats Algunos de los valores que puede tomar este agimson:

e ‘“gaussian” para distribucion Normal (por defecto)
* “binomial” para distribucion Binomial
e “Gamma” para distribucion Gamma

* ‘“inverse.gaussian” para distribucion Inversa Garssi
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» “poisson” para distribucion Poisson

» “gquasipoisson” para distribucion Poisson sobredssgpe

Las funciones de enlace viene explicitada en elraeptolink de la funciorfamily, y algunos

de los valores que puede tomar son:

* ‘“identity” para enlace identidad
* ‘“inverse” para enlace inverso
* “log” para enlace logaritmico

* “logit” para enlace logit

Se pueden asignar también los pesos de cada ulos dedividuos que se aplicaran en el
proceso de ajuste del modelo con el argumemights que por defecto seran igual a 1.

El argumentanethodpermite elegir como se decide el rango efectivonaiedlelo resultante.

La funciondbglm permite aplicar cinco criterios diferentes quedsénen en el argumento
method “GCV”, “AlIC”, “BIC”, “ rel.gvar’ y “eff.rank al igual que se explica para la funcion
dbim La diferencia con la funciédblm es que para la funcid@bglmno esta implementado
el criterio OCV debido al costoso tiempo computaalo

Cuando se elige en el argumentethodalgunas de las opciones siguientes: “AIC”, “BIC” o
“GVC”, entonces es necesario especificar qué piotedto de optimizacién se desea utilizar
para minimizar el criterio elegido a través deluangntofull.search(argumento logico). Se

puede asignar el valor TRUE y en este caso bustan&jor valor global después de evaluar
el criterio para todos los posibles rangos, o lgkemalor FALSE, en cuyo caso pasara por

aplicar la funciéroptimize.

Para obtener las predicciones de nuevos individeosjecuta el comangwedict de forma

similar que para la funciogim, el cual tiene los siguientes argumentos:

e El argumentoobjectes un objeto de clasibglm es decir, el resultado de aplicar la

funciondbglm
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* El argumentonewdataes undata.frameo matriz relacionado con el argumento
type.var de manera que:
o Si type.vares igual a Z" indica que newdatacontiene los valores de las
variables explicativas.
o Si type.vares igual a “D2” indica quenewdatacontiene las distancias al
cuadrado entre lo& nuevos individuos y los individuos originales.
o Sitype.vares igual a “G” indica queewdatacontiene los productos internos.
* El argumentaype.predes el tipo de prediccion, y puede ser igualirgk® cuando se
trata de los predictores lineales (que es el val@ toma por defecto), o igual a

“responsé cuando se trata de la variable respuesta.

2.3 Metodologia bootstrap aplicada a los modelos de regresion

Los métododootstrap(termino implementado por Efron, 1979) implicaretimacion de un
modelo muchas veces usando datos simulados, deangue los valores que se obtienen a

partir de los datos simulados permiten hacer infg@as sobre los datos reales.

Los métodoshbootstrap admiten aplicaciones en distintos contextos, camootrastes de
hipotesis, modelos de regresion y estimacion deesrestandar e intervalos de confianza. En
Efron y Tibshirani (1998) y por ejemplo MacKinna@006) puede consultarse un tratamiento

detallado de esta metodologia y de su aplicabilidad

Este apartado se centra en algunas metodolbgiaistrap que resultan adecuadas en los

modelos de regresién, en concreto:

» Bootstrapping residualsdonde cada muestt@ootstrapde vectores respuesta de
elementos se obtiene a partir de remuestreagsiduos.
* Bootstrapping pairsdonde cada muestlmotstrapconsiste enn pares de respuesta-

predictor a partir de los datos originales.
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La diferencia entre ambos métodos es que en elepraaso las variables latentes (o los
predictores) se consideran fijos. Se asume quedéin de regresion basico es correcto y que
los residuos se pueden considerar iguales. Estadolegia puede conducir a resultados
erréneos cuando, por ejemplo, los residuos tengf@nedtes varianzas. Hlootstrapping
pairs es menos sensible a hipétesis erréneas sobre @étlony es mas robusto que el
bootstrapping residuajsaunque en algunos contextos sélo puede implensenéste Ultimo
método, por ejemplo, cuando existe dependenciae ealgunas observaciones y los

estimadores de los parametros.

Bootstrapping residuals

Para definir los residuos mas adecuados pardeststrapes importante tener en cuenta que:

* El remuestreo se basa en la hipotesis de que losegrson independientes e
idénticamente distribuidos. Ademas, no es necesasigmir que los errores se

distribuyen segun una distribucién Normal o cuaqoira distribucion conocida.

* Es indiferente el remuestreo de los residuos cdadsiduos multiplicados por una
constante, siempre y cuando se tenga este heatwensta en el proceso de generacion

de datos.

Para ilustrar el procedimiento a seguir erbebtstrapping pairsse supone un modelo de
regresion lineal. El primer paso es calcular Iasrexslores de los parémetr& del modelo y

de los residuosi, i =1,...n, que deben ser ajustados por los grados de liberta

AT L (2.40)
\n-p

donden el numero de observacionegyel nimero de parametros estimados en el modelo.

El proceso de generaciéon de datos blebtstrappimg residualsuytilizando los residuos

ajustados, genera una observacion de la muestrtatrapmediante la ecuacion:
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Yo =x B+, (2.41)

donder siguen la distribucion empirica de. Se dice entonces que los errdseststrapr,
se remuestrean a partir ge Es decir, se han extraido de la funcién de distibn empirica
de r’, que asigna probabilida@l/n a cadar, . Asi, cada uno de los términos del error

bootstrappuede tomam valores posibles, es decir, los valores,decuya probabilidad para

cada uno de ellos d9n.

Este mismo procedimiento puede aplicarse para uMiomo se hace en una aplicacion

practica incluida en el Capitulo 5 de este traldgmde se detalla todo el proceso de célculo.

Bootstrapping pairs

Este método fue propuesto por Freedman (1981)basa en remuestrear los datos en lugar
de los residuos.

Si se supone un modelo de regresion lineal, seastmaa a partir de la matrﬁg/, X] con una

fila tipica [yi ,xi]. Cada observacion de la muedb@otstrapes [yI xl} una fila elegida
aleatoriamente c[ey, X]. Este método se denomibaotstrapping pairsporque la variable

respuestay, y las variables explicativas siempre se seleccionan por pares.

Este método no impone ninguna condicién sofirde hecho, cada muestraotstraptiene

una matriz X~ distinta. Se asume implicitamente que cada obsién/@yi ,xi] es un valor

aleatorio independiente de una distribucion multardge.

El bootstrapping pas es muy facil de implementar y se puede apliaatseaamplia gama de

modelos, aunque tiene dos inconvenientes:

e El primero es que en el proceso de generacion ties debo se impone ninguna

restriccion sobre los parametrg.
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* El segundo es que, en comparacion corbadtstrapping pairs generalmente no
proporciona resultados muy exactos, basicamentgupomo impone ninguna

condicion sobreX.

En este trabajo se utiliza kbotsrapping pairsaplicado a los modelos de regresion para el

MLGBD en una aplicacion practica incluida en el Dap 5.
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Capitulo 3

Coeficientes de influencia para el
modelo lineal generalizado basado en

distancias

En este capitulo se definen coeficientes de influencia en el MLGBD con el objetivo de evaluar
la importancia relativa de los predictores en el modelo y calibrar su influencia en la respuesta.
En segundo lugar, se construyen intervalos de confianza adecuados con la metodologia

bootstrapping pairs para contrastar su significacion.

La definicion de los coeficientes de influencia junto con el célculo de errores estandar y p-

valores con bootstrap se ha presentado en distintos congresos nacionales e internacionales:

e En la 5th International Conference of the ERCIM (European Research Consortium for
Informatics and Mathematics) Working Group on COMPUTING & STATISTICS,
celebrada en Oviedo del 1 al 3 de Diciembre de 2012, se ha presentado “Relative
predictor importance in distance-based generalized linear models”, de Boj, E.; Esteve,
A.; Fortiana, J. y T. Costa.

e En la 15th Applied Stochastic Models and Data Analysis International Conference,
celebrada en Matar6 (Barcelona) del 25 al 28 de junio de 2013, se ha presentado
“Assessing the importance of risk factors in distance-based generalized linear

models”, de Boj, E.; Esteve, A.; Fortiana, J. y T. Costa.
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e En el XXIV Congreso Nacional de Estadistica e Investigacion Operativa, celebrado en
Castellon del 10 al 13 de setiembre de 2013, se ha presentado “Evaluacion de la
importancia relativa de los predictores observados en el modelo lineal generalizado

basado en distancias”, de Boj, E.; Esteve, A.; Fortiana, J. y T. Costa.

Posteriormente, se han presentado dos trabajos donde se incluyen los intervalos de confianza
bootstrap y el test de Wald:

e En la 3rd Stochastic Modeling Techniques and Data Analysis International
Conference, celebrada en Lisboa del 11 al 14 de junio de 2014, se ha presentado
“Wald test and distance-based generalized linear models. Actuarial application”, de

Boj, E.; Esteve, A.; Fortiana, J. y T. Costa.

e En el International Workshop on Proximity Data, Multivariate Analysis, and
Classification, celebrado en Granada del 9 al 10 de octubre de 2014, se ha presentado
“Bootstrap confidence intervals and the Wald test”, de Boj, E.; Esteve, A.; Fortiana, J.
y T. Costa.

Por ultimo, cabe resaltar dos articulos publicados con contenidos que se incluyen en este

capitulo:

e “Assessing the importance of risk factors in distance-based generalized linear models”
de Boj, E.; Esteve, A.; Fortiana, J. y T. Costa, en la revista Methodology and
Computing in Applied Probability, en 2015, que se puede consultar en
http://link.springer.com/article/10.1007/s11009-014-9415-6.

e “Wald test and distance-based generalized linear models. Actuarial application” de
Boj, E. y T. Costa, en la revista Global Journal of Pure and Applied Mathematics,
Volumen 11, Numero 1, en 2015.

Este capitulo se estructura en tres apartados:
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El primer apartado, 3.1., esta dedicado a la definicion de los coeficientes de influencia. Se
detalla el procedimiento de calculo para el caso de predictores categoricos o binarios y para el

caso de predictores cuantitativos.

En el segundo apartado, 3.2., en primer lugar se propone la metodologia bootstraping pairs
para generar B muestras de los coeficientes de influencia y calcular, a partir de ellas, el error
estandar. Después se construyen intervalos de confianza para los coeficientes de influencia,
que pueden obtenerse de dos maneras distintas: basandose en la distribucion Normal
estandarizada o basandose en la distribucion bootstrap del estadistico del test de Wald.

Finalmente, en el tercer apartado, 3.3, se utilizan unos datos de frecuencia de siniestralidad en
el seguro de automoviles, a los que se aplica el MLGBD. Se calculan los once coeficientes de
influencia para los tres predictores del modelo, de los cuales dos son cuantitativos y uno es
categdrico nominal. Se aplica a los datos la metodologia bootstrapping pairs generando 1000
muestras a partir de las cuéles se construyen los intervalos de confianza correspondientes para

contrastar su significacion.

3.1 Definicion
Se asume un conjunto de n individuos con un vector de pesos asociado w para los que se

tiene el vector de respuesta y y un conjunto F de p factores de riesgo o predictores.

En un modelo lineal ordinario se cumple la siguiente relacion entre la respuesta y los

predictores:
y=PB+BEF+pF,+ -+ B F,.

En un MLG ordinario se tiene la siguiente relacion entre la respuesta y el predictor lineal:

j’:gil(ﬂo+/31Fl+ﬂ2Fz+"'+ﬂpr)'
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Para medir la influencia de cada predictor F; en un modelo lineal se pueden usar los
coeficientes estimados f; para j=1...,p y en un MLG se pueden utilizar los coeficientes

estimados ,3]. para j=1,...,p del predictor lineal.

Pero en la prediccién basada en distancias hay que tener en cuenta la métrica, que actia como

intermediario entre cada predictor observable F; con las respuestas. La relacion indirecta

entre el predictor y la respuesta impide interpretar los coeficientes del predictor lineal como se
hace en los modelos lineales ordinarios o en los MLG.

En este sentido, en Boj et al. (2007), ya se ha propuesto una aproximacion parcial a este
problema para el MLBD, con la definicion de una version del test estadistico F para

seleccionar variables explicativas, con p-valores haciendo uso de bootstrap.

En este apartado se definen y estudian coeficientes de influencia locales de los p predictores
F para el MLGBD. Estos coeficientes también son validos para el MLBD. La idea que yace

bajo el concepto de influencia es imitar los coeficientes ,3]. del modelo lineal y del MLG

clasicos.

Sean f°=(f° f ..., fJ) los p valores de los predictores de un individuo virtual o de

referencia, que se toma como origen o referencia. Las influencias F; que se quieren

cuantificar dependeran de este individuo de referencia. Asi, por ejemplo, f° puede estar
formado por la media o la mediana en coordenadas numéricas y por la moda en coordenadas
binarias o cualitativas. Los valores de los coeficientes de influencia tienen una validez local,
es decir, son validos entorno a un valor dado en el espacio predictor, ya que dependen del

individuo virtual que se elige.

A continuacion se definen coeficientes de influencia diferenciando el caso en que se trate de

predictores categdricos o binarios y el caso en que se trate de predictores cuantitativos.
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3.1.1 Coeficientes de influencia para predictores categoricos (o binarios)

Para predictores categoricos (o binarios) se definen los coeficientes de influencia g, para
j=1...,p como el incremento en el predictor lineal estimado 7z cuando el valor del

predictor j-ésimode f° cambia a otro nivel.

Esto se expresa a partir de la notacion:

ﬂJ:AjiﬂfO! j=1!---|p' (3.1)

Los pasos a seguir para calcular los coeficientes de influencia para predictores categéricos (o
binarios) son:

e Sedefine f°=(0,0,...,0), los valores de los predictores del individuo de referencia,

por ejemplo para predictores binarios, y se calcula su prediccion, y*©

n+l-*

e Se cambia la coordenada j-ésima del predictor a 1, f° :(O,...,O, 1 ,O,...,O) y se

j—ésimo

calcula su prediccion, y®

n+l*

e Con las nuevas predicciones Y, , para los dos individuos virtuales (antes y después del

iy 0@ v gO i 2 — o0 _ 50
cambio), ¥;\) Yy ¥;, se calcula el incremento, j; = -

n+l n+l n+l-*

Si en lugar de una predictor binario es un predictor categérico, cuando el nimero de niveles es
superior a 2 se puede calcular el incremento desde el nivel basico hasta los otros haciendo la

descomposicion en variables dummy.

3.1.2 Coeficientes de influencia para predictores cuantitativos

Para predictores cuantitativos se definen los coeficientes de influencia ,3]. para j=1...,p

como:
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Ci=L1...p (3.2)

la velocidad a la que el predictor lineal estimado 7 se mueve cuando f° se mueve a lo largo

de la curva:
f° +t-s; (O,...,O, 1 OO) te(-&+¢), (3.3)
j—th
donde s; es ladesviacion estandar del predictor cuantitativo j-ésimo.

Los pasos a seguir para calcular los coeficientes de influencia para cada predictor continuo j,

con j=1,...,p,son:

Se definen f°=(T,T,..,f,) los valores de los predictores del individuo de

referencia.

o Sedefine te(—¢,+¢) (T valores discretos).

e Se calcula la desviacion estandar del predictor j, s;.

e Secrean T individuos virtuales con f°+t-s, (O,...,O, 1 00) te(—s+¢).

j—ésimo
e Secalculael vector o, paralos T nuevos individuos virtuales.
e Se calculan las predicciones V., para los T nuevos individuos virtuales.

e Se calcula la velocidad del cambio de las predicciones .., . Para este calculo se usa la
funcion smooth.spline de R para ajustar un spline cubico suavizado. Entonces, para
estimar f; se utiliza el comando predict para obtener la primera derivada del spline

cuando t vale cero.
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Este calculo esta inspirado en los biplots no lineales de Gower y Harding (1988).

3.2 Intervalos de confianza y bootstrapping pairs

Se propone usar la metodologia bootstrapping pairs (ver, por ejemplo, Efron y Tibshirari,
1998 y Davidson y Hinkley, 1997). Cada muestra consiste en n pares de respuesta-predictor a
partir de los datos originales. De esta manera, se pueden generar B muestras bootstrap a partir

de las cuales se puede estimar la matriz Beta de coeficientes:

b B B

Beta=| : : : : ,

A

donde en la primera columna se tienen los coeficientes estimados de la muestra original, 3,
para j=1,...,p Yy en las siguientes B columnas se tienen los coeficientes estimados para las B

muestras bootstrap generadas, ﬁf’ para j=1,...,p yparab=1,...,B.

Para estimar los errores estandar de los coeficientes de influencia se puede usar la formula
habitual:

(3.4)

donde
5-3h0 (3.5)

Para contrastar la hipdtesis nula H,: 8, = £, para un valor numérico fijado 4, se pueden

construir intervalos de confianza de distintas maneras. MacKinnon (2006) propone que la

manera mas simple es calcular el error estandar y usarlo para construir intervalos de confianza
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basados en la distribucion Normal estandarizada. Asi, un intervalo de confianza simple de
bootstrap a un nivel de confianza 1—« se puede construir aplicando la férmula:

1-%
2

[ﬁj —Std*(ﬂAj)Zlﬁ,ﬁA'j +std*(;§j)z } (3.6)

donde Z a denota el cuantil 1—% de la distribucion Normal estandarizada. Por ejemplo, si

a =0.05, entonces %z 0.025 y el cuantil 0.975 de la distribucion normal es Z 005 =1.96.
2

El intervalo de confianza simple de bootstrap (3.6) se puede modificar para que esté centrado
en un estimador corregido por sesgo ,3]. . Simplemente hay que reemplazar ,3]. en (3.6) por la

expresion:
:Bj:,éj_(lgj _ﬁj)zzﬁj_ﬁj- (3.7)

No hay ninguna razon teorica para creer que el intervalo simple (3.6) funcionara mejor, o
peor, que un intervalo similar basado puramente en la teoria asint6tica. Sin embargo, puede
usarse cuando no hay manera de calcular un error estandar analiticamente o cuando los
errores asintoticos son poco fiables. Otra ventaja es que el nUmero de muestras bootstrap, B,

no tiene que ser muy elevado.

El método bootstrapping pairs no impone ninguna restriccion sobre S, en el proceso de

generacion de datos, como se explica en MacKinnon (2002, 2006, 2007). Entonces, si se estan

contrastando restricciones sobre £, , a diferencia de la estimacion de los errores estandar, o se

estan definiendo intervalos de confianza es necesario modificar el estadistico del test de modo
que se esté contrastando algo que serd cierto en el proceso de generacion de datos. O,
alternativamente, se puede modificar el esquema de remuestreo para que la hipdtesis nula sea
respetada en el proceso de generacion de datos del bootstrap, como se explica en Boj et al.
(2007) y Flachaire (1999, 2005).
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En este sentido, se describe a continuacién como adaptar el test de Wald al MLGBD. El test

de Wald contrasta la hipotesis nula H, : 8, = f3, . El estadistico:

_ Iéj _:Bo

T = < (,3]) (3.8)

sigue una distribucién t asintoticamente, en el MLG ordinario.

En (3.8) ,E'j es el estimador no restringido del parametro S; que esta siendo contrastado y

std (,3]) es su error estandar.

Se propone estimar una distribucion t” del bootstrsap para el MLGBD que siga la hipdtesis

nula del test, H,:B, = f,. El procedimiento se basa en utilizar el estadistico bootstrap
modificado:
o
f?’=—ﬂj* ’?” para b=1,...,B, (3.9)
std (,Bj)

donde ﬁf es el estimador de f3; a partir de la b-ésima muestra para b=1,...,B, donde B es el

tamafo de la muestra, y el denominador std*(,éj)es el error estandar de la distribucion de

5.

Como el estimador de S; a partir de las muestra bootstrap deberia ser, en términos medios,

igual a B;, la hipdtesis nula que se contrasta con f? es cierta en el proceso de generacion de

datos del bootstrapping pairs. De esta forma, se puede comparar el estadistico de la muestra

original:

_ ﬂAj _ﬂo
std(ﬁj)

oy

con la distribucion t™ dada por (3.9) y calcular un p-valor a partir de:

45



Capitulo 3

5 ()= (2112, .10

ﬁ*(fj):Zmin(%zB:I(f;’ﬁfj),%il(f?>?j)j. (3.11)

Un intervalo de confianza que tiene mejores propiedades que el intervalo de confianza simple
de bootstrap es el intervalo de confianza del percentil de t. Un intervalo de confianza del

percentil de t a un nivel de confianza 1-« se define como:

[;ﬁj—std*(;@j)t*a,ﬁj—std*(ﬁj)t;}, (3.12)

1-£
2

donde t; es el percentil 5 de la distribucion t”del estadistico definido en (3.9).

Por ejemplo, si « =0.05 entonces %:0.025, 1—%:0.975 y t: . €s el cuantil 0.975 de la
2

distribucion t” del bootstrap y t’ es su cuantil 0.025.

*
3
2

La distribucion t* dada por (3.9) sigue la hipdtesis nula, de esta manera el intervalo de

confianza del percentil de t (3.12) resulta util para contrastar la hipotesis con un valor real g,

fijado. Con este tipo de intervalos de confianza no es necesario repetir los calculos si se quiere

cambiar el valor de g, , a diferencia de lo que sucede con los p-valores.

3.3 Aplicacion practica

En esta aplicacion préctica se utilizan unos datos del seguro de automoviles a terceros de
Suecia del afio 1977 que se describen en Hallin e Ingenbleek (1983) y que se han usado en

aplicaciones anteriores, como Boj et al. (2012).
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Los datos para el factor Zone = 1 pueden encontrarse en Andrews y Herzberg (1985). Estos
datos corresponden a las ciudades de Estocolmo, Géteborg y Malmo y se obtuvieron a partir

de un comité de estudio de primas de riesgo en seguros de automaoviles.

Los datos estan incluidos en la libreria faraway de R bajo el nombre de motorins y pueden

descargarse electronicamente desde http://www.statsci.org/data/general/motorins.html.

El numero total de observaciones para la Zone = 1 es n =295, que corresponden a diferentes
grupos de riesgo no vacios. Se analiza la frecuencia de siniestralidad, a partir del nimero de
siniestros sufridos por los automoviles asegurados y del nimero de asegurados en afios de

poliza.

Siguiendo, por ejemplo, a Haberman y Renshaw (1996) y Brockman y Wright (1992) se

asume una distribucion del error de Poisson y la funcién de enlace logaritmica.
Los factores de riesgo son tres:

e Distance (distancia): kilometros recorridos por afio. Se codifica el factor Distance como

numerico usando las marcas de clase, como en Boj et al. (2012):

“<1000 Km por afio” : 750 kilémetros recorridos por afios
“1000-15000 Km por afio”: 8000 kilometros recorridos por afio

o]

0

0 “15000-20000 Km por afio”: 17500 kilémetros recorridos por afio
0 “20000-25000 Km por afio”: 22500 kilometros recorridos por afio
o]

“>25000 Km por afio”: 40000 kilémetros recorridos por afio
e Bonus: nivel en la escala de Bonus, con valores numéricos desde 1 hasta 7

e Make (marca): marca del vehiculo, con nueve categorias nominales

Los factores Distance y Bonus se tratan como variables numéricas y el factor Make como

categdrica nominal.
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Los célculos para aplicar el MLGBD se realizan usando la funcion dbglm de la libreria dbstats
de R (Boj etal., 2014a).

La similaridad se calcula con el indice de similaridad de Gower (2.31) teniendo en cuenta la
variabilidad geométrica (rel.gvar=1), es decir, aplicando el modelo denominado dbgim1 en el
Apendice A de Boj et al. (2012).

Las instrucciones para la lectura y preparacion de datos con R y el ajuste del modelo dbgim1

son:

R> library("dbstats")
R> require("faraway")

R> data("motorins'™)

R> Motorl <- subset(motorins, Zone == 1)

R> Motor1l$KmC <- rep(0,nrow(Motorl))

R> Motor1$KmC[Motor1$Kilometres == "1"] <- 750
R> Motor1$KmC[Motor1$Kilometres == "2"] <- 8000
R> Motor1$KmC[Motor1$Kilometres == "3"] <- 17500
R> Motorl$KmC[Motorl$Kilometres == "4"] <- 22500
R> Motor1$KmC[Motorl$Kilometres == "5"] <- 40000

R> Motorl$BonC <- as.numeric(Motor1$Bonus)

R> dbglml <- dbgim(Claims ~ KmC + BonC + factor(Make), offset =
(log(Motorl1$insured)), data = Motorl, family = poisson(link = "log"), metric = "gower",

method = "rel.gvar", rel.gvar = 1); dbgim1

Call: dbglm(formula = Claims ~ KmC + BonC + factor(Make), data = Motor1,
family = poisson(link = "log"), method = "rel.gvar", metric = "gower",
rel.gvar = 1, offset = (log(Motorl$Insured)))

family: poisson

metric: gower

Degrees of Freedom: 294 Total (i.e. Null); 276 Residual
Null Deviance: 6978
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Residual Deviance: 454.1

AIC: 1827.271
BIC: 1897.323
GCV: 1.7457

Para este modelo los grados de libertad totales son n—1=294 y los grados de libertad
residuales son k=276. Esto significa que con el indice de Gower y explicando la
variabilidad geométrica total del modelo se tiene un rango efectivo de 276 en el predictor

lineal.

El objetivo es estimar once coeficientes de influencia: nueve para los nueve niveles desde
Makel hasta Make9 del factor Make aplicando la definicion (3.1) y dos para los factores

numéricos Distance y Bonus aplicando la definiciéon (3.2).

En este sentido, se puede expresar el predictor lineal a partir de:

n= B+ B+ ol ++ By + &=
Pusker T Putake2Fviaker + PutakesFriakes + PrtakeaFvaea +
/BMake5FMake5 + ﬁMakeGFMakeG + ﬁMake?FMakﬂ +
Praies Fraies + Prakes Frtaes T BrmFim + BoonFoon +€

Se define f° :(Makezl, Km = Km, Bon:B_m):(1,9683.82,5.58) como el individuo de

referencia, siendo la clase Make = 1 la correspondiente al término independiente /5, .

Los resultados de los coeficientes de influencia estimados para este modelo, dbglml, se
recogen en la Tabla 3.1:
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Tabla 3.1. Coeficientes de influencia estimados para MLGBD

usando el indice de similaridad de Gower (dbgim1).

B =P -1.856603
B =Py 1.311531e-01
By = Bunes  -2.142091e-01
By = Pnes  -4.976677€-01
B = Punes  1.238671e-01
B. = Bnes  -3.880247e-01
B = Buuer  -1.303605e-01
B = Buses  1.3629586-01
B = Buues  -2.3607686-02
B, =f..  1.068948e-05
Bo=Pun  -3.7327076-02

En la siguiente Tabla 3.2 se muestran los coeficientes estimados para el modelo dbgim4 del
apéndice A de Boj et al. (2012), que se ha ajustado usando distancia Euclidea en el MLGBD:

Tabla 3.2. Coeficientes de influencia estimados para MLGBD

usando distancia Euclidea (dbglm4).

By = Buae 11,640

By = Prake: 1.282e-01
By =B -2.140e-01
By=Puses  -5.1620-01
Bo=PBunes  1.270e-01
B =P -3.9760-01
B=Bumer  -1.320e-01
B =PBuses  1.396e-01
Bs = BMakeg -3.079e-02
B =B 1.431e-05
,310 = ﬁA’Bon -2.165e-01
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La instruccion para ajustar el modelo dbgim4 es la siguiente:

R> dbglm4 <- dbglm(Claims —~ KmC + BonC + factor(Make), offset =
(log(Motor1$Insured)), data = Motorl, family = poisson(link = "log"), metric =

"euclidean", method = "rel.gvar", rel.gvar = 1); dbgim4

Call: dbglm(formula = Claims — KmC + BonC + factor(Make), data = Motor1,
family = poisson(link = "log"), method = "rel.gvar", metric = "euclidean",

rel.gvar = 1, offset = (log(Motorl1$Insured)))

family: poisson

metric: euclidean

Degrees of Freedom: 294 Total (i.e. Null); 284 Residual
Null Deviance: 6978

Residual Deviance: 779.4

AlC: 2136.576
BIC: 2177.133
GCV: 2.8305

Los coeficientes estimados en el modelo dbglm4 coinciden con el MLG clasico gim1 del
apéndice A de Boj et al. (2012). EI modelo glml se ha ajustado con la funcién gim de la

libreria stats de R.

La instruccion para ajustar el modelo glm1 es la siguiente:

R> glml <- gim(Claims — KmC + BonC + factor(Make), offset = (log(Motor1$Insured)),
data = Motorl, family = poisson(link = "log")); gim1

Call: glm(formula = Claims — KmC + BonC + factor(Make), family = poisson(link =

"log"™), data = Motorl, offset = (log(Motorl$Iinsured)))

Coefficients:
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(Intercept) KmC BonC factor(Make)2 factor(Make)3 factor(Make)4
-1.640e+00 1.431e-05 -2.165e-01 1.282e-01  -2.140e-01  -5.162e-01

factor(Make)5 factor(Make)6 factor(Make)7 factor(Make)8 factor(Make)9
1.270e-01 -3.976e-01  -1.320e-01 1.396e-01 -3.079e-02

Degrees of Freedom: 294 Total (i.e. Null); 284 Residual
Null Deviance: 6978
Residual Deviance: 779.4 AIC: 2137

En Boj et al. (2012) se indican los p-valores de los predictores. Los valores més altos (por

tanto los menos significativos) son 0.02508, 0.10762 y 0.17618, para f.c7 s Puses Y Puakes »

respectivamente. Como la mayoria de niveles de MakeC son altamente significativos se elige

mantener la variable en el modelo.

En los Gréaficos 3.1 y 3.2 se muestran las trayectorias de dos individuos virtuales
representando dos predictores continuos observados en el MLGBD con el indice de
similaridad de Gower, el modelo dbgim1. Estos graficos también se puede consultar en Boj et
al. (2015a).

En el Gréafico 3.1 se observa una evolucion cercana a la lineal mientras que el Gréafico 3.2
refleja una no linealidad visible; si bien es cierto que si se hubiera decidido elegir un
individuo virtual con una referencia de coordenadas mayor que 7 (en la escala horizontal) la
pendiente habria tenido el signo opuesto. Para una modelo lineal las trayectorias serian lineas

rectas.
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Gréfico 3.1. Predictores lineales estimados para 201 valores de (3.3), una secuencia desde —1

hasta 1 con incrementos de 0.01 para el factor de riesgo Distance en el modelo dbgilm1.
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Gréfico 3.2. Predictores lineales estimados para 201 valores de (3.3), una secuencia desde —1

hasta 1 con incrementos de 0.01 para el factor de riesgo Bonus en el modelo dbgim1.
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Se estiman los errores estandar en el modelo dbglml con la ecuacion (3.4) usando
bootstrapping pairs con una muestra de tamafio B =1000. Se ha dividido la muestra en dos

subconjuntos de tamafio B, =B, =500 y los resultados obtenidos se muestran en la siguiente
Tabla 3.3:
Tabla 3.3. Errores estandar del bootstrap para dos muestras de tamafios
B, = B, =500, por lo que para la muestra total el tamafio es B =1000,

para MLGBD usando distancia de Gower (dbglm1).

B, =500 B, =500 B =1000
B=Puue  1.659268e-03  1.655607e-03  1.656611e-03
B =Puues  3.207050e-03  3.206454e-03 3. 205148e-03
By =Pues  6.4673440-03  6.463418e-03  6.462146e-03
By=Buwes  2.6687240-03  2.672244e-03  2.669149e-03
B, =PBuses  3.360581e-03  3.347443e-03  3.352351e-03
B =PBues  2.383127e-03  2.377103e-03 2.37893e-03
B =Buser  5.395997e-03  5.412965¢-03  5.401807e-03
By =Pues  1.504232e-02  1.508169-02  1.505449e-02
By=Bumes  1.317354e-03  1.311761e-03  1.313906e-03
By = Beo 9.231468e-08  9.298712e-08  9.260552e-08
Bio = P, 1.791164e-03  1.792390e-03  1.790881e-03

Comparando las tres columnas de la Tabla 3.3 se observa que los resultados con una muestra
de tamafio 500 son similares a los de una muestra de tamafio 1000 en los dos primeros

decimales, de lo que se deduce que un tamafio de muestra de 500 ya resultaria suficiente.

Para el mismo modelo dbgiml se pueden construir intervalos simples de confianza del
bootstrap usando los errores estandar calculados con el tamafio total de la muestra B y

aplicando las expresiones (3.6) y (3.7).
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Si se utiliza un nivel de confianza del 95% en la construccion de los intervalos para contrastar

la hipotesis H,:B;=0, para j=0,..,10 se deriva que todos los coeficientes son

significativos. Los resultados obtenidos se presentan en la siguiente Tabla 3.4, que también

se puede consultar en Boj et al. (2015a):

Tabla 3.4. Intervalos de confianza y errores estdndar calculados para una muestra de tamafio
B =1000 y asumiendo « =0.05 para MLGBD usando distancia de Gower (dbglm1).

Media de
Intervalo de confianza con  pootstrap (3.5)  Intervalo de confianza con

a =0.05 usando (3.6) E, o =0.05 usando (3.7)

Bo=Puu  [-1.860e+0,-1.853e+0] -1.857e+0 [-1.860e+0,-1.853e+0]
B=Puues  [1.249e-01,1.374e-01] 1.312e-01 [1.249e-01,1.374¢-01]
By =Pres  [-2.269e-01,-2.015e-01] -2.150e-01 [-2.260e-01,-2.007e-01]
B = Buwes  [-5.029e-01,-4.924e-01] -4.977e-01 [-5.029-01,-4.924e-01]
By =Puaes  [1.173e-01,1.304e-01] 1.238e-01 [1.173e-01,1.305¢-01]
B = Bunes  [-3.927e-01,-3.834e-01] -3.881e-01 [-3.926€-01,-3.833¢-01]
B = Buser  [-1.410e-01,-1.198e-01] -1.306e-01 [-1.407e-01,-1.195e-01]
B =P [1.068e-01,1.658e-01] 1.357e-01 [1.074e-01,1.664¢-01]
By =Bumes  [-2.618e-02,-2.103e-02] -2.363e-02 [-2.616€-02,-2.101e-02]
B, = By [1.051e-05,1.087¢-05] 1.068e-05 [1.051e-05,1.087e-05]
Bo =Py [-4.0846-02,-3.382e-02] -3.722e-02 [-4.095€-02,-3.392¢-02]

Se completa el ejemplo con una medida cuantitativa de la significacion de los predictores
usando el estadistico modificado del test de Wald. Se construyen los correspondientes
intervalos de confianza del percentil de t (3.12) al nivel de confianza del 95%. En la siguiente
Tabla 3.5 se muestran los resultados de estos intervalos, junto con los valores de los

coeficientes estimados y los cuantiles 97.5 y 2.5 de la distribucion de t” del bootstrap dada
por los 1000 valores de (3.9). Estos resultados también se pueden consultar en Boj y Costa
(2015a).
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Tabla 3.5. Coeficientes estimados, cuantiles 97.5 y 2.5 de la distribucion de t™ e intervalos de

confianza del percentil de t asumiendo « =0.05 para MLGBD usando distancia de Gower

(dbgim1).
A t* t Intervalo de confianza
B, iz %2 del percentil de t con
(97.5%) (2.5%) o =0.05

By =Buuer  -1.856603 1.962086  -1.908919  [-1.860e+0, -1.853e+0]
B = Pumes ~ 1311531e-01  1.882888  -1.849325  [1.251e-01, 1.371e-01]
By = Buses  -2.142091e-01  1.828144  -1.976043  [-2.260e-01, -2.014e-01]
By = Buses  -4976677e-01 1930592  -2.144194  [-5.028e-01, -4.919e-01]
By = Buses  1238671e-01 181118  -1.968902  [1.178e-01, 1.305¢-01]
B = Bumes  -3.880247e-01 1916472  -2.03158  [-3.926e-01, -3.832¢-01]
B = Buser  -1.303605¢-01  1.968073  -1.909681  [-1.410e-01, -1.200e-01]
B = Bumes  1.362958e-01 1872734  -1.998162  [1.081e-01, 1.664e-01]
By = Buaes  -2:360768e-02 1799623  -2.038099  [-2.597-02, -2.093e-02]
By=Bw ~ 1068948e-05 2022189  -1.953856  [1.050e-05, 1.087e-05]
Bo=Pom ~ -3732707e-02 2113138  -1.685741  [-4.111e-02, -3.431e-02]

Como conclusion a partir de los resultados, se observa que no aparece el valor 0 en ninguno
de los intervalos de confianza del percentil de t y esto significa que todos los coeficientes son

significativos en el modelo dbglm1.

Finalmente, en los graficos siguientes (del Grafico 3.3 al 3.13) se muestra la distribucion de

t* para los distintos coeficientes de influencia en el modelo dbglm1. Estos graficos se pueden

encontrar en Boj et al. (2015a).
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Frequency

Frequency

Grafico 3.3. Distribucion bootstrap t* de ﬁ’Makel.
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Gréfico 3.4. Distribucion bootstrap t* de S, -
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bdMake2
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Grafico 3.5. Distribucion bootstrap t™ de ﬁMakeg.
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Grafico 3.6. Distribucion bootstrap t™ de B\Make4'
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Frequency

Frequency

Grafico 3.7. Distribucion bootstrap t* de ,E’Makes.
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Grafico 3.8. Distribucion bootstrap t* de ,E’Makee.
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Grafico 3.9. Distribucion bootstrap t™ de ﬁMake7.
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Gréafico 3.10. Distribucion bootstrap t” de ,E’Makes.
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Frequency

Frequency

Grafico 3.11. Distribucion bootstrap t”~ de ,@Makeg :
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Grafico 3.12. Distribucion bootstrap t” de ﬁ’Km.
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Grafico 3.13. Distribucion bootstrap t” de ﬁBon.
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Capitulo 4

Riesgo de credito: calculo de

puntuaciones mediante regresion

ogistica basada en distancias

En este capitulo se estudia la aplicacién del noodelregresion logistica BD al problema del
credit scoring Para poder comparar distintas metodologias, iizant como criterios las

probabilidades de mala clasificacion de los indiosl y los costes del error en la mala
clasificacion. Se proponen distintas alternativasaelegir el punto de corte a partir del cual

se considera que un individuo es un mal riesgaéldito.

Se han presentado en distintos congresos nacioralesernacionales el estudio de la

aplicacion del modelo de regresion logistica Bxemalit scoring

* En el 4th Workshop on Risk Management and Insurance RIEKZelebrado en
Sevilla del 20 al 21 de Octubre de 2011, se haeptado “Aplicacion de un modelo
de regresion logistica basado en distancias eroblgma detredit scoring, de Boj,
E.; Fortiana, J.; Esteve, A; Claramunt, M.M. yClasta.

* En la Barcelona International Conference on Advances tatiSics, celebrada en
Barcelona del 18 al 22 de Junio de 2012, se hamiaso “ROC curves in distance-
based credit risk models”, de Boj, E.; Fortiang, J. Costa.

* En las XX Jornadas ASEPUMA vy VIII Encuentro Internaciord# Profesores
Universitarios de Matematicas para la Economia y Hanpresa,celebrada en
Barcelona del 19 al 20 de Julio de 2012, se haeptado “Metodologias de eleccion
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del punto de corte para regresion logistica norpétiaca y basada en distancias en el
problema detredit scoring, de Costa, T.; Boj, E y J. Fortiana.

Se destaca también un articulo publicado con catdsnle este capitulo: “Bondad de ajuste y
eleccion del punto de corte en regresion logisbesada en distancias. Aplicacion al
problema decredit scoring de Costa, T.; Boj, E. y J. Fortiana, en la revi8hales del
Instituto de Actuarios EspafoleBercera Epoca, 18, 19-40, en 2012.

Este capitulo se estructura en tres apartados.

En el primer apartado, 4.1., se describe el modelaegresion logistica BD, un caso de

MLGBD, en su aplicacion al célculo deoringspara el problema del riesgo de crédito.

En el segundo apartado, 4.2., se presentan cstpaca seleccionar un modelo emdit
scoring En primer lugar, se estiman las probabilidadesnu®a clasificacion de los
individuos, es decir, la probabilidad de mala ¢ieacion de los buenos riesgos, de los malos
riesgos y la probabilidad global. En segundo lugar, consideran los costes del error
derivados de una mala clasificacién de los indiegduSe utilizan unos datos de riesgo de
crédito de dos entidades financieras para compgaraegresion logistica BD con otras

metodologias empleadas en la literatura actuarial.

En el tercer apartado, 4.3., se proponen distimaseras de elegir un punto de corte en
regresion logistica BD para clasificar a un indiddcomo mal riesgo de crédito. En primer
lugar, se estudian el coeficiente Kolmogorov-Smir(i$-S) y el indice de Gini, junto con la

representacion grafica de la curva ROC. En seglughr, se analizan los criterios definidos
en el apartado 4.2 cuando varia el punto de cotte 8 y 1. Se utilizan los mismos datos de
riesgo de crédito de las dos entidades financigasa elegir un punto de corte 6ptimo para

estos datos al aplicar la regresion logistica BD.

4.1 Modelizacion del riesgo de crédito

La evaluacion del riesgo asociado a la concesidréttitos se ha consolidado con una de las
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aplicaciones mas exitosas en la estadistica yJesiigacion operativa, aredit scoring
(puntuacién de crédito). Etredit scoring es el conjunto de modelos y sus técnicas

subyacentes que ayudan a las entidades finaneiedasconcesion de créeditos.

Dentro de los seguros no vida, el seguro de crédiboe el riesgo que los deudores resulten

insolventes y no abonen las cantidades adeudaéeez(R001).

Las primas por riesgo de crédito se calculan hdoieiso de las probabilidades de insolvencia
de los riesgos a partir de un modelocdedit scoring por lo que la eleccion del modelo de
scoring es un paso clave para la solvencia de una entidadciera o de una compaiiia de

seguros (Bogt al, 2009).

El credit scoringconstituye un problema de clasificacion en el cgiese dispone de un

conjunto de observaciones de las cuales se coagggori que pertenecen a una clase
determinada, debe encontrarse una regla que peslagificar a las nuevas observaciones en
el grupo de individuos que podran hacer frente & ahligaciones crediticias con alta
probabilidad (buenos riesgos) o en el grupo deviddos que resultaran fallidos (malos

riesgos).

Para poder clasificar a los individuos que soliciten crédito es necesario analizar sus
caracteristicas asi como las caracteristicas dpdeacion financiera. En el riesgo de crédito
es usual considerar conjuntos de caracteristicaspgavengan de la misma fuente. Como
ejemplos, se pueden considerar: Caracteristicasrédito (duracion, importe, proposito,...);
Caracteristicas sociales del deudor (edad, estatiosexo, nacionalidad,....); Caracteristicas
econdémicas del deudor (antigiedad laboral, propiesiavivienda, tipo de trabajo, personas a
Su cargo, cuentas bancarias, situacion actuakdaukntas bancarias,...); Relacién del deudor
con la entidad financiera (historial crediticio,nm&ro de créditos activos con la entidad
financiera,...). Todas estas caracteristicas pueglempar tanto, variables de tipo cuantitativo,

categoéricas o binarias.

En las Ultimas décadas se han introducido variaedoé para modelizar eredit scoring

entre ellos los mas ampliamente usados son lasiégriogistica, los arboles de clasificacion,
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el andlisis discriminante lineal y las redes neales

En este capitulo se estudia la viabilidad de un elwodie regresion logistica BD para
constituir una metodologia alternativa en el c@laéscorings La metodologia propuesta es
adecuada en este contexto, ya que se trata deetndatogia no paramétrica, que permite de

modo natural una mezcla de variables numéricasegésecas.

El modelo de regresion logistica BD (ver Bajal, 2008, para una primera versién con
aplicacion a datos funcionales, y Costaal, 2012) es una version de la regresion logistica
clasica (Hosmer y Lemeshow, 2000) en el ambitoadedistancias. Se trata de un caso
particular del MLGBD cuando se asume una distiiyudel error Binomial y una funcién de
enlacelogit, por tanto el modelo esta construido suponiendoeguen MLG en el sentido de

la familia exponencial de McCullagh y Nelder (2.5).

La variable respuestd es una variable binaria, en el caso de riesga@fitc se construye
codificando con 1 a los individuos que han resoltebolventes en el periodo de estudio y
con 0 a los que no.

Se dispone de un conjunto deindividuos de una poblacion dadh:{Ql,...,Qn} . A partir

de los predictores observadbsF,,...,F, se calcula la matriA de distancias al cuadrado

52(9i ,Qj) con la propiedad Euclidea.

Se asume que la distribucion ¥es una distribucion Binomial, es decf,~ Binomial(7z ),

y que la funcién de enlace leg)it, de manera que:

n, =logit () :Iog(#iﬂj. (4.1)

De la matriz de distancias con la propiedad Eualiske calcula una configuracion Euclidea
latente, que juega el papel de predictor lineakkemodelo. A partir de aqui se propone

realizar los mismos supuestos que en la regresigistica clasica. La diferencia con la
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regresion logistica clasica es que en el procesativo de estimacion por minimos cuadrados
ponderados se hace uso del MLBD en lugar del mduhedal de regresién clasica.

En la regresion logistica BD, los elementos sobseglie se itera hasta no tener cambios en la

prediccion del predictor lineal, son:

~

z =0 +(y- 1) (4.2)

:[lk [ﬂl—ﬂk) ’
con pesos.

w, = 22 [1- f1,) D, (4.3)

siendow unos posibles pesas priori de los datos originales. El proceso iterativo pngpo

ajustarz, sobre la matriz de distancias con pegpshasta no obtener cambios en el predictor

lineal estimadoj,,, con la férmula anterior.

En el caso de utilizar la distancia Euclidea epnedictores continuos, se obtiene el caso

particular de regresion logistica clasica.

Finalmente, para un individuo de la poblacian, se estima la probabilidad de insolvencia

como:

ﬁ(a)) = l[[(&)) = g x4

4.2 Criterios de seleccion de modelo emedit scoring

En este apartado se describen dos criterios decgalede modelo ercredit scoring
siguiendo el trabajo de West (2000) y Bopl (2009).

En primer lugar, se estiman las probabilidades dk mlasificacion de los individuos, tanto
para la poblacion de buenos riesgos y malos riesgoso para la poblacién total. Se

consideran buenos riesgos aquellos clientes quaradmble que paguen sus obligaciones
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financieras y malos riesgos aquellos clientes ajlesdeberia denegarse un crédito debido a

una alta probabilidad de impago de sus obligacifineacieras (West, 2000).

Para poder calcular las probabilidades necesagiaes dbtenerse, en primer lugar, la matriz de

confusidn, que se describe en la Figura 4.1

Figura 4.1. Matriz de confusion.

Estimada
Eg:ggss Malos riesgos Total
Real | Buenos riesgo$ n, N,y N+ Ny
Malos riesgos N, N, Ny + Ny,
Total N+ N, Nyy + Ny, n

En la matriz se dispone, por filas, la clasificaci&@al de los individuos y por columnas la

clasificacion obtenida con la prediccion estimada.

A partir de los individuos que forman esta matr& abnfusion se calculan las siguientes

probabilidades:

» Para el grupo de buenos riesgos, la probabilidadala clasificacion es la proporcion

de solicitantes que son solventes pero que sofficda®s como malos riesgos:
n21

My + 0y,

» Para el grupo de malos riesgos, la probabilidachala clasificacion es la proporcién
de solicitantes que no son solventes pero seickEsiincorrectamente como buenos

riesgos:
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N,
M, + Ny,

» Para la poblacion total, la probabilidad de madeificacion es la proporcion de todos
aguellos solicitantes que estan clasificados iectamente:
n21 + an
n
La probabilidad de equivocarse en conceder créditoslos riesgos es realmente importante
y tampoco es bueno clasificar mal a los buenogiogsya que si no se conceden créditos a
buenos clientes, en términos esperados no se podndpensar las pérdidas de los siniestros.

Por todo ello, debe elegirse una técnica prediajiva mantenga un equilibrio entre las tres

probabilidades.

Es evidente que la exactitud en la clasificaciorca#a grupo de individuos (buenos y malos
riesgos) puede variar ampliamente segun el modalocado. En las aplicaciones deedit

scoring,en general, se acepta que el coste de concedeéditoa un solicitante que sea mal
riesgo es significativamente mayor que denegarradito a un solicitante que sea un buen

riesgo.

Si se denomin&,, al coste de conceder un crédito a un mal ries@g, yal coste de denegar

un crédito a un buen riesgo, se puede definirdaiin de coste del error de West (2000):

— an rl21
Coste= G 7,—=—+ Cjur,—=—, (4.5)
’ n.l.l + an o n21+ n22

donde 7z es la probabilidad priori de ser un buen riesgosy, es la probabilidad priori de

ser un mal riesgo en la cartera de solicitantes rdetlelo decredit scoring. Estas
probabilidades priori pueden estimarse a partir de datos recopiladossdi/encia.
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4.2.1 Aplicacion practica

En este apartado se aplica la regresion logistiza Blos conjuntos de datos reales de riesgo
de crédito. Ambos conjuntos son carteras de erggldohancieras, los primeros de una
entidad australiana y los segundos de una entidathama y pueden descargarse

gratuitamente del repositoriStatlog los datos australianos en la direccion electanic

http://archive.ics.uci.edu/mi/datasets/Statlog+falEan+Credit+Approval) y los datos

alemanes erhttp://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Statlog+(@sr+Credit+Data)

Los célculos de este apartado se realizan utilzéatibreriadbstats(Boj et al.,2014a) deR.
En concreto, la funciédbglmpermite estimar el MLGBD vy la regresién logisticB Bs un
caso particular de dicho modelo cuando se asuntébdigon Binomial y funcién de enlace

logit.

Los datos de Australia hacen referencia al riesgaiado a tarjetas de crédito de una entidad
financiera. Para mantener la confidencialidaduébrano cedio los nombres de los factores de
riesgo ni lo que significan sus clases y valoresbhse de datos es de especial interés porque
el conjunto de predictores es de tipo mixto y ehato de datos faltantes es reducido. Tal y
como se explica en Bat al (2009), para las variables continuas los dattianf@s son
reemplazados por la media de la variable correspote] y para las variables categoricas y
binarias éstos son reemplazados por la moda. Bhdontienen = 690 individuos, de los
cuales 307 han sido buenos riesgos y 383 han sadlmsmesgos. Los factores potenciales de

riesgo son 14, de los cuales 6 son continuos,e§6atos y 4 binarios.

A partir de los 14 predictores mixtos, se calcalaatriz de distancias al cuadraBb@, como
la suma pitagoérica teniendo en cuenta el indiceimddaridad de Gower (2.31) para cada una

de las variables individualizadas. La instruccion @bstatses la siguiente:

R> dbglmAus<-dbglm(Delta, y, family = binomial ( link = "logit"), maxiter = 50, eps1 =
0.05, eps2 = 0.05, method = "rel.gvar”, rel.gvar = 0.99); dbgimAus

Call: dbglm(D2 = Delta, y =y, family = binomial(link = "logit"), method = "rel.gvar",
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maxiter = 50, epsl = 0.05, eps2 = 0.05, rel.gvar = 0.99)

family: binomial

Degrees of Freedom: 689 Total (i.e. Null); 556 Residual

Null Deviance: 948.2
Residual Deviance: 248.4

AIC: 516.3833
BIC: 1124.3
GCV: 0.5524

Como resultado, la matriz de confusion del modglstado de regresion logistica BD que se

282 25
21 362

En cuanto a los datos alemanes, la cartera contigios cedidos en fecha 17-11-1994. En

obtiene es:

total contienen = 1000 individuos, de los cuales 700 han sido bsieresgos y 300 malos
riesgos. Los factores potenciales de riesgo coraids son 20, de los cuales 7 son continuos,

11 categoricos y 2 binarios.

En estos datos se realiza una agrupacion previeuatmo conjuntos de predictores, de la
misma manera que en Batj al. (2009) para poder comparar después los resultditenidos.
Concretamente, los conjuntos de datos por loseguma optado son:

e Conjunto 1: Caracteristicas del crédito. Se inaluges variables continuas y una
categorica nominal. Los factores que se consideran

o Factor 2: Duracion en meses (numerica)
o Factor 5: Importe del crédito (numérica)
o Factor 4: Propdésito (categdrica nominal con 11les)e
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» Conjunto 2: Caracteristicas sociales del deudandi@ario del crédito). Se incluyen
un total de cinco factores, de los cuales dos aoables continuas, una es categorica

nominal y dos son binarias:

Factor 11: Residencia actual desde (numérica)
Factor 13: Edad en afios (numérica)

0
0
o Factor 9: situacién personal y sexo (categéricainaincon 5 niveles)
o Factor 19: Teléfono (binaria)

0

Factor 20: Trabajador extranjero (binaria)

e Conjunto 3. Caracteristicas econdmicas del deu@amsta de cinco variables

cuantitativas y cuatro categoricas nominales. botofes que se incluyen son:

o Factor 1: Situacion actual de la cuenta corrientegorica ordinal). Esta
variable era originariamente cuantitativa y en eat® se discretiza utilizando
las marcas de clase de los intervalos en los quabaeslefinida. Para mas
detalle se puede consultar Exjal. (2009)

o Factor 6: Cuenta de ahorros (categoérica ordinad. @lica el mismo
procedimiento que en la variable anterior

o Factor 7: Tiene empleo desde (categodrica ordisa)discretiza siguiendo el
mismo tratamiento que en los dos casos anteriores

o Factor 7b: Indicador de empleo (binaria). Se craeagener en cuenta la

categoria del Factor 7 de no disponer de emple@dgat al. (2009) se indica

el procedimiento aplicado

Factor 8: Cuota del crédito en porcentaje de ltardisponible (numérica)

Factor 18: Numero de personas mantenidas (numérica)

Factor 12: Propiedades (categ6rica nominal covdles)

Factor 14: Otros planes periddicos (categérica nahton 3 niveles)

Factor 15: Vivienda (categérica nominal con 3 reggl

o O O O O o

Factor 17: Trabajo (categorica nominal con 4 nsiele

e Conjunto 4. Relacion del deudor con el banco. @ssideran tres factores, de los
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cuales uno es una variable continua y dos son@ateg nominales:

o Factor 16: Numero de créditos activos en este banouérica)
o Factor 3: Historial crediticio (categdrica nomicah 5 niveles)

o Factor 10: Otras personas en el crédito (categaoaanal con 3 niveles)

En general, si se supone que se han agrupadoriablga enc conjuntos, para cada conjunto

de variables se calcula la matriz de distanciasifess asociada:

A4 cons=1,...,c de tamafimxn.

Se puede construir la matrix como la suma pitagorica de las matrices de loguntos,

asumiendo en este caso implicitamente la indeperaentre los factores, y se tiene que:

C

A :Z:;, Ay (4.6)

Para incluir la dependencia entre los factores,denas maneras es construir distancias con
familias paramétricas, cuyo detalle tedrico se puamhsultar en Esteve (2003). Un tipo de

familias son las que se obtienen como combinaai@al convexa de las diferentes matrices:
AN =2 A8, (4.7)
s=1

C
donde los parametrod, cumplen quez/lS =1. Mediante esta familia se pondexariori
s=1

cada uno de los conjuntos de variables.

Para los datos alemanes se analizan seis casogodistl aplicar diferentes métricas al
modelo de regresion logistica BD. Se calculan, Ipaianto, seis matrices de distancias al
cuadrado distintas y después la instruccion parataj el modelo es la misma que en el

conjunto de datos australianos:
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R> dbgimGer<-dbglm(Delta, y, family = binomial ( link = "logit"), maxiter = 50, eps1 =
0.05, eps2 = 0.05, method = "rel.gvar", rel.gvar = 0.99); dbgimGer

Call: dbgim(D2 = Delta, y =y, family = binomial(link = "logit"), method = "rel.gvar",
maxiter = 50, epsl = 0.05, eps2 = 0.05, rel.gvar = 0.99)

family: binomial
Degrees of Freedom: 999 Total (i.e. Null); 860 Residual

Null Deviance: 1222

Residual Deviance: 780.1

AIC: 1060.143
BIC: 1747.229
GCV: 1.0524

Se obtienen los siguientes resultados:

* El caso general, igual que en los datos austrajanonsiderando que todos los
predictores corresponden a un uUnico conjunto déablas, por tanto, con suma
pitagérica de las distancias aportadas por caddigioe utilizando el indice de

similaridad de Gower. La matriz de confusiéon remitk es:
640 60
114 186/

» Por otro lado, se supone la familia convexa dead@sas paramétricas, con diferentes

pesos a priori:

1) Parad=[0.25,0.25,0.25,0.' la matriz de confusion es:
626 74
124 176/
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2) Parad=[0.16,0.05,0.32,0.4 la matriz de confusion es:
626 74
122 178
3) Parad=[0.14,0.05,0.36,0.4! la matriz de confusion es:
627 73
123 177
4) Paral = [0.10,0.10,0.40,0.41 la matriz de confusion es:
627 73
123 177)
5) ParaAd = [0.40,0.40,0.10,0.11 la matriz de confusion es:
631 69
124 176|
Estas métricas coinciden con las aplicadas eneBajl. (2009) para el modelo de analisis
discriminante basado en distancias (ADBD). Sezatililas mismas métricas puesto que éstas

se adaptan bien a los datos y, ademas, permitdizareana comparativa adecuada de

resultados respecto de ambos modelos basados@mcihs.

Para las dos bases de datos se estiman las probdéd de mala clasificacion de buenos y
malos riesgos y la probabilidad global y se compdos ajustes obtenidos con regresion
logistica BD con los obtenidos mediante otras nataylas de la literatura. Las metodologias
comparadas ya han sido propuestas por varios aup@ae dar solucién al problema de
calculo descorings En funcion de si son no paramétricas o paranaétse pueden considerar

los siguientes métodos:
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* Métodos no-paramétricos:
- ADBD
- Redes neuronales
- Método de lok vecinos mas proximos
- Método de la estimacién nacleo de la densidad

- Arboles de clasificacionlassification and regression tre6SART)

* Métodos paramétricos:
- Andlisis discriminante lineal

- Regresion logistica.

Cabe destacar que dentro de las técnicas no paigasdiay dos metodologias que también

son basadas en distancias: el ADBD y el métodoglevecinos mas préximos.

Respecto de las metodologias alternativas que @paen las tablas comparativas de este
apartado, los resultados numéricos estan extraiddd/est (2000) y de Bat al (2009) v,
por lo tanto, para obtener informacion de los psosede estimacion de los métodos y las

hipotesis en que se basan deben consultarse aefiessicias.

Respecto al punto de corte considerado, tanto glataso de regresién logistica clasica en
West (2000) como para el caso de regresion logi&iz, se ha utilizado el valor de 0.5, cuya

aplicacion es una practica estandar en la litematur

Los resultados de probabilidades estimadas de craddicacion para cada grupo, buenos y
malos riesgos, y global para los datos de créditstralianos utilizando las diferentes
metodologias deredit scoringquedan recogidos en la Tabla 4.1.

Para estos datos se observa que la metodologiamemores probabilidades de mala
clasificacion, tanto para los malos riesgos conubal es la regresion logistica BD, con

probabilidades 0.055 y 0.067, respectivamente.iduisiente técnica con menor probabilidad
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de mala clasificacion de malos riesgos es CART,xtR0, seguida de la red neuronal MOE,
con 0.124. Centrandose en la probabilidad totadjgaiente técnica con menor probabilidad

es la regresion logistica, con 0.127, seguida dedaeuronal RBF con un valor de 0.128.

Tabla 4.1. Probabilidades de mala clasificaciom p@s buenos riesgos, para los malos

riesgos Y total aplicando distintas metodologiasrddit scoringa los datos australianos.

Buenos Malos
. i Total

riesgos riesgos

Modelos no paramétricos
Regresion logistica BD (suma pitagérice ~ 0.081 0.055 0.067
ADBD (suma pitagorica) 0.094 0.162 0.132
Red neuronal MOE 0.145 0.124 0.133
Red neuronal RBF 0.131 0.127 0.128
Red neuronal MLP 0.154 0.132 0.141
Red neuronal LVQ 0.171 0.171 0.170
Red neuronal FAR 0.256 0.238 0.246
k vecinos mas proximos 0.153 0.133 0.142
Estimacién nucleo de la densidad 0.185 0.151 0.166
Arbol de clasificacion CART 0.192 0.120 0.156
Modelos paramétricos

Andlisis discriminante lineal 0.078 0.190 0.140
Regresion logistica 0.110 0.140 0.127

En la siguiente Tabla 4.2 se muestran las problaiéis estimadas de mala clasificacion para
cada grupo, buenos y malos riesgos, y la probabiliglobal para los datos alemanes

utilizando diferentes metodologias cfedit scoring
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Tabla 4.2. Probabilidades de mala clasificaciom pas buenos riesgos, para los malos
riesgos Yy total aplicando distintas metodologiasrddit scoringa los datos alemanes.

Buenos Malos
) ) Total
riesgos riesgos

Modelos no paramétricos

Regresion logistica BD (suma pitagrica) 0.086 0.38 0.174
Regresion logistica B@=[0.25,0.25,0.25,0.25] 0.105 0.413 0.198
Regresion logistica BD1=[0.16,0.05,0.32,0.47] 0.105 0.407 0.196
Regresion logistica B2=[0.14,0.05,0.36,0.45] 0.104 0.41 0.196
Regresion logistica BD=[0.10,0.10,0.40,0.40] 0.104 0.41 0.196
Regresion logistica B2=[0.40,0.40,0.10,0.10] 0.099 0.413 0.193

ADBD (suma pitagorica) 0.223 0.627 0.344
ADBD /4=[0.25,0.25,0.25,0.25] 0.350 0.287 0.331
ADBD A=[0.16,0.05,0.32,0.47] 0.437 0.243 0.379
ADBD A=[0.14,0.05,0.36,0.45] 0.419 0.253 0.369
ADBD A=[0.10,0.10,0.40,0.40] 0.400 0.27 0.361
ADBD A=[0.40,0.40,0.10,0.10] 0.341 0.353 0.345

Red neuronal MOE 0.142 0.477 0.243
Red neuronal RBF 0.134 0.529 0.254
Red neuronal MLP 0.135 0.575 0.267
Red neuronal LVQ 0.249 0.481 0.316
Red neuronal FAR 0.403 0.488 0.427

k vecinos mas proximos 0.225 0.553 0.324

Estimacion ndcleo de la densidad 0.155 0.630 0.308
Arbol de clasificacion CART 0.206 0.545 0.304

Modelos paramétricos

Andlisis discriminante lineal 0.277 0.266  0.274
Regresion logistica 0.188 0.513 0.237
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En este caso, para la probabilidad de mala clasifio en los malos riesgos, la metodologia

con menor probabilidad es el ADBD coh=[0.16,0.05,0.32,0.4", con un valor de 0.243,

seguida de la misma metodologia pero con la méttiea[0.14,0.05,0.36,0.45], con un valor

de 0.253. La siguiente técnica con menor probatllies el andlisis discriminante lineal, con
una probabilidad de 0.266. Se observa por lo tapte el analisis discriminante (el

paramétrico clasico y el basado en distancias)cpaser la técnica mas adecuada para
minimizar esta probabilidad. Si se comparan Igsltados para la regresion logistica, la que
proporciona un mejor resultado es la basada emandisis, con un valor de 0.38 (suma
pitagdrica) en comparacion en la probabilidad d&€l®.de la clasica. Cabe destacar que
después del analisis discriminante (tanto clasimmac basado en distancias) la siguiente

técnica con menor probabilidad es la regresiorstmgi BD (como suma pitagoérica).

En la probabilidad global, el método con un menworede clasificacion es la regresion
logistica BD (suma pitagorica) con una probabilided0.174. Las siguientes probabilidades
con un valor menor vienen proporcionadas por dbrde casos de regresion logistica BD

(entre 0.193 y 0.198) y por la regresion logistiéasica, con una probabilidad de 0.237.

Para ilustrar el céalculo del coste del error ddfinen West (2000) se hacen las siguientes

consideraciones:

» Con respecto al coste de conceder un crédito aalimi@sgo, se supon€, =5 y con
respecto al coste de denegar un crédito a un e=jaj se supon€,, =2, tal como

propone el Dr. Hans Hofmann, responsable de lgoriecion de los datos de crédito
alemanes. Este mismo supuesto se tiene en cuentéesn(2000) y en Bogt al.
(2009).

» Con respecto a las probabilidagepriori de ser un buen riesge;, o de ser un mal
riesgo, 7z,, se considera la propuesta de West (2000) de dijavalor minimo de
17, =0.144 y un valor maximo dez, =0.24¢€. En este sentido, se estan considerando

dos escenarios y se obtiene entre qué valores mssiar el coste del error si se
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dieran ambas situaciones.

Estos mismos supuestos se tienen en cuenta eet Bbj(2009) en la aplicacion del método
de ADBD.

Los resultados del coste de error para los datasédito australianos utilizando las diferentes

metodologias deredit scoringquedan recogidos en la siguiente Tabla 4.3:

Tabla 4.3Costes del error estimadssponiendarz,=0.144 y 77,=0.249

aplicando distintas metodologiasatedit scoringa los datos australianos.

71,=0.144 71,=0.249

Modelos no paramétricos
Regresion logistica BD (suma pitagérica 0.105 0.135
ADBD (suma pitagorica) 0.202 0.289
Red neuronal MOE 0.196 0.243
Red neuronal RBF 0.194 0.245
Red neuronal MLP 0.198 0.243
Red neuronal LVQ 0.237 0.300
Red neuronal FAR 0.319 0.388
k vecinos méas proximos 0.227 0.281
Estimacion nucleo de la densidad 0.267 0.328
Arbol de clasificacion CART 0.251 0.294

Modelos paramétricos

Andlisis discriminante lineal 0.204 0.296
Regresion logistica 0.196 0.258

Se observa que los menores costes para los dasmessese obtienen con regresion logistica
BD, con valores 0.105 y 0.135, respectivamente. diggientes metodologias con menores

costes, cuando la probabilidadpriori es de 0.144, son la red neuronal RBF, con 0.194,
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seguidas de la red MOE vy la regresion logistica, tignen el mismo valor de 0.196. En el
otro escenario, en que la probabilidagriori es de 0.249, los siguientes menores costes son
para la red neuronal MOE vy la red neuronal MLP ebmismo valor de 0.243, seguidos por

la red neuronal RBF, con 0.245.

En cuanto a los costes del error suponiendo lossdosnarios, 77,=0.144 y 77,=0.249, para

los datos alemanes segun las diferentes metodsldg@edit scoring los resultados quedan

recogidos en la Tabla 4.4.

Se observa que los menores costes para los dasagssese obtienen con los modelos de
regresion logistica BD. En concreto, el menor sienb en el caso de suma pitagoérica de
distancias, con un valor de 0.318 cuamdg=0.144 y de 0.371 cuand@,=0.249. Este
modelo coincide también con el de menor proballigebal, tal como se observa en los
resultados de la Tabla 4.2. En cuanto al restoetednlogias, la que presenta un menor coste
es el analisis discriminante lineal, con un va®0d29 en el escenario en que la probabilidad

a priori de la poblacion de malos riesgos/es0.144 y con un valor de 0.540 en el escenario

en querr,=0.249.
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Tabla 4.4Costes del error estimadsisponiendarz,=0.144 y 77,=0.249

aplicando distintas metodologiasatedit scoringa los datos alemanes.

71,=0.144 71,=0.249

Modelos no paramétricos
Regresion logistica BD (suma pitagérica) 0.318 0.371
Regresion logistica BA=[0.25,0.25,0.25,0.25] 0.372 0.428
Regresion logistica BD1=[0.16,0.05,0.32,0.47] 0.369 0.423
Regresion logistica B=[0.14,0.05,0.36,0.45] 0.368 0.424
Regresion logistica BD1=[0.10,0.10,0.40,0.40] 0.368 0.423
Regresion logistica B2=[0.40,0.40,0.10,0.10] 0.359 0.416
ADBD (suma pitagorica) 0.683 0.756
ADBD /4=[0.25,0.25,0.25,0.25] 0.562 0.591
ADBD 4=[0.16,0.05,0.32,0.47] 0.604 0.625
ADBD 4=[0.14,0.05,0.36,0.45] 0.598 0.621
ADBD A=[0.10,0.10,0.40,0.40] 0.596 0.622
ADBD A=[0.40,0.40,0.10,0.10] 0.607 0.647
Red neuronal MOE 0.432 0.653
Red neuronal RBF 0.469 0.707
Red neuronal MLP 0.483 0.758
Red neuronal LVQ 0.501 0.714
Red neuronal FAR 0.668 0.942
k vecinos mas proximos 0.592 0.858
Estimacion ndcleo de la densidad 0.587 0.901
Arbol de clasificacion CART 0.569 0.834

Modelos paramétricos

Andlisis discriminante lineal 0.429 0.540
Regresion logistica 0.471 0.728
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4.3 Eleccién del punto de corte en regresion logish basada en distancias

En las aplicaciones realizadas en Bojal. (2009) y en Bojet al. (2011) con ADBD vy
regresion logistica BD se considera un punto déecde 0.5, ya que se trata del valor
usualmente utilizado en las metodologiaxidelit scoringde la literatura (se aplica también

en West, 2000).

En este apartado se considera que el punto de sqpeiede ser un valor comprendido entre
0 y 1. La justificacion de este supuesto es qusiempre puede resultar adecuado utilizar el
punto de corte de 0.5 si se cuenta con datos nealbalanceados, enedit scoringen el caso
en que los individuos insolventes no supongan,xapeamente, la mitad de la cartera.
Teniendo en cuenta este supuesto, en primer ldgdg un punto de cor® la matriz de

confusién se calcula tal y como se indica en laifadt.2:

Figura 4.2. Matriz de confusion para un punto dieso

Estimada
Buenos .
Malos riesgos Total
riesgos
Buenos
_ gy 3, gL+ N5y
riesgos
Real
Malos
_ ny n, ng, + N3,
riesgos
Total Ny + g, Ny, + N3, n

Con estos resultados se definen los criterios bigachde ajuste con los que elegir un punto

de corte “6ptimo” para unos datos determinados.
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4.3.1 Calidad del modelo: Calculo del coeficiente ddmogorov-Smirnov e indice de Gini.
Representacion gréafica de la curva ROC.

Para medir la calidad del modeloatedit scoringes usual utilizar indices cuantitativos como
el coeficiente Kolmogorov-Smirnov (K-S) o el indide Gini, que se basan en la funcion de

distribucion o probabilidades acumuladas.

El coeficiente K-S varia entre 0 y 1 y se obtiemenc la maxima diferencia entre las
distribuciones acumuladas de malos riesgos y bugesgos. Ademas de medir la calidad del
ajuste, identifica el valor dalcorepara el cual se maximiza dicho coeficiente, y dedl” si

el punto de corte “esperado” es cercano a diclooe(Rez& y Rez&, 2011).

El procedimiento de calculo del punto de corterdpts* que maximiza el coeficiente K-S es

el siguiente (Ifiguez y Morales, 2009):

* Ordenar los valores de los puntos de cosfele manera ascendente.
» Calcular la proporcion de buenos y malos riesgas cpmparten el mismo
punto de cortep,(9) Y p, (9, siendo:
nf,+ 1 S+ g,

pb(s):m y pm(s):m-

» Calcular la proporcién acumulada de buenos y mésgosRk,(s) y P.(9 :

ROO=>0(9 v PR.(9= n(S.

S<s S<s
» Calcular las diferencias entre proporciones acudasigor punto de corte entre

buenos y malos riesgo,(s)~ R(9|.

 Identificar el punto de corté* que proporciona la maxima diferencia absoluta

del coeficiente K-S:

K-S :méxs{| R(3- R ¥ (4.8)
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El indice de Gini es una medida global de calidaldnibdelo, que se puede calcular a partir
de la expresion (ifiguez y Morales, 2009):
Gini=1-> (P, (s)- R(s))( R(9+ K 8)), (4.9)
i=1

conP.(s) =0, R(g)=0,donde:

- P.(s) esla proporcion acumulada de malos riesgos pesaare s,

- P.(s.,) esla proporcion acumulada de malos riesgos pesaareanterior as,
- BR(s) es la proporcion acumulada de buenos riesgosupeseore § ,

- R(s,) es la proporcion acumulada de buenos riesgosupeeoreanterior as .

El modelo “ideal”, es decir, que predice exactamdas buenos y malos riesgos, tiene un
indice de Gini igual a 1; en caso contrario, aquetlelo que asigna uscore aleatorio al
cliente tiene un indice de Gini igual a Re¢& y Rez&, 2011). El indice de Gini puede
resultar Gtil para comparar los obtenidos con misé modelos para un mismo conjunto de
datos.

En el caso de riesgo de créedito, para la deterndinatel punto de corte o valor dedores a
partir del cual decidir si un cliente es un makge de crédito también se puede analizar
graficamente la denominada curva RAR&c¢eiver Operating Characteristid.a curva ROC
fue desarrollada inicialmente por ingenieros parestimacioén de errores en la transmisién de

mensajes y se ha aplicado posteriormente en aveasla medicina y la estadistica.

Una curva ROC describe el comportamiento predictleoun sistema clasificador. En un
espacio ROC se pueden representar los intercandnite verdaderos positivos (eje de

ordenadas) y falsos positivos (eje de abcisas).

En el caso de la aplicacion del modelo de regndsigistica BD ercredit scoring a partir de

la matriz de confusion obtenida con cada valompdeito de cortes, se calculan las razones
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de verdaderos positivos y falsos positivos. Erasbajue se estudia, los verdaderos positivos
son aquellos malos riesgos predichos como malok (exatriz de confusion el elementd,)

y los falsos positivos son aquellos buenos rieggedichos como malos (en la matriz de
confusion el element®;,). Por tanto, segun se van variando los puntosde o fronteras,

se obtienen los distintos pares de puntos que poafola curva ROC.

Otra interpretacién posible de la curva ROC esdarapresentar la Sensibilidad (eje de
ordenadas) frente a (1 — Especificidad) (eje dasab), como se indica en Reyetsal.

(2007). De esta manera, en funcion de los elemeietds matriz de confusion, se tiene que:

S

- Sensibilidad: —*—, proporcion de malos riesgos predichos como malos
n

2 22
n
- Especificidad:——, proporcién de buenos riesgos predichos como Isueno
n
1 21

Ademas, en el grafico donde se represente una ®M@ se puede identificar al punto de
corte 6ptimoS* que maximiza el K-S, que se corresponde con elopen la curva cuya

distancia horizontal al eje de abcisas es méxinatzfBotti y Castelpoggi, 2009).

4.3.1.1 Aplicacion practica

En este apartado, en primer lugar, se calculaeflatente K-S utilizando distintos puntos de
corte entre 0 y 1, variando en incrementos de & localizar con qué valor del punto de
corte se consigue maximizar este coeficiente, @ptio la metodologia de regresion logistica
BD.

Los resultados numéricos de este apartado obtemid@s los datos de riesgo de crédito

australianos y alemanes se incluyen en Getséh (2012).

En la siguiente Tabla 4.5 se muestran los resudtatibenidos para los datos de riesgo de

crédito australianos:
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Tabla 4.5. Proporcion de buenos riesgos acumulagasalos riesgos

acumulados y coeficiente K-S para distintos pudmsortesD(O,l)

aplicando regresion logistica BD a los datos aliatros.

Proporcion de Proporcion de

Punto de buenos riesgos malos riesgos Coeficiente
corte s acumulados  acumulados K-S

0.05 0.0152 0.0392 0.0240
0.1 0.0341 0.0755 0.0414
0.15 0.0557 0.1095 0.0538
0.2 0.0783 0.1428 0.0645
0.25 0.1024 0.1750 0.0726
0.3 0.1278 0.2060 0.0782
0.35 0.1537 0.2368 0.0831
0.4 0.1801 0.2671 0.0870
0.45 0.3163 0.4151 0.0988
0.5 0.4563 0.5603 0.1040
0.55 0.6015 0.7013 0.0998
0.6 0.7504 0.8394 0.0890
0.65 0.7817 0.8658 0.0841
0.7 0.8139 0.8914 0.0775
0.75 0.8468 0.9166 0.0698
0.8 0.8815 0.9403 0.0588
0.85 0.9178 0.9627 0.0449
0.9 0.9566 0.9831 0.0265
0.95 1 1 0
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Como puede observarse en la Tabla 4.5, los vatoésselevados del coeficiente K-S para los
datos australianos se obtienen entre los puntaode de 0.45 y 0.55. A continuacion se

calcula el coeficiente K-S para los puntos de cdekintervalo [0.45,0.5$, variando en

incrementos de 0.01, para analizar con qué vala ske obtiene el mayor coeficiente K-S.

Tabla 4.6. Proporcion de buenos riesgos acumulagasalos riesgos

acumulados y coeficiente K-S para distintos psid® cortesD[O.45, 0.55]5

aplicando regresion logistica BD a los datosraliahos.

Proporcién de Proporcion de o
Punto de . . Coeficiente
buenos riesgos malos riesgos
corte s K-S
acumulados  acumulados

0.45 0.3163 0.4151 0.0988
0.46 0.3439 0.4445 0.1006
0.47 0.3717 0.4737 0.1020
0.48 0.3996 0.5028 0.1032
0.49 0.4279 0.5316 0.1037
0.5 0.4563 0.5603 0.1040
0.51 0.4848 0.5889 0.1041
0.52 0.5134 0.6174 0.1040
0.53 0.5426 0.6455 0.1029
0.54 0.5720 0.6734 0.1014
0.55 0.6015 0.7013 0.0998

Como se desprende de los resultado numéricos Tabla 4.6, el punto de corte éptimo que

maximiza el coeficiente K-S e§ =0.51, al aplicar regresion logistica BD a los datos de

riesgo de crédito australianos.

En el siguiente Grafico 4.1 se representa la cR@& y el punto de corte que maximiza el
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coeficiente K-S, que se corresponde con el punta earva ROC cuya distancia horizontal al

eje es maxima.

Grafico 4.1. Curva ROC para los datos de riesgoréidito australianos.

0.8 1.0
l

0.6
l

Pmis)

| | | T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Phis)

Finalmente, se puede calcular el indice de Gim @8 datos australianos, en cuyo caso son
necesarias las proporciones acumuladas de buenafog riesgos, es decir, los mismos datos
gue se han utilizado para el calculo del coefiegigdtS. En los datos de riesgo de crédito
australianos el valor obtenido para el indice d& €8 0.16.

En la Tabla 4.7 se muestran los resultados deloteete K-S utilizando distintos puntos de

corte entre 0 y 1, variando en incrementos de 88 localizar con qué valor del punto de
corte se consigue maximizar este coeficiente, aptio la metodologia de regresion logistica
BD a los datos de riesgo de crédito alemanes.

Analizado los resultados obtenidos se puede cormaprgbe el coeficiente K-S toma sus

valores mas elevados entre los puntos de corteddg @5. Seguidamente, en la Tabla 4.8, se
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calcula el coeficiente K-S para los puntos de codek intervalo [0.4,0.5], variando en

incrementos de 0.01, para analizar con qué vala ske obtiene el mayor coeficiente K-S.

Tabla 4.7. Proporcién de buenos riesgos acumula@gasalos riesgos

acumulados y coeficiente K-S para distintos pudmsortesD(O,l)

aplicando regresion logistica BD a los datos afesa

Proporcion de Proporcion de o
Punto de _ _ Coeficiente
buenos riesgos malos riesgos
corte s K-S
acumulados acumulados

0.05 0.0075 0.0828 0.0753
0.1 0.0199 0.1531 0.1332
0.15 0.0356 0.2150 0.1794
0.2 0.0546 0.2681 0.2135
0.25 0.0761 0.3150 0.2389
0.3 0.0994 0.3571 0.2577
0.35 0.1244 0.3948 0.2704
0.4 0.1510 0.4286 0.2776
0.45 0.2872 0.5885 0.3013
0.5 0.4317 0.7271 0.2954
0.55 0.5856 0.8416 0.2560
0.6 0.7445 0.9432 0.1987
0.65 0.7781 0.9588 0.1807
0.7 0.8125 0.9721 0.1596
0.75 0.8481 0.9826 0.1345
0.8 0.8847 0.9906 0.1059
0.85 0.9223 0.9959 0.0736
0.9 0.9609 0.9987 0.0378
0.95 1 1 0
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Tabla 4.8. Proporcion de buenos riesgos acumulagasalos riesgos

acumulados y coeficiente K-S para distintos pudmsortesD[OA, O.E}

aplicando regresion logistica BD a los datos alees.

Proporcion de Proporcion de o
Punto de ' . Coeficiente
buenos riesgos malos riesgos
corte s K-S
acumulados  acumulados

0.40 0.1510 0.4286 0.2776
0.41 0.1776 0.4623 0.2847
0.42 0.2045 0.4950 0.2905
0.43 0.2319 0.5268 0.2949
0.44 0.2544 0.5581 0.2987
0.45 0.2872 0.5885 0.3013
0.46 0.3153 0.6183 0.3030
0.47 0.3437 0.6473 0.3036
0.48 0.3725 0.6753 0.3028
0.49 0.4018 0.7020 0.3002
0.50 0.4317 0.7271 0.2954

Por tanto, al aplicar regresion logistica BD adasos de riesgo de crédito alemanes, el punto

de corte 6ptimo que maximiza el coeficiente K-Fes 0.47.

Graficamente, se puede representar la curva ROGQestificar donde se maximiza el
coeficiente K-S, tal como se muestra en el Grafi@o
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Grafico 4.2. Curva ROC para los datos de riesgerédito alemanes.
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Por ultimo, el indice de Girjue se obtiene para los datos de riesgo de créditoanes es
igual a 0.44.

4.3.2 Estudio de las probabilidades de mala clasificion y de los costes del error en
funcién del punto de corte

En este apartado se estudia, en primer lugar,ngbodamiento de las probabilidades de mala
clasificaciéon de buenos riesgos, de malos riesggielyal para los distintos puntos de corte,

s,entre0y 1.

A partir de los individuos que forman la matrizamfusion, dado un valor dg se estiman

las siguientes probabilidades:

» Para el grupo de buenos riesgos, la probabilidadala clasificacion es la proporcion

de solicitantes que son solventes pero que sofficda®s como malos riesgos:
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S

r]21

S S
nll + rl21

» Para el grupo de malos riesgos, la probabilidachae clasificacion es la proporcion
de solicitantes que no son solventes pero seicEsiincorrectamente como buenos

riesgos:

S

N>
s s
n.LZ + n22

» Para la poblacion total, la probabilidad de madeificacion es la proporcion de todos

aguellos solicitantes que estan clasificados iectamente:

s s
n21 + r1.|.2
n

Por otro lado, se puede definir la funcion de cad¢déinida en West (2000) para un

determinado punto de cortg, mediante la siguiente expresion:

S nS
Costé = GT,— 2+ G2 _ (4.10)

MG+ Ny Moyt Ny,
siendoC,, el coste de conceder un crédito a un mal rie€gpel coste de denegar un crédito
a un buen riesgosz, la probabilidada priori de ser un buen riesgo #, la probabilidada

priori de ser un mal riesgo en la cartera de solicitatgemodelo deredit scoring.

4.3.2.1 Aplicacion practica

En este apartado se estiman las probabilidadesatke ctasificacion y los costes del error
teniendo en cuenta distintos valores para el pdatoorte entre 0 y 1 en la regresién logistica
BD para los datos de riesgo de crédito australian@emanes. Los resultados que se

presentan se incluyen en Costal.(2012).
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En la siguiente Tabla 4.9 se muestran los resudtad® las probabilidades de mala
clasificacién para los datos de riesgo de créditralianos utilizando distintos puntos de

corte entre 0 y 1, variando en incrementos de 0.05.

Tabla 4.9. Probabilidades de mala clasificaciom p@s buenos riesgos,

para los malos riesgos Yy total para distintagqaide cortesD(O,l)

aplicando regresion logistica BD a los datos alisitras.

Punto de cortes  Buenos riesgos Malos riesgos  Total

0.05 0.479 0.005 0.216
0.1 0.349 0.005 0.195
0.15 0.261 0.010 0.122
0.2 0.225 0.010 0.106
0.25 0.179 0.013 0.087
0.3 0.143 0.021 0.075
0.35 0.134 0.026 0.074
0.4 0.127 0.037 0.077
0.45 0.098 0.044 0.068
0.5 0.081 0.055 0.067
0.55 0.065 0.073 0.070
0.6 0.062 0.084 0.074
0.65 0.046 0.107 0.080
0.7 0.036 0.123 0.087
0.75 0.029 0.138 0.090
0.8 0.026 0.180 0.112
0.85 0.020 0.227 0.135
0.9 0.013 0.292 0.168
0.95 0 0.407 0.226

Analizando la probabilidad de mala clasificaciéalgll el mejor resultado, es decir, la menor

probabilidad de mala clasificacion, se encuentral grunto de cortes=0.5.
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En el punto de corte =0.51, donde se maximiza el coeficiente K-S, se obtieueas
probabilidades de mala clasificacion de buenogogsmalos riesgos y global de 0.081, 0.06

y 0.07, respectivamente.

En la siguiente Tabla 4.10 se muestran los costeerdbr estimados en los dos escenarios
para los datos de riesgo de crédito australianiiwantdo distintos puntos de corte entre 0 y 1,

variando en incrementos de 0.05.

Tabla 4.10Costes del error estimadsisponiendarz,=0.144 y 77,=0.249

para distintos puntos de corsl@(o,l) aplicando regresion

logistica BD a los datos australianos.

Punto de cortes 11,=0.144 77,=0.249
0.05 0.247 0.224
0.1 0.195 0.177
0.15 0.162 0.152
0.2 0.144 0.136
0.25 0.122 0.120
0.3 0.111 0.116
0.35 0.111 0.119
0.4 0.118 0.134
0.45 0.106 0.129
0.5 0.105 0.135
0.55 0.110 0.151
0.6 0.116 0.163
0.65 0.122 0.182
0.7 0.130 0.201
0.75 0.131 0.208
0.8 0.156 0.252
0.85 0.178 0.294
0.9 0.207 0.347
0.95 0.243 0.419
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Se observa que, en el escenario en que la pratsddlipriori es de 0.144, el minimo coste se
obtiene en el punto de corge= 0.5, con un valor de 0.105, mientras que en el otcerewio

el minimo coste es de 0.116 y se consigue cuanpionéd de corte es=0.3.

Los costes en los dos escenarios para el puntore de $ =0.51 son de 0.110 y 0.143

respectivamente.

Tabla 4.11. Probabilidades de mala clasificacida p@s buenos riesgos,

para los malos riesgos Yy total para distintodqmide cortesD(O,l)

aplicando regresion BD los datos alemanes.

Punto de cortes  Buenos riesgos Malos riesgos  Total

0.05 0.733 0.010 0.516
0.1 0.567 0.030 0.406
0.15 0.463 0.063 0.343
0.2 0.361 0.110 0.286
0.25 0.287 0.143 0.244
0.3 0.239 0.183 0.222
0.35 0.186 0.203 0.191
0.4 0.159 0.263 0.189
0.45 0.127 0.303 0.180
0.5 0.086 0.380 0.174
0.55 0.059 0.420 0.167
0.6 0.043 0.477 0.173
0.65 0.031 0.563 0.191
0.7 0.017 0.607 0.194
0.75 0.014 0.690 0.217
0.8 0.010 0.763 0.236
0.85 0.006 0.840 0.256
0.9 0.001 0.913 0.275
0.95 0 0.957 0.287

96



Riesgo de crédito: calculo de puntuaciones mediegtession logistica basada en distancias

Tabla 4.12Costes del error estimadsisponiendorz,=0.144 y 77,=0.249
para distintos puntos de cor$@(0,1) aplicando regresion

logistica BD a los datos alemanes.

Punto de cortes 11,=0.144 77,=0.249
0.05 0.554 0.495
0.1 0.515 0.469
0.15 0.493 0.462
0.2 0.466 0.451
0.25 0.433 0.428
0.3 0.414 0.421
0.35 0.371 0.385
0.4 0.369 0.397
0.45 0.349 0.386
0.5 0.318 0.371
0.55 0.279 0.343
0.6 0.264 0.339
0.65 0.267 0.357
0.7 0.230 0.330
0.75 0.249 0.360
0.8 0.256 0.377
0.85 0.257 0.389
0.9 0.234 0.378
0.95 0.209 0.362

En la Tabla 4.11 anterior se muestran los resustatibenidos en las probabilidades de mala
clasificacion para los datos de riesgo de cralgmanes cuando se aplica regresion logistica

BD, considerando puntos de corte que varian engré Gon incrementos de 0.05.

Si se considera la probabilidad de mala clasiferagjlobal, el valor mas pequefio se obtiene

para el punto de corte=0.55.
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Las probabilidades de mala clasificacion de bueresgos, malos riesgos y global para el

punto de corte§ =0.47, donde se maximiza el coeficiente K-S para esabssg son 0.116,

0.323 y 0.178, respectivamente.

Por ultimo, en la Tabla 4.12 se muestran los radalt obtenidos en los costes del error de la
mala clasificacion para los datos de riesgo ddittr@alemanes cuando se aplica regresion

logistica BD, considerando puntos de corte queaxahtre 0 y 1 con incrementos de 0.05.

Se obtiene que los puntos de corte que minimizanste sors =0.95 en el primer escenario

y s=0.7 en el segundo.

Los costes en los dos escenarios para el puntoote & =0.47son 0.342 y 0.383,

respectivamente.
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Capitulo 5

Calculo de provisiones en los seguros

Nno vida

En este capitulo se estudian las provisiones tésren los seguros no vida y su célculo
aplicando diferentes métodos estadisticos. Se ideacalgunos métodos estocasticos, que
permiten estimar el error cometido en la prediccénos pagos futuros que debe afrontar una
entidad aseguradora. Por ultimo, se contextualizar@blema del calculo de provisiones

teniendo en cuenta la Directiva Solvencia Il, dosdeespecifica que se debe incluir un

margen de riesgo.

La aplicabilidad del MLG en el calculo de provisesren los seguros no vida se ha presentado

en diferentes congresos internacionales:

* En la International Conference on Risk Analysis ICRAGR2915 celebrada en
Barcelona del 26 al 29 de Mayo de 2015, se ha piade “Claim reserving: calendar
year reserves for the GLM”, de Boj, E. y T. Costa.

* En lal6th Applied Stochastic Models and Data Analysterimational Conference,
celebrada en Piraeus (Grecia) del 30 de Juniodal dulio de 2015, se ha presentado

“Claim reserving including risk margins”, de Boj, ¥T. Costa.

* En ellst Workshop on Pensions and Insurarce#ebrado en Barcelona del 1 al 2 de
Julio de 2015, se ha presentado “Claim reservintp \generalized linear models

including risk margins”, de Boj, E. y T. Costa.
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En otros congresos internacionales se ha preselatagdicacion del MLGBD en el célculo

de provisiones en seguros no vida:

« En la 2nd Conference of the International Society of NwaPhetric Statisitcs,
celebrada en Cadiz del 12 al 16 de Junio de 2@Lhagpresentado “Claim reserving

using distance-based generalized linear modelsBajleE. y T. Costa.

* En laConference of the International Federation of Cifisation Societiescelebrada
en Bologna (Italia) del 6 al 8 de Julio de 2015haeoresentado “Prediction error in

distance-based generalized linear models”, deBof-ortiana, J. y T. Costa.

También cabe resaltar dos articulos publicados amntenidos que se incluyen en este

capitulo:

* “Provisiones técnicas por afios de calendario meali@nmodelo lineal generalizado.
Una aplicacion con RExcel” de Boj, E.; Costa, T. ¥Espejo, en la revistnales del

Instituto de Actuarios EspafioleBercera Epoca, 20, 83-116, en 2014.

* “Provisions for claims outstanding, incurred but neported, with generalized linear
models: prediction error formulation by calendaang de Boj, E. y T. Costa, en la
revistaCuadernos de gestidogue ha sido aceptado en 2015.

Este capitulo se estructura en tres apartadosapexo:

En el primer apartado, 5.1, se describe el conapiarovisiones técnicas y el contexto legal

en el que se enmarca su calculo, haciendo mend&DbDisectiva Solvencia Il.

En el segundo apartado, 5.2, se indican las distiptovisiones técnicas y se describen
algunos aspectos de la provisiones de siniestrdigrges.

El apartado 5.3 esta dedicado a los métodos etstadisue se pueden emplear en el calculo
de provisiones de siniestros pendientes. Se haee distincion entre los métodos

deterministas, aplicados tradicionalmente, y lostod®s estocasticos, que son los que
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actualmente se adaptan a las exigencias de SavHné&ntre los métodos deterministas se
dedica especial atencion al método de Chain-laddepliamente estudiado en la literatura
actuarial y generalizado por varios autores dekgerdgo de vista estocastico. Dentro de los
meétodos estocasticos se resalta la aplicabilidddMdgs en el calculo de provisiones,
especialmente el caso en que se asume la distib&aisson sobredispersa y la funcion de
enlace logaritmica, debido a que generaliza el deétde Chain-ladder clasico. Como
novedad, se propone la aplicacion del MLGBD pareatdulo de provisiones, que generaliza
el MLG al campo de las distancias y, ademas, coat@mmo caso particular el método de
Chain-ladder clasico. En este capitulo se obtidagmxpresiones que estiman los errores de
prediccién en el MLG para los pagos futuros porsafe calendario, completando las
formulaciones elaboradas por otros autores parprtagsiones por afio de origen y para la
provision total. Aplicando la metodologimotstrapse definen las expresiones que estiman
los errores de prediccion para los pagos futurasafios de calendario en el MLG y en el
MLGBD. Se ilustra numéricamente la aplicacion deddstintos modelos tanto deterministas
como estocasticos presentados en el capitulazaridio unos datos de cuantias de siniestros
con los que se estiman los importes de los paghsofi con los distintos métodos.
Finalmente, se definen distintas maneras de camasideargenes de riesgo con sentido
estadistico en el célculo de provisiones, siguidadaecomendaciones de Solvencia Il, y se
incluyen algunos ejemplos numeéricos basados emissios datos que se utilizan a lo largo

de este capitulo.

Por ultimo, en el anexo se incluyen funcionesReque se han programado para realizar
algunos de los calculos numéricos.

5.1 Definicion y contexto legal

Las provisiones técnicas deben reflejar en el loalae las entidades aseguradoras el importe
de las obligaciones asumidas que se derivan deolutsatos de seguros y reasegurdey
20/2015, de 14 de julio, de ordenacion, supervigidnlvencia de las entidades aseguradoras
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y reaseguradoras y Reglamento de ordenacién, ssigerw solvencia de las entidades
aseguradoras y reaseguradoras (pendiente de aioropac

Se deben constituir y mantener por un importe ®ufie para garantizar, atendiendo a
criterios prudentes y razonables, todas las obhbgas derivadas de los referidos contratos,
asi como para mantener la necesaria estabilidadadentidad aseguradora frente a
oscilaciones aleatorias o ciclicas de la siniadadlo frente a posibles riesgos especiales.

Es relevante enmarcar el estudio de las provisitémscas en el contexto de la Directiva

Solvencia ll, a la que las entidades aseguradatasndir adaptandose antes del afio 2016. En
esta directiva se considera que los principiossyneetodologias actuariales y estadisticas
correspondientes al célculo de las citadas prawsidécnicas deben armonizarse en toda la

Comunidad, con objeto de lograr una mayor compkaadiy transparencia.

El calculo de las provisiones, asi como la cord@tan la metodologia utilizada para el
mismo y su adecuacion a las bases técnicas dditl@mseguradora y al comportamiento
real de las magnitudes que las definen, son fuasi@ue corresponden a un actuario de

seguros.

Segun la Directiva Solvencia Il, algunas de lascimmes actuariales eficaces de las

compafiias de seguros y reaseguros son:

a) Coordinar el calculo de las provisiones técnicas.

b) Cerciorarse de la adecuacion de las metodologias modelos de base utilizados, asi
como de las hipodtesis empleadas en el calculosdartevisiones técnicas.

c) Evaluar la suficiencia y calidad de los datos z4itios en el calculo de las provisiones
técnicas.

d) Cotejar las mejores estimaciones con la experierterior.

e) Informar al érgano de administracion, direccionupesvision sobre la fiabilidad y la

adecuacion del calculo de las provisiones técnicas.
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Las provisiones técnicas deben calcularse de fpmmente, fiable y objetiva. El valor de las
provisiones técnicas se corresponde con el im@mtigal que las entidades aseguradoras y
reaseguradoras tendrian que pagar si transfireeraimbligaciones de seguros y reaseguros de
manera inmediata a otra entidad aseguradora ogwasi®ra. Para calcular las provisiones
técnicas, las entidades deben segmentar sus abtigaade seguro y reaseguro en grupos de

riesgo homogéneos y, como minimo, por lineas deaieg

5.2 Clases de provisiones técnicas

Las provisiones técnicas son las siguientes:
a) De primas
b) De seguros de vida.
c) De participacion en beneficios y para extornos.
d) De siniestros pendientes.
e) Del seguro de decesos.
f) Del seguro de enfermedad.

g) De desviaciones en las operaciones de capitaiz@or sorteo.

En este capitulo se estudian las provisiones dessios pendientes, que deben representar el
importe total de las obligaciones pendientes delg@sdor derivadas de los siniestros
ocurridos con anterioridad a la fecha de cierreegiicio e incluye tanto los gastos externos

como internos de gestion y tramitacion de los eiqueels.

La provision de siniestros pendientes es igual @difexencia entre su coste total estimado o
cierto y el conjunto de importes ya pagados podmate tales siniestros. Para determinar el
importe de la provision los siniestros se clasifigor afios de ocurrencia y su célculo se

realiza, al menos, por ramos de seguros.

Cada siniestro es objeto de valoracion individwad mdependencia que, adicionalmente, la
entidad pueda utilizar métodos estadisticos parealulo de la provision de siniestros

pendientes.
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La provision de siniestros pendientes esta integpad:

* Provision de siniestros pendientes de liquidagi@ago: Incluye el importe de todos
aguellos siniestros ocurridos y declarados antesielee del ejercicio. Forman parte
de ella los gastos de caracter externos inherantesiquidacion de siniestros y, en su
caso, los intereses de demora y las penalizacitegamente establecidas en las que
haya incurrido la entidad.

* Provision de siniestros pendientes de declarad@be recoger el importe estimado

de los siniestros ocurridos antes del cierre aetmjio y no declarados en esa fecha.

* Provision de gastos internos de liquidacion déesiros: Debe dotarse por importe
suficiente para afrontar los gastos internos derladad necesarios para la total
finalizacion de los siniestros, que han de inciien la provision de siniestros

pendientes.

5.3 Métodos estadisticos de célculo de la proviside siniestros pendientes

Tal como se indica en la Directiva Solvencia llyalor de las provisiones técnicas debe ser

igual a la suma de la mejor estimacion y de un sradg riesgo.

El calculo de la mejor estimacion debe basarsentarmacion actualizada y fiable y en
hipotesis realistas y realizase con arreglo métadugriales estadisticos que sean adecuados,

aplicables y pertinentes.

Segun elClaims Reserving Manudlnstitute and Faculty of Actuaries, 1997), el cécde

provisiones debe seguir los siguientes pasos:

Construir un modelo del proceso, recogiendo lassanes hechas.
Ajustar el modelo, utilizando observaciones pasadas
Contrastar el ajuste del modelo y las hipétesehararlo o ajustarlo.

Utilizar el modelo para hacer predicciones sobtesifuturos de interés.

ok~ 0N PF

Aplicar el juicio profesional y la experiencia palagir un nimero.
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Existen diversos criterios para clasificar los niogl@le célculo de provisiones de siniestros
pendientes, este capitulo se centra en la distineidre métodos deterministas y métodos

estocasticos.

Los pagos futuros por siniestros predichos por wielo de céalculo de provisiones son
sucesos aleatorios, ya que no se sabe con cettéles ceran estos importes. Lo mejor que
puede hacer un modelo es obtener un valor estioka@stos pagos.

Los métodos deterministas s6lo hacen suposiciookse ®!| valor esperado de los pagos
futuros. Los modelos estocasticos también permibedlelizar la variacion de los pagos
futuros. Proporcionan, por lo tanto, estimacionessalo del valor esperado de los pagos

futuros sino también de la variacién respecto kinesperado.

En el grupo de los modelos deterministas, se dastias siguientes (para el detalle de estos

meétodos y de algunos otros, ver Van Eeghen, 1981):

- Método de Chain-ladder
- Método de minimos cuadrados de De Vylder

- Método de separacion aritmética

Estos métodos se incluyen en el apartado 5.3.tdecapitulo.
En el grupo de los modelos estocasticos, se analiza
- Modelo de Mack (Mack, 1993)
- MLG (ver, por ejemplo, England y Verrall, 1999)
- MLGBD

Estos métodos se incluyen en el apartado 5.3.8tdecapitulo.

Para poder calcular las provisiones deben observsirsestros que se sabe que se han
producido pero cuyo importe eventual es desconoemdel momento en que se calculan las

provisiones.

Se describen a continuacion los datos sobre lésssios que son necesarios para el calculo

de las provisiones y en qué formato suelen presenta
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En el calculo de las provisiones se pueden utitihagrsos tipos de datos:

Importe de los siniestros: Las cuantias pagad&ssdgniestros son, por definicion, las

cantidades centrales para los objetivos de lasgomes.

* Ingresos de primas: Ofrecen una medida esencialali@gnen de negocio a partir del
cual se estan pagando los siniestros y se indiceferencia al afio de origen del
negocio.

* Ratio de pérdida: Se puede definir como el cocientee el importe final del siniestro
y la prima total para una clase dada de negocio.

* Numero de siniestros: Miden la frecuencia de siraéédad y cuando se combinan con

los datos de cuantias de los siniestros permitéeneb la media del coste total por

poliza.

En primer lugar, se considera el afio de origengomo el aflo en el que ha ocurrido el

siniestro. Por otro lado, el afio de desarro]lp,indica el nUmero de afios transcurridos desde

el afio de origen hasta el afio de pago del sinidstmalmente, el afio de calendario en el que

se paga un siniestree obtiene a partir det | .

Si se considera la informacién disponible de un enandeterminado de afios de experiencia
pasada, los datos se presentan en un trianguadtriorun-off), de manera que los valores a
lo largo de una fila muestran el patron de dedarpara cada afio de ocurrencia, mientras que
analizando los datos por columnas se observa grpde tendencia desde un afio de origen
hasta el siguiente. Finalmente, las diagonales ipEmranalizar la situacién en sucesivos afos
de calendario, correspondiendo la Uultima diagoralaf®o de calendario mas reciente
disponible.

Por tanto, se considera una familia de variableatatias{clj}_

L i0.4] dondec; es el importe

de los siniestros del afio de origeque se pagan al cabo de afios desde su ocurrencia, es

decir, en el afio de desarroljoy por tanto en el afio de calendarioj . Se denominac; al
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importe de los siniestros ocurridos en el afio dgeari que se han pagado en el afio de

desarrolloj, siendoi, j =0,1,...k .

Se asume que los pagos de siniestfoson observables para los afos de calendafip<k

y el tridngulo que recoge los datos de experienpasadas es el triangutan-off o de

desarrollo, que se representa como en la Figura 5.1

Figura 5.1. Trianguloun-off con cuantias no acumuladas.

Afo desdrrollo
Ao de origen 0 1 j . k=i ... k-1 k

0 Coo Co1 Coj Cok-i Cok-1 Cok
1 Co G, G Cuy—i Ci1
| Co G, G G

k- J Ck—jO Ck—jl Ck—jj

k-1 Ck-10 Ce11
k Coo

Pueden presentarse también los datos de forma #mansumando los valores a lo largo de

cada fila. Para modelizar una cartera con impatesnulados, se considera una familia de

variables aIeatoria:{Clj}i j dondeC; es el importe de los siniestros del afio de origen

=0,1,..k
que se han pagado hasta el afio de desarjolfe denomind; al importe acumulado de los

siniestros del afio de origeény afio de desarrollg .
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Se asume que los pagos acumulados de sinie§iroson observables para los afos de

calendarioi+j <k vy, por lo tanto, el triangulun-off en este caso se representa como en la

Figura 5.2:
Figura 5.2. Trianguloun-off con cuantias acumuladas.
Ao desdrrollo
Afio de origen 0 1 j . k=i ... k-1 Kk

0 Coo C01 COj COk—i COk—l COk
1 ClO C11 Clj Clk—i C1|<—1
I Co C, Cij Cii

k- J Ck—jo Ck—jl Ck—jj

k-1 C1o0 Crit
k Cro

Por supuesto, los importes acumuladgs se pueden obtener a partir de los importes no

acumuladog; haciendo:

G =3 (5.1

En estos casos se asume que el patrén de desalucdiéc afios, es decir, que la totalidad de
los siniestros se pagan despuéskdafos desde la ocurrencia de los mismos. En algunos

casos, los siniestros pueden estar abiertos mask dafios, entonces deben hacerse
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predicciones por afios de desarrollo mas all& die los cuales el triangutoin-off no ofrece
datos.

El objetivo de los métodos de calculo de provissoeg hacer predicciones sobre los siniestros
gue seran pagados en afios de calendario futunoasr yanto, completar el triangulo en un
cuadrado. Para ello, se pueden aplicar diferenté®duos, que reflejan la influencia de
factores externos. En el sentido del afio de origevariacion del tamafio de la cartera tiene
influencia sobre los datos de siniestralidad. Emlia, para el patron de desarrollo deben
tenerse en cuenta cambios en los procedimientotratiemiento de los siniestros o la
velocidad de finalizacién de los mismos. Los datedas diagonales, que corresponden a los
pagos en un afio de calendario particular, puedabiaa debido a la inflacién, pero también

por cambios en la jurisprudencia o incrementosadeniestralidad.

Los importes obtenidos en la parte derecha dehgu® que completa el cuadrado
constituyen el total de los siniestros que debgragarse en el futuro con las primas
ingresadas en los afios de origen que recoge eyuitid A partir de estos importes futuros
estimados se pueden calcular:

* Las provisiones para los distintos afios de ori@ﬁni,D{l,...,k} , Se obtienen sumando

los importes de los pagos futuros en la corresponelifila del cuadrado:

K
j=k—=i+1

+ Los pagos futuros para los distintos afios de catemdPF, tO{k+1,..., 2} se

obtienen sumando los importes de los importes gi@neubicados en la misma

diagonal t:

K
PF = Z Q—jj' (5.3)

j=tk
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En la practica actuarial es usual tener en cuentaler temporal del dinero y se
calcula el valor actual de los pagos futuros queasea realizar en distintos afios de

calendario. Este objetivo esta incluido en el alti@7.2 de la Directiva Solvencia Il.

e La provisién total,P, es decir, la suma de los importes de los pagososit que a su
vez coincide con la suma de las provisiones paaliktintos afios de origen y con la

suma de los pagos futuros para los distintos aé@sléndario:

pziz e=3pP=3 PE (5.4)

5.3.1 Métodos deterministas

En este apartado se describen algunos métodosististzsl deterministas que pueden
considerarse como clasicos y que se han utilizadta gractica por su sencillez (ver, por
ejemplo, Van Eeghent al, 1981, para sus caracteristicas mas importapt€aramunt y

Costa, 2003 para su aplicabilidad).
5.3.1.1 Método de Chain-ladder

Este método es un caso de los denominados mélim#togatio, que relacionan los pagos
realizados hasta un afio de desarrollo con los pesglzados hasta el siguiente afio de
desarrollo. En el trianguloun-off se disponen los importes acumulados pagados podefi

origeni hasta el afio de desarroljg que se indican comG; .

La idea que hay detras del método de Chain-ladslgue en cualquier afio de desarrollo se
paga el mismo porcentaje total de los siniestrosada afio de origen. En otras palabras, en el

triangulorun-off, las columnas son proporcionales.

En el método de Chain-ladder, como en otros meétodgsestimaciones de los importes
futuros se obtienen bajo la hipotesis que existepamén de desarrollo. En general, la
estimacion del patréon de desarrollo puede basardestntas fuentes de informacion:
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* Informacion interna: cualquier informacion que estinpletamente incluida en el
triangulorun-off de la cartera considerada.

» Informacion externacualquier informacion que es completamente indepeats del
triangulo run-off de la cartera considerada. Se puede obtener, ponpkj, de
estadisticas del mercado o de otras carteras siiila la considerada. También
medidas de volumen, como primas o0 numero de costi@d¢ la cartera considerada
presentan informacién externa, ya que no estareomtas en el triangulan-off.

 También pueden combinarse diferentes fuentes aemation y, en ese caso, la

estimacioén se basa en informacion mixta.

En el método de Chain-ladder se utiliza solamenfermacion interna y lo Unico que se
puede captar es el patron de desarrollo, dadoogios fos otros factores que tienen influencia
sobre la proporcion de siniestros pagados permanecariables a lo largo del tiempo.

Se dice que un vectan=(m,....,m) de parametros es un patron de desarrollo pararésct

si la relacion:

"G

se cumple para tod¢{1,..k} y para todoi 0{0,1,.k} . Entonces, un patrén de desarrollo
para factores existe si, y solo si, para cada aeﬁod@isarrollojD{l,..k} los factores

individuales:

m' - ]
' E[C]
son idénticos para todos los afios de origen.

En el caso de un triangulan-off de importes pagados es razonablemente usual asumir

ademas que se cumple que>1 para todoj O{1,..k} .
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Se estima el patron de desarrollo basandose dadwses individuales empiricos. Se asume

que m=(m,....,m) es un patron de desarrollo para factores. Entorpaes cada afio de
desarrollo | D{l,..k} , cada uno de los factores individuales:

. C

- S
e

con iD{O,l,...k— j} es un estimador razonable d& y esto es cierto tambien para cada

media ponderada:
~ k_J ~
m; = ; Wy M s

k-
con variables aleatorias (o constantes) que agasfz w,; =1.
h=0

El estimador que se usa en el método Chain-ladder e

m == M. (5.5)

Una vez conocidos los valores dg para j=1,2,..k pueden estimarse los pagos futuros

gue completan el triangulo hasta obtener el cuadrdaoks predictores de Chain-ladder de los

importes acumulado§, coni+j >k se definen como:

Cii=Ga |_| M. (5.6)

5.3.1.2 Método de los minimos cuadrados de De Vyide

El método de los minimos cuadrados de De Vylder e Vylder, 1978) parte de los
importes de los siniestros ocurridos en el afior@®eoi que se pagan en el afio de desarrollo

j, es decir, las cuantias , y se asume que estos importes dependen de dossefect

112



Célculo de provisiones en los seguros no vida

* Primero, un parametro que caracteriza el afio dgmriproporcional al tamafio de la
cartera en ese afio.
» Segundo, un parametro que determina qué propodadns siniestros se paga en el

afo de desarrollo.
De esta manera, los import&s pueden aproximarse por los productop, , donde:

- X es el importe total de los siniestros del afio dgeari

- p, es la proporcion fija del importe que se paga en el afio de desarrgllo

k
Se impone, ademas, la condicién guep, =1.
i=0

Los valores de los estimadorgs p, se obtienen minimizando:

Z(Qi'xh)z'

1]
i+j<k
es decir, por minimos cuadrados.
Las soluciones se obtienen solucionando los sisteifm@&cuaciones:
2.G P
S — |
X =Nz
2P
|
.G %
~ i
P~
J ZXIZ
i

(5.7)

5.3.1.3 Método de separacioén aritmética

En los modelos de separacién se asume que en idadbe alesarrollo se paga un porcentaje
fijo y que hay efectos adicionales que operan esestido de las diagonales en el triangulo
run-off. Asi, este modelo describe mejor la situacionaeque hay inflacion en los datos de

siniestros o cuando el riesgo se incrementa pas @@usas. Este incremento se representa por
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un factor indice para cada afio de calendario, swemstante para las observaciones paralelas

a la diagonal. Se supone que las variables aleatefi son datos de cuantias medias, de

manera que la cuantia totg| se divide por el nimero de siniestros del afordoi, n;.

Asi, para el afio de origeny afio de desarrollg , se tiene que:

5|0

5, = (5.8)

Se hace la hipétesis que:
§ =rA parat=i+j,
donde:

- 1, representa la proporcion fija del importe qu@aga en el afio de desarroljo

A, recoge el efecto de la inflacion del afio de cideint =i+ j .

Si se expresa el triangutan-off con cuantias medias a partir de los productos; de se
tienen las expresiones plasmadas en la Figura 5.3.
Kk
El método de separacion aritmética fue descritenmeek (1972) y se asume qEri =1,
i=0

es decir, que los siniestros se pagan totalmesiguds dek afos de desarrollo.

Para obtener los estimadores de los paramétrgs}, , se suman los importes de las cuantias

medias del triangulos; , por columnas y por diagonales, de manera que:

ij 1

t
d, eslasumade la diagonal d, =Z S
i=0
n—j+1
- v,eslasumade la columna v, = le S -
1=

A partir de estas sumas por diagonales y por ccasmse pueden hallar los estimadores de los

parametros del modeldy;, A , aplicando las siguientes expresiones:
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~ V; .
fi =+ i=01,..k (5.9)
t=

A

2

J

A

A=— "t

t K
1-> 1,
jet+1

Conocidos los estimadorés para j =0,1,..k y /i parat =0,1,...k, se pueden estimar las

o

t=0,1,2,...k (5.10)

cuantias media§; = fj/i parat =i+ j <k, es decir, los datos del triangulom-off.

Figura 5.3. Triangulo de desarrollo con cuantiadiageno acumuladas.

Afio desdrrollo
Afio de origen 0 1 J k—i k-1 Kk

0 r.0/10 r.1A1 rjAj r.k—iAk—i r.k—l/1k—1 rk/1k
1 foy A, M = Teideia s Ay
| foA, LA A o e

K—j ro/]k—j r1/]k—j+1 rj/]k

k-1 oA nA

k Moy

Para completar el cuadrado se necesitan los vallerdss parametrod,,,, A,,,,...,A,, para

multiplicarlos por el correspondiente estimador Para calcular los valores para estos

parametros se extendiendo la secueriija.,A, . Esto puede hacerse de varias maneras, por

ejemplo, con una extrapolacion loglineal, o biensiderando una inflacién futura constante.
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5.3.1.4 Aplicacioén practica

Para ilustrar numéricamente los diferentes métatddsrministas de calculo de provisiones
explicados se usan los datos disponibles en Tgyiahe (1983), un triangulo con 55 valores
de importes pagados, que han sido utilizados pretites autores en sus ilustraciones
numéricas dentro de la literatura actuarial, pemgjlo, England y Verrall (1999), England

(2002) y Renshaw (1989,1994).

Los datos del trianguliun-off, expresados como cuantias no acumuladas, se poaasuitar

en Kaast al.(2008) y se recogen en la Figura 5.4.

Se puede obtener, aplicando (5.1) a los datos ¢glaa 5.4, el triAnguloun-off con los
importes acumulados calculados en la Figura 5.5.

Figura 5.4. Trianguloun-off de cuantias no acumuladas de Taylor y Ashe (1983).

Ade desarrollo

Afo de
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
origen
0 357848 766940 610542 482940 5273Zw4398 146342 139950 227229 67948

352118 884021 933894 118328445745 320996 527804 266172 425046
290507 1001799 926219 1016654750816 146923 495992 280405
310608 1108250 776189 1562400272482 352053 206286

443160 693190 991983 769488 50485170639

396132 937085 847498 805037 705960

440832 847361 11313981063269

359480 1061648 1443370

376686 986608

344014

© 00 N oo 0o A W DN P
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Figura 5.5. Trianguloun-off de cuantias acumuladas de Taylor y Ashe (1983).

fid\de desarrollo

Afo de

_ 1 2 3 4 5 6 7 8 9
origen

0 357848 1124788 1735330 2218270 2745596 33199994 3466336 3606286 3833515 3901463

1 352118 1236139 2170033 3353322 3799067 4120063 46478674914039 5339085

2 290507 1292306 2218525 3235179 3985995 4132918 46289104909315

3 310608 1418858 2195047 3757447 4029929 4381982 4588268

4 443160 1136350 2128333 2897821 3402672 3873311

5 396132 1333217 2180715 2985752 3691712

6 440832 1288463 2419861 3483130

7 359480 1421128 2864498

8 376686 1363294

9 344014

En este apartado se muestran los resultados panatas metodos deterministas que se han
estimado haciendo uso del softw&eEn el Anexo 5.1 de este capitulo se incluye digm

enR para los distintos casos.

Resultados con el método de Chain-ladder

Si se aplica el método de Chain-ladder se obtieaenprimer lugar en la Tabla 5.1, los
estimadores de los factores de desarrollo (5.5)lees, las proporciones entre las columnas

del triangulorun-off de cuantias acumuladas.

Se completa el tridngulo de cuantias acumuladasqtdener el cuadrado aplicando (5.6) y se
recogen los resultados en la Figura 5.6.

Para poder calcular las provisiones por afios dger{5.2), la provision total (5.4) y los
pagos futuros por afios de calendario (5.3), secdesdan los importes de las cuantias que se

han estimado y se recogen los valores en la Figidra
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Tabla 5.1. Factores de desarrollo estimados

ncel método de Chain-ladder.

5> 03> 3> a§> 03> 4;3> u3> |\3> 3>

3.490607
1.747333
1.457413
1.173852
1.103824
1.086269
1.053874
1.076555
1.017725

Figura 5.6. Cuadrado de cuantias acumuladas derfapshe (1983)

con el método de Chain-ladder.

Afo de

origen

fidde desarrollo

1 2 3 4

5

0

© 00 N o o B~ W N P

357848 1124788 1735330 2218270 2745596 33199994 3466336 3606286 3833515 3901463

352118 1236139 2170033 3353322 3799067
290507 1292306 2218525 3235179 3985995
310608 1418858 2195047 3757447 4029929
443160 1136350 2128333 2897821 3402672
396132 1333217 2180715 2985752 3691712
440832 1288463 2419861 3483130 4088678
359480 1421128 2864498 4174756 4900545
376686 1363294 2382128 3471744 4075313
344014 1200818 2098228 3057984 3589620

4120063
4132918
4381982
3873311
4074999
4513179
5409337
4498426
3962307

46478674914039 5339085 5433719
46289104909315 528148 5378826
45882684835458 5205637 5297906
42074594434133 4773589 4858200
44265464665023 5022155 5111171
49025285166649 5562182 5660771
58759976192562 6666635 6784799
48865025149760 5544000 5642266
43041324536015 4883270 4969825
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Figura 5.7. Cuadrado de cuantias no acumuladaaylerly Ashe (1983)
con el método de Chain-ladder.

Ano de desarrollo

Afo de

) 1 2 3 4 5 6 7 8 9
origen

0 357848 766940 610542 482940 527326 574398 146342 13995072222 67948

352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 2661725046 94633.8
290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405 37583B677.8
310608 1108250 776189 1562400 272482 352053 206286 247190 3701P2368.5
443160 693190 991983 769488 504851 470639 33414326674.1 339455.9 84610.6
396132 937085 847498 805037 705960 38328@61547.5238477.3 357131.7 89016.3
440832 847361 1131398 1063269 605548.414501 389349.1264120.5 395533.7 98588.2
359480 1061648 1443370 1310258.2725788.5508791.9 466660 316565.5474072.7 118164.3
376686 986608 1018834.11089616 603568.6423113.4 388076.4 263257.2 394240.8 98265.9
344014 856803.5 897410.1 959756.3 531635.71372687 348125.7231182.4 347255.4 86554.6

© 00 N o o b~ W N PP

Tal como se ha indicado, se pueden obtener logedifes importes:
» Provisiones por afios de origen, Tabla5.2:

Tabla 5.2. Provisiones por afios de origen

con el método de Chain-ladder.

Afo de

origen

Provision

94633.8
469511.3
709637.8
984888.6

1419459.5
2177640.6
3920301.0

~N o 0o~ WN
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8 4278972.2
9 4625810.7
Total 18680856

» Pagos futuros por afos de calendario, Tabla 5.3:

Tabla 5.3. Pagos futuros por afios de calendario

con el método de Chain-ladder.

Afo de
calendario Pago

10 5226535.8
11 41793944
12 3131667.5
13 2127271.9
14 1561878.9
15 1177743.7
16 744287.4
17 445521.3
18 86554.6

Total 18680856

* Provision total. La provision total asciende a 1GS.

Resultados con el método de los minimos cuadrados Be Vylder

Al aplicar el método de los minimos cuadrados dé/ider, en primer lugar, se obtienen en

las Tablas 5.4 y 5.5 los estimadores de los paramgty |6]. con la solucién del sistema de

ecuaciones (5.7).
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Tabla 5.4. Estimadores de los paramettos

con el método de De Vylder.

365685:
543272¢
541500(
576251
4658091
491594(
558183¢
703220¢
577304«
5137471

«?<> 0?0 \‘><> o?<> (Ro 4;><) 0?<> I\?<> ,_?<) C?<>

Tabla 5.5. Estimadores de los parametpps

con el método de De Vylder.

P 0.0669617-
P, 0.1702254:
P, 0.1813233«
P; 0.1983145:
P, 0.10449431
Ps 0.0697088k
Ps 0.0690322(
P, 0.0481407:
Ps 0.0732178;
Py 0.0185810:
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Para obtener el cuadrado con las cuantias no aadesjlse calculan los productosp, . En

este caso, los valores originales del triangulo-off también se recalculan y se obtienen los
siguientes resultados recogidos en la Figura 5.8:

Figura 5.8. Cuadrado de cuantias no acumuladaaylery Ashe (1983)

con el método de minimos cuadrados de De Vylder.

Afio de desarrollo

Afo de
) 1 2 3 4 5 6 7 8 9
origen

0 244869.2 622489.1 663072.6 725206.8 382120.254915 252440.5176043.5 267746.9 67948

1 363784.9 924788.3 985080.4 1077388.867689.1 378709.3 375033.2 261535.5 397772.8 100945.6
2 362597.8 921770.6  981865.9 1073873 565836377473.5 373809.4 260682.1 396474.8 100616.2
3 385867.8 980925.7 1044877.7 1142789.602149.6 401698.1 397798.8 277411.5 421918.8 107073.3
4 311913.9 792925.5 844620.7 923767.1 486744 324716821558.3 224243.9 341055.5 86552

5 329179.9 936817.9 891374.6 974902.2 513687342684.6 339358.2 236656.9 359934.7 91343.1
6 373769.4 950170.1 1012116.9 1106958.883269.9 389103.3 385326.3 268713.6 408690.1 103716.1
7 470888.8 1197060.2 12754103.1 1394588.5 734825.5 490207.1 485448.7 338535.5 514883.2 130665.5
8 368573.1 982718.7 1046787.6 1144878.803250.2 402432.3 398525.9 277918.5 422690 107269
9 344014 874528.1 931543.4 1018835 53683858127.2 354650.9 247321.6 376154.7 95459.4

Los importes que se calculan a partir de los ddbsuadrado anterior son:
» Provisiones por afo de origen de origen, Tabla 5.6:

Tabla 5.6. Provisiones por afios de origen
con el método de De Vylder.

Ao de o
] Provision
origen
1 100945.4
497090.4
806402.5
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973409.8
1369978.3
2138821.0
4089153.1
4403751.5
4793453.8

© 00 N o o b~

Total 19173006

» Pagos futuros por afos de calendario, Tabla 5.7:

Tabla 5.7. Pagos futuros por afios de calendario

con el método de De Vylder.

Afo de
calendario Pago

10 5338247.9
11 4286487.1
12 3182404.2
13 2139918.5
14 1595221.9
15 1251167.8
16 800676.3
17 483423.0
18 95459.2

Total 19173006

* Provision total. La provision total asciende a 13106.
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Resultados con el método de separacion aritmética

Para aplicar el método de separacién a los datofagior y Ashe (1983) es necesario

disponer del nimero de siniestros para cada afiigeni, n,, con el fin de poder calcular
las cuantias medias; . EI nUmero de siniestros de Taylor y Ashe (19&3)eproducen en la

Tabla 5.8:

Tabla 5.8. NUumero de siniestros por afios de origen
de Taylor y Ashe (1983).

Afo de NUmero de

origen siniestros

o

606
721
697
321
600
552
543
503
435
420

© 00 N O o A WDN P

El método se aplica a los datos del triangulo-off expresados como cuantias medias (5.8).

Los resultados se recogen en la Figura 5.9. De rastio se obtienen, a partir de estas
cuantias medias, los estimadores R;Iey )Alt, para j=0,1,...,.€y t=0,1,..,€ con las

expresiones (5.9) y (5.10), respectivamente. Lesltados de los estimadores se recogen en
las Tablas 5.9 y 5.10.
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Figura 5.9. Triangulo de cuantias medias no acadasl de Taylor y Ashe (1983).

Afo de

origen

Afo de desarrollo

1 2 3 4 5 6 7 8 9

o

© 00 N O O b W DN P

590.511265.58 1007.5 796.93 870.18 947.85 241.230.94 374.97 112.13
488.37 1226.10 1295.28 1641.18 618.23 455.21 732.0869.17 589.52
416.80 1437.30 1328.87 1458.61 1077.21 210.79 711.61402.30

967.63 3452.49 2418.03 4867.30 848.85 1096.74642.64

738.60 1155.32 1653.31 1282.48 841.42 784.40

717.63 1697.62 1535.32 1458.40 1278.91

811.85 1561.02 2083.61 1958.14

714.67 2210.63 2869.52

865.94 2268.06

819.08

Tabla 5.9. Estimadores de los paramefros

con el método de separacion aritmética.

0.08407693(
0.20791312-
0.19769128:-
0.20283802(
0.092432444
0.07019421
0.05664665
0.03426497
0.04437917
0.0095631 7t

Y IO SO Y £GP N S S

o
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Tabla 5.10. Estimadores de los parémetips

con el método de separacion aritmética.

>

7023.42¢

o

>

6006.89(
5412.49(
6493.87¢
10231.596
8554.88¢

=

>

N

>

w

>

~

>

a1

>

11838.18.

[}

>

7521.86¢
10008.19¢
11724.70¢

~

>

[e¢)

>

A
%9

Figura 5.10. Cuadrado de cuantias no acumulad@iayder y Ashe (1983)

con el método de separacion aritmética.

Afo de

origen

Afio de desarrollo

1 2 3 4 5 6 7 8 9

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

357848 756840.2 648421.3 798226.1 57311368905.2 406379.6 156188.4 269158.2 67948
364134.4 811361.3 925607.2 1496332.270130.2 599130.7 307209.9 247252.9 375159.9 82055.1
317180.7 941062.8 1409820.11209473.8 762679.7 368010.2 395150.8 280017.5 368112 80513.5
175261.2 6828579 542883.8 770795.8 223180 22550813197.1 130895.1 172075.2 37636.3
516144.7 1067204.1 1404183.1 915432.5 555049.2493803.8 404476.6 248333.7 326460.4 71403.5
397036.3 1358644.9 820828.3 1120583.5598226.2 461114 377700.3231894 304848.766676.6
540457.6 849195.1 1074343.51291371.2 597299.6 460399.8 377115.3 231534.8 304376.5 66573.3

318105 1046660.11165889.5 1214186.2 561599.1 432881.8 354575.2 217696 286184 62594.2
366034.4 1060408.1 1023398.4 1065792.4 492962.3 379976.4 311240.2 191089.9 251207.6 54944.2
414026.4 1039200 1002930.41044476.5 483103.1 372376.9 305015.4 187268.1 246183.4 53845.3
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A

En este ejemplo numérico, para estimar los valdesdos parametrosl,;,A,,,...,4,5, S€

supone una inflacion futura anual constante délblde manera que:
Ay =A1,1.01587%,

Finalmente, se pueden estimar los importes futdeo$as cuantias totales no acumuladas,

G = nfj/i parat =i+ =10,12,...,1¢{ y completar el cuadrado. Los resultados se recegen

la Figura 5.10.
A partir de las cuantias no acumuladas estimadgsjeden calcular:

* Provisiones por afios de origen, Tabla 5.11:

Tabla 5.11. Provisiones por afios de origen

con el método de separacion aritmética.

Afo de o
_ Provision
origen
1 82055.1
2 448625.5
3 340606.6
4 1050674.2
5 1442233.6
6 2037299.3
7 3129716.5
8 3770611.4
9 4734399.1
Total 17036221
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» Pagos futuros por afos de calendario, Tabla 5.12:

Tabla 5.12. Pagos futuros por afios de calendario

con el método de separacion aritmética.

Ao de
calendario Pago

10 5320736.9
11 3969344.4
12 2943426.6
13 1825441.7
14 1272366.2
15 848862.6
16 501069.9
17 301127.6
18 53845.3

Total 17036221

* Provision total. La provision total asciende a 16Z1L.

5.3.2 Métodos estocasticos

En el problema de calculo de provisiones en seguvogda es de interés poder modelizar el
comportamiento de los siniestros a partir de larinkcion disponible y estimar los
parametros de este modelo O6ptimamente para cansbuwenos predictores de las

observaciones desconocidas.

En las Ultimas décadas se han propuesto modelosasttos para generar el proceso
subyacente en el triangulon-off mediante los cuales se obtienen predicciones optyntaie

permiten, ademas, estimar el error de prediccidnetidlo con la metodologia utilizada para
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la estimacion de los pagos futuros de la entidaxtlaso obtener una distribucion predictiva
de cuantias futuras a partir de la cual se pueddcular percentiles y otras medidas

estadisticas, como su valor en riesgo a un nivebdéanza fijado.

Uno de estos métodos es el denominado modelo dke (Weck, 1993), que tiene como caso
particular el método de Chain-ladder (Mack y Ven#000), ya que la estimacion de las
provisiones coincide en ambos métodos. Por lo tahtmodelo de Mack puede considerarse

una generalizacion estocastica del método de Gadder.

Muchos métodos actuariales tradicionales y usudkngtilizados para completar el triangulo
run-off se pueden describir a través de un MLG, entres él® métodos deterministas antes

descritos: Chain-ladder, minimos cuadadros de Ddevy separacion aritmética.

Estos modelos estocasticos generalizan los métddegos, pues proporcionan la misma
estimacion de las provisiones, pero ademas afagetolrespondientes formulaciones sobre
errores de prediccion y otras medidas que ampdianfbrmacion que no se obtiene con los

métodos deterministas.

5.3.2.1 Modelo de Mack

Uno de los primeros modelos estocasticos que rapeolds estimaciones de Chain-ladder es
el modelo de Mack (Mack, 1993), que hace supostsidimitadas en cuanto a la distribucion
de los datos subyacentes, especificando simplenmsdite los dos primeros momentos

ordinarios.

Se considera una familia de variables aleatc{niaéi 01,44 dondeC; es el importe de los

siniestros del afio de origeénque se han pagado hasta el afio de desarjolEs decir, el
importe acumulado de los siniestros del afio deenrigy afio de desarrolloj, siendo

i,j=01..k.
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Las hipotesis de este modsion:

1. E|:CJ ‘Clj_l}: m i=0,1..k-1 j=1,..k

ij -1

o, de forma equivalente,

E[G|Ga]=mO¢,  FO0L..k1 1.k
I c:i' 2 H i
2. V|G, |=0f  i=01..k-1 j=1.k
_Cij—l

0, de forma equivalente,

V[G|Ga|=G.®  i=01..k-1 j=1.k

3. {Cyu-..Ci} { le,...,qk} son variables aleatorias independientes p#ra.

El modelo proporciona estimadores de los parameitrog o :

k=
) C.
k=] C ; z ij
j — DC(;” == ji=1..k. (5.11)
oYCL "t Y G
i=0

i=0

El estimador que se obtiene pana coincide con el del método de Chain-ladder.

L1 < (e Y .
0l =———>C | -1 ji=1,....k-1 (5.12)
i 1

Falta un estimador parp=k y se proponen diversos métodos para su estimacion:
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* Si se espera que la totalidad de los importes ganhpagado a cabo deafios de

desarrollo, entonced? = 0.

+ Si no se cumple lo anterior debera extrapolarsealelr 47 a partir de la secuencia

{&f,&f,...,ﬁf_l}, que suele ser una sucesion de valores decrecientes

exponencialmente.

Suponiendo que las hipdtesis 1., 2. y 3. tambieouseplen para los valores futuros Gg

con i+j >k, se pueden estimar los importes acumulados mediantaplicacion de la

expresion (5.6) descrita anteriormente en el métldGhain-ladder y obtener las provisiones,

ya sea por afos de origen o total , asi como lgsspfuturos por afios de calendario.

Con este método se puede estimar el error de prédide las provisiones por afios de origen,

a partir del error cuadratico mediaean squared error, MSE):

e & a1 1 .
MSHII:))_ q?,k Z ~ 2 A +k_5 I_ls-"yk- (513)
ske-i MG | G g C

q,s

q=1

Se propone también un estimador para el error étiadmedio de la provision total:

MSE(B:Z:(SE( iF))2+ Q[i g,;) f 26, 1 . (5.14)

=2 | &
jF+1 A M C
qj

1

q

Haciendo la raiz cuadrada del error cuadratico snséiobtiene el error de prediccion, tanto

para las provisiones por afios de origen como pgueolision total.
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5.3.2.2 Modelo lineal generalizado

En el capitulo 2 se ha descrito el MLG y en estatado se detalla su aplicacién en el calculo

de las provisiones en los seguros no vida a phetios datos de un triangulen-off.

Como ya se ha indicado, las variableg, parai,j=0,1,..k, denotan los datos de

siniestralidad para el afio de origény el afio de desarrollp, lo que significa que los

siniestros se pagan en el afio de calendarip.

Se asume un MLG para modelizar las cuantias nowedas del triAnguloun-off. Se asume
la familia paramétrica de distribuciones de ertbb) para la funcién de varianza (2.10), que

depende del parametrd. Esta familia paramétrica tiene como casos pdaties: la
distribucion Normal cuandaf =0; la distribuciéon Poisson cuandé=1; la distribucion

Gamma cuandd = 2; y la distribucion Inversa Gaussiana cuaddo3.

Con estas hipétesis, la media y la varianza deGMbn:

Hi = E[QJ ] (5.15)

\4ﬂ=ﬁﬂ%kﬁﬁi (5.16)

donde g es el parametro de dispersionsy son pesos priori de los datos, que se asumen

igual a uno,w; =1, para las cuantias no acumuladas de un triamgotoff.

Se asume para el MLG la funcién de enlace logarémi
log 1 =1; - (5.17)

De esta manera, se puede definir:

log (44 )=c +a + 8, (5.18)
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un MLG en el que las respuestgs se modelizan como variables aleatorias con fund&n

varianza (5.16), con una funcién de enlace log&ér(s.17) y con un predictor lineal:
n,=C+a +f, (5.19)

donde a; es el factor correspondiente al afio de origerl,..k y B, es el factor

correspondiente al afio de desarrojlel,...k . El valor ¢, es el término correspondiente al

afio de origen 0 y afio de desarrollo 0.

Las predicciones; necesarias para calcular las provisiones por d@osrigen (5.2), la

provision total (5.4) y los pagos futuros por aflesalendario (5.3) se estiman a partir de:

>

O
ESH

j=exp(éo+ + j)- 28)

Algunos métodos deterministas que se han descrigste capitulo pueden obtenerse a partir

de un MLG, como se muestra a continuacion.

Caso particular: método de minimos cuadrados de Deylder a partir de la distribucion

Normal.

Si se utiliza el MLG para modelizar los datgsdel triangulorun-off y se considera el caso

en que la distribucion del error es Normal, juntm da funcién de enlace logaritmica, se
obtiene como caso particular el modelo de minimesdados de De Vylder, es decir, la

estimacion de las cuantias futuras coincide en amimmelos.
En este caso, tenemos que:
Elg]=u  V[g]ze=0"
Caso particular: método de Chain-ladder a partir dela distribucion Poisson sobre-

dispersa
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Si se utiliza el MLG para modelizar los datgsdel triangulorun-off y se considera el caso

en gue la distribucién del error es Poisson solsgedsa, junto con la funcién de enlace
canonica logaritmica, se obtiene como caso paati@limodelo de Chain-ladder, es decir, la
estimacion de las cuantias futuras coincide en amimdelos. Este caso se puede consultar
con detalle en Boj y Costa (2015c); Bojal. (2014b); England y Verrall (1999, 2002, 2006);
England (2002); Haberman y Renshaw (1996); Ve@lQ); y Verrall y England (2000).

La distribucion Poisson sobre-dispersa difiereaddistribucion de Poisson en que la varianza

no es igual a la media pero, en cambio, es propaatia la media.

En el modelo Poisson sobre-disperso se cumple que:
E[Q]]:Mj V[Clj}:mj p>1.

La sobre-dispersion se introduce a través del petréanp, que es desconocido y se estima a

partir de los datos disponibles.

Caso particular: Distribucion Gamma

En el MLG, si se considera que la distribuciénetebr es una Gamma, se puede deducir que:
Elq]=4  V[s]=a

En este caso, la varianza es proporcional al cdadta la media y no proporcional a la media

como ocurre en el caso Poisson sobre-disperso.

Si se asume la funcion de enlace logaritmica (5.6¢@no en los dos casos particulares
anteriores, se pueden estimar las cuantias fupaes completar el cuadrado mediante la
expresion (5.20). Este caso se ha estudiado, ponpép, en Boj y Costa (2015c¢) y England y
Verrall (1999, 2002).
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5.3.2.3 Modelo lineal generalizado basado en dist@as

El objetivo de este apartado es proponer el MLGBB\@ una metodologia alternativa para

aplicar en el problema de calculo de provisiones.

Se han analizado algunos métodos estocasticog elis el MLG, que reproducen los
resultados que proporcionan algunos métodos detistas cuando se asumen determinadas
hipotesis sobre la distribucidn del error y la fidncde enlace. En concreto, si se considera la
distribucion de error Poisson sobre-dispersa jumio la funcion de enlace logaritmica, el

MLG proporciona los mismos resultados numéricoseajueétodo de Chain-ladder.

El MLGBD, cuando usa la métricé denominada Euclidea, reproduce el MLG ordinario v,
por tanto, se puede considerar que el MLGBD esgenaralizacion del MLG en el contexto
del analisis basado en distancias. Si se usa lacendiuclidea y se asume la distribucién
Poisson sobre-dispersa del error, junto con I&i@umde enlace logaritmica, el MLGBD

reproduce el modelo determinista de Chain-ladder.

Se propone la aplicacion del MLGBD en el problereaadlculo de provisiones asumiendo
estas hip6tesis, como una alternativa que genaralimétodo clasico determinista de Chain-

ladder en un marco estocastico.

Con el MLGBD se tienen los mismos casos particalauge con el MLG clasico cuando se
usa la métrica Euclidea pero, ademas, se pueden neds herramientas de analisis si se
considera el uso de otras métricas diferentes Hadtdea.

5.3.2.4 Errores de prediccién en el modelo lineakgeralizado

El objetivo del célculo de provisiones es hacer pregliccion de cuanto falta por pagar de los

siniestros ocurridos en el pasado.

Los errores de prediccion permiten conocer algo swdse la incertidumbre de los pagos

futuros que deben afrontarse en los proximos pesigd por lo tanto, posibilita afiadir a las
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provisiones margenes de riesgo con sentido estadiBlichos errores pueden ser calculados
a partir de formulaciones analiticas y tambiénévadd uso de metodologiaotstrap.

En England y Verrall (1999) y England (2002) sesadibe un meétodo para obtener
estimaciones del error de prediccion en el MLG.dBdese en el método delta, dan una
aproximacion que puede obtenerse a partir de l@a@nzas y covarianzas de los predictores y
valores ajustados.

Si se considera una variable aleatariay un valor predichoSIj , €l error cuadratico medio de

prediccion es:
MSHE(§) = E[( ﬁ:_AiF)Z} - %(( = E, c])—(gc— i Q))Z} (5.21)

Haciendo la aproximacionE| g |= E[ § |, y teniendo en cuenta que las cuantias pasadas y

predichas son variables aleatorias independieyntas:; lo tanto la varianza de su diferencia es

exactamente la suma de sus varianzas, se puedenagre! error como:

MSE¢) = E[( 9‘7}3)2}: %( i€~ %UC])Z}
o[(6-e[¢)) (¢ £7)]+ 4l E)]

n - \2 2 R 2
MSH(G) = E[( - iP) }: %( i %ijc}) }’ %(ij C- E q) } (5.22)
El error cuadratico medio de la prediccion (insesgacC; puede descomponerse,

aproximadamente, en una parte de varianza de e:izcbimE[(qj - E[ G ])2} = V[ H y otra

parte de varianza del proceEc{((;j - E[E;I ])1 = V[“ﬂ. Por tanto:

MSE(¢)= & (¢-¢) |= \.c]+ ¥id. (5.23)
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Utilizando el método delta, se deriva que:

ﬂu
0/7,l

Ve =[5 Vi ]

Por tanto, el error cuadratico medio de predicdéinpago futuraC; se puede aproximar por:

V7 | (5.24)

vse(q)= 8 (=) |=ru+

|

:“u
on,

Para la varianza de la estimacion, cabe notar gye e e" en el caso de funcion de enlace

6,uIJ _

logaritmica y, por lo tanto, = 4; . Estas dos Ultimas relaciones conducen a la

i
siguiente aproximacion para el error cuadraticoimed prediccion del pago futui, :
MSE( g ) DW£Mf+,L{j2V[/]j . (5.25)
i
cuando se asume la familia paramétrica de distobes (2.5).
También se pueden calcular los errores cuadrati@mios de prediccion para las provisiones
por afios de origen (5.2), para la provision tosadlY y para los pagos futuros por afos de

calendario (5.3)En estos casos se obtienen expresiones en laggtecan las covarianzas

estimadas de los diferentes predictores lineategug sic; y C,, son diferentes estimadores

de pagos futuros, entonces:
Cov . G |= & A CoViy iy |

Los errores cuadraticos medios para las provisipoeafios de origen son:
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MSE( P) = E[( P_A’ﬂ: 3 Wﬂﬁﬁ‘”’lf Mnlu =

=1k T
i+)>k

=y Ly CAPIERIUNLpY - HH.CMT ] (5.26)

=1,.. i ] j
i+j>k I +j>k ] >J
I+]]>k,l+]2>k

i=1,...K

Los errores cuadraticos medios para los pagosoisfuor afios de calendario son:

MSE( PF) = E[( PE- PF)} > Wﬂﬂfﬂf \inu =

i,j=1,.k
i+j=t

=Y Zu+ Y a2 Y uu oo, G2)

i,j=1,.k Vvij IJ:l k '1'2JlJ 2= 1k,
i+j=t +j hl1# 9
i+ i o

Por ultimo, el error cuadratico medio para la pse total es:

MSE(R= & (P 1 |= 3 Buieu Vo=

i,j=1,...k
i >k
= 2 ﬂﬂg"' D H [ }+2 > Ui H, Cov[/] n ] (5:28)
- W. v ) lJ 117Th 2 AP
Hj;lk""k ! Hj>kk I'i’iil;i]li:rjz*
hli#A 39 2

Hay que destacar que en England y Verrall (199Rhgland (2002) se obtiene la estimacion
del error de prediccidn para las provisiones pasaie origen (5.26) y para la provision total
(5.28) en el MLG. En este trabajo se ha obtenidestemacion del error de prediccion para los
pagos futuros por afios de calendario (5.27) enlgbMjue también se puede encontrar en
Boj y Costa (2015c).

Finalmente, el error de prediccion (PE) para caeaipcion €., para las provisiones por

ij?

afos de origenpara los pagos futuros por afio de calendario y l@amovision totgl se

138



Célculo de provisiones en los seguros no vida

pueden calcular como la raiz cuadrada de los erovadraticos medios (5.25), (5.26), (5.27)
y (5.28), respectivamente.

Para calcular los errores de prediccion se puedetambién la metodologiaootstrapping
residualsdescrita en el capitulo 2 de este trabajo, queipeorear estimadores por muestreo
(con reemplazo) de los residuos observados erbkevaciones pasadas para obtener un gran
conjunto de pseudo-datos. Concretamente, en eld=ddLG y el calculo de provisiones es
usual aplicabootstrapping residualbasado en los residuos de Pearson, como se h&m en
et al. (2014b), Boj y Costa (2015c), England y Verrall42p, England (2002) y Pinheiet

al. (2003).

Cuando se asume (5.16), los residuos de Pearsf)) guen la siguiente expresion:

p=G A (5.29)

i
por lo tantoc, =£° [=- + 1 .
] 1] ]
W,
i

Los residuos de Pearson son no escalados en iglssgné no incluyen el parametro de escala

@. Para estimar el parametro de es¢2la3), en este caso se aplica:

b_ 1 (Cu'_[ﬁ)
(f_n—Zk—li,j;.kW” T (5.30)

i+j<k

k(k+1)

donden= es el nimero de observaciones pasadas=y2k+1 es el nimero de

parametros estimados . Se utilima- p en el denominador en lugar de para reducir el

sesgo.

En el proceso deootstrapse ajustan los residuos por los grados de libertad:
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: n
= \m2ke1t e

de la misma manera que en el parametro de esgalsara que sea compatible.

El procedimiento que se sigue al aplicar la metagialbootstrapping residualen este caso

que se esta considerando se resume en los siguades:

* En primer lugar se aplica el MLG elegido al trialoyun-off de los datos de cuantias
observadas y se calculan los residuos de Pearst9).(5
* Se remuestreaB veces los residuos ajustados (5.31), con reempjaziilizando este

conjunto de residuoq‘”y los valores estimados ¢e secreanB nuevas muestras de

triangulosrun-offde cuantias no acumuladas aplicando la expresion:

*_ P'* /\{ ~
G =% JH tH -

* Se estima el MLG elegido a cada una deBasuestras y se calculan las cuantias

correspondientes.
Los B valores de las estimaciones proporcionan la Histion predictiva de una cuantfqﬁb;{"’t
(para cada valor), de las provisiones por afiogigeroP™* (para cada afio de origen), de la

~ —~ boot
provision total P*, y de los pagos futuros por afios de calend®@ (para cada afio de

calendario).

Ademas, con la varianza del conjunto de estimadobtenidos de esta manera se puede

calcular un estimaddyootstrapdel error de prediccion, que se denotaREP°"

En concreto, en primer lugar, se deduce la formrenl@l caso en el qUé[QJ] de (5.23) se

estima mediante la varianza de la distribuciéniptee de c; :
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e (6)= L E V). 1wk 52)

Teniendo todo esto en cuenta, a continuacion sacdadlas formulas de las estimaciones
bootstrapdel error de prediccién para las provisiones parsadie origen, para los pagos
futuros por afios de calendario y para la provigidal.

Las estimacionelsootstrapdel error de prediccion para las provisiones |fior @ origen son:

PE*(R)= | Y i%nhv[ F‘?"Ot] =1 k. (5.33)

Las estimacionedootstrap del error de prediccion para los pagos futuros @dos de

calendario son:

pEboot(pE): i(,f [/P\Ffom} . t=k+1..,X%. (5.34)
Kk W

La estimacionbootstrapdel error para la provision total es:

PE™(P)= z (f q’ + V[ Fboot} (5.35)

i,j=1,. k

i+j>k
Para poder comparar los resultados con el errpratiiccion definido de forma analitica para
el MLG no ha sido necesario hacer un ajuste qugatem cuenta los grados de libertad,
porque se asume que en el procesbadstrapingse estan utilizando los residuos de Pearson

ajustados (5.31). Si se utilizan directamente ksiduos de Pearson (5.29) es necesario
corregir el error estandar multiplicandmor L, donde p=2k+1 es el numero de
n-p

parametros del modelo.
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Ademas, hay que afiadir un estimador de la varial®taproceso segun la distribucion
supuesta en (2.5).

Con esta metodologia se puede estimar la distGhymiedictiva de los importes individuales
¢, » de las provisiones por afos de origen (5.2)odeoagos futuros por afios de calendario
(5.3) y de la provision total (5.4). A partir detass distribuciones predictivas se pueden

calcular estadisticos como la media, la desviaegiandar, cuantiles (como puede ser el valor

en riesgo), asimetria, curtosis, realizar histogigratc.

En el MLGBD, a diferencia del MLG clasico, la metbahia bootstrapque se aplica es
bootstrapping pairs

5.3.2.5 Aplicacioén practica

Para ilustrar los distintos métodos estocasticosattrilo de provisiones se usan los mismos

datos de Taylor y Ashe (1983) que ya han sidazatilos en los métodos deterministas.

En estos métodos, ademas de obtener el impotés geovisiones y de los pagos futuros por
afos de calendario, también es posible calcularefosres de estimacion que se hayan

cometido.

Los resultados se han obtenido haciendo uso deva@efR. En concreto, para obtener los
resultados del modelo de Mack se ha usado la faMazkChainLaddede la libreriaChain-
LadderdeR (Gesmanret al, 2015) y para ajustar los MLG se ha usado la dimgim de la
libreriastatsdeR. En el caso de aplicarse el MLGBD se hace usa dienciondbgimde la
libreriadbstatsde Bojet al.(2014a).

Resultados con el modelo de Mack

Las instrucciones para ajustar el modelo de Maoka®siguientes:
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R> library(ChainLadder)

R> cij<- ¢(357848, 766940, 610542, 482940, 527326, 574398, 146342, 139950,
227229, 67948, 352118, 884021, 933894, 1183289, 445745, 320996, 527804, 266172)
R> cij<-c(cij, 425046, 290507,1001799, 926219, 1016654, 750816, 146923, 495992,
280405, 310608, 1108250, 776189, 1562400, 272482, 352053, 206286, 443160,
693190, 991983, 769488, 504851)

R> cij<-c(cij, 470639, 396132, 937085, 847498, 805037, 705960, 440832, 847631,
1131398, 1063269, 359480, 1061648, 1443370, 376686, 986608, 344014)

R> n<-length(cij);k<-trunc(sqrt(2*n))

R> i<-rep(1:k,k:1);i<-as.factor(i)

R> j<-sequence(k:1),;j<-as.factor(j)

R> cij.I<-xtabs(cij~i+j)

R> cij.v<-as.vector(cij.l)

R> ii<-row(cij.l);jj<-col(cij.l)

R> future<-as.numeric(ii+jj-1>k)

R> cij.v.2<-cij.v

R> cij.v.2[future==1]<-NA

R> C<-matrix(cij.v.2,k, k)

R> C<-t(apply(C,1,cumsum))

R> C<-as.triangle(C)

R> MackChainLadder(C)

MackChainLadder(Triangle = C)

Latest Dev.To.Date Ultimate IBNR Mack.S.E  CV(IBNR)

1 3,901,463 1.0000 3,901,463 0 0 NaN

2 5,339,085 0.9826 5,433,719 94,634 71,835 0.759
3 4,909,315 0.9127 5,378,826 469,511 119,474 0.254
4 4,588,268 0.8661 5,297,906 709,638 131,573 0.185
5 3,873,311 0.7973 4,858,200 984,889 260,530 0.265
6 3,691,712 0.7223 5,111,171 1,419,459 410,407 0.289
7 3,483,130 0.6153 5,660,771 2,177,641 557,796 0.256
8 2,864,498 0.4222 6,784,799 3,920,301 874,882 0.223
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9 1,363,294 0.2416 5,642,266 4,278,972 970,960 0.227
10 344,014 0.0692 4,969,825 4,625,811 1,362,981 0.295

Totals
Latest: 34,358,090.00
Dev: 0.65

Ultimate: 53,038,945.61
IBNR:  18,680,855.61
Mack.S.E 2,441,364.13
CV(IBNR): 0.13

Los estimadores de los parametnds que se obtienen Bolos mismos que los que se han

obtenido con el método de Chain-ladder y se recagmntinuacion en la Tabla 5.13:

Tabla 5.13. Estimadores de los parametips

con el modelo de Mack.

3.490607
1.747333
1.457413
1.173852
1.103824
1.086269
1.053874
1.076555
1.017725

5) 03> \3) a§> 03) 4;3> 03) |\3> =

Los estimadores de los parémetrifsse muestran en la Tabla 5.14:
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Tabla 5.14. Estimadores de los parémefr@s

con el modelo de Mack.

>

z 160280.3275
2 37736.8550
2 41965.2130
i 15182.9027
2 13731.3239
2
6
2
7
2
8
2
9

>

>

>

>

>

8185.7716
446.6166
1147.3660
403.9358

>

>

>

Los valores estimados de los importes futu@scon i +j >k coinciden con los obtenidos

por Chain-ladder y, en consecuencia, las provisigoe afios de origen, los pagos futuros por

afos de calendario y la provision total van ageales.

Sin embargo, al tratarse de un modelo estocasticpueden estimar los errores de prediccion
gue se han cometido, tanto para las provisionesafios de origen como para la provision
total, haciendo la raiz cuadrada de (5.13) y (5.E4)os resultados los proporciona la funcion
MackChainLadderde la libreriaChain-Ladderde R y, ademas, expresa estos errores como
porcentaje de la provisién correspondiente, enul® sg denomina coeficiente de variacion.
Los valores obtenidos se muestran en la Tabla 5.15.

Se desprende de los valores obtenidos, por ejemppara el afio de origen 1 el error de
prediccion es del 76% de la provision de ese afita @rovision total, el error de prediccion
cometido en su estimacidn asciende al 13% de sarimpEstos valores resultan Utiles para

poder comparar entre distintos métodos estocagtizagdlculo de provisiones.
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Tabla 5.15. Errores de prediccion para las promesgor afios de origen y para la
provision total y coeficientes de variacion comeldelo de Mack.

Ao de Error de  Coeficiente

origen predicccion de variacion
1 71835 75.91%
2 119474 25.45%
3 131573 18.54%
4 260530 26.45%
5 410407 28.91%
6 557796 25.61%
7 874882 22.32%
8 970960 22.69%
9 1362981 29.46%

Total 2441364.1 13.07%

Resultados con MLG con distribucion Normal y funcid de enlace logaritmica

La instruccion para ajustar el MLG con distribuciarmal y funcion de enlace logaritmica

es la siguiente:

R> glm(formula = cij ~ i + j, family = gaussian(link = "log"))

Call: glm(formula = cij ~ i + j, family = gaussian(link = "log"))
Coefficients:

(Intercept) i2 i3 i4 i5 i6
12.40848 0.39584 0.39257 0.45477 0.24200 0.29588
i7 i8 i9 i10 j2 i3
0.42291 0.65390 0.45660 0.33996 0.93300 0.99616
j4 i5 j6 i7 i8 i9
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1.08573  0.44501  0.04021  0.03045 -0.32999  0.08932
j10
-1.28198

Degrees of Freedom: 54 Total (i.e. Null); 36 Residual
Null Deviance: 6.598e+12
Residual Deviance: 1.096e+12 AIC: 1500

Los valores de los parametros asociados al prediogal del MLG que se han estimado se

plasman en la Tabla 5.16.

Tabla 5.16. Estimadores de los parametros del gioedi
lineal para MLG con distribucién

Normal y funcidn de enlace logaritmica.

&  12.4084¢
&  0.39584
@, 0.39257
G, 0.45477
d,  0.242

d;  0.29588
d,  0.42291
@ 0.6539

7, 0.4566

d, 0.33996
B~ 0.933

B, 0.99616
B, 1.08573
B,  0.44501
B 0.04021
B, 0.03045
B, -0.32999
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B, 0.08932
B, -1.28198

Para poder completar el triangulon-off hasta obtener el cuadrado se aplica la expresion

(5.20). Por ejemplo, para el afio de origer6 y el afio de desarrolje= 9, se obtiene:

669=exp(éo+é'6+ ég): exp(12.40848 0.42291 1.28188) 103,

gue coincide con el resultado ya obtenido en ebdwétle minimos cuadrados de De Vylder.
El importe de las provisiones por afios de origes phgos futuros por afios de calendario y la

provision totaktambién coinciden.

Tabla 5.17. Provisiones por afio de origen y préwisotal, errores de
prediccion y coeficientes de variacion para ML@ dastribucion Normal

y funcion de enlace logaritmica usando férmulditca.

Afo de ., Error de  Coeficiente
Provision

origen prediccion de variacion
1 100945.4 1763993 1747.17%
2 497090.4 1770671 16.99 %
3 806402.5 1779059 20.57 %
4 973409.8 1771605 22.52 %
5 1369978.3 1779036 25.93 %
6 2138821.0 1796344 30.93 %
7 4089153.1 1860366 39.56 %
8 4403751.5 1951428 56.34 %
9 4793453.8 3111097 64.90%

Total 19173006 4399697 22.95%

Para el caso del MLG se pueden obtener de losesro® prediccion de forma analitica para
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las provisiones por afios de origen y para la pi@vitotal a partir de la raiz cuadrada de los
errores cuadraticos medios (5.26) y (5.28), resmauente. En la Tabla 5.17 se muestran
estos resultados junto con los coeficientes deawidn, que expresan el porcentaje que

supone este error con respecto al importe de a0 correspondiente.

De manera analoga se calcula, en la Tabla 5.18y@l de prediccién para los pagos futuros
por afios de calendario (5.27) y los coeficientesal@cion, que expresan el porcentaje que

supone este error con respecto al importe del pagespondiente.

Tabla 5.18. Pagos futuros por afios de calendarmres de
prediccion y coeficientes de variacion para ML@ dastribucién Normal

y funcion de enlace logaritmica usando formulditioa.

Ao de Error de  Coeficiente
calendario Pago prediccidon de variaciéon
10 5338247.9 1861081 34.86%
11 4286487.1 1869066 43.60%
12 3182404.2 1872331 58.83%
13 2139918.5 1803973 84.30%
14 1595221.9 1791901 112.33%
15 1251167.8 1794356 143.41%
16 800676.3 1794002 224.06%
17 483423.0 1783502 368.93%

18 95459.2 1762682 1846.53%

Resultados con MLG con distribucion Poisson sobreispersa y funcion de enlace

logaritmica

La instruccion para ajustar el MLG con distribuciBoisson-sobredispersa y funcion de

enlace logaritmica es la siguiente:
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R> glm(formula = cij ~ i + j, family = "quasipoisson")

Call: glm(formula = cij ~ i + j, family = "quasipoisson")

Coefficients:

(Intercept) i2 i3 i4 i5 i6

12.506405 0.331272 0.321119 0.305960 0.219316 0.270077
i7 i8 i9 i10 j2 i3

0.372208 0.553333 0.368934 0.242033 0.912526  0.958831
j4 j5 j6 i7 j8 j9

1.025997 0.435276 0.080057 -0.006381 -0.394452 0.009378
j10

-1.379907

Degrees of Freedom: 54 Total (i.e. Null); 36 Residual
Null Deviance: 10700000
Residual Deviance: 1903000 AIC: NA

Los valores de los parametros asociados al prediogal del MLGque se han estimado se

plasman en la Tabla 5.19:

Tabla 5.19. Estimadores de los parametros delqicedi
lineal para MLG con distribucién Poisson

sobre-dispersa y funcion de enlace logaritmica.

G 12.50640!
@, 0.331272
@, 0.321119
@, 0.30596
@, 0.219316
a, 0.270077
a, 0.372208
7. 0.553333

~
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5, 0.398934
4, 0.242033
j 0912526
B, 0958831
p, 1025997
B, ~0.435276
4 0.080057
B, -0.006381
B, -0.394452
B~ 0.009378
B, -1.379907

Para poder completar el trianguion-off hasta obtener el cuadrado se aplica la expresion

(5.20). Por ejemplo, para el aiio de origen9 Yy el afio de desarrollp= 4 se obtiene:

&, =exp(&+d,+ B,) = exp(12.506405 0.242033 0.4352%6) 5318,

que coincide con el resultado obtenido en el métm&hain-ladder, igual que el importe de
las provisiones por afios de origen, los pagos datpor afios de calendario y la provisiéon

total.

También en este MLG se pueden obtener de los sriageprediccion con la expresion

analitica para las provisiones por afios de origema los pagos futuros por afios de
calendario y para la provision total a partir derdéz cuadrada de los errores cuadréaticos
medios (5.26), (5.27) y (5.28), respectivamente.

En la Tabla 5.20 se indican los errores de predglicpara las provisiones por afios de origen y

para la provision total y los coeficientes de v@da correspondientes:

151



Capitulo 5

Tabla 5.20. Provisiones por afio de origen y prowmisotal, errores de
prediccion y coeficientes de variacion para ML@ déstribucién Poisson

sobre-dispersa Yy funcion de enlace logaritmicads&rmula analitica.

Ao de L, Error de  Coeficiente
_ Provision o L
origen prediccion de variacion

1 94633.8 110099.6 116.34%
2 469511.3 216042.8 46.01%
3 709637.8 260871.3 36.76%
4 984888.6 303549.1 30.82%
5 1419459.5 375012.8 26.42%
6 2177640.6 495376.8 22.75%
7 3920301.0 789959.7 20.15%
8 4278972.2 1046512.6 24.46%
9 4625810.7 1980100.7 42.81%

Total 18680856 2945659 15.77%

De manera analoga se muestran en la Tabla 5.2d&rloses de prediccion para los pagos

futuros por afios de calendario y los coeficiengesatiacion:

Tabla 5.21. Pagos futuros por afos de calendarmres de
prediccion y coeficientes de variacion para ML@ déstribucién Poisson

sobre-dispersa y funcion de enlace logaritmicads&rmula analitica.

Afo de Error de  Coeficiente
. Pago o o
calendario prediccion de variacion
10 5226535.8 747369.6 14.30%
11 4179394.4 710144.6 16.99%
12 3131667.5 644139.5 20.57%
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13 2127271.9 479125.6 22.52%
14 1561878.9 404967.7 25.93%
15 1177743.7 364294.9 30.93%
16 744287.4 294424.6 39.56%
17 445521.3 250986.8 56.34%
18 86554.6  108268.8 125.09%

Para este MLG se aplica también la metodoltgiatstrapping residualpara analizar los
errores de prediccion para las provisiones por dgiorigen (5.33), para la provision total
(5.35) y para los pagos futuros por afios de catenda.34). Con B=1000 muestras

generadas también se puede obtener la media dstalsuciones predictivas en cada caso.

En primer lugar, en la Tabla 5.22, se muestrandesltados para las provisiones por afio de

origen y para la provision total:

Tabla 5.22. Provisiones medias por afio de origemyision media total, errores de
prediccion y coeficientes de variacion para MLG dgstribucion Poisson

sobre-dispersa y funcién de enlace logaritmicadsbootstrapcon 1000 muestras.

Afo de Provision Error de  Coeficiente

origen media prediccion de variacion

100416.0 108422.0 114.57%
477357.4 213628.5 45.50%
727897.6 257700.5 36.31%
978122.3 301692.6 30.63%
1438384.0 369127.7 26.00%
2194055.0 491173.6 22.55%
3934897.0 787571.2 20.09%
4236251.0 1032951.4 24.14%
4711136.0 2081503.2 45.00%

[EEN
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Total 18757856 2882413 15.43%

En la siguiente Tabla 5.23 se indican los resuliapara los pagos futuros por afios de

calendario:

Tabla 5.23. Pagos futuros medios por afios de calen@rrores de prediccion y coeficientes
de variacion para MLG con distribucion Poisson eatispersa

y funcion de enlace logaritmica usarmmwtstrapcon 1000 muestras.

Ao de Pago Error de Coeficiente

calendario medio  prediccion de variacion

10 5262187.6 756563.2 14.48%
11 4206004.9 721067.3 17.25 %
12 3153556.8 649753.2 20.75 %
13 2139244.8 487995.9 22.94 %
14 1562523.4 411005.7 26.31 %
15 1178586.1 365547.7 31.04 %
16 771451.6 292974.4 39.36 %
17 455633.0 254458.2 57.11 %
18 91579.0 107988.8 124.76 %

Los resultados obtenidos, tanto aplicando la féanaualitica como aplicandmotstrap en
el calculo de los errores de prediccidn se puedesuitar también en Boj y Costa015b,
2015c).

Resultados con MLG con distribucion Gamma y funciérde enlace logaritmica

La instruccion para ajustar el MLG con distribuci@amma y funciéon de enlace logaritmica

es la siguiente:
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R> Call: glm(formula = cij ~ i + j, family = Gamma(link = "log"))

Coefficients:

(Intercept) i2 i3 i4 i5 i6

12.55954 0.31725 0.28342 0.16543 0.23059 0.27302
i7 i8 i9 i10 j2 i3

0.35231 0.46192 0.30715 0.18890 0.90857 0.93156
j4 j5 j6 i7 j8 j9

0.99753 0.41453 0.11082 -0.05421 -0.44967 -0.05944
j10

-1.43304

Degrees of Freedom: 54 Total (i.e. Null); 36 Residual
Null Deviance: 20.1
Residual Deviance: 4.023 AIC: 1501

Los valores de los parametros asociados al prediogal del MLG que se han estimado se

plasman en la Tabla 5.24:

Tabla 5.24. Estimadores de los parametros delgigedineal
para MLG con distribucion Gamma

y funcion de enlace logaritmica.

12.55954
0.31725

0.28342
0.16543
0.23059
0.27302
0.35231
0.46192
0.30715
0.18890

©Q>oo>\1>m)u1>4>>w>m)»—\Q)Cp>
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,5)1 0.90857
,éz 0.93156
,éa 0.99753
134 0.41453
BS 0.11082
:éa -0.05421
137 -0.44967
,és -0.05944
Bg -1.43304

En la siguiente Tabla 5.25 se indican los erroegrdiccion usando la férmula analitica
para las provisiones por afios de origen y pareodgon total y los coeficientes de variacion

correspondientes:

Tabla 5.25. Provisiones por afio de origen y prowisotal, errores de
prediccion y coeficientes de variacion para ML@ dastribucion Gamma

y funcion de enlace logaritmica usando férmulditica.

Afo de ., Error de  Coeficiente
. Provision o o
origen prediccion de variacion

1 93316.3 45166.4 48.40%
2 446507.0 160557.2 35.96%
3 611147.2 177624.6 29.06%
4 992027.2 254470.9 25.65%
5 1453086.3 351334.3 24.18%
6 2186161.9 526287.9 24.07%
7 3665072.1 941322.3 25.68%
8 4122404.7 1175945.9 28.53%
9 4516082.0 1667392.4 36.92%

156



Célculo de provisiones en los seguros no vida

Total 18085805 2702710 14.94%

De manera analoga se calculan, en la Tabla 5.86ermres de prediccion para los pagos

futuros por afos de calendario y los coeficientegatiacion:

Tabla 5.26. Pagos futuros por afios de calendarmres de prediccion
y coeficientes de variacion para MLG con distribacGamma

y funcion de enlace logaritmica usando formulditica.

Ao de Error de Coeficiente
calendario Pago prediccion de variacion
10 5096855.3 847281.6 16.62 %
11 4050001.5 749549.8 18.51 %
12 3064407.7 628141.0 20.50 %
13 2078010.5 431885.8 20.78 %
14 1510392.7 345880.7 22.90 %
15 1095402.7 292255.7 26.68 %
16 692118.4 220057.8 31.79 %
17 416539.9 181226.5 43.51 %
18 82075.9  47918.1 58.38 %

Se generarB =1000 muestras con la metodolodgiaotstrapping residualpara obtener los
errores de prediccion para las provisiones por daxigen, para la provision total y para los

pagos futuros por afios de calendario.

En la siguiente Tabla 5.27 se muestran los resadtpdra las provisiones por afios de origen
y para la provision total:
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Tabla 5.27. Provisiones medias por afios de origgovision media total, errores de
prediccion y coeficientes de variacion para MLG dgstribucion Gamma

y funcion de enlace logaritmica usarmbmtstrapcon 1000 muestras.

Afo de Provision  Error de  Coeficiente

origen media  Prediccion de variacion
1 93329.9 30298.7 32.47%
2 446523.7 119334.9 26.73%
3 611181.0 126847.6 20.76%
4 992028.9 174635.3 17.60%
5 1453085.0 227208.1 15.64%
6 2186166.0 316433.8 14.47%
7 3665091.0 532016.3 14.52%
8 4122432.0 556356.6 13.50%
9 45166073.0 566682.4 12.55%

Total 18085636 1061700 5.87%

Por ultimo, se indican los resultados correspontdgera los pagos futuros por afos de

calendario en la siguiente Tabla 5.28:

Tabla 5.28. Pagos futuros medios por afio de calendarores de prediccion
y coeficientes de variacion para MLG con distribndGamma y

funcidn de enlace logaritmica usarmmtstrapcon 1000 muestras.

Afo de Pago Error de  Coeficiente

calendario medio  prediccién de variacion

10 5096897.2 652964.8 12.81%
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11
12
13
14
15
16
17
18

4050047.9 545647.9
3064465.1 434825.7
2078021.4 297581.3
1510393.3 233914.7
1095419.1 194252.2

692130.4 142601.5
416548.9 109441.6
82080.9 26649.2

13.47 %
14.19 %
14.32 %
15.49 %
17.73 %
20.60 %
26.27 %
32.47 %

Los resultados obtenidos, tanto aplicando la féanamlalitica como aplicandmotstrap en el

calculo de los errores de prediccidon se puedenuttansambién en Boj y Cos{a2015c).

Resultados con MLGBD con distribucion Poisson sobrdispersa y funcién de enlace

logaritmica

Si se considera la distribucién del error Poissobresdispersa, la funcion de enlace

logaritmica y la distanci@® Euclidea en el MLGBD, los importes para la prayisiotal, las

provisiones por afios de origen y los pagos futpmysafios de calendario coinciden con los

importes obtenidos en el MLG clasico con distrilbucPoisson sobre-dispersa y funcién de

enlace logaritmica y también con los importes ddtenen el método Chain-ladder.

La instruccion para ajustar el MLGBD con distridurciPoisson sobre-dispersa, con funcion

de enlace logaritmica y con distané¢faEuclidea es la siguiente:

R> library(dbstats)

R> dbgim(formula = cij ~ i + j, family = quasipoisson, method = "rel.gvar", metric =

"euclidean ", rel.gvar = 1)

Call: dbglm(formula = cij ~ i + j, family = quasipoisson, method = "rel.gvar",

metric = "euclidean ", rel.gvar = 1)
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family: quasipoisson

metric: euclidean

Degrees of Freedom: 54 Total (i.e. Null); 36 Residual
Null Deviance: 10700000

Residual Deviance: 1903000

AIC: NA
BIC: NA
GCV: 76454.18

En cuanto a los errores de prediccion, si se aplas expresiones analiticas (5.26), (5.27) y

(5.28) también coinciden con los resultados nuroérén el caso del MLG clasico.

Por tanto, la aplicacién numérica en el caso deGHED se centra en los resultados obtenidos

al aplicar la metodologibootstrap.Cabe recordar que en el MLG clasico se ha aplicado

bootstrappingresiduals basado en los residuos de Pearson, mientrasmqaeMLGBD se
aplica bootstrappingpairs. Se ha considerado un numeBx=1000de muestras para los

calculos.

En la siguiente Tabla 5.29 se presentan los rekdtde los errores de prediccion para las

provisiones por afio de origen (5.33) y para laigiom total (5.35), asi como la media de las

distribuciones predictivas en cada caso.

Tabla 5.29. Provisiones medias por afio de origemyision media total, errores de
prediccion y coeficientes de variacion para MLGBID distribucién Poisson
sobre-dispersa, funcion de enlace logaritmica tadga (> Euclidea usando

bootstrapcon 1000 muestras.

Afo de Provision  Errorde  Coeficiente
origen media  prediccidon de variacion
1 197097.3 155179.5 163.97%
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2 567831.6  229653.5 48.91%
3 802433.7 292340.3 41.19%
4 1101788.1 317124.6 32.19%
5 1563680.6 391937.7 27.61%
6 2311566.8 489300.1 22.46%
7 3926323.4 835373.9 21.30%
8 4339191.5 660743.7 15.44%
9 4826806.1 677215.6 14.63%
Total 19554135.32231053.6 11.94%

En la siguiente Tabla 5.30 se recogen los resudtadoespondientes a los pagos futuros por
afios de calendario:

Tabla 5.30. Pagos futuros medios por afio de calendarores de prediccion y coeficientes

de variacion para MLGBD con distribucion Poissobrsedispersa, funcion de enlace

logaritmica y distancia@® Euclidea usandbootstrapcon 1000 muestras.

Afo de Pago Error de Coeficiente

calendario medio  prediccion de variacion

10 5322047.9 651320.2 12.46%
11 4277227.1 595874.5 14.25%
12 3250816.7 522637.4 16.68%
13 2240502.3 436147.2 20.50%
14 1671934.2 374468.5 23.97%
15 1273321.1 327033.4 27.76%
16 861294.6 276203.3 37.10%
17 543109.0 217777.7 48.88%
18 174215.7 144268.3 166.67%
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Resultados con MLGBD con distribucion Gamma y fundn de enlace logaritmica

Si se considera la distribucion de error Gamméyraion de enlace logaritmica y la distancia

¢* Euclidea en el MLGBD, los importes para la prawistotal, las provisiones por afios de
origen y los pagos futuros por afios de calendaiiacen con los importes obtenidos en el

MLG clasico con distribucion del error Gamma y fidmcde enlace logaritmica.

La instruccion para ajustar el MLGBD con distribirci Gamma, con funcion de enlace

logaritmica y con distanci& Euclidea es la siguiente:

R> dbglm(formula = cij ~ i + j, family = Gamma(link="log"), method = "rel.gvar”,

metric = "euclidean", weights = rep(1, n), rel.gvar = 1)

Call: dbglm(formula = cij ~ i + j, family = Gamma(link = "log"), method = "rel.gvar",

metric = "euclidean", weights = rep(1, n), rel.gvar = 1)

family: Gamma

metric: euclidean

Degrees of Freedom: 54 Total (i.e. Null); 36 Residual
Null Deviance: 20.1

Residual Deviance: 4.023

AIC: 1500.771
BIC: 1538.91
GCV: 0.1616

En cuanto a los errores de prediccion, si se aplas expresiones analiticas (5.26), (5.27) y
(5.28) también coinciden con los resultados nuroérén el caso del MLG clasico.

En la siguiente Tabla 5.31 se presentan los refsdtde los errores de prediccidon para las

provisiones por afio de origen (5.33) y para laigion total (5.34), asi como la media de las
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distribuciones predictivas en cada caso, cuandapbea bootstrappingpairs con B =1000

muestras para los calculos.

Tabla 5.31. Provisiones medias por afio de origemoyision media total, errores de

prediccion y coeficientes de variacion para MLGBID distribucion Gamma, funcién

de enlace logaritmica y distandi&dEuclidea usandbootstrapcon 1000 muestras.

Afo de Provision Errorde Coeficiente

origen media  prediccion de variacion
1 199807.2  149998.0 160.74%
2 555157.9 216572.3 48.50%
3 722770.1  238360.9 39.00%
4 1127075.6 300218.6 30.26%
5 1589023.2 368042.5 25.33%
6 2326038.3 475971.9 21.77%
7 3756355.5 869596.4 23.73%
8 4216383.7 725539.0 17.60%
9 4755761.6 733279.3 16.24%

Total 19248389.02270695.2 12.55%

Por ultimo, en la Tabla 5.32 se muestran los rada# correspondientes a los pagos futuros

por afios de calendario:
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Tabla 5.32. Pagos futuros medios por afio de calien@arores de prediccion y

coeficientes de variacion para MLGBD con distrillincGamma, funcién de

enlace logaritmica y distancid Euclidea usandbootstrapcon 1000 muestras.

Afo de

calendario

Pago Error de

medio  prediccion

Coeficiente

de variacion

10
11
12
13
14
15
16
17
18

5237837.3 760410.0
4185514.9 659058.1
3199644.1 547190.1
2211179.4 407489.5
1641124.5 338332.6
1229712.7 290088.8

829033.2 238753.1
534531.8 190841.6
179831.5 132739.0

14.92%
16.27%
17.86%
19.61%
22.40%
26.48%
34.50%
45.82%
161.73%

5.3.3 Calculo de provisiones incluyendo margeneg diesgo

El actual contexto de Solvencia Il requiere ungyexie gestion empresarial del riesgo de las

entidades aseguradoras. En el problema de céleufzavisiones en seguros no vida es de

interés calcular el error de prediccion cometidon da metodologia utilizada para la

estimacion de los pagos futuros de la entidad. Adernta distribucion predictiva de las

estimaciones, que es descriptiva respecto delajigmymite obtener, por ejemplo, su valor en

riesgo a un nivel de confianza fijado.

Como se indica en Bermudez (2009), el error deigrish se puede utilizar para calcular las

provisiones de una manera mas prudente, afladiengoraentaje del error de prediccion al

mejor estimador.
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En la aplicacion de los MLG a las cuantias de sirie de un trianguloun-off y asumiendo

para la distribucion del error una familia paraneétdependiente de un parametro, junto con
la funcién de enlace logaritmica, en este trabajtvan podido desarrollar las férmulas del
error de prediccion de los pagos futuros por afeosalendario para la familia paramétrica
general, tanto para el caso de utilizar formula@dalitica como para el caso de realizar
estimaciorbootstrap En la practica, las formulaciones presentadawmipen realizar célculos

teniendo en cuenta un ambiente financiero, a paetivalor actual de los pagos futuros para

siniestros pendientes, incluyendo margenes deaiesg significado estadistico.

En este apartado se describe cédmo calcular el watoal de los pagos futuros por afios de
calendario, es decir, teniendo en cuenta el valmporal del dinero, siguiendo la Directiva
Solvencia Il (articulo 77.2). Para calcular est®vactual, seria preciso conocer la estructura
temporal de los tipos de interés y aplicar tiposntlerés libres de riesgo (Albarran y Alonso,
2010).

En Espafa, al igual que en otros paises occidentalereferencia basica de la estructura
temporal de los tipos de interés son los valorésEdtado. Asi, para valorar los flujos es
habitual utilizar los tipos de cupdn cero, a patérla cotizacion de los bonos del Estado en

los mercados financieros a distintos plazos.

Se plantean tres maneras distintas de calculal@t actual de los pagos futuros por afnos de

calendario:

1. En primer lugar, calcular el valor actual de loparies de los pagos futuros por afios

de calendario, sin incluir ningun tipo de margenidsgo:

2k

IBNF%ctual = Z PFt(l+ E

t=k+1

), (5.36)

dondel;, parat =k+1,..., 2, son los tipos de interés anuales para cada unoesde

futuros afios de calendario que se tengan en ceergbtriangulaun-off.
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2. En segundo lugar, calcular el valor actual de lgog futuros por afios de calendario
afadiendo un porcentajed, del error de prediccion. De esta manera se esta
incluyendo un margen de riesgo cada afo de calengaial al porcentaje fijado del

correspondiente error de prediccion.

Cabe recordar que se definen dos maneras alteapatie obtener el error de

prediccidn. En el caso de utilizar la formula atizdi (5.27) se tiene que:

2k —(t-
t=k+1
En cambio, si se aplica la metodolog@otstrapse utiliza la expresion (5.34) y se

deriva que:

2k

IBNR 0 = D ( PR+0 PE( PR))(1+ f)'(t'k). (5.38)
t=k+1
3. En tercer lugar, se puede calcular el valor actadbs valores en riesgo, VaR, para un
nivel de confianza fijadar de la distribucion predictiva de los pagos futyvos afios

de calendario:

IBNRﬂ:tuaI = zzk VaB (/F?Ebom) (1+ J!)_(t_k) ) (539)

t=k+1

En este caso se esta afladiendo un margen de pesgae se reemplaza la media
esperada de las distribuciones predictivas pouahtdl a de dichas distribuciones.

Cabe notar que esta manera de incluir un margeresigo solo es posible cuando se
estima la distribucidn predictiva de los pagos riosupor afios de calendario mediante

bootstrap.

5.3.3.1 Aplicacién practica

A continuacion se calcula numéricamente la prowislé siniestros pendientes utilizando los
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datos de Taylor y Ashe (1983) de las tres manastistds que acaban de describirse.

Se supone que el tipo de interés que se aplica &s5& anual fijo para todo el plazo y que
en el caso de afadir un porcentaje del error ddiquién se utiliza el valord =0.99E.
Ademas, el nivel de confianza fijado para obteh&akr en riesgo es del 99.5%, tal como se

indica en la Directiva Solvencia Il.

Se ilustra numéricamente el calculo de las promesobajo estos supuestos en el caso del
MLG clasico con distribucion Gamma y con distrikiucPoisson sobre-dispersa, con funcién
de enlace logaritmica en ambos casos. Ademas, ghdvl. GBD se tienen en cuenta las
mismas hipotesis y distanci& Euclidea, de manera que los resultados solameme s
distintos en la parte referente a la metodoldiiatstrapcon respecto al MLG clasico. El
estudio se centra en estas dos distribucionesgeatar las dimensiones de la investigacion,
pero cabe notar que seria posible aplicar otrasitiisiones como podria ser la Inversa-

Gaussiana.

En primer lugar, en las siguientes Tablas 5.333¢,5se calcula el valor actual de los pagos
futuros por afios de calendario, sin incluir ningdargen de riesgo, y el valor actual de los
mismos pagos pero afiadiendo un 99.5% del errorrelticoion con formula analitica. Se
muestran los resultados considerando las distobesi Poisson sobre-dispersa y Gamma, con

una funcion de enlace logaritmica, que coincidea pAMLG clasico y para el MLGBD si se

asume la distancié&® Euclidea.

Tabla 5.33. Valores actuales de los pagos futunosiios de calendario y de los pagos
futuros por afios de calendario mas un 99.5% det de prediccidn usando férmula analitica

con distribucién Poisson sobre-dispersa y funciéemlace logaritmica en el MLG y en el

MLGBD con distancia/> Euclidea, asumiendo un tipo de interés fijo anual del 1.5%

Afo de Diferimiento 5 Pago + 0.995 Error
ago
calendario (en afnos) J prediccion
10 1 5226535.8 5970168.6
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11 2 41793944 4885988.3
12 3 3131667.5 3772586.3
13 4 2127271.9 2604001.9
14 5 1561878.9 1964811.8
15 6 1177743.7 1540217.1
16 7 744287.4 1037239.9
17 8 445521.3 695253.2
18 9 86554.6 194282.1
Valor actual 17873967 21639961

Tabla 5.34. Valores actuales de los pagos futunosifios de calendario y de los pagos
futuros por afios de calendario mas un 99.55% dml ée prediccion usando formula

analitica con distribucion Gamma y funcion de ealagaritmica en el MLG y en el MLGBD

con distancia’® Euclidea, asumiendo un tipo de interés fijo anual del 1.5%.

Afo de Diferimiento Pago + 0.995 Error
calendario (en afios) Pago prediccion
10 1 5096855.3 5939900.5
11 2 4050001.5 4795803.6
12 3 3064407.7 3689408.0
13 4 2078010.5 2507736.9
14 5 1510392.7 1854544.0
15 6 1095402.7 1386197.1
16 7 692118.4 911075.9
17 8 416539.9 596860.3
18 9 82075.9 129754.4
Valor actual 17310125 20851676
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Si se aplica metodologibootstrap, los resultados respecto del error de prediccién son

distintos para MLG y MLGBD con distanci& Euclidea, asumiendo la misma distribucion
del error y la misma funcion de enlace. En las ds8.35 y 5.36 se recogen los resultados
correspondientes a la distribucion Poisson solmpetsa y en las Tablas 5.37 y 5.38 se
recogen los resultados correspondientes a laliisiin Gamma. En cada tabla se calcula el
valor actual de los pagos futuros por afios de dakem el valor actual de los pagos futuros
por afios de calendario incrementados en un 99.5%rde de prediccion y el valor actual de
los valores en riesgo de las distribuciones predistde los pagos futuros por afios de

calendario a un 99.5% de nivel de confianza.

Tabla 5.35. Valores actuales de los pagos futunogifios de calendario, de los pagos futuros
por afios de calendario méas un 99.5% del errorettiqmion y del valor en riesgo con un
nivel de confianza del 99.5% en el MLG con distcidn Poisson sobre-dispersa y funcion
de enlace logaritmica usando metodoldmgatstrapcon 1000 muestras, asumiendo un tipo

de interés fijo anual del 1.5%.

Ao de Diferimiento Pago + 0.995 Error
calendario (en afios) Pago prediccion VaRess

10 1 5226535.8 5979316.2 7417055.0
11 2 4179394.4 4896856.4 6364764.7
12 3 3131667.5 3778171.9 5207534.8
13 4 2127271.9 2612827.8 3682095.3
14 5 1561878.9 1970829.6 2735533.8
15 6 1177743.7 1541463.7 2209257.2
16 7 744287.4 1035796.9 1841310.7
17 8 445521.3 698707.2 1262432.7
18 9 86554.6 194003.5 473412.3

Valor actual 17873967 21681420 29688278
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Tabla 5.36. Valores actuales de los pagos futusosiffos de calendario, de los pagos futuros
por afios de calendario mas un 99.5% del errorettiqmion y del valor en riesgo con un
nivel de confianza del 99.5% en el MLGBD con distcion Poisson sobre-dispersa, funcion
de enlace logaritmica y distancdia Euclidea usando metodologiaotstrapcon 1000

muestras, asumiendo un tipo de interés fijo anelal %.

Afo de Diferimiento Pago + 0.995 Error
calendario (en afos) Pago prediccién VaReos

10 1 5226535.8 5874599.5 7154048.2
11 2 4179394.4 4772289.5 6154359.3
12 3 3131667.5 3651691.7 4734648.6
13 4 2127271.9 2561238.4 3576892.6
14 5 1561878.9 1934475.1 2788398.2
15 6 1177743.7 1503141.9 2262121.6
16 7 744287.4 1019109.7 1683506.6
17 8 445521.3 662210.1 1209831.3
18 9 86554.6 230101.6 631216.3

Valor actual 17873967 21203120 28720128

Tabla 5.37. Valores actuales de los pagos futusosiffos de calendario, de los pagos futuros
por afios de calendario mas un 99.5% del erroreiqmion y del valor en riesgo con un
nivel de confianza del 99.5% en el MLG con distdidn Gamma y funcidén de enlace
logaritmica, usando metodolodiaotstrapcon 1000 muestras y asumiendo un tipo de interés
fijo anual del 1.5%.

Afo de Diferimiento Pago + 0.995 Error
. Pago L VaRgg 5
calendario (en afnos) prediccion
10 1 5096855.3 5746555.3 5099652.6
11 2 4050001.5 4592921.2 4052656.1
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12 3 3064407.7 3497059.3 3067038.9
13 4 2078010.5 2374103.9 2079754.3
14 5 1510392.7 1743137.8 1511867.6
15 6 1095402.7 1288683.6 1096662.3
16 7 692118.4 834006.9 693145.23
17 8 416539.9 525434.3 417478.6
18 9 82075.9 108591.9 82457.2
Valor actual 17310125 19810455 17324230

Tabla 5.38. Valores actuales de los pagos futunogifios de calendario, de los pagos futuros
por afios de calendario mas un 99.5% del errorettiqmion y del valor en riesgo con un

nivel de confianza del 99.5% en el MLGBD con distcibn Gamma, funcién de enlace

logaritmica y distanci@® Euclidea, usando metodolodiaotstrapcon 1000 muestras y

asumiendo un tipo de interés fijo anual del 1.5%.

Afo de Diferimiento Pago + 0.995 Error
calendario (en anos) Pago prediccion VaReos

10 1 5096855.3 5853463.2 6323486.2
11 2 4050001.5 4705764.3 5350768.6
12 3 3064407.7 3608861.8 4230436.4
13 4 2078010.5 2483462.6 2963346.4
14 5 1510392.7 1847033.6 2337500.1
15 6 1095402.7 1384041.1 1815354.8
16 7 692118.4 929677.7 1280757.3
17 8 416539.9 606427.3 880765.3
18 9 82075.9 214151.2 425189.5

Valor actual 17310125 20669343 18085774
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Tabla 5.39. Valores actuales de los pagos futuwndW_G con distribucion Poisson sobre-
dispersa y funcién de enlace logaritmica y con MDGBon distribucién Poisson sobre-
dispersa, funcion de enlace logaritmica y distaritiBuclidea, usando metodologia

bootstrapcon 1000 muestras y asumiendo un tipo de intgéariual del 1.5%.

Valor actual MLG MLGBD

Sin margen de riesgo (5.36) 17873967 17873967
Incluyendo un 99.5% del error de
prediccion estimado con expresion 21639961 21639961
analitica (5.37)
Incluyendo un 99.5% del error de
o _ 21681420 21203120

prediccion estimado cdrootstrap(5.38)
Considerando los VaR al 99.5% de nivel

_ 29688278 28720128
de confianza (5.39)

Tabla 5.40. Valores actuales de los pagos futuwodlG con distribucion Gamma y
funcion de enlace logaritmica y con MLGBD con rilgtcion Gamma, funcion de enlace
logaritmica y distanci@® Euclidea, usando metodolodgaotstrapcon 1000 muestras y

asumiendo un tipo de interés fijo anual del 1.5%.

Valor actual MLG MLGBD

Sin margen de riesgo (5.36) 17310125 17310125
Incluyendo un 99.5% del error de
prediccion estimado con expresion 20851676 20851676
analitica (5.37)
Incluyendo un 99.5% del error de
- _ 19810455 20669343

prediccion estimado cdmootstrap(5.38)
Considerando los VaR al 99.5% de nivel

_ 17524230 24399235
de confianza (5.39)
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A modo de resumen, se incluyen en la Tabla 5.3%&sres obtenidos para (5.36), (5.37),
(5.38) y (5.39) con los MLG y MLGBD aplicados, epslque se asume distribucién de
Poisson sobre-dispersa con funcién de enlace toyjes, y distancia/® Euclidea para la

version en distancias.

De forma analoga se presentan en la Tabla 5.40emdtados en el caso de distribucion

Gamma, realizando los mismos supuestos que erbla $&9.

En la Tabla 5.39, al comparar los dos modelos aghtis, se observa lo siguiente: en el
MLGBD se obtienen unos errores de prediccion estimaonbootstrapmenores que en el
MLG y, a su vez, menores que los errores de priédicestimados mediante férmula
analitica. El valor actual con MLGBD consideranaormiargen de riesgo del 99.5% del error
de prediccion estimado cdmotstrapsupone un incremento del 18.63% con respecto ai val
actual sin margen de riesgo. En el caso de comsides valores en riesgo de las
distribuciones predictivas a un nivel de confiadeb99.5%, en el caso del MLGBD el valor
actual obtenido es un 60.68% mayor que el valarahsin margen de riesgo mientras que en
el caso del MLG la diferencia es del 66.10%. Edsrdéanto para el MLG como para el
MLGBD los valores actuales incluyendo este margeni@sgo son mayores que al incluir un

porcentaje del error de prediccion.

En caso de asumir distribucion Gamma, tal comcefieja en la Tabla 5.40, tanto el MLG
como el MLGBD proporcionan unos errores de preditcionbootstrapinferiores al caso de
expresion analitica, y el valor actual mas pequsfiobtiene para el MLG, con un resultado
gue es un 14.44% mayor que el valor actual sin emadg riesgo. En caso de incluir un
margen de riesgo a partir de los valores en rigs@@ MLG se incrementa el valor actual sin
margen de riesgo en un 1.24% mientras que paraBIL& incrementa en un 40.95%. Por
ello, para MLG cuando se incluye este margen dgoise obtiene un valor actual menor que
en caso de incluir un porcentaje del error de podin, mientras que para MLGBD se
observa la situacion contraria, es decir, el vatdual teniendo en cuenta los valores en riesgo

es mayor que cuando se incluye un porcentaje ol @e prediccion
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Asi, para los datos en estudio, en caso de ingluimargen de riesgo teniendo en cuenta el
error de prediccidén, se observa que la metodolbgt@strap proporciona unos resultados
menores en casi todos los modelos en comparacidtosaasos en que se utiliza expresion
analitica. Por tanto, los errores de prediccionmegtos conbootstrap son, en general,
menores que los errores de prediccion obtenidoartr mle la expresion analitica. Si el
experto elige como criterio incluir los erroresptediccion para el calculo de provisiones de
una manera prudente, la metodolog@tstrapresulta mas adecuada para estos datos. Por
ultimo, sefalar que los menores errores de preais® obtienen para el MLG que asume una

distribucion Gamma cuando se estiman looatstrap.

Si se realiza un analisis de los resultados obdsradi calcular el valor actual de los valores en
riesgo de las distribuciones predictivas de losopdgturos por afio de calendario a un nivel
de confianza del 99.5% cuando se asume una distiibuPoisson sobre-dispersa, los
incrementos con respecto al valor actual sin madgemesgo son mas elevados que en el caso

de asumir una distribucién Gamma.

Adicionalmente se pueden ilustrar graficamentedlagibuciones predictivas de la provision
total y de los pagos futuros por afios de calenddraplicarbootstrap A modo de ejemplo,

en los Graficos del 5.1 al 5.39, se representahigtiegramas de las distribuciones predictivas
de la provision total y de los pagos futuros poosadle calendario en dos casos: para el
MLGBD asumiendo distribucién de Poisson sobre-dispey utilizando distancig?®, que
generaliza el método Chain-ladder clasico; y pafsdles asumiendo distribucion Gamma,
que proporciona un mejor ajuste de resultados gudistribucion de Poisson, ya que no
presenta colas tan pesadas en cadoodestrapy tiene, en general, unos menores errores de

prediccion.
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Gréfico 5.1. Distribucion predictiva de la provisitotal para MLGBD con distribucion
Poisson sobre-dispersa, funcion de enlace logastsndistancial® Euclidea.
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Grafico 5.2. Distribucion predictiva de la provisitotal para MLG con distribucion
Gamma y funcion de enlace logaritmica.
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Grafico 5.3. Distribucion predictiva de los pagosifos del afio de calendario 10 para
MLGBD con distribucion Poisson sobre-dispersa, ftimcle enlace logaritmica y distancia

/? Euclidea.
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Grafico 5.4. Distribucion predictiva de los pagosifos del afio de calendario 10 para MLG
con distribucion Gamma y funcion de enlace logaciam

Distribucioén predictiva de los pagos futuros (afio d e calendario 10)

Density
3e-04 4e-04

2e-04

le-04

0e+00
|

I T T T T T 1
5094000 5096000 5098000 5100000

payments.cal.10

176



Célculo de provisiones en los seguros no vida

Grafico 5.5. Distribucién predictiva de los pagotufos del afio de calendario 11 para
MLGBD con distribucion Poisson sobre-dispersa, ftimcle enlace logaritmica y distancia
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Gréfico 5.6. Distribucion predictiva de los pagosifos del afio
de calendario 11 para MLG con distribucion Gamnfizngion de enlace logaritmica.
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Grafico 5.7. Distribucion predictiva de los pagosifos del afio de calendario 12 para
MLGBD con distribucion Poisson sobre-dispersa, ftimcle enlace logaritmica y distancia

/? Euclidea.
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Grafico 5.8. Distribucion predictiva de los pagotifos del afio
de calendario 12 para MLG con distribucion Gamnfiangion de enlace logaritmica.
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Grafico 5.9. Distribucién predictiva de los pagotufos del afio de calendario 13 para
MLGBD con distribucion Poisson sobre-dispersa, ftimcle enlace logaritmica y distancia
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Grafico 5.10. Distribucioén predictiva de los pafasiros del afio
de calendario 13 para MLG con distribucion Gamnfizngion de enlace logaritmica.
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Grafico 5.11. Distribucion predictiva de los pafasiros del afio de calendario 14 para
MLGBD con distribucion Poisson sobre-dispersa, ftimcle enlace logaritmica y distancia

/? Euclidea.
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Gréfico 5.12. Distribucion predictiva de los padatsiros del afio
de calendario 14 para MLG con distribucion Gamnfizngion de enlace logaritmica.
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Grafico 5.13. Distribucion predictiva de los padairos del afio de calendario 15 para
MLGBD con distribucion Poisson sobre-dispersa, ftimcle enlace logaritmica y distancia
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Grafico 5.14. Distribucion predictiva de los pafasiros del afo

de calendario 15 para MLG con distribucion Gamnfizngion de enlace logaritmica.
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Grafico 5.15. Distribucion predictiva de los pafasiros del afio de calendario 16 para
MLGBD con distribucion Poisson sobre-dispersa, ftimcle enlace logaritmica y distancia

/? Euclidea.
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Grafico 5.16. Distribucion predictiva de los pafasiros del afio
de calendario 16 para MLG con distribucion Gamnfiangion de enlace logaritmica.
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Grafico 5.17. Distribucion predictiva de los padasiros del afio de calendario 17 para
MLGBD con distribucion Poisson sobre-dispersa, ftimcle enlace logaritmica y distancia

/% Euclidea.
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Grafico 5.18. Distribucioén predictiva de los pafasiros del afio
de calendario 17 para MLG con distribucion Gamnfizngion de enlace logaritmica.
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Grafico 5.19. Distribucion predictiva de los pafasiros del afio de calendario 18 para
MLGBD con distribucion Poisson sobre-dispersa, ftimcle enlace logaritmica y distancia

/? Euclidea.
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Gréfico 5.20. Distribucion predictiva de los padatsiros del afio
de calendario 18 para MLG con distribucion Gamnfizngion de enlace logaritmica.
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ANEXO 5.1. Anexo informatico

Chainladder

Introduccién de datos:

R> cij <- ¢(357848, 766940, 610542, 482940, 527326, 574398, 146342,
139950, 227229, 67948, 352118, 884021, 933894, 1183289, 445745, 320996,
527804, 266172)

R> cij <- c(cij, 425046, 290507, 1001799, 926219, 1016654, 750816, 146923,
495992, 280405, 310608, 1108250, 776189, 1562400, 272482, 352053, 206286,
443160, 693190)

R> cij <- c(cij, 991983, 769488, 504851, 470639, 396132, 937085, 847498,
805037, 705960, 440832, 847631, 1131398, 1063269, 359480, 1061648,
1443370, 376686, 986608, 344014)

Construccion del triangulo run-off con cuantiasmacladas:

R> n <- length(cij)

R> k <- trunc(sqrt(2*n))

R>ii <-rep(1:k, k:1)

R> jj <- sequence(k:1)

R> Cij.mat <- cij.mat <- matrix(0, nrow = k, ncol = k)
R> for(iin 1:n) { cij.mat[ii[i], ji[i]] <- cij[i] }

R> for(iin 1:n) { Cij.mat[i,] <- cumsum(cij.mat[i,])}
R> Cij.mat

Céalculo de los factores de desarrollo:

R> m <- numeric(k - 1)
R> for (iin 1:(k-1))
{ m[k - i] <-sum(Cij.mat[1:i, kK + 1 - i])/sum(Cij.mat[1:i, k —i]) }

R>m
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Construccioén del cuadrado con las cuantias acumsilad

R> for (iin 1:(k-1))
{ Cij.mat[k:(k —i+ 1), I + 1] <- Cij.mat[k:(k - i + 1), i]*m[i] }
R> Cij.mat

Construccion del cuadrado con las cuantias desdadasi

R> cij.mat[,1] <- Cij.mat[,1]
R> for (i in 1:k) { cij.mat[i, 2:k] <- diff(c(Cij.mat[i, 1],Cij.mat[i, 2:k])) }

R> cij.mat

Célculo de la provision total:

R> prov <- sum(Cij.mat[, k]) - sum(cij)

R> prov

Calculo de las provisiones por afio de origen:

R> orig.prov <- numeric(k - 1)
R> for (orig in 1:(k - 1))
{ orig.prov[orig] <- sum(cij.matf[orig + 1,(k — (orig — 1)):k]) }

R> orig.prov

Calculo de los pagos futuros por afio de calendario:

R> pagofut <- numeric(k - 1)

R> for (futin 1:k - 1) { future <- row(cij.mat) + col(cij.mat) - 1 == k + fut
pagofut[fut] <- sum(cij.mat[future]) }

R> pagofut
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Minimos cuadrados de De Vylder
Célculo de los pardmetros xi y pj:

R> pj <- numeric(k)

R> xi <- numeric(k)

R> pit <- numeric(k); xit <- numeric(k)

R> for (iin 1:k) { pj[i] <- cij.mat[1, i]/Cij.mat[1, k] }

R> pj2 <- pjn2

R> for (iin k:1) { xi[i] <- sum(cij.mat[i, 1:(k —i + 1)]*pj[1:(k - i +
1)])/sum(pj2[1:(k =i+ 1)]) }

R> xi2 <- xin2

R> it <-1

R> for (iin k:2) { pit[i] <- sum(cij.mat[1:(k - i+ 1), i]*xi[1:(k - i +
1)])/sum(xi2[1:(k =i + 1)])

pit[1] <- 1 - sum(pit[2:k]) }

R> pit2 <- pit™2

R> for (iin k:1) { xit[i] <- sum(cij.mat[i, 1:(k =i + 1)]*pit[1:(k - i +
1)])/sum(pit2[1:(k - i+ 1)]) }

R> Xit2 <- xit™"2

R> while(it<50)

{ for(iin k:2)

{ pit[i] <- sum(cij.mat[1:( k =i + 1),i]*xit[1:(k-i+1)])/sum(xit2[1:( k -i+ 1)])
pit[1] <- 1-sum(pit[2:k]) }

pit2 <- pit"2

for (iin k:1)

{ xit[i] <- sum(cij.matfi, 1:( k-i+ 1)]*pit[1:( k —i+ 1)])/sum(pit2[1:( k - i +
1))}

Xit2 <- xit"2

it <-it+1}

R> xit

R> pit
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Construccioén del cuadrado con las cuantias nmaladas:

R> xi.mat <- matrix(xit, k, k)
R> pj.mat <- matrix(pit, k, k, byrow=T)
R> cij.est.mat <- xi.mat*pj.mat

R> cij.est.mat

Célculo de la provision total:
R> prov <- sum(cij.est.mat[row(cij.est.mat) + col(cij.est.mat) -1> kJ)
R> prov

Célculo de las provisiones por afio de origen:

R> orig.prov <- numeric(k - 1)
R> for (orig in 1:(k - 1)) { orig.prov[orig] <-s um(cij.est.mat[orig + 1, (k — (orig
= 1)):k]) }

R> orig.prov

Célculo de los pagos futuros por afio de calendario:

R> pagofut<-numeric(k — 1)
R> for (futin 1:k - 1)
{ future <- row(cij.est.mat) + col(cij.est.mat) - 1 == k + fut
pagofut[fut] <- sum(cij.est.mat[future]) }
R> pagofut
Método de separacion aritmética

Introduccion de datos:

R> ni <- ¢(606, 721, 697, 321, 600, 552, 543, 503, 435, 420)
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Construccion del triangulo run-off con cuantias raeeo acumuladas:

R> for(iin 1:n) { cij.mat[ii[i], ji[i]] <- cij[i] }
R> ni.mat <- matrix(rep(ni,each = k), nrow = k, ncol = k, byrow = T)
R> sij.mat <- cij.mat/ni.mat

R> sij.mat

Célculo de los parametros rj y lambda:

R> sum.col <- numeric(k)

R> for (jin 1:k ) { sum.col[j] <- sum(sij.mat[, j])}

R> sum.diag <- numeric(k)

R> for (jin 1:k) { diag.sij <- row(sij.mat) + col(sij.mat) -1 ==j
sum.diag[j] <- sum(sij.mat[diag.sij]) }

R> lambda <- numeric(k)

R> r <- numeric(k)

R> lambda[k] <- sum.diag[k]

R> r[k] <- sum.col[k]/lambda[k]

R> for (iin 1:(k - 1))

{ lambda[k - i] <- sum.diag[k - i]/(1-sum(r[(k - i + 1):k]))
rfk = i] <- sum.col[k - i]J/sum(lambda[(k - i):k]) }

R>r

R> lambda

Introduccién de la inflacion futura constante parastimacion de las lambdas futuras, en

tanto por uno:

R> inf <- 0.015

R> lambdafut <- lambda[k]*(1 + inf)™(1:(k - 1))

R> lambdatot <- c(lambda, lambdafut)

R> matriz.lambda<-matrix(0,k, k)

R> for (iin 1:k) { matriz.lambda/, i] <- lambdatot[i:(k +i-1)] }
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Célculo del rectangulo de cuantias no acumuladas:

R> r.vector <- rep(r, each = k)
R> r.mat <- matrix(r.vector, k, k)
R> cijest.mat <- ni*r.mat*matriz.lambda

R> cijest.mat

Célculo de la provision total:

R> prov <- sum(cijest.mat[row(cijest.mat) + col(cijest. mat) -1 > k])

R> prov

Célculo de las provisiones por afio de origen:

R> orig.prov <- numeric(k - 1)
R> for (orig in 1:(k - 1))
R> { orig.provforig] <- sum(cijest.matforig + 1, (k — (orig — 1)):k]) }

R> orig.prov

Célculo de los pagos futuros por afio de calendario:

R> pagofut <- numeric(k - 1)

R> for (futin 1:k - 1)

{ future <- row(cijest.mat) + col(cijest.mat) - 1 == k + fut
pagofut[fut] <- sum(cijest.mat[future]) }

R> pagofut
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Capitulo 6

Conclusiones: Sinopsis y aportaciones

A continuacion se destacan las principales ideas de cada capitulo:
Capitulo 2

En este capitulo se describe la metodologia que se aplica para la gestién del riesgo en los
problemas de tarificacion a priori, de credit scoring y de célculo de provisiones en los

seguros no vida.

En Boj et al. (2004) se aplica el MLBD en el proceso de tarificacion a priori en los seguros
no vida. Posteriormente, en Boj et al. (2015b) se define el MLGBD como una generalizacion

del MLBD en el mismo sentido que se generaliza en el caso clasico:

® | as desviaciones aleatorias respecto a la media pueden tener una distribucion distinta
de la Normal. En funcién de la variable de siniestralidad que se esté estudiando se
puede usar una distribucion del error distinta y se considera que puede ser cualquier
distribucion derivada de la familia exponencial de McCullagh y Nelder (1989). Esta
familia paramétrica incluye, ademas de la Normal, las siguientes distribuciones:

Poisson, Poisson sobre-dispersa, Binomial, Gamma e Inversa Gaussiana

e La funcion que relaciona el predictor lineal latente con la respuesta viene dada por una

funcion de enlace, que puede ser cualquier funcion mondtona y diferenciable

Esta generalizacion permite que el MLGBD sea competitivo para abordar problemas del
ambito actuarial en los que las hipétesis asumidas en un MLBD no se cumplen, en el mismo

sentido que el MLG clasico con respecto al modelo de regresion lineal.
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La regresion basada en distancias esta implementada en el software R en la libreria dbstats de
Boj et al. (2014a) y ello permite realizar las aplicaciones practicas del MLGBD con datos

numéricos de seguros de no vida.
Capitulo 3

Las predicciones con el MLGBD se basan en variables latentes calculadas a partir de una
matriz de distancias. Esta caracteristica tiene el inconveniente de la no linealidad entre los
predictores originales observados y la respuesta, que impide la interpretacion de los
coeficientes del predictor lineal latente como medidas de influencia de los predictores
originales. En aplicaciones actuariales como la tarificacion a priori no se puede renunciar a
esta capacidad, crucial para evaluar la influencia relativa de los factores de riesgo. Con el
objetivo de recuperar esta funcionalidad, en este capitulo se definen y estudian coeficientes de

influencia, que miden la importancia relativa de los predictores observados.

Se construye un individuo de referencia o virtual que se utiliza como referencia u origen, y se
estudian los valores que toman en él los predictores, de manera que los coeficientes de
influencia que se obtienen dependerdn del individuo elegido. Se puede considerar como
referencia, por ejemplo, la media o la mediana para las coordenadas numéricas y la moda para
las coordenadas cualitativas o binarias. Se definen coeficientes de influencia para los
predictores categdricos o binarios y coeficientes de influencia para los predictores
cuantitativos (ver Boj et al., 2015a). Los valores de los coeficientes de influencia tendran una
validez local, en un entorno de un punto dado del espacio predictor, ya que dependen del

individuo virtual.

Adicionalmente, se propone aplicar la metodologia de bootstrapping pairs para obtener
muestras de pseudo-datos a partir de los valores originales de los coeficientes. Esto permite
calcular los errores estandar y construir intervalos de confianza para los coeficientes de

influencia.

Los intervalos de confianza se pueden construir de dos maneras:
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e Intervalos de confianza simples, basados en la distribucién Normal estandarizada.

e Intervalos de confianza del percentil de t, basados en la distribucion del estadistico
bootstrap del test de Wald (ver Boj y Costa, 2015a).

En este capitulo se incluye una aplicacion practica con datos numéricos sobre el seguro de
automoviles a terceros descritos en Hallin e Ingenbleek (1983), que ya se habian usado en Boj
et al. (2012), para estudiar la frecuencia de siniestralidad. Se aplica un MLGBD con
distribucion de error Poisson y funcion de enlace logaritmica. En este modelo hay tres
factores potenciales de riesgo, de los cuales dos son numéricos y uno es categorico nominal.
En total, se estiman once coeficientes de influencia y aplicando bootstrapping pairs se
calculan los errores estandar y se construyen los intervalos de confianza simples y los
intervalos de confianza del percentil de t. Con un nivel de confianza del 95% se obtiene que
todos los coeficientes son significativos para este conjunto de datos.

Capitulo 4

En este capitulo se estudia la viabilidad de un modelo de regresion logistica BD para
constituir una metodologia alternativa en el calculo de scorings en el problema del riesgo de
crédito (ver Costa et al., 2012). Se trata de un caso de MLGBD con distribucion del error

Binomial y funcion de enlace logit.

A partir de las probabilidades de insolvencia estimadas con el modelo se construye la matriz

de confusion y se aplican dos criterios de seleccion del modelo, siguiendo a West (2000):

e En primer lugar, se estiman las probabilidades de mala clasificacion de los individuos,
tanto de la poblacién de malos y buenos riesgos como la global. La probabilidad de
equivocarse en conceder créditos a malos riesgos es realmente importante y tampoco
es bueno clasificar mal a los buenos riesgos ya que, si no se conceden créditos a
buenos clientes, en términos esperados no se podran compensar las pérdidas de los
siniestros. Por todo ello, es necesario elegir una técnica predictiva que mantenga un

equilibrio entre las tres probabilidades.
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e En segundo lugar, se calculan los costes del error en la clasificacion de los individuos,
bajo el supuesto que el coste de conceder un crédito a un solicitante que sea mal riesgo
es significativamente mayor que el coste de denegar un crédito a un solicitante que sea

un buen riesgo.

En el método de regresion logistica BD se ha utilizado un punto de corte de 0.5 en la
probabilidad de insolvencia estimada para decidir si un individuo va a ser un mal riesgo de
crédito. Este criterio ya se ha aplicado en otras metodologias de credit scoring en West (2000)
y en ADBD en Boj et al. (2009).

Para completar el analisis del modelo de regresién logistica BD se considera que el punto de
corte puede tomar valores entre 0 y 1, para ver de qué manera afecta a las probabilidades de
mala clasificacion de los individuos y a los costes del error en la clasificacion. Con estos
resultados se describen los criterios de calidad de ajuste con los que elegir un punto de corte

“Optimo” para unos datos determinados.

En primer lugar, se puede calcular el indice de Kolmogorov-Smirnov, de manera que se
identifica el punto de corte o score Optimo que maximiza este indice y es un buen indicador
cuando el punto de corte esperado es cercano a este valor dptimo. Graficamente, se puede

identificar este punto de corte en la denominada curva ROC.

En segundo lugar, se puede calcular el indice de Gini para medir la capacidad del modelo para
predecir con exactitud los buenos y malos riesgos, que puede utilizarse con fines

comparativos.

En este capitulo se incluye una aplicacién practica con datos de riesgo de crédito de dos
entidades financieras de Australia y Alemania, respectivamente. Estos datos ya se han
utilizado en otros trabajos como West (2000) y Boj et al. (2009) y ello permite poder
comparar los resultados obtenidos con la regresion logistica BD con los resultados que
proporcionan otras metodologias, algunas de las cuales también son basadas en distancias,
como el ADBD y el método de los k vecinos mas proximos.
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En los datos australianos se puede comprobar como la regresion logistica BD resulta ser la
metodologia de credit scoring que proporciona una menor probabilidad de mala clasificacion
de los malos riesgos y global y, ademas, los costes del error derivados de la mala clasificacion
que hace el modelo también son los mas pequefios en comparacion con los otros métodos. Se
comprueba, ademas, gque tanto el punto de corte 6ptimo, siguiendo el criterio de Kolmogorov-
Smirnov, como el valor del score para el cual se minimiza tanto la probabilidad de mala
clasificacion global como los costes del error en la mala clasificacion son valores de 0.5 o

muy cercanos.

En los datos alemanes, la regresion logistica BD es la segunda técnica en minimizar la
probabilidad de mala clasificacién de los individuos, pero obtiene mejores resultados que la
regresion logistica clasica y minimiza los costes del error derivados de la mala clasificacion
de los individuos. Se mantiene alrededor de 0.5 el valor del score con el que se maximiza el
criterio de Kolmogorvo-Smirnov y se minimizan tanto las probabilidades de mala
clasificacion como los costes del error, aungue con un rango de valores que varian entre 0.47
y 0.55.

Capitulo 5

Este capitulo se centra en el estudio de las provisiones de siniestros pendientes en los seguros
no vida, que forman parte de las provisiones técnicas que debe calcular una entidad

aseguradora.

Se presenta el contexto legal, haciendo especial mencion de la Directiva Solvencia Il, a la que
todas las entidades aseguradoras europeas deberan adaptarse antes del afio 2016, debido a que

introduce consideraciones a tener en cuenta en el calculo de las provisiones técnicas.

Se describen algunos de los métodos estadisticos deterministas empleados tradicionalmente
en el calculo de provisiones de siniestros pendientes y se destaca el método de Chain-ladder,
que ha sido ampliamente estudiado y generalizado en la literatura actuarial. Por otro lado, se
introducen los métodos estocasticos de calculo de provisiones, que son los que la entidad

aseguradora debera aplicar en el contexto de Solvencia IlI.
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En concreto, el MLG cléasico es una de las metodologias méas estudiadas en su aplicacion al
calculo de provisiones y ademas, cuando la distribucion del error que se considera es Poisson
sobre-dispersa y la funcién de enlace es la logaritmica, se obtienen las mismas estimaciones

de provisiones que con el método de Chain-ladder determinista.

Por otro lado, se propone la aplicacion del MLGBD para el célculo de provisiones, que
generaliza al MLG en el campo de las distancias y, ademas, contiene como caso particular el

método de Chain-ladder clasico.

Con la aplicacion de modelos estocasticos, ademas de obtener predicciones dptimas al generar
el proceso subyacente en el triangulo run-off, se puede estimar el error de prediccion cometido

para la estimacion de los pagos futuros de la entidad.

Los errores de prediccion para las provisiones por afios de origen y para la provision total han
sido estudiados en England y Verrall (1999) y England (2002) para el caso del MLG cuando
se asume la distribucion Poisson sobre-dispersa o la distribucion Gamma junto con la funcion
de enlace logaritmica. Dichos errores se pueden calcular o bien a partir de su expresion
analitica, o bien, estimando una parte de su expresion a partir de la distribucion predictiva de
las provisiones obtenida mediante bootstrap.

En ese trabajo se deducen y obtienen las formulaciones relativas a los errores de prediccion de
los pagos futuros por afios de calendario para el caso general de la familia paramétrica de
distribuciones del error para el MLG. Su estimacién se puede realizar mediante expresion
analitica y también aplicando bootstrap a una parte de la formulacion (ver Boj et al., 2014b y
Boj y Costa, 2015c).

En Solvencia Il se indica que debera tenerse en cuenta en valor temporal del dinero, es decir,
calcular el valor actual de los pagos futuros que se realicen en un determinado afio de

calendario y, adicionalmente, se considerard un margen de riesgo.

En este sentido, se plantean distintas maneras de obtener el importe de las provisiones por

siniestros pendientes:
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e A partir del valor actual de los pagos futuros por afios de calendario incrementados en
un porcentaje del error de prediccion (calculado con la férmula analitica o con

bootstrap).

e A partir del valor actual de los valores en riesgo de la distribucion predictiva de los

pagos futuros por afios de calendario obtenida con metodologia bootstrap.

En el caso del MLG clasico se aplica la metodologia bootstrapping residuals y en el caso del
MLGBD se aplica la metodologia bootstrapping pairs.

Para ilustrar la aplicabilidad de los distintos métodos de calculo de provisiones se utilizan los
datos de Taylor y Ashe (1983), un triangulo con 55 cuantias que se han pagado en el afio de

origen del siniestro y los 9 afios siguientes.

Se estiman los pagos futuros aplicando los distintos métodos estadisticos descritos, tanto
deterministas como estocasticos. Ademas en el MLG y en el MLGBD se obtienen los errores

de prediccion y la distribucion predictiva de los pagos futuros por afios de calendario.

Finalmente, se ilustra como calcular las provisiones teniendo en cuenta el contexto de

Solvencia Il.
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Aportaciones

Se indican, a modo de resumen, las principales aportaciones del trabajo:

o En el Capitulo 2 se describen a nivel tedrico las metodologias de regresién, tanto
clasicas como basadas en distancias, que pueden aplicarse a la gestion del riesgo en
distintos &mbitos de los seguros no vida

o En el Capitulo 3 se definen coeficientes de influencia para el MLGBD, en el caso de
predictores cuantitativos y en el caso de predictores cualitativos o binarios, con el fin

de medir la importancia relativa de los factores de riesgo en la siniestralidad.

Se construyen intervalos de confianza de los coeficientes de influencia de dos maneras
distintas: basados en la distribucion Normal estandarizada y haciendo uso de la

distribucion del estadistico bootstrap del test de Wald

A partir de unos datos del seguro de automoviles se calculan los coeficientes de
influencia y se construyen los intervalos de confianza del percentil de t para

contrastar su significacion.

o0 En el Capitulo 4 se estudia la viabilidad de un modelo de regresion logistica BD para
constituir una metodologia alternativa en el calculo de scorings en el problema del

riesgo de crédito. Para ello se estiman con dicho modelo:
o las probabilidades de mala clasificacion de los malos riesgos y global, y
o los costes del error derivados de la mala clasificacion de los individuos.

Se amplia el estudio para distintos puntos de corte entre 0 y 1 en las probabilidades de
insolvencia estimadas para decidir si un individuo es un mal riesgo de crédito. Se
incluyen medidas de bondad del ajuste del modelo como el indice Kolmogorov-

Smirnov o el indice de Gini.
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Se ilustra la idoneidad del modelo de regresion logistica BD en comparacion con otras

metodologias con datos reales de riesgo de crédito de dos entidades financieras.

En el Capitulo 5 se propone el MLGBD para estimar los pagos futuros que deben
servir de base para calcular las provisiones de siniestros pendientes de una entidad

aseguradora.

Para el MLG clasico se deduce la expresion analitica del error de prediccion para los
pagos futuros por afio de calendario en el caso general de la familia paramétrica de

distribuciones del error considerando la funcién de enlace logaritmica.

Mediante metodologia bootstrap se obtiene la distribucién predictiva de los pagos
futuros por afo de calendario y, a partir de ella, se estiman los errores de prediccion,
tanto para MLG como para MLGBD.

Teniendo en cuenta el contexto de Solvencia Il se plantean distintas maneras de

calcular el mejor estimador de las provisiones y considerar margenes de riesgo.

Se realiza una comparativa de distintos métodos estadisticos de célculo de provisiones
a partir de unos datos sobre importes de siniestros que han sido ampliamente

utilizados en la literatura actuarial.
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