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Abstract

In this review, we introduce the first step in order to study the Navier-Stokes’
system. We focus our attention in the steady, three dimensional case.

First of all, we begin by introducing the equations system with the motivation
of the physical problem of a viscous fluid. In a first approach, we consider only
transversal to the surface of a fluid region forces, in order to introduce later another
non-transversal term.

Then, we define the smooth functions spaces, Lebesgue spaces and we introduce
the theory of distributions. In this section, some important inequalities are pre-
sented, such as Holder’s inequality. Also, Sobolev spaces are defined. Finally, the
Hahn-Banach Theorem and Riesz Theorem are proven.

In the last section, we study the Navier-Stokes’ system from a distribution point
of view and the concept of a weak solution is defined. After that, some results
in the non-linear term are presented and we give a way to construct the pressure
associated to a given weak solution. Finally, two results concerning existence of weak
solutions are proven, one in bounded domains and the other one in non bounded
ones. Also, we obtain the suficient conditions in the external force: f € W—12(Q)3
and f € L5°(Q)3, respectively.

Resum

En aquesta memoria, fem una introduccié a l'estudi de les equacions de Navier-
Stokes, considerant el cas estacionari i tridimensional.

Primer obtenim del problema fisic, com a motivacid, les equacions a partir de la
conservacié de la massa, el moment i ’energia per a un fluid viscés. Ho fem primer
pel cas de forces transversals a la regié considerada i generalitzem, posteriorment,
a forces en qualsevol direccié.

A continuacid, introduim els espais de funcions regulars, funcions integrables i
definim el concepte de distribuci6. Veiem també algunes desigualtats molt ttils, com

la de Holder, i definim els espais de Sobolev. Finalment, demostrem els Teoremes
de Hahn-Banach i de Riesz.

Per 1ltim, tractem el sistema estacionari de Navier-Stokes des d’un punt de
vista distribucional i definim el concepte de solucié feble, donem alguns resultats
per tractar el terme no linial i per construir una pressié associada a la solucié, i
provem l’existéncia de solucions febles en dominis acotats i no acotats per a forces
externes f € W=12(Q)3i £ € L%°(Q)3, com a condicions suficients, respectivament.
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1 Introduccid

El projecte

Les equacions de Navier-Stokes descriuen el moviment d'un fluid viscés, com pot
ser I’aigua, 1’oli o l'aire, i el seu nom és degut a Claud-Louis Navieri George Gabriel
Stokes. Tenen gran importancia avui en dia per les seves aplicacions, com ara el
disseny d’avions i cotxes, la meteorologia, I’estudi del flux de la sang o la fisica dels
plasmes, entre d’altres.

Matematicament també tenen un especial interés, donat que en tres dimensions
no existeix cap resultat que provi la existencia o no existencia de solucions regulars.
Aixo és degut a que les equacions contenen un terme no lineal i requereixen d’un
analisi funcional avancat per estudiar-les. Es un dels problemes del mil-leni en la
seva forma més general.

Aquests fets, juntament amb el fet de ser estudiant del grau simultani en Ma-
tematiques i Fisica i haver cursat 'optativa d’Equacions amb derivades parcial,
fonamenten la meva motivacié per estudiar un cas més complex en ’ambit de les
EDP’s.

En el present treball, només estudiem el cas estacionari en dimensio 3, per sim-
plificar el problema, i com a primera aproximacié. Introduim part de les eines
necessaries per a l'analisi funcional d’aquestes equacions en derivades parcials i
provem dos resultats d’existencia de solucions febles, sota certes condicions d’in-
tegrabilitat en la forga externa. La continuacié natural és demostrar resultats de
regularitat i unicitat per a les solucions febles, fins al punt de veure que si el domini
i la forga externa sén suficientment regulars, les solucions sén C'*° locament.

Pel que fa a la notacio, fem servir la negreta per destacar quan treballem amb
funcions vectorials. A més a més, alguns resultats necessaris no els demostrem,
encara que donem referencies on poder trobar la prova.

Estructura de la Memoria

La memoria esta dividida en tres blocs principals: una deduccio fisica de les equa-
cions de Navier-Stokes, una segona part d’analisi funcional i una tercera, la més
extensa, amb 'objectiu de presentar dos resultats d’existencia de solucions febles.



2 Deducci6 fisica de les equacions de Navier-Stokes

La nostra motivacio és descriure el moviment d’un fluid contingut en una certa regioé
D de l'espai. El primer pas és establir unes equacions de conservacié per al fluid,
que vindran d’aplicar tres principis fisics de conservacio de:

(i) massa;
(ii) moment (Segona llei de Newton);
(ili) energia.

Comencem considerant una particula amb posicié determinada per x = (x,y, z) €
D, que es mou amb el temps, t. Anomenem u(x,t) la velocitat d’aquesta particula.
Suposem que per a cada instant de temps ¢, el fluid té una densitat de massa ben
definida p(x,t). Aleshores, per a cada subregié W de D, la massa del fluid en W
en un temps ¢ es pot escriure com

m(W.1) = /W plx. 1)V,

on dV és el diferencial de volum a l’espai.

Observem que per fer aquest calcul i els que venen a continuacié hem d’imposar
unes certes condicions de regularitat en les funcions u i p.[] Per aix0, suposem
d’entrada que aquestes funcions sén suficientment regulars per fer els calculs. De
fet, en aquesta seccid, el nostre objectiu és obtenir les equacions de Navier-Stokes
del problema fisic. Més endavant tractarem aquestes equacions amb més rigorositat
matematica.

Passem a tractar els tres principis de conservacio.

(i) Conservaci6é de massa

Sigui W una regi6 fixa de D. La variacié de massa en W s’expressa com

d o d B ap
am(W,t)— dt/Wp(x,t) dV—/Wat (x,t)dV.

Sigui OW la frontera de W, que suposem regular, i sigui n el vector normal
unitari exterior definit als punts de 9W. Denotem dA com l’element d’area sobre la
frontera. Podem formular el principi de conservacié de massa com: la variacio de
massa en W és igual al flux de massa que travessa OW; de manera que si la massa
travessa la frontera en el sentit de n, la massa a 'interior disminueix;

d

— pdV——/ pu-ndA (2.1)
dt Jyw ow

Les condicions de regularitat en p no tenen sentit a escala molecular. No obstant, a escala
macroscopica, és pot considerar p com una funcié regular.



Aquesta és la formula integral de la llei de conservacié de massa. Utilitzant
el teorema de la divergencia obtenim

/W [% + div(pu)] dV = 0.

Ju, 0 ou,
(Fem servir la notaci6 habitual: div(u) =V -u= ;x + 81;3, + 8uz ).
Com que aquesta integral s’ha d’anul-lar per a tota subregié W de D, concloem que
0
a—f + div(pu) =0 (2.2)

Aquesta equacié s’anomena la formula diferencial de la llei de conservaci6 de
massa o equacié de continuitat.

(ii) Conservacié de moment

Sigui x(t) = (x(t),y(t), 2(t)) el cami que segueix la particula al fluid. Aleshores, el
camp de velocitats és

u(x,t) = Z—};(t) = (&(1),9(t), 2()) = (ua(t), uy(t), us(1))-

I ’acceleracio es pot calcular com

at) = 85 08y, 0u,  ou
Tor TayY T e T T et

que és pot escriure de manera equivalent com
a(t) =0u+ (u-V)u,

on

ou . .9 .0
(9tu—a i u~V—x%+y—y+z—.

Les forces que actuen sobre una part de fluid poden ser de dos tipus:

e Forces de tensié o de superficie: degudes a la resta del fluid.

e Forces externes: que exerceixen un forga per unitat de volum en cada punt
del fluid; com per exemple, la gravetat.

Més endavant, tractarem unes forces de tensié més generals, perdo de moment treba-
llarem amb un fluid ideal, que satisfa la seglient propietat: Per a qualsevol moviment
del fluid ezisteiz una funcid p(x,t), anomenada pressid, tal que si S és una su-
perficie en el fluid amb vector normal unitari n, la forca exercida sobre la superficie
S per unitat d’area a x € S en un temps t és p(x,t)n.

Observem que I’absencia de forces tangencials exclou qualsevol moviment rotatori
que es pugui iniciar al fluid. Es a dir, les rotacions al fluid provenen de les condicions



inicials. Per suposat, la condicié de fluid ideal deixa de banda molts fenomens fisics
que ocorren a la natura on apareixen rotacions. Es per aixé que haurem d’incloure
un terme més general, de caracter tensorial, com hem comentat abans.

Aixi doncs, si W és una regié del fluid en un instant de temps ¢, la forca total
exercida sobre el fluid dins W és

Sow = —/ pn dA.
oW

Llavors, si considerem un vector e fix a I’espai, pel teorema de la divergencia obtenim

e-SaW:—/ pe-ndA:—/ div(pe)dV:—/(Vp)-edV.
ow W W

Per tant,
Sow = —/ VpdV.
W

Si b(x,t) denota la forga externa per unitat de massa, la forca externa total

sobre la regié W sera
B = / pbdV.
w

Per tant, estem en condicions d’escriure el balang de forces del fluid fent servir la
segona llei de Newton:

du
Pt

que és la forma diferencial de I’anomenada llei de conservacié de moment.

= —Vp+ pb (2.3)

Per expressar la llei de conservacié de moment en forma integral desenvolupem
la derivada total

ou
par = —P(u-V)u—Vp+pb,
i fent servir I'equacié de continuitat ([2.2)),

0
g(pu) = —div(pu)u — p(u- V)u — Vp + pb.
Considerem de nou un vector fix de I'espai e. Llavors, es compleix

e'%(pu) = —div(pu)u-e —p(u-V)u-e— (Vp)-e+pb-e

= —div(pe + pu(u-e)) + pb - e.

Aleshores, per a una regié fixa del fluid W, la variacié del moment en la direccié de
een W és

e-i/ pudV:—/ (pe+pu(e-u))-ndA+/ pb-edV
dt Jy ow w



pel teorema de la divergencia. Aixi doncs, la forma integral del balang de moment
és

d

— [ pudV = —/ (pn+ pu(u-n))dA + / pbdV. (2.4)
dt Jw ow W

La quantitat pn+ pu(u-n) és el flux de moment per unitat d’area que travessa

ow.

A continuacié provarem que aquesta formula integral es pot escriure d’una altra
forma equivalent. Aquesta forma ens servira per deduir el Teorema del Transport
que ens sera 1til més endavant. Per fer aixo, hem d’introduir primer algunes defi-
nicions. Considerem (2 una regié del fluid en moviment. Sigui x € €2, escrivim com
p(x,t) la trajectoria que segueix la particula que es troba en x a t = 0. Suposarem
que ¢ és suficientment regular per els calculs que venen a continuacid, i també que
donat un t fix, ¢ és invertibldﬂ Sigui ¢, I'aplicacié x — ¢(x,t), que envia cada
particula a la posicié t en el temps. Anomenem ¢ P’aplicacié flux del fluid. Si
W és una regié de €2, aleshores (W) = W, representa ’evolucié d’aquesta en el

fluid.
Proposicié 2.1. La formula integral és equivalent a

d
— pudV = Sow, + / pb dV, (2.5)

dt We We

que es pot interpretar fisicament com: la variacio del moment d’una regio en mo-
viment d’un fluid és igual al total de forces que actuen sobre aquesta (i.e. tensio
superficial i forces externes).

Demostracio: Per provar-ho utilitzem el teorema del canvi de variable per escriure

d d
G =5 | et 0.0 170 av

on J(x,t) = det(Dy;) és el determinant del Jacobia de ¢;. Com que el volum és fix
a l'instant inicial, I’expressié anterior és equivalent a

| 5 Gt 0.0 dv =

_ /W [%((PU)(SO(XJ)J))|J(X,t)|+(pu)(g0(x,t),t)%|J(X7t)’ v

El primer terme el sabem calcular. Vegem com calcular el segon:

Lema 2.1. 9
57706 1) = J(x D) [div(u(p(x, 1), 1)),

2De fet, aquesta és una condicié bastant natural, ja que esperem que la trajectoria d’una
particula sigui suau i no es talli enlloc. Aixi mateix, esperem poder tornar enrere en el temps i
recorrer el cami invers.




Demostracié: (A l'annex)

Llavors, fent servir el Lema [2.1]

L ), 1), )| T (x, 1) dV = /

o[ ; [%((pu)(gp(w, £),)) + (pu)diV(u)] |/ (x,2)| dV.

Ens fixem ara en el primer terme

oot .0) = p (G + - Vou) (0w vp)

du dp
—pEJru(a%—u-Vp)

El substituim a l'integrand i ens queda

du

d 0 d 0
pd—ltl +u (_p +u-Vp+ pdiv(u)) Yiu (_p + div(pu)) =P

ot ~ar ot
per la formula de conservacié de massa 1} Es a dir,
d du
— av = —dV.
dt S ™" /W Pt

Observem que, en efecte, el terme de I'esquerra correspon a la variacié del moment
de la regié W;. Per tant, com que la igualtat es satisfa per a W, arbitrari, hem

provat que (2.5)) és equivalent a (2.3), la qual és equivalent a la vegada a (2.4)).
]

Corol-lari 1. (Teorema del transport)
Donades funcions p, f € CY(Q) de x i t, amb Q C R" x R compacte, i W; C
obert, aleshores

d df

£ v = pLav.
it S, " /thdt

g

Aprofitem ara que hem introduit el Lema per definir el concepte de fluid
incompressible. Un fluid és incompressible si per qualsevol regié W,

volum(W;) = / dV = constant en t.

Wi

Proposicidé 2.2. Les segients afirmacions, referides a un fluid amb densitat p 1
camp de velocitats u, son equivalents:

(i) El fluid és incompressible.
(i1) div(u) = 0.

., dp
(1i1) pri 0.



Demostracio:
() = (i)
Per la definicié de fluid incompressible

A dvzi/ JdV:/ div(u)JdV:/ div(u) dV
dt Jw, dt Jw w W,

per qualsevol W;.
Per I'equacié de continuitat (2.2))

0
0=2
ot
i com que p no es pot anul-lar (en el limit de densitat petita no és valida la suposicié
de regularitat sobre la funci6 p a nivell macroscopic),

+ div(pu) = % + pdiv(u),

dp
- =0

i

(iii) Conservacié d’energia
Fins ara hem vist les 3 equacions, una per cada component, (2.3) pel balang del
moment

du
dt
més l'equacié (2.2)) per la conservacié de massa

p— =—Vp+pb

% + div(pu) =0

Aixo fa un total de 4 equacions si treballem en un espai tridimensional. En can-
vi, tenim 5 funcions escalars per determinar: p, u i p. Llavors, per descriure el
moviment del fluid ens cal una altra equacié que vindra d’imposar la conservacio
de I'energia. No obstant, aquesta tultima equacié no formara part del sistema de
Navier-Stokes, encara que sera necessaria per resoldre el problema en general.

Si suposem que no hi ha un intercanvi de treball per part del fluid amb I'exterior,
I’energia total del sistema es pot escriure com una suma de ’energia cinetica del
fluid més un terme d’energia interna, que depen de la interaccié molecular i dels
efectes vibracionals o de temperatura,

Etot = Ecin + Eint .

L’energia cinetica d’'un fluid en moviment en una regié W d’un domini D amb

velocitat u és ]
Ean= [ slluldV,
w

on |[u||* = u2+u}+u?; mentre que energia interna dependra de les caracteristiques
del nostre fluid i, en cada cas, s’haura de deduir. Aleshores, podem obtenir I'iltima

7



equacié imposant que la variacié de 1’energia total del fluid per unitat de temps ve
donada per la variacié del treball (potencia) produida per les forces aplicades sobre
aquest (Primer principi de la Termodinémicaﬂ per unitat de temps), és a dir,

iEtot:—/ pu-ndA+/ pu-bdV,
dt oW, W,

on a l'expressié de la dreta hem fet servir que les forces aplicades sobre W; sén
degudes a la pressio i a forces externes, i que la poténcia és la forca per la velocitat.
Per altra banda, pel Teorema del Transport,

d d 1d d 1 d||ul|?
— By = —FEjppy + —— 2dV = —FE;p + - ———dV.
dt T At "™ T 24t /Wt Plul "™ 9 /VVt p dt v

Amb aixo introduim la forma de derivar aquesta ultima equacié en el cas que sigui
necessaria.

Equacions de Navier-Stokes

Considerarem ara el cas d’un fluid més general que el del cas ideal. Es a dir,
un fluid afectat també per les forces transversals a la superficie d’una certa regié
considerada. Aleshores, ens apareixera un nou terme a l’expressié de la forca

forca en S per unitat d’area = —p(x,t)n + 7(x,t,n)

De fet, suposarem més endavant que aquest nou terme depen d’una manera es-
pecifica de x i t: a partir de D,u. Vegem com és aquest nou terme:

Teorema 2.1. (Teorema de Cauchy)

Suposem un fluid amb densitat p, velocitat u i forca externa b suficientment re-
gulars. Suposem també que donat qualsevol vector normal unitari fixr n, la funcio
T(x,t,n) és continua, i que satisfa

/ hdV = 7(x,t,n)dA
w ow

on h = p‘fl—;‘ + Vp — pb. Aleshores, ezisteix una matriuv o(x,t) tal que per a tot x i
per a tot vector normal unitari n es dona la igualtat

7(x,t,n) = o(x,t) - n.
Es a dir, 7 és lineal en n. A la matriu o se [’anomena tensor de tensions.

Demostracié: (A I'annex)

Teorema 2.2. Sota les mateixes hipotesis del Teorema anterior el tensor de tensi-
ons o €s simetric.

3AU = Q+ W, la variacié de I'energia del sistema és la calor bescanviada amb la frontera més
el treball intercanviat amb ’entorn.



Demostracié: Aquesta propietat és pot deduir de la conservacié del moment an-
gular (veure [2] Teorema 1.3.4.).

En definitiva, o és un tensor simetric i la forga associada a aquest terme tangen-
cial a la superficie d'una regi6 del fluid és o - n, on n és el vector normal unitari de
la superficie. A més a més, ens caldra suposar dos condicions extra:

(i) o depen linealment de la diferencial de la velocitat D, ufl]

(ii) o és invariant sota rotacions del sistema de referénciaﬂ és a dir, si P és una
matriu ortogonal,

o(P-Dyu-P')=P-o(Dyu)- P

Els fluids que satisfan aquestes condicions s’anomenen Newtonians.

A continuacié definim el tensor de deformacions D com
1

que és simetric com podem observar a la definicig. Observem també que traga(D) :=
tr(D) = div(u).

Aixi doncs, com que o és simetric i satisfa (i), només pot dependre de la part
simetrica de D,u; és a dir, de D. Per tant, 0 = (D), i més concretament:

Proposicié 2.3. Per a un fluid Newtonia, el tensor de tensions com a funcio del
tensor de deformacions és necessariament de la forma

o =2uD(u) + A(div(u))ld,
on X\ i |1 son coeficients reals. p rep el nom de coeficient de viscositat dinamic.

Demostracié: Sigui D una matriu simetrica i x un vector propi de D amb valor
propi A. Considerem la matriu P corresponent a la simetria especular respecte
I’hiperpla ortogonal a x, . Es a dir, Px = —x1i P, = Id.

Aleshores, com que D és simetrica (i per tant diagonalitzable), els seus vectors
propis sén ortogonals i, descomposant un vector qualsevol en una contribucié de
x i una de l'espai ortogonal, tenim que se satisfa PTDP = D. Per tant, per la
propietat (i)

PTo(D)P = (D),

i com que P és ortogonal,

o(D)P = Po(D).
Aixi doncs, Po(D)x = o(D)Px = —o(D)x, és a dir, o(D)x és proporcional a x.
Dit d’una altra manera, x és vector propi de o(D) amb valor propi A’. Observem

4Es pot veure que una matriu associada a una deformacié del fluid depen linealment de D u
5 Aquesta condicié és raonable, ja que el fluid hauria de rebre la mateixa tensié independent
del sistema de referencia.



que aquest valor propi no depen de x, sin6 que depen només de A. En efecte, siy és
un altre vector propi amb valor propi A, podem considerar el vector tx + (1 — t)y,
que torna a ser propi de D, Vit € R. Aixo vol dir que el valor propi d’aquest vector
depén continuament de ¢, pero si aquest valor no és A, n’haurien d’haver infinits.
Absurd. Per tant, Vt € R, el valor propi és el mateix.

Acabem de veure que (D) té els mateixos vectors propis que D. Considerem ara
la matriu F; que té zeros a tot arreu menys a la posicié (i,7) on té un 1. Aleshores,
existeixen constants p i A tal que

és a dir, els vector propis de o(F;) sén els de E; amb un valor propi diferent.

Llavors, si considerem la nostra matriu de tensions D en el sistema de referencia
dels seus eixos principals, és a dir, en el sistema de referencia en el qual és diagonal,
la podem descomposar de la segiient manera

D = d\E, + dyFy + d3FEs,

= 2uD + Ady + dy + ds)Id = 2uD + \(tr(D))Id.

Finalment, fem una canvi del sistema de referéncia per recuperar la matriu ori-
ginal D = PDP~!, per una certa matriu P ortogonal. Aleshores, per la propietat
(i)

o(D) = o(PDP™') = Po(D)P~' = 2uPDP~! + M\Mr(D)PP!

= 21D + Mtr(D)1d,

ja que la traga és un invariant sota canvis de referencia. L’enunciat segueix direc-
tament recordant que tr(D) = div(u).

4

Ara ja ens trobem amb disposicié de deduir les equacions de Navier-Stokes.
Simplifiquem el problema lleugerament eliminant les forces externes (només afegeix
un terme a les equacions que no depen de u i no aporta contingut matematic).
Aleshores, 1'equacié del balang de moment en la seva formulacié integral, en una
regié W, que es mou amb el fluid, sera de la forma

d

— pudV:/ (—pn + o - n) dA.
dt Jw, oW

El primer terme el podem reescriure de manera equivalent utilitzant el Teorema del

Transport com
d du

£ v = p=av
dt S, " /thdt

El segon terme el dividirem en dos parts. La part corresponent a la pressié p ja
I’hem calculat anteriorment. Pel que fa a la segona part, considerem un vector fix

10



e de l'espai per projectar 1’equacio sobre la direccié d’aquest vector i facilitar els

calculs. Es a dir
/ a-e-ndA:/ div(o - e)dV,
OWy Wi

pel Teorema de la divergencia. Calculem doncs el terme de la dreta. Tenint en
compte l'expressié obtinguda per a o,

div(o - e) = 2udiv(D - e) + AVdiv(u) - e.
Ara només ens queda calcular el primer terme de la dreta, que és
2udiv(D - e) = pdiv(D,u- e+ (D,u)” -e).

Si expressem e = (a, b, ¢) en les seves components i desenvolupem el calcul, obtenim

_ Oy Ou, — Ouy Oou, Ou, Ou, — Ouy Ou,
'udlv[(%@x +b<8y - 6m)+c(8z * 8x)7a(6y * 8x>+2b8y+

e % n ou, " Ou, n % b Ou, n ou, n 28uz
0z Oy )’ 0z  Ox 0z Oy oz )|’
i aplicant 'operador divergencia, i ordenant-ho de manera intencionada, obtenim

. 0%u, N 0%u, N 0%u, b D*uy, N 0*u, N *uy e 9%u, N 9%u, N 9%u,
a ox? 0y? 072 0x? oy? 072 0x? oy? 0z

N 0%u, N 0*uy N 0%u, b 9%u, N 0*uy, N 0%u, N 0%u, N 0?uy, N 0%u,
“\ o 0xdy  0x0z oyox  Oy?>  Oyoz “\9z0z 0z0y 022 ’

que es pot escriure de manera compacta com

plA(u-e) + (e V)div(u)],
0? P 0

on A = —+—+4 —— és 'operador Laplacia. Per tant, introduint tots els termes
ox?  0y? 022

dins de l'integral i fent servir que la igualtat es manté per a W; arbitrari, arribem
a les equacions diferencials en derivades parcials segiients

du

P = —Vp+ (A + p) Vdiv(u) + pAu, (2.6)

que sén les anomenades equacions de Navier-Stokes. Aquestes equacions junta-
ment amb ’equacié de continuitat i una equacié per la conservacié de l’ener-
gia descriuen completament el comportament d'un fluid viscés. No obstant, com
ja veurem més endavant, nosaltres suposarem un fluid incompressible i no tindrem
en compte els efectes deguts a variacions de la temperatura (variacions de ’energia
interna). Per tant, no té sentit considerar una equacié de conservaci6 de Ienergia.
A més a més, com ja hem vist abans, quan el fluid és incompressible, la densitat és
constant. Per tant, ja tenim una funcié determinada.
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3 Eines d’analisi funcional

Per analitzar les equacions de Navier-Stokes, en el nostre cas, estacionaries, hem
d’introduir una serie d’eines d’analisi funcional que ens ajudaran en aquesta tasca.

3.1 Espais de funcions diferenciables i espais LY

Per I’analisi de solucions d’equacions diferencials en derivades parcials necessitem
definir els diferents tipus d’espais de funcions, aixi com certes nocions ttils, i in-
troduir la notacié que farem servir d’ara endavant. Considerem un domini obert
QCR" ambn > 1.

Definicié 3.1. Sigui k € N. Aleshores, C*(€2) és I'espai de les funcions u : Q — R,
tal que D®u existeix i és continua en Q per a tot a € (NU{0})™ amb 0 < |a] < k.
En particular, C°(2) correspon a l'espai de les funcions continues. Aix{ mateix,
I’espai de les funcions diferenciables en €2 és

Cx(Q) = () CHQ)
k=0
Nota: a denota el multiindex a = (ay, g, ..., ), |af =Y, oy i
aq g Qn
po— (2 (2 . (2
0xy 0xo ox,,
Definicié 3.2. Sigui k € NU {0} o k = oo, definim

CH(QY) = {u € C*(Q)| sup(u) és compacte , sup(u) C Q},

on sup(u) = {z € Q| u(x) # 0} denota el suport de u.

Definicié 3.3. Definim la norma ||u||c» com

[ullor = lluller@) == sup  [D%u(z)| < oo,
la|<k,z€

on C*(Q) denota I'espai de les restriccions de funcions u € C*(R™) a Q, ulg, tal que

sup |D%u(z)| < o0
|oo| <k, z€R™

Definim també 'espai B
Cloe() = {ulg | u € C*(R™)}

Definicié 3.4. Una funcié continua u : {2 — R s’anomena funcié Lipschitz si

|U(ZE)| + sup |U,(£L') —U(y)|

lul|cor = [|ul|coa gy = su
- ﬂv,yeﬁ,x;éy |fL’ - y|

S

follte’

és finit. Aleshores, anomenem C%!(Q) a l'espai de funcions Lipschitz en © amb
norma || - ||CO»1(§)-
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Definicié 3.5. Definim també els espais corresponents per als camps vectorials
u = (Ug, ..., Um), m € N, de forma analoga a

CH)™ := {(u1, ooy un)|u; € CF(Q),5 = 1,...,m}
Aix{ doncs, podem definir de la mateixa manera C¥(Q)™, C*(Q)™, Ck(Q)™i C%1(Q)™,

i les seves normes associades de forma analoga a

ullor = Hu”ck(ﬁ)m ‘= sup H“chk(ﬁ)
7j=1,....m

Per dltim, definim un espai molt important per a nosaltres en ’estudi de solucions
febles del sistema de Navier-Stokes, que conté aquelles funcions amb divergencia
nula:

Definici6é 3.6. Per an > 2

00 () = {u € C°(2)"] div(u) = 0}

Pel que fa a la frontera del nostre domini, 2, també hem d’introduir certes
nocions de regularitat. Per tant, suposem 99 # () i n > 2. Procedim agafant per a
cada z € 02 un nou sistema de coordenades, y = (y1, ..., Y» ), amb origen x i definint
el conjunt obert

U="Urpn(x) ={(y" yn) €R"I(Y) = B <yn <h(y) + B, |y <7},

ambr >0,8>0,9v =1, Yn1) 1 h: ¥ — h(y') una funcié continua real amb
Y| <.

Definicié 3.7. Un domini €2 és un domini Lipschitz si per cada x € 0f2, existeix un
sistema de coordenades local amb origen a z, constants r > 0, § > 0, i una funcié
Lipschitz h : ¢ — h(y'), || < r, tal que

Urgn() MO0 = {(y1, ooy Yn) Y = W(Y), Y| < 7}

Up () N2 = {(y1, ., yn)|R(Y) = B < yn < h(y), l¥| <7}

Analogament, € serd un domini C* si satisfa les mateixes condicions per a una
funcié h € C*(B',), B. .= {4y e R" Y |y/| < r}.

A més a més, les constants r, § i la funcié h poden dependre del punt z. Si per
un domini 2 podem escollir constants r i 5 independentment de z, i existeix una
constant v(€2) > 0 tal que, per cada = € 09,

el oz, < s
aleshores, diem que €2 és un domini uniformement Lipschitz.

Per tltim, Q sera C* uniformement si satisfa les mateixes hipotesis que un domini
Lipschitz amb la diferencia que v = (£, k) > 0 i, que per cada x € 0,

el onar,y <
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Definicié 3.8. Sigui 1 < ¢ < co. Llavors, L(€2) és l'espai de les funcions reals u
Lebesgue-mesurables amb norma finita

1

q
full = ey = ( [ futo)par) " < oc
Analogament, L>(2) és I'espai de funcions reals Lebesgue-mesurables amb
lullo = [l 2= () := ess-sup,eqlu(@)] < oo

on ess-sup és el suprem essencial i esta definit com el suprem excepte en un conjunt
de mesura nul-la.

Introduim també I'exponent conjugat o dual de ¢ com ¢ = q ] iperg=11i

g = oo prenem ¢ = oo i ¢’ = 1, respectivament. Amb aquestes definicions ja podem
provar la segiient desigualtat:

Proposicié 3.1 (Desigualtat de Holder). Sigui Q C R™ un domini obert i siguin
p,p € RT. Siguir € [1,+00) tal que
1 1 1
r - p p
Aleshores, siu € LP(Q), v € LP (), es compleiz que uv € L7(Q) i

[wolly < lullpllvlly

Demostracié: Demostrarem la desigualtat per a r = 1. Aleshores, 1'inic que
hem de fer a posteriori és redefinir p = Z; ip = 7%/ per obtenir la desigualtat
general. En efecte, si tenim que [|uv|); < [Jull,||v|l,y, amb u € LP(Q), v € L¥(Q),
podem considerar @ € LP(), © € LP(Q) tal que @ = |u|*/", & = |v|'/". Aleshores,
[ao]l, < [lall5]|o]l7-

Observem primer que la desigualtat se satisfa si |jul|, = 0 (respectivament,
|v]l,y = 0), perque aixd vol dir que u (respectivament, v) és nul-la (excepte en
un conjunt de mesura nul-la). Aixi mateix, si p és infinit, [|uv|; < ||uleol|v]ly
es compleix efectivament (analogament és cert per a p’ infinit). Per tant, podem
suposar p i p’ finits i ||ul|, # 0, ||v]|,» # 0.

Aleshores, podem redefinir @ = Tul 10 = W de tal manera que si veiem que
Ul|p Vllp
o ap e
luo| < % + |p|’ , (3.1)

1 1 ,
haurem demostrat que [|ad|l; < — + — =1 integrant la desigualtat anterior. Es a

dir, que |Juvl)y < |lulp||v],. Vegem doncs que la desigualtat (3.1), coneguda com
la desigualtat de Young, és certa. En efecte, si fem servir que la funcié logaritme
és concava, és a dir,

log(tz + (1 —t)y) > tlog(x) + (1 — ) log(y),
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per a x, y positius i 0 < ¢ < 1, obtenim

p p/ / /
log (% + |1;|/ ) = log(t|ul” + (1 = t)[v]"") > tlog(jul’) + (1 — ) log(|v[")

= log(Jul) + log(|v]) = log(Juv]),

on hem agafat ¢t = 5 I com que la funcié logaritme és monotona, la desigualtat

queda demostrada.
O

Una altra desigualtat que ens sera 1util és la seglient:

Proposicié 3.2 (Desigualtat d’interpolacid). Sigui1 < ¢ <~y <r<oo,0<a <1
tal que
1 a 11—«
_.I_
Yq r
i sigui u € L(Q) N L7 (). Aleshores w € LY(§2) i

Y

lually < [lullg llull™ < flullg + [lul,

Demostracié: Per demostrar la primera desigualtat 1'inic que hem de fer és
escriure |u| = |u|*u|'™® i aplicar la desigualtat de Holder per p = ¢/a i p =
r/(1 — «). Per la segona, apliquem la desigualtat de Young per a p = 1/a i
p' = 1/(1 — «) per obtenir

ullgllull < ellully + (1 = a)llull, < llully + [lv]l.
O

Definicié 3.9. Definim també els espais L{ (Q) i L (Q), 1 < ¢ < oo, de tal

manera que u € L{ () si u € LI(B) per a tot obert B C Q tal que B C €; i

loc

u€ L] (Q) siue LY(BNN) per a tot obert B C R™ tal que BNQ # (.

Tal com hem fet abans, podem definir aquests espais per a camps vectorials.

Definicié 3.10. Per a m € N,
LA™ = {(u1, ..., um)| uj; € LYQ), 7 =1,...,m}

i la seva norma associada és

lully = llullLa@ym = (Z ||uj||3>

Analogament, podem definir L ()™ i L ()™

loc
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Observacié: La desigualtat de Holder també se satisfa per a camps vectorials. En

efecte, si definim
m 1/p m
- (z nuiuz) V- (z ijug)
i=1 j=1

perau € LP(Q),ve LI(Q)il= —|— %, podem fer servir les desigualtats de Holder
per a camps escalars (Proposicié i de Young (3.1]) per obtenir

usosll _ oalpliogly _ 1 0ully | 1 Jogll

1/q

v — uv —p UP q Vi
i, sumant sobre 7 i j
lus ol _
v —
on ® denota el producte tensorial, i.e. u ® w = (wu;);;. Tal i com vam fer

per demostrar la desigualtat de Holder per a camps escalars, definim @ € LP(Q) i
veLi(Q)perap=p/riGg=q/r,r € [l,+00) tal que & = u, ¥" = v (en el sentit
que ;= |uj|V7, 0; = |v;|V7, per a j = 1,...,m). Aleshores,

la" @ o', < Cllall||oll;
i treient ’arrel r-esima, que és monotona, obtenim la desigualtat que buscavem

e © o, < Cllal,|vl, (3.2)

3.2 Distribucions

En teoria de distribucions, I'espai C§°(£2) s’anomena espai test i cada funcié d’aquest
espai s’anomena funcié test. Aquest espai esta dotat amb una topologia tal que la
successié (@), convergeix cap a @ si existeix un compacte K C 2 que conté el
suport compacte de ¢ i de ¢y, i si per cada multiindex o € N”| la successié (0%px )
convergeix uniformement cap a 0%p.

Definicié 3.11. Un funcional lineal F': ¢ — F(p), ¢ € C§°(2), s’anomena distri-
bucié si és continu en el sentit que per a tot subdomini acotat G C Q2 amb G C €,

existeix un k € NU{0} 1 C' = C(F,G) > 0 tal que

[E(o)| < Clleller

per a tota funcié ¢ € C§°(§2). L’espai de les distribucions és C§°(€2)’, 'espai dels
funcional lineals. Existeixen diverses definicions equivalents de distribucié que es
poden trobar a [5] (Teorema 2.1.4. i Teorema 2.1.5.).

Utilitzem la notacio
F(p) = [F.¢] = [F, ¢la

per denotar la imatge de ¢ pel funcional, i escrivim equivalentment F' = [F -].
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Definicié 3.12 (Derivada d'una distribuci6). Donada una distribucié F' € C§°(£2)".
La distribucié D*F € C§°(Q2)', o € N™, es defineix com

[DQF> 90] = (_1)|a‘[F7 DaSOL S C(?O(Q)

1

loe(£2), podem associar-la a un funcional F' € C§°(§2)’

Donada una funcié f € L
definit com

[F,olo = /Qfsodar =:< f, ¢ >aq,

Llavors, F' = Fy =< f,- >. Es a dir, identifiquem un subespai de Ce(R2)" amb
I'espai de funcions localment integrables, L; (). Dos distribucions definides per
funcions locament integrables sén iguals si les funcions coincideixen a tot arreu

excepte en un conjunt de mesura nul-la. Diem que f és una distribucié regular.

Definicié 3.13. Sigui f € L}, .(Q)ia € (NU{0})". Sila distribucié D f és regular,

loc

ésadir, D*f € L} (), 'anomenem derivada feble o derivada generalitzada a-esima

de f. A més, per 1 < ¢ < oo, farem servir
Def e L1(Q)
per dir que D®f és una distribuci6 regular i que és una funcié de L9(f).

Nota: si f € C1*(Q), aleshores la distribucié D®f coincideix gairebé a tot arreu
amb la derivada usual. Aquest fet és el que motiva la definicié de la derivada d’'una
distribucio.

A continuacid, tal com hem fet abans, definim també els espais corresponents
per als camps vectorials. Aixi doncs, sigui m € N

Coo ()" = {1, - om0 € C°(Q), 5 = 1,...,m}

Aleshores, per a F = (F,...,Fy,), F; € C(Q), j = 1,...,m, definim també el
funcional
FZQO|—> [F,(P] = [F17901]+"'+[Fm790m]

per a @ = (@1, ..., om) € Cg°(2)™. Per tant, definim
Cee ()™ = CR ()™ = {(Fy, ... Fp)|F; € CR(Q),5=1,...,m},

I'espai de distribucions de 'espai de funcions test C§°(2)™
De nou, una funcié f € L. ()™, f = (f1,..., fm), defineix una distribucié

loc

e [fopl=<f,p >:/Qf-sodx

on f-o=fipr+ -+ fnom, @ = (1, -, om) € C(2)™. Aixd ens porta a un
embedding, de forma similar a I’anterior, de L} ()™ en Cg°(Q)™. També de forma
analoga podem definir D*f, o € (NU {0})™.

Per 1ltim, introduirem un espai molt important per a la definicié de solucions
febles de les equacions de Navier-Stokes.
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Definici6 3.14.
0o = {9 € C5°(Q)"] div(p) = 0}

és l'espai de les funcions test solenoidals (amb divergencia nul-la).
Es pot demostrar que els espais L9(£2), 1 < ¢ < oo, sén espais complets, és a dir,
sén espais de Banach ([1] Teorema 2.16).

Cal destacar el fet que I'espai L*(£2) té una importancia especial, ja que es tracta
d’un espai de Hilbert, encara que no ens entretindrem a provar-ho ([I] Corol-lari
2.18), amb un producte escalar definit com

< flg o= / fgdr,
Q

per a f, g € L*(), que indueix la norma sobre aquest espai.

3.3 Espais de Sobolev

La idea en la definicié d’aquest espais és la d’obtenir funcions que no només siguin
integrables en un cert espai L9, sind que tinguin derivades integrables fins a un cert
ordre. Aquests espais son els que farem servir per al tractament de les solucions
febles de les equacions de Navier-Stokes.

Definicié 3.15. Sigui k € Ni1 < ¢ < co. L’espai L4-Sobolev W*4(Q) d’ordre k
és defineix com l'espai de les funcions u € L9(£2) tal que

Dou € LU(Q)

per tot |a| < k. I li associem la norma

Q|

lullwra) = llulleq = | D IDullg |

o<k

per 1 <g<oo,i

||t k.00 := max || D[ oo,
<k

|al

per ¢ = oo.

Freqiientment farem servir I'espai W*2(0Q), ja que es tracta d'un espai de Hilbert
amb producte escalar

Z < D%, D% >, u,v € WH(Q)

la| <k
Definicié 3.16. Anomenem
) = o

al subespai de W*4(Q) obtingut com la clausura de les funcions de C5°(Q2) en la
norma || - ||x,q-
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Definicié 3.17. Donats 1 < ¢ < oo, k € N. L’espai W=%9(Q) d’ordre negatiu —k

es defineix com l'espai dual de W*4'(Q), on ¢ =

] és el conjugat de q. Ho

escrivim com

W=ka(Q) = Wk (Q)

Es a dir, és I'espai dels funcionals lineals
F:om[Fgl, ¢eWy?(Q)

continus en la norma |[¢||yy. F és continu en |¢lsy si existeix una constant
C(F) > 0 tal que
[F ]l < Cllllkg

per a tot ¢ € C5°(£2).
Definim la norma en W~%%(Q) com

[ Ellw-ra) = 1Fll-kq = sup [[F,o]l/l¢llry
0£peCE ()

Ens ajudem ara de les definicions dels espais de Lebesgue locals Lf. ()i L ()
per definir els segiients espais.

Definicié 3.18. Donat k € N. u € W9(Q) si D*u € LY

loc loc
u € VVIIZ’CQ(Q) si D € L (Q) per tot |a| < k.

(Q) per tot o] < k; i

Per 1ltim, com abans, definim els espais de Sobolev per a camps vectorials u =
(U, .ory Uy ), m € N, de forma analoga a

WES(Q)™ = {(uy, ooy )y € WHEI(Q), 5 = 1,...,m}

amb norma )
q

m
[ullwra@ym = [lullkq = (Z H%‘Hﬂ;)
=1

Aixi doncs, tenim Wge(Q)™, W=ka(Q)™, WrhI(Q)m, Wrh/@)m™ i W, 2(Q)™.

loc loc loc

Com hem fet notar pel cas de camps escalars, es pot demostrar que l’espai
Wh2(Q)™ és un espai de Hilbert amb producte escalar

<u,v >+ < (Du)?, (Dv)! >:= /

u-vdr + /(Du)T . (D) da
Q Q

on (Du)": (Dv)" =37, (2—2) (SZ)
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3.4 Teorema de Hahn-Banach i Teorema de representacio
de Riesz

A continuacié, donarem dos resultats importants en teoria de distribucions que ens
seran d’utilitat més endavant.

Teorema 3.1 (Teorema de Hahn-Banach). Sigui X un espai vectorial real i p(x)
una funcio a X tal que

px+y) <p(x) +ply) (subadditivitat)
plaz) =ap(z) pera a>0

Considerem un subespai vectorial M C X 1 fo un funcional lineal definit a M, i.e.
fO(a$+By):af0<m)+ﬁf0($)a x)?JGMa Oé,/BGR

Suposem fo(x) < p(x) a M. Aleshores, existeix un funcional lineal F' sobre X tal
que:

i) F és una extensid de fy, i.e. F(x)= fo(x), € M.

ii) F(z) <p(x) aX.

Demostracio: Considerem I'espai generat per M ixg ¢ M, My = {x = m+axo|m €
M,a € R}. Com que zq ¢ M, és facil veure que la representacié per x € My és
unica. Llavors, si per a ¢ € R qualsevol definim

9(x) = g(m + axg) = fo(m) + ac,

g és una extensioé de fy i un funcional lineal a M,. Ara només ens queda escollir ¢
per tal que g(z) < p(z) a My. Es a dir, ¢ € R tal que

fo(m) + ac < p(m + axy),
i aix0 és equivalent a

fo (2) + ¢ < plzo+2), a>0
fo(£%) —c<pl=zo+2%), a<0

(per a a = 0, la desigualtat se satisfa per hipotesi). Per tant, hem d’escollir ¢ tal
que
fo(m') —p(m' — x) < c < p(m" +x0) — fo(m”), m',m" e M

Aquesta c existeix, ja que
fO(m/> +f0(m//) — fo(m/+m//) Sp(m/—i_m”) :p(m/ _x0+m//+x0)
< p(m' —x0) + p(m” + )

Llavors, hem d’escollir ¢ € R tal que

sup [fo(m') — p(m’ —xo)] < e < inf [p(m” + o) — fo(m")]
m'eM m''e
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Una vegada hem estes fy a Mj, veurem que existeix una extensié maximal a X
de fo. En efecte, considerem les extensions g de fy tal que g(z) < p(x) per a z
al domini de g. Llavors, podem construir una familia ordenada d’extensions de f;
de tal forma que h > g, si h és una extensié de g. Aleshores, pel Lema de Zorn,
existeix una extensié maximal F' de fy tal que F(z) < p(x), per a x al domini de
F, D(F). Només ens queda veure que aquest domini és X. Si suposem que és
diferent de X, podem agafar M = D(F) i fy = F, i procedir com hem fet abans
per construir una nova extensié g. Aixo és una contradiccid, ja que F' és maximal.
Per tant, D(F) = X.

g

A continuacié demostrarem el Teorema de Riesz, que és també valid per un espai
de Hilbert sobre un cos K qualsevol. No obstant, nosaltres el provarem només pel
cas real, que és el que estem tractant continuament.

Teorema 3.2 (Teorema de representacié de Riesz). Sigui X un espai de Hilbert
real, i sigui X' el seu espai dual. Aleshores, f € X' si, i només si, existeir v € X
tal que

flu) =<v,u> VYuelX

En particular, v € X esta univocament determinat.

Definicié 3.19. Un espai de Banach real X és reflexiu si tot funcional lineal continu
f € X' téla forma f +— [f,v], per algun v € X fixat. Llavors, denotem el funcional
com [-,v] 1 (X') = X.

Per demostrar el Teorema de Riesz necessitarem els segiients resultats:

Lema 3.1 (Desigualtat de Cauchy-Schwarz). Sigui X wun espai de Hilbert amb
norma || - ||. Es compleizx
| <v,u> [ < ollflul

Demostracio: Si v = 0, aleshores | < 0,u > | = 0 = ||0]|[|ul]. Si < v,u >= 0,
0 < ||v|||u]]. Suposem v # 0, < v,u > 0, i definim

<v,u >

zZ=u— v,
<wv,v >

la projeccié ortogonal de u sobre el subespai ortogonal a v. En efecte,

<v,u>

<0,z >=<v,u>———"<v,v>=0
<v,v>
Llavors, pel Teorema de Pitagores,
2 2
<v,u > | <ov,u>|
lull® = | ——=| olI* + [lzI" = — 75—
< wv,v > l|lv]]
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Lema 3.2. Siguit a : X X X — R una forma bilinial simetrica, acotada, fortament
positiva (a(u,u) > c|lul|?, ¢ > 0, Yu € X ) sobre l’espai de Hilbert real X, ib: X —
R un funcional lineal continu a X. Aleshores, I’equacio

a(u,v) = b(v) (3.3)
té una unica solucio u € X, per totv € X.

Demostracié: Unicitat: Siguin u, w dos solucions de I'equacié (3.3), Vv € X. Ales-
hores, si considerem v = u—w i tenim en compte que per hipotesi sobre a, existeixen
constants ¢,d > 0 tal que

cllull? < a(u,w) < dul?, Vue X,

obtenim
cllu —w|]* < alu —w,u—w) = alu,v) —a(w,v) =0

Per tant, u = w.

Existencia: L’equacié (3.3)) és equivalent a trobar u € X que minimitza F'(u) :=
ta(u,u) — b(u). Vegem-ho:

Flu+tv) = éa(u, u) + %tza(v, v) + tla(u,v) — b(v)] — b(u), teR

Llavors, v minimitza F'(u) si, i només si, la parabola F'(u + tv) té el minim a t = 0
(observem que és una parabola creixent, ja que a(v,v) > 0). Es a dir, si, i només
si,

OF
e . = a(u,v) —b(v) =0

Definim o = inf,ex F(u), que és finit, donat que F(u) = 1a(u,u) — b(u) >
sc|lull® = ||b]|||u]| (pardbola creixent en ||ul|), perque b és continu.

Aleshores, per la definicié d’infim, existeix una successio (u,), tal que F'(u,) — «a.
n— oo

I fent servir la identitat
2a(Up, ) + 20 (U, Upy) = a(Upy, — Upyy Uy, — Upy) + @(Up F Uy Uy, + Uy ),

obtenim
1
F(up) + F(uy,) = Z(a(u” — Uy U, — Upy) + AUy + Uy, Uy F Uy )) — O(Uy,) — b(Wy)

1

= Za(un — Uy Up — Upy) + 2F <un+—um

1
i > > —c||tn — Uml]* + 2a

Aleshores, com que F(un)+F(uym) — 20, ||n—tun| — 0. Esadir, (uy), és
n,M—00 n

,M—00
una successio de Cauchy. En conseqiiencia, existeix u € X tal que v = lim,, oo uy, 1

F(u) = a.
U
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Teorema 3.3 (Teorema de descomposicié ortogonal). Sigui M C X un subespai
tancat d’un espai de Hilbert real. Llavors, donat u € X, existeir una unica descom-
posicio ortogonal

v=v4+w, veMweM?

Demostracio: Existencia: Per veure I'existéncia, veurem primer que existeix un unic
v € M tal que ||lu — v|| és minim.

lu—v||=<u—v,u—v>=<uu>+<v,v>-2<uv>

Si definim a(v,w) :=< v,w > i b(v) :=< w,v >, veiem que |ju — v||* és minim si,
i només si, a(v,v) — 2b(v) és minim. Aquesta ltima condicié és justament la que
hem tractat a la demostracié del Lema [3.2] anterior. Llavors, per poder aplicar el
lema, hem de veure que a i b satisfan les hipotesis d’aquest. En efecte, a és una
forma bilinial simétrica, acotada i fortament positiva, ja que per la desigualtat de
Cauchy-Schwarz (Lema (3.1)

a(v, ) < [olllwl i a(v,0) =[] Vo,w e X,

i b és un funcional continu, ja que |[b(v)| < ||ul/||v||, per a tot u,v € X. Per tant,
com que M és tancat, és també un espai de Hilbert i, pel Lema|3.2] existeix un tnic
v € M que minimitza ||u — v||*. Llavors, agafant v € M que minimitza ||u — v||?,

lu—v|? <|lu—(v+w)|]>, Ywe MINER
Per tant,
<u—vu—v>< <u—v,Uu—v>-2A<u—v,w>+N\N <ww >

Siu—v=0,<u—uv,w>=0 per atot wée& M. Llavors, u —v € M. Suposem
<u-—vw >

u—v#01iw#0, aleshores prenent A = , obtenim

[wl]?
—<u—v,w>*>0, YweM = <u—v,w>=0, YweM

Per tant, v — v € M*. Amb aixdo hem provat I’existéencia de la descomposicié
ortogonal.

Unicitat: Siguin v = v + w i v = v; + w; dos descomposicions ortogonals de
uw € X, v,u, € M, wyw, € M*. Aleshores, igualant les dues descomposicions
0=@w-—v)+(w—w),v—v €Miw—w €M Llavors,

O=<v—v,w—w >=—<0V—v1,V— 0] >

Per tant, v = v;. Analogament, w = w;.

Ara ja podem provar el Teorema de Riesz.

Demostracio: Unicitat: Si < v,u >=< vy,u > per a tot u € X, aleshores

<v—uv,u>=0, YuelX
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i, en particular, per a u = v — vy. Per tant, v = vy.

Existencia: Considerem f € X', f # 0. N(f) = {u € X|f(u) = 0} és un
subespai tancat de X (donada un successié (uy,), de N(f), f(u,) = 01 per la con-
tinututat de f, si u, — u, f(u) = 0). Aixi doncs, pel Teorema de descomposicié

n—r 00

ortogonal (Teorema , existeix ug € N(f)4, ug # 0. Si no fos aixi, voldria dir
que N(f) =X 1 f =0, que és un absurd.

Aleshores, f(ug) # 0, i podem suposar f(ug) = 1. Llavors, u — f(u)ug € N(f)
per a tot u € X, i obtenim la descomposicié ortogonal

u=mw+ f(uuy, weN(f),u €N(f)*

Projectant u sobre el subespai generat per ug obtenim < ug, u >= f(u) < ug, ug >
per a tot u € X. Es a dir, f(u) =<v,u > perav = HQZOHQ. En el cas en que f =0,
v=0.

Reciprocament, si f(u) =< v,u >, f € X', ja que és lineal

flau+ fw) =< v,au+ fw >=a < v,u >+ <v,w >= af(u) + f(w),

Vu,w € X,Va, f € R,
i és continu, per la desigualtat de Cauchy-Schwarz (Lema

[f(w)]=[<v,u>[<|ollllul, YueX
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4 Les equacions de Navier-Stokes estacionaries

Recordem la forma general de les equacions de Navier-Stokes que vam introduir a
I'inici:

du ou )

pE =p (E + (u - V)u) =—-Vp+ (A + p) Vdiv(u) + pAu

En aquesta seccidé ens restringirem al flux estacionari d’un fluid incompressible,

i.e. treballarem amb camps vectorials solenoidals (div(u) = 0). A més a més, si

inicialment la densitat és homogenia, es mantindra constant per tot tempﬂ. Per

tant, podem dividir les equacions per p i redefinir v = u/p > 0 com el coeficient de

viscositat cinematica, i p’ = p/p (que reanomenarem p). El resultant és el segiient

vAu — (u-V)u —Vp = f, (4.1)

on f és una forga externa. A més a més, suposarem que se satisfa la condicié de
contorn ulsg = 0 (si 9Q # ). On Q C R™ és el nostre domini i tractarem només
el cas n = 3. Per tant, el nostre objectiu és provar resultats sobre 'existencia de
solucions febles del segiient sistema

vAu — (u-V)u—Vp=f,
div(u) = 0, (4.2)
’u,|aQ =0

A continuacié definirem el concepte de solucio feble i veurem la seva ’existencia
tant en dominis acotats, primer, com en dominis no acotats a seguidament, fent
una aproximacié que ens retornara al cas d’un domini acotat.

4.1 Solucions febles

Per definir el concepte de solucié feble necessitarem introduir ’espai on viuran

Wa2(@) = G ",

que és la completacié de Cg%,(Q) respecte la norma |(Du)”2, on (Du)” és la
diferencial transposada de wu. Es a dir, és I'espai de les classes d’equivalencia de les
successions de Cauchy (u;)52, C C§%(2) respecte la norma [|(Du)” 2. Aixo vol dir
que per a cada successié (u;);, ((Du;)T); és una successié de Cauchy respecte la
norma || - ||z2 i la seva classe d’equivaléncia convergeix a (Du)” € L*(Q)™. A més
a més, veurem al Lema |4.4| que existeix un embedding Wolf(Q) C L5(Q2)3, i podem
identificar cada element de Wolf(ﬂ) amb una tinica funcié v € L(Q)3.

Aquest espai té un producte escalar definit com

< (Dw)T, (Do) >= /Q (Dw)” : (D) da

SEn un fluid incompressible la densitat no canvia al llarg de les trajectories de les particules.
Llavors, p(¢(t;0,0),t) = p(xo,0) = po, Vi, Yao
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per a u,v € Wolf(ﬂ)

Per definir la nocié de solucié feble haurem de tractar cada terme a les equacions
de Navier-Stokes com un funcional definit a I'espai de les funcions test, Cg2, (2).
Aix{ doncs, podem reescriure les equacions reinterpretades en sentit distribucional
com

<vAu,v > — < (u-V)u,v > — < Vp,v >=< f,v > (4.3)

per a v € 33(9) arbitraria. Ara bé, podem fer algunes operacions en els diferents
termes d’aquesta equacio per tractar de simplificar-los. Pel que fa al primer, per
cada component

< Au;,v; >= — < Vu;, Vo, >, 1<i<3

per la definicié de la derivada d’una distribucié. Llavors, aquest terme es pot
escriure de manera compacta com — < (Du)?, (Dv)T >.
Pel que fa al tercer, de forma similar

<Vpv>=—-—<p,V-v>=0

perque v té divergencia nul-la per definicé de funcio test.
Per 1ltim, el segon terme té és una mica més complicat i no sera tan directe trobar
una expressié que contingui termes en (Du)? i en w. Per aixo, haurem de provar

la Proposici6 que ens diu que, si u € Wolf(Q), (u-V)u € L?ﬁ(ﬁ)y’. Es a dir,
en sentit distribucional
(u . V)’U, = (U181 + Ug@z + u383)u = (ulaﬂL]‘ + Uzagu]‘ + Ugagu]‘)?:l
= (81(u1uj) + 82(u2uj) + 83(%31@))?21 — (uj81u1 + Uj82u2 + uj83u3)?:1
= (01 (uru;) + Oa(ugu;) + 83(U3uj))§-’:1 = div(u ® u)
Observem que a la segona linia ens apareix el terme div(w), que s’anul-la per la
definicié de u. Aixi mateix, notem que la divergencia del producte tensorial u ® u

s’aplica per columnes.
Aleshores,

<(u-Vu,v>=<divlu®u),v >= - <u®u,(Dv)’ >
de forma similar a com hem operat abans.
Ara si, estem en condicions de definir el concepte de solucié feble.
Definicié 4.1. Sigui Q C R? un d/o\mini qualsevol. Siguin f = f, + div F' amb
fo € L3.(Q)3, F € L*(Q)°, 1 u € Wy 7 (). Aleshores, u s’anomena solucié feble

loc

del sistema d’equacions de Navier-Stokes amb forca f si
v < (Du)’, (Dv)" > — < u®u, (Dv)" >=[f,v] (4.4)
per a tot v € C§(€2).
Si w satisfa ipe€ L} (Q) és una funcid tal que
—vAu+ (u-V)u+Vp=f
en el sentit de les distribucions en € i p s’anomena pressié associada a u. A (u, p)

se I’anomena parell soluci6 feble del sistema (4.2)).
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Nota: veurem que aquesta pressio associada p existeix i, a més a més, és tinica sota
una certa restriccio.

4.2 Principi de Leray-Schauder

Per demostrar el teorem d’existencia de solucions en dominis acotats utilitzarem el
principi de Leray-Schauder, que ens déna una serie d’hipotesis sobre un operador
per tal que existeixi una funcié fixa per aquest.

Definicié 4.2. Diem que un operador A : X — X (no necessariament lineal) és
completament continu si A és continu i per a tota successié acotada (v;); a X,
la successié (Av;); conté una successié parcial que convergeix a X amb la norma
d’aquest espai.

Teorema 4.1 (Principi de Leray-Schauder). Sigui X wun espai de Banach i A :
X — X un operador completament continu. Suposem que existeix un r > 0 que
compleix la segiient propietat:

SiveX,0< <1, v= AN, aleshores |[v||x <.

Llavors, ezisteix al menys un v € X tal que v = Av, ||v||x <.

Aquest resultat, a diferencia dels altres, ens assegura que una cota a prior: im-
plica existencia. Per demostrar aquest Teorema, necessitarem provar abans alguns
resultats:

Lema 4.1 (Teorema d’aproximacié per a operadors completament continus). Sigui
A: M C X =Y, un operador completament continu, X,Y espais de Banach, i M
un subespai, no buit, acotat de X. Aleshores, per a tot n € N existeixzen operadors
continus

A, M—Y

tals que

sup ||Au — Aju|| <
ueM

S|

A, (M) CcoA(M) i dimX, < oo

on coA(M) és el subespai convexr més petit que conté A(M) i X,, és el subespai
vectorial generat per A, (M).

Demostracio: Com que A és completament continu, A(M) és relativament compac-
te, i.e. per a tota successio (u,), acotada a M, (Au,), conté una successié parcial
que convergeix a Y. Aleshores, Ve > 0 existeixen elements u; € A(M), j =1,..., J,
J < 00, tals que

min ||[Au —u,|| <e, Yue M (4.5)

1<j<J

En efecte, si aixo no és cert, dey > 0 tal que no existeix un nombre finit d’elements de
A(M) que satisfaci la condicié (4.5)). Llavors, podem escollir un element u; € A(M)
fix, de tal manera que existeix ups € A(M) tal que

[ur = ual| > €0
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De la mateixa manera, existeix ug € A(M) tal que
luz — us| > €0, [lur — us|| > €o
Procedint en aquesta direccié, podem construir una successio (u,), a A(M) tal que
|tn — um|| > €0 Vn,meN, n#m

Per tant, (u,), no és una successié de Cauchy. Es a dir, no conté cap successi6

parcial que convergeixi. Aixo vol dir que A(M) no pot ser relativament compacte.

Hem arribat a un absurd. Aixi doncs, la construccié anterior existeix i podem agafar
1

€= =.

n

Definim l'operador de Schauder

J
2 Qi (U)U,;

Z;‘Izl a;(u)
on a;(u) := max{2 — [[Au — w0}, j =1,.... J.

Observem que la funcié v — |[Au — u || és continua, ja que A és continu i
lull = [loll] < llu—v||[] Per tant, a; també sén continues. A més a més, donat
u € M, les funcions a; no s’anul-len simultaniament.

En definitiva, A,, és continu i donat uw € M

1225 a5 (w)(us — Aw)ll 35 a;(u)llu; — Auf
Zj a;(u) N Zj a;(u)

1
|Apu — Aul| = < —
n

Observem que donat v € A, (M), existeix u € M tal que

v=A,(u) = % = Zajuj

a;(u)
> aj(u)

J < 0o. Aixi mateix, v € coA(M).

on a; = , Zj a; =1,0<a <1, peraj=1,..,J. Aleshores, dimX, =

Lema 4.2 (Teorema del punt fix de Schauder). L’operador completament continu
A: M — M té un punt fix st M és un subespai acotat, tancat, convex © no buit d’un
espai de Banach X.

Demostracio: Sigui ug € M. Podem suposar 0 € M, fent el canvi u — u — wuy,
si cal. Pel Teorema d’aproximacié per a operadors completament continus (Lema
, Vn € N, existeix un subespai X,, C X de dimensié finita i un operador continu
A, M — X, tal que

1
|Au — Apu|| < —, Yue M
n

"Un operador A : X — Y és continu si per tot u € X i Ve > 0, 30(u,e) > 0 tal que si
|lu —v|| <6, per tot v € X, aleshores || Au — Av|| < €.
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Definim M, := X, N M. Com que X, té dimensié finita i és un subespai d’un
espai normat, és tancat (Veure [9] Corol-lari 7, Seccié 1.13). Aleshores, M,, és un
subespai acotat, tancat i convex de X,,, 0 € M,, i A,(M) C coA(M) C M, ja
que M és convex. Es pot veure que M, C X, és compacte al ser acotat, tancat i
subespai d'un espai normat de dimensi6 finita (Veure [9] Corol-lari 8, Seccié 1.13).

Aleshores, podem aplicar el Teorema del punt fix de Brouwer, que diu que un
operador continu d’un subespai compacte, convex, no buit, d’'un espai normat de
dimensié finita en ell mateix, té un punt fix. Per tant, A, : M, — M, té un punt
fix. Es a dir, A u, = Uy, u, € M,, Vn € N, i

1
Aty — ]| < 2 ¥n €N
n
Com que M,, C M, Vn € N, la successi6 (u,), és acotada a M. Llavors, per ser

A completament continu, (Auw,), conté una successié parcial convergent, ().
Sigui v = lim,,/_,oo Au,. Aleshores,

o= toell < [0 = Auel| + [ At = 10| —> 0
n’/—o0

Es a dir, u,, — v. Com que Au,, € M,Vn € N, i M és tancat, v € M. Finalment,
n/—o0
com que A és continu, Av =wv, v € M.
O

Ara si. Ja estem en disposicié de demostrar el Principi de Leray-Schauder.

Demostracio: Definim M := {u € X | ||u| < 2r} i

Bu { Au,  si||Aul| < 2r

ﬁm, si||Aul| > 2r

Llavors, ||Bu|| < 2r, Yu € X, és a dir, B(M) C M. Vegem que B és completament
continu.

B és continu per la continuitat de A i donat que Au = ﬁTA‘zﬁ si ||Aul| = 2r.

Sigui (u;); és una successio a M. Considerem dos casos per a una successi6
parcial (u;);:

(a) |[Auy|| <2r, Vj'
(b) ||[Auj| > 2r, Vj'

En el cas (a), com que M és acotat i A és completament continu, existeix una

successié parcial (ujr);» de (uj); tal que Bujr = Aujn — z € M.
j'’—o0

En el cas (b), per ser A completament continu, podem escollir una successio parcial
(wjn)jn de (uy); tal que

1
[ Awjr || 5700
i Auj» — z. Llavors, Buj» — 2raz, és a dir, B és completament continu.

3""—00 3" —o0
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Llavors, pel Teorema del punt fix de Schauder (Lema , Ju € M tal que
Bu = u. Si [[Au|| < 2r, Bu = Au = u. L’altre cas, ||Au|| > 2r, no es pot donar pel
que hem suposat a l'enunciat del Teorema: si u = Bu, ||Au|| > 2r, aleshores

2
u= Bu=tAu, t= T
[ Au]
Per tant, ||ul| = |t|[|Au|| = 2r. Aix0 és una contradicci6, perque hem suposat

[l <.
U

4.3 Terme no lineal (u-V)u

A continuacié justificarem les operacions que hem fet per definir una solucié feble,
demostrant algunes propietats de integrabilitat sobre el terme no lineal.

Proposicié 4.1. Sigui 2 C R", n > 3, un domini qualsevol. Suposem u € Wol(f(Q)
Aleshores

o

w@ueld (), (u- Vue L2Q)",
2 3/206— o 6/5 /7~ (4-6)
Viul* € L ()", ((w-V)u)-u e L, (),

loc

1, G MES a MES,
1
(u-Vu=diviu®u), (u-V)u) u= Ju- V|ul? (4.7)

b) Per QY C Q subdomini acotat,

Ju® UHL3(Q’) + (- V)UHL3/2(Q/) < CH(DU)TH%%Q)a (4.8)

1((w - V)u) - wl| o5y < Cll(Dw)" 7210, (4.9)
on C' > 0.

c) Sin=3,1<q<6, per a ) CQ subdomini acotal,
lllzs@) < CIDW |z, (4.10)
on C'=C(q,QY) > 0.
d) Si ) és acotat, aleshores

u@ue LX), (u-VueLl?(Q)", ((u-V)u) ueLQ),

<(u-Vu,u> =—-<u®u,(Du)’ >=1<u, VuP®>

. 4.11
= -1 <div(u), [u]? >=0 (4.11)

on |u| = vV Z?:l u;.
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Per demostrar aquesta proposici6 introduirem una desigualtat de Sobolev i un
lema sobre les propietats d’embedding de Wolf(Q)

Lema 4.3. Siguir € [¢,nqg/(n —¢q)], si1 < g<nir € [qg0), sin < q < o0.
Aleshores, per a tot u € C§°(R")

lull: < Cllully™ I Vully
on C=C(q,n,r) i A=n(r—q)/rq.

Demostracio: [Veure [4], Lema 11.3.2]
U

Si considerem r = ng/(n — ¢) al lema anterior, per a 1 < ¢ < n, obtenim la
desigualtat de Sobolev
[ull. < C[[Vullg (4.12)

que en principi es satisfa per a u € C5°(R™), pero que es pot estendre per completesa
Lq
a W, 4(92).

Lema 4.4. Sigui Q C R, n > 3, un domini qualsevol. Aleshores, per a ¢ = 2% es

) n—2
compleir que

Wo(Q) C LY(Q)", (4.13)

lullzo@y < ClDW) | 2z, w € Wo; (),
amb C = C(n) > 0.

Demostracio: Només ens cal agafar la desigualtat de Sobolev (4.12]) prenent ¢ = 2
i reanomenant r = g = 2n/(n — 2). Aleshores, (u;); és una successié de Cauchy

a L1(Q)" per a (u;); C Wolf(Q), i convergeix a una funcié u € L7(2) que satisfa
I’enunciat del lema.

O
Demostracid de la Proposicid[{.1]: Per demostrar la Proposici6 partirem d’una suc-
cessié (u;); a C55(Q) tal que ((Du;)T); és una successié de Cauchy a L2(Q)™,
que podem trobar per la definicié de W0102(9> Tot seguit utilitzarem (4.13) per
acotar la norma de les diferents expressions a (4.6) per les normes de les funcions

que coneixem bé: u i (Du)T, sobre diferents espais de funcions, considerats sempre
en un subdomini acotat Q' de €.

Per n = 3, aplicant (4.13) amb ¢ = 6, obtenim que uw = lim;_,, u; € L5(Q)3, i
lullzs@) < ClI(Dw)" || 20

amb C' > 0. Aleshores, per a qualsevol subdomini acotat ' C €, utilitzant la
desigualtat de Holder (Proposicié , veiem que

Il Loy < Cillullzs@) < CIOJI(Dw)" || 2@,
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amb C1(q, ) > 0,1 < g < 6. Aixo vol dir que w € LY(QV)?, per a 1 < ¢ < 6. Aixd
prova c).

Fent servir de nou la desigualtat de Holder obtenim

lu @ ullps@) < Cillullisq) < Coll(Du)" |72, (4.14)
[(w- V)l sy = lu- (Du) a2y < Cillullzs@)l|(Dw)"]| L2 (4.15)
< 02||<DU)T||%2(Q) .
1((w - V)u) -l sy = l(w- (Du)") - ull 650
< Ctllwl| Lo @) [ (Dw)™ || 2o l|w]| Loy (4.16)

< Cll(Dw) Tl 0,
per a C7 > 0, Cy > 0. Aleshores,

u®u=limu; ®u e L*(Q),
j—o0

(w-V)u = lim (u; - V)u € L3*(Q),

Jj—o0

(w-V)u)-u = lim ((u; - V)u)-u e L)

J—00
Amb aix0 la primera part de d) queda demostrada.

A més a més, com que u € Cg5, (), div(u; ® u) = (w; - V)u, com ja hem vist
anteriorment. Llavors, al passar al limit j — oo, tenim les segiients igualtats

(w-Viu=diviuu), ((w-V)u)- u= %u V2 (4.17)

on la segona igualtat es pot comprovar facilment.

Per tant, com que €' C € és un subdomini acotat i arbitrari, obtenim, per la
definicié de L (§2), les propietats de 'apartat a). Aixi mateix, b) queda demostrat

fent servir (4.14)), (4.15) i (4.16)). L inic que ens falta és veure la segona part de d).
Per la definicié de u; tenim que sup(u,;) C Qi div(u;) = 0, aleshores

<(u-Vu,u>=<diviu®@u),u >= lim <div(iu®@u),u; >

j—00

= — lim <u®u,(Dy;))’ >= - <uxu, (Du)’ >

Jj—00
i, per altra banda, fent servir la igualtat (4.17)
1 2 ]- . 2
<(u-V)u,u>=- <u,Vu|”>= - lim <u;,Viu|* >
2 2 j—oo

1
=-3 lim < div(u;), [u|* >=0

j—o0
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4.4 Pressio associada p

Ja hem vist que a I’hora de tractar el sistema de Navier-Stokes de forma distribuci-
onal el terme corresponent a la pressié s’anul-la. Aixo ens porta a haver de definir
la pressié (o millor dit Vp) com a distribucié en termes de la resta de termes.
Vegem-ho:

Proposicié 4.2. Sigui Q C R? qualsevol subdomini. Sigui f = fo + div(F) amb
fo € L3 ()3, F € L*(Q)°. Sigui Qo C Q un subdomini acotat tal que Qy C Q,
Qo # 0.

Suposem que u € Wolf(Q) és una solucid feble del sistema de Navier-Stokes (4.2)
amb for¢a f. Aleshores, existeix un tnica p € L7 (Q) satisfent

/ pdr =0
Qo

—vAu+ (u-V)u+Vp=f
se satisfa en sentit distribucional. Es a dir, (u,p) és un parell solucio feble de (4.2)).

tal que

Per demostrar aquesta proposicié necessitarem de nou alguns resultats.

Lema 4.5 (Desigualtat de Poincaré). Sigui Q@ C R", n > 1, un domini acotat
qualsevol, i sigui 1 < q < oo. Aleshores, per a tot u € Wol’q(Q)

[ullzage) < Cl[Vull Lo
on C =C(q,Q) > 0.

Demostracié: Denotem d = d({2) := sup, ,cq |r — y| el diametre de Q2. Considerem
¢ € CF(Q). Sense perdre generalitat podem suposar que € esta contingut entre
els hiperplans =, = ¢, z,, = 0id = |z,| = ¢, amb x = (2, x,) = (21, ..., Tp_1, Tp).
Aleshores,

o(x) = / Tt 2z

i podem utilitzar la desigualtat de Holder (Proposicid per r =1 amb u = d%gb
i v =1, per acotar la norma sobre L(£2)

ol = [’ [ lota)ra,
Rn—1
q— nod
d d d ' 2)|%d
<[ [ x(/ ) / L o(a!,2)pa:
/ dx/ xd” 1dxn/ | — (', 2 ]qdz<—]|V¢H n
Rn—1

Si recordem que W,(Q) = COO(Q)H I.a , per completesa obtenim que
[ull L) < ClIVullLog)
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per a C = C(q,2) > 0.
U

Observacié: Aquesta desigualtat és també valida per a camps vectorials, ja que

1/q 1/q 1/q
lully < (Z HUZ-HZ) < (Z Cq||Vui||Z> =C (Z ||8juil|§> = Cl[(Du)"
7 % 1,5

/

Per demostrar l'existencia de solucions de les equacions de Navier-Sokes, ens
restringirem al cas en que la forca externa és de la forma f = divF, on F' és una
matriu, com a [7]. Aleshores, necessitarem condicions sobre f per tal d’assegurar
que la representacio anterior existeix.

Lema 4.6. Sigui Q C R™ un domini acotat qualsevol, n > 2. Si f € W=12(Q)",
aleshores existeir al menys una matriv F € LQ(Q)”2 tal que f = divF en sentit
distribucional, i

Ifllw-12@n < [l 2z < CllFllw-120)n

per a C(£2) > 0.

Demostracio: Considerem el subespai
D= {(Dv)" € LX(Q)" Jv € WA(Q)"} € LX(Q)"
i definim el funcional
f:(Dv)" = [f,(Dv)T], (Dv)" €D

com [f, (Dv)T] := [f,v] per atot v € W,*(Q)". Aleshores, fem servir la desigualtat
de Poincaré (Lema per obtenir

ILf, (D)) = |[f o]l < I fll-12llvlhz < ClF -1l (Dv)T|l2

per a C(Q) > 0, per a tot (Dv)T € D. Per tant, f és un funcional continu
definit sobre D, i pel Teorema de Hahn-Banach (Teorema , podem estendre’l
a L*(Q)" amb la mateixa norma. A continuacié, pel Teorema de representacié de
Riesz (Teorema obtenim una matriu F' € L*(Q)™ tal que

< F,(Dv) >— / F: (Dv)" de = [f.(Dv)"]

Es a dir, F' és una distribucié associada al funcional f . A més a més,
1F ) oy < CILFIl12
Per altra banda,

£, 0]l = |1, (Dv)"]| = |[F, (D)T]| < |||zl (Do) (|2 < [1F |2 (ll0l3+11(Dv)T[15)"2
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per a tot v € Wy*(Q)", la qual cosa implica que

Ifllazi= sw |If.0]l/]o

0£vECE (Q)

12 < || Fl2

Amb aix0o queda demostrada la segona part del lema. Per tltim, si v € C§°(£2)"

< F, (D’U)T >= Z < Ej,&vj >= — Z < &Fij,vj >
ij—1 ij—1
= —[divF,v] = [f,v]

i obtenim una representacié per a f com la que buscavem canviant F' per —F, i.e.

divF = f.
O

Introduirem també un metode anomenat mollification method, o metode regula-
ritzador, que ens permetra aproximar funcions de L? per funcions C'*° mitjangant
el producte de convolucié .

Definim llavors un mollifier o regularitzador com una funcié6 F € C§°(R"™) no
negativa amb les seglients propietats:

i) F(z) =0si|z| > 1,
i) [, Fdo =1,
iii) F(x) = F(—x), Vo € R™

Aleshores, si € > 0, la funcié F.(xz) = e "F(x/e) és no negativa, pertany a C5°(R")
i satisfa:

i) Fo(x) =0si|z| > ¢,
ii) fRn Fedr =1,

iii) Fo(x) = F.(—x), Vo € R™

La primera i la tercera propietat sén evidents i la segona ve del fet que

.nga::/ e "Flx/e)dx = Fly)dy =1
R n

R

on hem fet el canvi y = z/e (dy = ¢ "dx). Llavors, una regularitzacié de u es
defineix com el producte de convolucié

(F % u)(z) = / Fule — yuly) dy

Vegem dos resultats sobre aquest metode:

Lema 4.7. Sigui u una funcié definida a R™ tal que u(x) =0, si x ¢ Q. Aleshores
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a) Siu € L, (R"), F.xu e C®(R").
b) Siue L}, (Q) isup(u) CQ, F.xu € C(Q) donat € < dist(sup(u), Q).

(dist(A, B) := inf,eayen |z — y|)

Demostracio: Com que F. € C§°(R"), s’anul-la per a |z| > € i per a qualsevol
multiindex o tenim

DH(Fexu)(x) = | DiF(r—y)uly)dy,

R

es compleixen directament a) i b).

4

Lema 4.8. Sigui Q C R™, n > 1, un domini qualsevol, i sigui 1 < ¢ < oo, € > 0.
Llavors, per a tot u € L1($)

I(Fe * )l o) < llullza

ll_I}%(.FE *U) = u
respecte de la norma || - || Le(q)-

Demostracio: Per definicid

u(x) = (Fexu)(z) = Fo(x —y)u(y)dy = F(2)u(z —ex)dz

R R

Llavors, si u € L1(Q2), 1 < g < oo, fent servir la desigualtat de Holder (Proposicié
i el teorema de Fubini
q 1/q
dx)

sy
0
1/q 1/q|1 1
F( z)dz) ( F(2)|u(x — EZ)’qu) d:v)
|2|<1

( R dz) " ( T ( /Q fu(z — €Z)|qu> dz)> "
- ( » ;f(z)dz> W( T ( /Q \u(x—gz)|qu) dz) v

1/ 1/q
< ( f<z>dz) ( f(z)dz) el = el
21<1 |zI<1

Aleshores, 'operador

F()V F(2)Vu(x — ez)dz

|2|<1

|z\<1

Fextu— Foxu, u€ LYQ)
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és acotat, amb norma || F. x ||, < 1, ¢ > 0. Fent servir la clausura L(§2) =:

Wo(Q) = Ceo(2) 1" i el fet que si u € C°(Q), Tavors

lim(u®(z) —u(x)) =lim [ F(2)(u(z —ez) —u(x))dz =0

e—0 e—0 R™

Es a dir, si agafem una successié a C§°(€2) que convergeixi cap a u en la norma || - ||,
i tenim en compte que la norma de F.x esta acotada, obtenim que

iy |7 =l = lin [ = ul, = 0
la qual cosa demostra el lema.
OJ

Lema 4.9. SZ’@L@' Q CR" n >3, un domini arbitrari, i sigui Qg C Q un subdomini
acotat tal que Qo C Q, Qo # 0. Si f € W2 (Q)" satisfa

[f,v] =0 pertot ve 0o (§2),

2
loc

/ pdr =0
Qo

Demostracio: Per provar aquest lema el que farem sera veure que per a tot subdo-
mini Lipschitz acotat ©; C Q amb Qg C Qy, Q1 C Q, existeix una tinica p € L?(Qy)
amb Vp = f en sentit distribucional a €2y, i fQOpdx = 0.

aleshores existeix una unica p € L
i

(Q) que satisfa Vp = f en sentit distribucional

Aixo és equivalent perque podem contruir una successié de subdominis Lipschitz
acotats, (Qj)j, de Q tal que Q = U]Oi1 (2;, com ara provarem. Aleshores, veurem
que podem estendre p a una funcié sobre ) que satisfaci les condicions del lema.

Vegem que és possible construir la successio de subdominis de €2. Fixem xy € 2
i considerem € el domini més gran tal que Q C QN By(x), on By (zg) representa
la bola de radi 1 i centre xo. Llavors, ) és compacte (és tancat i acotat) i podem
escollir un recobriment per boles B. de 9 del qual podem extreure un de finit.
Aixi doncs tindrem

00 C | Be(x))
j=1

per a z; € dQ. Definim ara Q = Q\ Ui, B.(z;) i escollim 0 < & < 1 de tal
manera que xoy € Q). Observem que ) és un domini Lipschitz acotat, ja que la seva
frontera no és més que parts de les fronteres de les boles. Llavors, definim () := Q
i e :=¢e. A continuaci6, construim (2 de la mateixa manera: el domini més gran
tal que Q2 C QN By(wo) 1 agafem 0 < e < 1, e < 1dist(9€2,Q;). Llavors, definim
QQ = Q i E9 1= ¢, i obtenim ﬁl C QQ 1 dlSt(an, Ql) > €9.

Iterant el procés podem construir una successié (€2;); de dominis Lipschitz acotats,
isixz €, podem escollir un jo € N i un subdomini 2y C Q tal que z € Qy C
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Figura 1: Esquema de la construccié dels dominis §2;.

QN Bj,(xo), xg € . Aleshores, si d := dist(98, ) 1 escollim j; > jo amb ¢;, < d,
tenim que x € €);,. Per tant, hem vist que €2 es pot expressar com a unié de dominis
Lipschitz acotats (per defincid, §2; C Q Vj).

Tornant a la demostracié del Lema, fem servir la construccié anterior i prenem
un altre domini Lipschitz acotat € tal que Q5 C Qs, Qs C Q. De I'enunciat, tenim
f e W2 (Q)". Per tant, f € W12(y)", i com que Q, és acotat, pel Lema
podem trobar una representacié d’aquesta funcié de la forma

f=div(F), FeL*(Q)"

Fent servir el metode de regularitzacié (4.7) que hem introduit més amunt, de-
finim F° := F.x Fpera(0 <e < dist (099, Q4), amb el regulador definit a .
Aleshores, F© € C>(Q)™.

El que volem veure ara és que existeix una funcié U, € C*°(Q,) tal que div(F?) =
VU.. Aquesta funcié sera la que associarem a la pressié p a €.
Per provar aixo farem servir que si la integral d'un camp vectorial v sobre qualsevol
corba tancada a €, és zero, aleshores v = V¢, ¢ € C®(Qy). Es a dir, hem de veure
que div(F*) és un camp conservatiu. Aixo és equivalent a veure que

/0 (divF®)(w(T)) - ' (T)dT =0 (4.18)

on w(7) = (wi(7), ...,wn (7)), 0 < 7 < 1, és una corba tancada (w(0) = w(1)) a .
Per demostrar (4.18)) definim

Voelx) = /0 Fo(z —w(n)w'(1)dr, x € Qs
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que implica V,,. € C§°(€22)". Aleshores,

divV, (x /28~F (7))w /(T)dT

S

o dr
— Fila—w(0) — Fula—w(1)) = 0

per a una corba tancada w a €. Llavors, V,,. € C§% ()", i fent servir que [f,v] = 0
per a tot v € C§%,(§2) per hipotesi, i el teorema de Fubini, obtenim

O:[f Vel = [divE, V,, ]

= Z 8Fw (/ Fo(z —w -'(T)dT) dzx

7,7=1

—/0 Z (Z ) Fe(x —W(T))aiFij(ﬁ)dﬂf) wj'(T)dr

/ ( ., Fe(w(r) = :c)]%(x)d%) o (7)dr
e (Z/ (0:F)(w(r) = x)F@-xx)dx) o (r)dr

:/ div(F®)(w(7)) - ' (7)dT

0

on el terme de la quarta linia és zero ja que w C Oy, x € Iy i |x — w(7)| > €. Amb
aixo hem provat (4.18). Llavors, existeix U. € C*°(€);) determinada excepte per
una constant. Escollint aquesta costant de manera apropiada podem aconseguir

fQo U.dx = 0.
Ara estem en disposicié d’utilitzar el segiient lema:

Lema 4.10. Sigui QQ C R™, n > 2, un domini Lipschitz acotat. Sigui 2y C Q,
Qo # 0, un subdomini qualsevol, i 1 < g < oo. Aleshores

||U||Lq(Q) < Cl”VUHW*Lq(Q)n < ClCQ”UHLq(Q)

per a tot u € LI(QY) satisfent
/ udr =0
Qo

on Ci(q,Q,9) > 0 i Cy(n) > 0 sdn constants.

Demostracio: [[7],Lema 1.5.4, II]
Llavors, fent servir el lema per a ¢ = 2,

Ul 2200y S IVUellw-120,5 = C sup  |[VU.,v]|/[[(Dv)" |2
0£veCE ()3

—C  sup < F(D0)" > |/II(D0)" 2 < CJIF 2o
0£veCS® ()3
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on C(q,€, ) > 0.
Amb aquesta cota podem veure que existeix U € L?(Q;) satisfent

/ Udr =0, lm|U—Uer2q,)=0, f=divF=VU
Q0 e—0

a €2y. Aixo ho podem provar fent servir el Lemaque implica que || F—F*||r2q,) —
0sie — 0. Llavors, si agafem 0 <7 <e¢,1iU. —U, i F* — F" en comptes de U, i
F* a la desigualtat anterior, obtenim que U, convergeix cap a una funcié U en la
norma L?(£2;) que satisfa el que hem enunciat més amunt.

Finalment, si considerem tots el dominis Lipschitz €2; construits anteriorment
amb Q, C (2; i que satisfan tot el que hem fet fins ara, donat un domini acotat
Q' C Qamb ¥ C Q, sempre existira un domini Lipschitz Q; que contingui €'.
Llavors, definint p com U a cada domini Lipschitz ;, tenim que p € L7 (Q) i
f = Vp sobre tot 2. A més a més, fQOpd.CE =0.

g

Demostracié de la Proposicié [4.3: Sigui G : v — [G,v], v € C°(Q)?, el funcional
definit per
[Ga ’U] = [fa ’U] o [(’U; ) V)’U,, U] + [VA’U,, ’U]

=< fo,v>— < F,(Dv)! >+ <u®u,(Dv)" > —v < (Du)’, (Dv)" >

Sigui € C ©Q un domini acotat amb ' C Q, i sigui C;(€’) > 0 la constant de la
desigualtat de Poincaré (4.5). Per (4.8)), tenim

| ® wulr2@y < CQH(DU)TH%?(Q)
on C5(€) > 0. Llavors,
G, ]| < (Cullfollzr + I1F

20 + Col|(Dw)" |20 + v[[(Dw)2.0) [|(Dv)" |20

per a v € C°(V)%. Aixo ens déna G € W, *(Q)%. A més a més, [G,v] = 0 per a
tota v € Cg5,(9), per la definicié de funci6 feble. Aleshores, podem aplicar el Lema
per obtenir una tnica p € L} () amb G = Vp, que satisfa U'enunciat de la

proposicié. Per tant, (u,p) és un parell solucié feble del sistema de Navier-Stokes
estacionari.

g

4.5 L’operador de Stokes

L’operador de Stokes A sera la base per demostrar I'existencia de solucions del
sistema de Navier-Stokes (4.2)).

Per definir aquest operador en un domini 2 C R3 necessitarem els espais de
Hilbert

L2(Q) = Coo ()"

WEA(Q) = Coo (@) 1™ € 12(Q)
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amb els seus productes escalars corresponents que ja vam comentar al capitol 3.

Definim l'operador A : D(A) — L2(92) amb domini D(A) C L2() i imatge
R(A) ={Au|u € D(A)}, com aquell tal que D(A) C Wolf(Q) és l'espai de tots els
u € Wolf(Q) pels quals existeix f € L2(Q) satisfent

v < (Du)", (Dv)" >=< f,v >, veC5(Q)
Definicié 4.3. Definim 'operador de Stokes A mitjangant la relacio
v < (Du)", (Dv)" >=< Au,v >, veCy(Q)
per a tot w € D(A). Aleshores, Au = f.
Definicié 4.4. Un altre operador que necessitarem sera la projeccié de Helmholtz,
P:L*Q)? — L2(Q)

definida com Pf := f,, on f = f, + Vp. Aquesta definici6 esta motivada per la
descomposicié de Helmholtz de manera tinica de f € L?(2)? com f = f, + Vp.

Aquesta descomposici6 ens déna el Lema 2.5.1, II a [7], que no demostrarem:

Lema 4.11. Sigui QQ CR"™, n > 2, un domini qualsevol. Llavors,
GQ)={fe L’ (V)" < f,v>=0peratove2(Q)},

i cada f € L*()™ té una tnica descomposicié f = fo + Vp, amb f, € L2(Q),
Vp € G(Q), < fo, VP >=0, [[F]5 = [Ifoll3 + VP

Abans d’avangar, hem de presentar algunes definicions per operadors:

Definicié 4.5. Un operador B : X — Y, on X, Y sén espais de Banach, s’anomena
tancat si la seva grafica G(B) = {(v, Bv)} és tancada sobre X x Y respecte a la
norma ||v||x + ||lw|y, (v,w) € X x Y.

Definicié 4.6. Si B és lineal i completament continu (Definicié , es diu que és
compacte.

Definicié 4.7. Definim la completacié D(B) de D(B) com el conjunt de les classes
d’equivalencia de successions de Cauchy (v;); a D(B) respecte a la norma de Y.

Definicié 4.8. Sigui B : H — H un operador tancat sobre un espai de Hilbert, H.
Aleshores, el dual o adjunt de B, B’, es defineix mitjancant ’expressio

< u, Bv >=< B'u,v >, per a tot v € D(B), u € D(B’)

Si B = B’, 'operador s’anomena autoadjunt. A més a més, es diu que un operador
autoadjunt B és positiu si < v, Bv > > 0 per a tot v € D(B).
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A continuacio, definim els operadors arrel de 'operador de Stokes i el seu invers,
Az i A3, respectivament (podem veure com es defineixen a [7], Secci6é 3.2, II,
a partir del que s’anomena la representacié espectral). El que si veurem és que
satisfan les seglients propietats, per a 2 C R", n > 3:

a) Per a tot u,v € WOIUQ(Q), per la definicié de A i d’operador autoadjunt,
v < (Duw)', (Dv)! >=< Au,v >=< Az Ay, v >=< Azu, A2v > (4.19)

Per tant, |A2ulls = v2||(Du)T||]s. Aquesta dltima igualtat i el fet que A2
és autoadjunt ens déna una equivaléncia entre la norma |jull, + ||Azuls i la
norma a Wolf(Q) Llavors, D(Az) = Wolf(Q)

b) A2u = 0 si, i només si, (Du)” =0, per (4.19). Aleshores, com que u pertany
a L2(Q), el seu suport és compacte i, si és constant, ha de ser igual a zero.
Per tant, el nucli de Az, N(A%) = {0}. Aix{ doncs, l'operador invers Az
existeix i D(A~z) = R(Az).

c) SiQ és acotat, podem utilitzar la desigualtat de Poincaré , amb constant
C, i la igualtat de 'apartat a), obtenim

ulls < C|[(Dw)"||» = Cv ™3| AZulls, u € D(A?)

i posant f = Azu, ens queda |[A"2 f|ly < Cv=z||f]||» per a tot f € R(A2).

1
1 1 —142u|:2
Com que D(A™2) = R(Az) C L2(Q) és dens (D(A2) = L[2(Q)) i
I’operador A2 és tancat, podem concloure que
D(A™7) = R(Az) = L2(Q) (4.20)

A continuacié enunciarem un resultat per acotar la norma d’una funcié u €
1
LI(Q)™ per la norma a R(Az):

Lema 4.12. Sigui Q@ C R", n > 3, un domini qualsevol. Sigui 0 < a < %,

2 < q < oo tal que

200 + bz

q 2
i sigui A Uoperador de Stokes. Llavors, uw € D(A%) implica w € L1(Q)" i

[ullLo@yn < Cv™*|[A%u| 2
on C(a, q) > 0.

Demostracio: [[7], Lemma 2.4.2, I1I]

),
) =

ey 1

Aix{ mateix, necessitarem identificar els elements de la completacié de D(A
D(Az). Comencem per definir la norma sobre aquests espais, recordant que D(A%

WEAQ) = G )
el sy 1= (alld + A3 wB)? = (lul3 + vl (Dw)T3)*
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per (E19), i

1 1
Jaull 51, = N4l = w3 (D),

Observem que, amb aquestes normes, D(A%) esta contingut en E(A%). Llavors,
com que D(A%) és complet i un espai de Hilbert, podem definir

1
142 ull2

) = D(A2)

~

D(A

N

és a dir, D(Az) és dens a ﬁ(A%) Aleshores, podem estendre l'operador Az :
D(Az2) — L2(Q) a D(A2), agafant A2u = lim;_,., Azu; € L2(Q), on (u;); és una
successié de Cauchy en la norma ||Azw||; amb limit w € D(A"2).

Analogament, per a I'operador invers A~2 podem definir

_1
A7 2wl

D(A™2):= D(A"2) ] = |A 2ull,, A77:D(A2) = LX(Q)

Da?)
Llavors, I'espai D(A™2) es pot identificar amb D'espai dels funcionals u,] v~
[u, v], v € C§% (), continus respecte a la norma ||(Dv)”|lo. En efecte, per a cada

u € D(A™2) considerem u = lim; oo u;, u; € D(A™2), tal que (A_%'u,j)j és una
successié de Cauchy a L2(12), i obtenim

. . _1 1
[, ]| = | lim [, v]] = | lim < A72u;, A2 > |

. _1 1 1 . _1
< || lim A7z uylfof| A2 0], = v2]] lim A7zl (Dv)" 2
Jj—o0 Jj—o0
[e'S)

per a v € Cg5(Q). Es a dir, el funcional v + [u,v] és continu en la norma

(D)7 ||5. Llavors, si denotem A~ 2u = lim; o0 A_%uj, el funcional anterior es pot
identificar amb

v [u,v] = lim < A’%uj,A%v >=< A iu, A2v > (4.21)
j—o0
Reciprocament, per cada u € ZA)(A_%), la imatge A 2u € L2(Q)) ve determinada de

manera tnica pel teorema de respresentacié de Riesz (Teorema [3.2)), que ens déna
una tnica u € L2(9) tal que

[w,v] =< W, A%v >, wve€ 0o (£2)

Aleshores, com que R(A™2) = D(Az) C L2(2) és dens, podem trobar una successio
(uj); a D(A™2) tal que
u = lim A_%uj
J—o0
Es a dir, al passar a la completaci respecte a la norma || A~2u/|,, podem identificar
s . Co~ _1 .
u amb la successié de Cauchy (u;);, i obtenir u = A~ 2u. Per tant, es compleix
que 1 )
[u,v] =< A72u, A2v >, v € C5,(Q) (4.22)
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Amb els operadors que hem definit fins ara podem construir A:P div, que ens
apareixera quan demostrem l'existencia de solucions febles. On A"z s I'operador
estés sobre la completacié D(A’%), i P és l'extensié del projector de Helmholtz de
C(Q) en C3% () Pf = flee (o, f € C3°(Q2)'. Observem que si f € L*(Q2)?,
recuperem el projector de Helmholtz original .

El segiient lema ens caracteritzara aquest operador de L*(Q2)? a L2(€), i veurem
que esta ben definit en sentit distribucional:

Lema 4.13. Sigui Q C R? un domini qualsevol, i sigui F € L*(Q)°. Aleshores, el
funcional

PdivF :v — [PdivF,v] = [divE,v] = — < F,(Dv)" >, v e C(Q)
pertany a D(A™%), i
A" PdivF € L2(Q)

en el sentit estés esta determinat de manera unica per

[divF,v] = — < F,(Dv)T >=< A2 PdivF, A2v >, v e C2(Q)
Demostracid: Per a F € L*(Q)°, v € C5%,(Q), fent servir la desigualtat de Holder
(Proposici6 i ([(1.19),
[divE,v]| = [PdivE,v]| = | < F,(Dv)" > | < |Flla(Dv)" [l = v 2| F[|s]| A2 ]|

Aleshores, el funcional v — [divF, v] és continu en ||(Dv)?]|o, i per (4.21]), PdivE €
D(A™2). A més amés, A~z PdivF € L2(Q) ve determinat univocament per (#.22).
U

Observacié: De I'iltima equacié, prenent v = A_%’w, podem obtenir
| < PAivF, A 2w > | = | < F, (D) > | < |Fllal|(Dv)"[l2 < v~ 2 | F 2wl
fent servir que ||Azully = vz ||(Du)7]|,. Es a dir,

|A"2 PdivF||y < v 3 ||F || (4.23)

4.6 Existencia de solucions febles en dominis acotats

A continuacié demostrarem ’existencia de solucions febles en dominis acotats del
sistema de Navier-Stokes estacionari considerant només forces de la forma
f = divF, per a F' € L*(Q)°. Recordem que el Lema ens donava la condicié
suficient f € W=12(Q)3 per que fos possible obtenir aquesta representacié.

Per fer aixo, necessitarem dos resultats extra:
Lema 4.14. Sigui Q C R"™, n > 1, un domini acotat, i sigui 1 < q < oo. Aleshores,
Voperador d’embedding u +— u de Wy (Q) en LY(Q) és compacte. Es a dir, que

per cada successio (u;); a Wol’q(Q) conté una successio parcial que convergeix en la
norma de L1(€2) a un element u € L(€).
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Lema 4.15. Sigui 2 CR", n > 1, un domint Lipschitz acotat, i sigui 1 < g < oo.
Aleshores, l'embedding Wh4(Q2) C LI(Q) és compacte.

Demostracio dels Lemes i[4.15: (Veure [I] Teorema de Rellich-Kondrachov i
[6] Cap. 2, Teorema 6.3)

Lema 4.16. Sigui B : D(B) — H, D(B) C H, un operador autoadjunt positiu a
I’espai de Hilbert H. Sigui 0 < o < 1. Llavors,

1Bl < [ Bol|*[[v]]"™ < al| Bull + (1 — a)lv]|
per a tot v € D(B).

Demostracié: Es fa servir la representacio espectral que hem comentat abans (veure
[7], Lema 3.2.2, II)

Teorema 4.2. Sigui Q@ C R* un domini acotat i f = divF, amb F € L*(Q)°.
Aleshores, ezisteix al menys un parell solucio

(w,p) € Wojp () X Lipe ()

que satisfa
—vAu+ (u-V)u+Vp=f

en sentit distribucional.

A més a més,
[(Dw)"[ls < v Fl

Demostracio: Considerem u € W&UZ(Q) Veurem primer que la condicié de solucid
feble (4.4) és equivalent a demanar que w satisfaci

Aiu+ A2 Pdiviu @ u) = A2 PdivF (4.24)

en sentit distribucional, on A és 'operador de Stokes definit a (4.3)) i A7z i P sén
els operadors utilitzats al Lema |4.13

Per una banda, la condicié de solucié feble és
v < (Duw)', (Dv)' > - <u®u,(Dv) >= - < F,(Dv)" > (4.25)
v E Wolf(Q), i, per altra banda, per (4.19),
D(A2) = W (), | Azv]l2 = v|(Dv)"]l;
v < (Du)’, (Dv)' >=< Aiu, Ay >
i, pel Lema [4.13]
— <u®u, (Dv)’ >=< A_%Pdiv(u ®u), Azp >
— < F,(Dv)" >=< A 2PdivF, Azv >
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perawv € WOIGQ(Q), onu®u € L*(Q)? pel Lema . Llavors, com que {2 és acotat,
podem fer servir la desigualtat de Holder per veure que u ® u € L?(Q)°.

Com hem vist abans, R(Az) = L2(Q) i A2 PdivF € L2(Q), per a F € L*(Q)°.
Per tant, tots els funcionals estan definits sobre L2(€), i (4.25]) és equivalent a
(4.24).

Una vegada tenim 'equacié a resoldre amb els operadors de Stokes i Helmholtz,
busquem 'operador al qual aplicarem el Principi de Leray-Schauder (Teorema .
Escollim w = Azu, amb w € D(A™2) = L2(Q). Llavors, (£.24)) es pot escriure com

w+ A2 Pdiv((A72w) ® (A 2w)) = A2 PdivF
i podem definir 'operador B : L2(2) — LZ(2) com
Bw = A":PdivF — A 2 Pdiv((A"2w) ® (A" 2w))

Aleshores, la nostra equacié pren la forma Bw = w.

El segiient pas sera provar que el Principi de Leray-Schauder és aplicable en
aquest cas. Per fer aixo, el primer que hem de veure és que B és completament
continu.

Com que € és acotat, podem aplicar el Lema per obtenir 'embedding
compacte de Wolj(Q) en L2(Q). A més a més, per qualsevol successié acotada
(Azv,); = (u;); a L2(Q), (A 2u;); = (v;); també és acotada a Wolf(Q), ja que
[(Dv)T||, = v2||A2v]]y < 0o, v € D(Az). Per tant, per la compacitat de em-
bedding, (v;); = (A_%uj)j té una successié parcial convergent a L2(f2). Per tant,
Poperador A~z : L2(2) — L2(€2) és compacte.

El mateix passa per a A=2 : L2(Q2) — L2(Q), amb 1 < a < 1. En efecte, pel
Lema [4.16]

_a —a _1 a .
[A72 (w; — w2 < lw; — w3 * A2 (w; —w)||3, j,leN

Z . —_a 7 .z . . 7 2
Es a dir, (A jwj)j té una successi6 parcial convergent si (w;); és acotada a L2 (12).
Per tant, A== és un operador compacte.

Per altra banda, podem aplicar la desigualtat de Holder i el Lema [£.12, amb
n=3 a= %, q = 4, per obtenir

I(A=2w) ® (A"2w)|, < Cil| A 2wy A2 wlls

4.26
< G jarbwl Aoty )

on Cl, CQ > 0.

Considerem ara una successié (w;); de L2(£2) que convergeixi cap a w € L2(1).

Llavors, per (4.23) i (4.26),

B, — Buwly = [A~5Pdv((AHw,) © (A-bw — A~bw)
— A3 Pdiv((A 2w, — Aw) @ (A7 7w)) |
< Cv 22|42 (w; — w) o (A2 w2 + [[A* 2 w|2)
(4.27)

N =
N
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on C' > 0,7 € N. Com que « —% = —% < 0, A3 és un operador acotat i si

lim; o [Jw — w;||2 = 0, aleshores lim;_,, ||Bw — Bwj||s = 0.

Per tant, B és continu. Falta veure que és completament continu. Per provar-
ho, escollim una successié acotada (w;); a L2(€) i, com que A% 2 és compacte,
(Aa’%wj)j té una successio parcial convergent. Llavors, posant wyg, £ € N, en
comptes de w a , obtenim que (Bwj); té una successié parcial convergent.
En conseqiiéncia, B és completament continu (veure Definicid .

A continuacié, hem de veure que se satisfa la propietat del Principi de Leray-
1
Schauder. Per fer-ho, considerem v = A7 2w i la igualtat (4.11)) per obtenir
< ATEPAdiv((A 2w) ® (A 2w)), w >=< div(u ® u), A 7w >

=—<u®u,(Du)l >=0

Llavors, 'equacié w = ABw, 0 < A < 1, w € L%(Q), ens porta a

w3 =)\ < Bw,w >
=A< A 2PdivF,w>-A< A 2P div((A72w) ® (A 2w)), w >
=A< A 2PdivE, w >< A|A 2 P divF|s|lwl|>
< W7E||Ffa]wl]

on a la segona linia, el segon terme s’anul-la, com hem vist just abans. Escollint
1 . . e N
r:= v~ 2||F3, tenim la condicié que buscavem:

we L2(Q),0< A< 1, w=\Bw, implica ||wl|y <r

Suposant F' # 0, tenim que r > 0. Aleshores, el Principi de Leray-Schauder
(Teorema ens assegura al menys una w € L2(Q) tal que Bw = w i |[w]|s <
v3 || F||2. Considerant u := A’%w, obtenim una solucié de , i, per tant, una
solucié feble del sistema de Navier-Stokes . A més a més,

1 1 _1
lwllz = [|AZulls = v2[[(Du)" ||z < v72]|F|2

Per tltim, la pressi6 associada a u, p € L7 () es construeix com al Lema .

g

4.7 Existencia de solucions febles en dominis no acotats

Per veure 'existencia de solucions febles en dominis no acotats farem servir una
aproximacié que ens redueixi el problema a un domini acotat, on puguem aplicar
el Principi de Leray-Schauder.

El primer problema que ens trobem en aquest cas és que no tota funcié f €
W=12(Q)3 es pot escriure com la divergencia d'una certa F' € L*(Q2)°. Si recordem,
el Lema ens assegurava l’existencia per dominis acotats, pero ara necessitem un
altre resultat sobre dominis generals.
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Lema 4.17. Sigui Q C R", n > 3, un domini qualsevol no acotat, i sigui f €
LP(Q)™ amb p = RQ—J_‘Q Aleshores, existeiz una matriv F € L*(Q)° tal que f = divF
en sentit distribucional, 1

I fll-12 <[ Fll2 < CI £l

on C(n) > 0.

Demostracio: Fem servir la desigualtat de Sobolev (4.12)):

wll, <ClIDv)"lg, r=mng/(n—q), 1<q<n

= % Llavors, |[v|ly < C|(Dv)T |2, v € C ()", C(p,n) > 0.
= 1, obtenim

per a p’ = L=

+

<

S I
==

I com que

| < fov> < flpllvlly < ClElLID)" 2

Aix{ doncs, el funcional definit per (Dv)T —< f,v > és continu al subespai D =
{(Dv)T e L2 Q)" |v € Wy?(Q)"} C L*(Q)"". Aleshores, pel mateix raonament
que vam fer al Lema , obtenim F' € LQ(Q)”2 satisfent I’enunciat del Lema.

U

Teorema 4.3. Sigui Q C R® un domini qualsevol no acotat, i sigui f = divF per
a F e L*(Q)°. Aleshores, existeiz al menys un parell solucid feble

(w,p) € Wo2(Q) x L2,(Q)

que satisfa

—vAu+ (u-V)u+Vp=f
en sentit distribucional.

A més a més,
I(Dw)" (|2 < v | Fl2

Demostracié: Fem com a la demostracié del Lema .9 i construim una successié
(€2;); de dominis Lipschitz acotats tals que

Q=) ©C9u, jeN
j=1

Aleshore_s/, per cada subdomini acotat €2 C Q amb O cC ), existeix algun j, € N
tal que 2 C Q.

Per cada u € /Wolf(Q), obtenim per la Proposicié (4.10)
|20 < Cull(Dw)" || 12(0), k€N (4.28)

on C(k) > 0.
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Aleshores, aplicant el Teorema per a cada j € N obtenim un parell
(uj,p5) € Woz () x LA(9;)

que satisfa
—vAu; + (u; - V)u,; + Vp,; = divF

en sentit distribucioncal a €2;. A més a més, de la segona part del Teorema
(D))" ([ z20,) < v IF 2, < v I F 2o (4.29)

amb una cota independent de 57 € N. Estenent cada element amb el valor zero
obtenim els embedding

Wo2(Q;) C WoZ(Q41) CWe2(Q), jeN

Llavors, podem considerar (u;); com una successié sobre /Wolf(Q)
Fent servir (4.28)), fixat un k£ € N, per a tot j > k

;] 22 < C(R)I(Duy)" |l p2ce) (4.30)

A més a més, per la reflexivitat de L?(f2) (Teorema 2.46, [I]), i donat que
/Wol 2(Q) C L9(N)%, com vam veure a ({.13), ﬁ/\olj(ﬂ) és reflexiu (veure Definicid
. Es pot veure que aixo és equivalent a que tota successi6é acotada (u;); de
Wolf(Q), té una parcial que convergeix distribucionalmen a Wolf(ﬂ) (veure [§]
Teorema de Eberlein-Shmulyan). Aleshores, fent servir la cota uniforme (4.29)),
podem trobar una successié (u;);, que conté una successié parcial que convergeix

distribucionalment a Wolj(ﬁ) Usant ([4.28)), (u;); convergeix distribucionalment a
u € L*(Q,)3, k € N. Per tant, donat v € L?(Q)3, el funcional < -, v > és continu a
W&f(Q) Aix{ mateix, per la definicié de norma de Wolf(Q), ((Du;)T); convergeix
distribucionalment a (Du)? € L?(Q2)°.

Suposem que (u;); és la successié parcial convergent. Aleshores, fent servir (4.30))
per a cada k € N fix, obtenim que la successi6 (u;);, per a j > k, és acotada a
L*(Q%)3. A més a més, per ([£.29)), (u;); també esta acotada a W12(Q)3.

Com que €, és un domini Lipschitz, podem fer servir el Lema [4.15 que ens
assegura la compacitat de I'embeddding W2(2;)? C L*(Q4)3, Vk € N. Per tant,
obtenim que una successi6 parcial (uj); de (u;);, j > 1, que convergeix a L?({4)>.
Com que (u;); convergeix distribucionalment a u € L*(Q;)3, (u;); convergeix
també a wu, pero en la norma d’aquest espai. Analogament, per a k = 2, obtenim
una successié parcial (wj);», 7" > 2, de 'anterior que convergeix a u € L*({)3)?.
[terant el procés, tenim una successié de successions parcials que convergeixen a
u € L*(Q,)3, per a cada k € N.

Si construim ara una matriu amb les successions anteriors on cada fila és una
successi6é parcial de 'anterior i la fila k convergeix a w € L?(2;)?, per a cada k € N,
i agafem els elements de la diagonal, obtenim una successié parcial de (u;); que

8Es a dir, limj/ oo uj] = [, ul, u € W&JQ(Q)
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convergeix a u € L?(2;)?, per a tot k € N. Suposem que aquesta successié és (u;);,
per facilitar la notacio.

A continuacid, veurem que w és una solucio feble del sistema de Navier-Stokes
4.2). Considerem v € Cg5,(©2), i fixem k € N tal que sup(v) C €. Aleshores, com
que u; és una solucié feble a €;

v < (Du)", (Dv)"' > — < u; @ uj, (Dv)" >=[f,v] = - < F,(Dv)" >,

per a tot j > k. Vegem ara la convergencia quan fem j — oo. Per una banda,
((Du;)T); convergeix distribucionalment a (Du)” € L*(Q)?, i

< (Duw)", (Dv)" >= lim < (Du;)", (Dv)" >

j*)OO
Per altra banda, (u;);, per a j > k, convergeix a w € L*()?, i
<u; @uj, (Do) > - <u®u,(Dv)" >

=< (u; —u) ®u;,(Dv)" >+ <u® (u; —u), (Dv)" >— 0
j—o00
Per tant,
<u®u,(Dv)’ >= lim < u; @ u;, (Dv)" >

Jj—00
Es a dir, u és una soluci6 feble del sistema de Navier-Stokes i u € /V[?Olf(Q),

donat que (4.29)) és una cota uniforme. Aleshores, ||(Du)T ], < v F||s.

Per tltim, utilitzant el Lema obtenim la pressié p € L2 () associada a
aquesta solucié feble.

g
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5 Conclusions

L’estudi de les equacions diferencials en derivades parcials requereix una teoria més
elaborada i amb més dificultat, que aquella necessaria per a les equacions diferencials
ordinaries, com podem comprovar en aquesta memoria. Per comencar, les equacions
de Navier-Stokes contenen un terme no linial en la velocitat, la qual cosa dificulta
una mica més l'estudi, motivant la busqueda d’expressions equivalents en forma
distribucional com fem a la Proposicié |4.1

Per trobar l'existencia de solucions febles, la forma de procedir és similar a
la de les equacions diferencials ordinaries, en el sentit que busquem un operador
diferencial i demostrem resultats que ens donin condicions suficients per a que tingui
un o més punts fixos. En el nostre cas, apliquem el Teorema de Leray-Schauder,
que ens déna 'existencia d'un punt fix mitjancant una cota a priori.

Una vegada hem arribat a aquest punt, no es necessiten molts més resultats per
poder demostrar la regularitat de les solucions i la seva unicitat. No obstant, el
volum de feina i 'extensié del treball ens han limitat ’estudi.
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Annex

Demostracid Lema[2.1: Observem que

d0p 0 dp 0
Iy B ar — ap ule(x1). 1))

i el mateix s’obté al canviar z per y i z. Aleshores, considerant ¢ = (¢4, @y, ¥-),

du, Doy O, Op,  Ouy  Op, Opy  Opy  Ou,
or Ox Oz Jr Ox Ox Jr Oxr Oz
0 | Oux Dy, O, 0o, Ouy, Op, O, Oy, Ou,
7’0 =1 5, 3 Tl o [Tl e e oy
du, Doy O Op,  Ouy,  Op, Opy  Opy  Ou,
dz 0z 0z dz 0z 0z 0z 0z 0z

I fent servir ara que u depen de x a través de ¢(x, t),

Ouy Opy  Ouy Op,  Ouy Op,
e . 1) =
8xu$(¢(x’ )t) dp, Ox Do, Ox + Oy, Ox’

on podem substituir u, per u, i u, per obtenir la mateixa identitat. Substituint

obtenim una suma de 9 determinants. Treient com factor repetit a una matei-
u,

xa columna —— ens adonem que 6 d’aquests 9 determinants tenen dos columnes

©j
repetides i, per tant, seran zero. Aleshores, només ens queda

0 Oy, N Ou, T4 ou,

EJ(X’ t) = 04,05,;(] o, 8gon = div(u)J.
U
Demostracio Teorema |2.1: Per demostrar el Teorema, veurem que:
(i) 7(x,t,A\n) = A7(x,t,n), A € R.
(i) 7(x,t,n; +ny) = 7(x,¢,ny) + 7(x, £, n9).
Per veure (i) hem de comprovar primer que 7(x,¢,n) = —7(x,¢,n), per a tot

(x,t,n).
En efecte, si definim h mitjancant el balang de moment ([2.3)) per un fluid ideal com

du

+ Vp — pb,

aleshores la conservacié del moment en aquest cas vindra donada per

/th:/ 7(x,t,n) dA.
W ow
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Llavors, considerem un punt Xy i ng un vector unitari. Considerem una esfera S
centrada en Xq i dividida en dos hemisferis S; i S5 pel pla ¥ que passa pel centre
i és ortogonal a ng. Suposem ng orientat des de S; cap a S;. Aleshores, podem
aplicar la conservacié del moment sobre els dos hemisferis

7(x,t,n9) dA + / 7(x,t,n)dA,

/ hdV = T(x,t,n0) dA =
S1 951 051N8S

0S1NY

i, analogament

/ hdV = / 7(x,t, —ng) dA + / 7(x,t,n) dA.
So IR 0S2N0S

Per tant, sumant una expresié a l’altra i tenint en compte que el moment també es

conservara a l'esfera S'i que S =57 U Sy, S = (0SNAS;) U (0S N ISsy)

/ 7(x,t,n0) dA + / 7(x,t, —1ng) dA = 0.
a51N% 955n%

I com que 051 NY = 05, N2, el calcul és valid per qualsevol esfera centrada a xq i
T és continua per hipotesi,

T(X07 t> 1'10) - _T(X07 ta _HO)‘

Estenem ara la funcié 7 per a vectors no només unitaris £ € R? com

(%, 4,€) = mv@two

7(x,t,0) = 0.

D’aquesta definicié segueix directament I’homogeneitat respecte £. En efecte, per
aleR

rlx,1,6) = eI (.t ke ) = Wl (x.siene3) )

= signe VNIl (x.t, 6 ) = Arlo 1.6

€
Volem provar ara (ii). Considerem &; i & vectors de R3, no proporcionals (si

fossin proporcionals podem aplicar la igualtat anterior). Sigui x un punt fix. Con-

siderem el pla Il generat pels vectors &1, & i que conté xp, amb un vector normal

unitari ng que déna l'orientacié. Anomenem &+ al vector que s’obté al rotar & /2

sobre el pla II en sentit positiu (que és el que ve donat per ny).

Escollim ara els punts

Y1=X0+551La YQ:XO_Egéa

Xo=Xo+eng, Y=Yy +eng, Y2=Yy2+eny,
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de tal manera que Xoy1y2Xo¥1¥2 €és un prisma triangular (P;) d’algada € i amb base
xoy1y2 (vegeu Figura 1). Si ara apliquem la conservacié del moment al prisma, i
dividim per €2, tenim

Figura 2: Prisma triangular P..

Com que el prisma té 5 cares, el terme de superficie es divideix en 5 termes. Dos
per les bases, on el vector normal és ng,

1 1
o) T(X, t, —1’10) dA + ) 7'(X7 t, 1’10) dA
€ - e
X0y1Yy2 %0§152
1
== (T(x,t,—1ng) + 7(x + eny, t,ng)) dA
€7 Jxoy1y2
C
= —F— (1(x,t,—ng) + 7(x + eng, t,ng)) dA — 0.
area(Xoy1y2) Jxoy1ys e—0

On hem fet servir que area(xpy1y2) = €2|&1 x &|/2 = Ce?, per una certa constant C'.

Els altres tres termes corresponen als laterals del prisma amb vectors directors
e&i, —e&i i —e(éh +&5 ). Aleshores, cada lateral tindra respectivament els segiients
vector normals: €&, €& 1 —€(& + &). Considerem un d’aquest termes (els altres
sén analges) i calculem la seva contribucié. Per exemple, la cara x¢y1¥1Xo, amb el

vector unitari n = —-
ISY
. (x,t,n)dA ! (x,t,&)dA
_ T(X,t,n — 7(x,t, & 7
a Xoy1¥1Xo0 82|€1| X0y1¥1Xo
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y2 /// —e(& + &)

Figura 3: Base xgy;1y» del prisma triangular P..

per l'extensio de 7, que és igual a

1

area(Xoy1y1Xo)

/ T(x,t,&)dA — 7(%,t, a).
-~ e—0
X0Y1Y1Xo

En aquest tiltim pas utilitzem la continuitat (uniforme en un entorn de x;) de 7.
Ens queda per estudiar el terme sobre el volum del prisma. Pero, com que hem
suposat p i u regulars, h esta localment acotada. Fent servir que el volum de P és
proporcional a €% obtenim

52 e—0

l/ th‘gC’s—>0.

Per tant, passant al limit en ¢, obtenim que
0= T<X’ ta 51) + T(Xv t7 €2) - T(X7 ta 51 + 52)

En particular, es satisfa per a vector unitaris. Aixi doncs, hem provat 'existéncia
d’una matriu o tal que 7 = o - n.

i
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