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Abstract

The Fisher-KPP equation is a model for invasion processes and the Brusselator
is an autocatalytic model used in chemistry. Both of them belong to the reaction-
diffusion models family. The purpose of this project is to study the behaviour
and dynamics of their solutions. Having made a brief introduction into the weak
solutions class to understand the existence and uniqueness of solutions, we focus
on the phenomenon of traveling waves and its link with heteroclinic connections in
a vector field. The Lyapunov theory provides us with the necessary tools to reach
the existence of traveling waves in Fisher-KPP model. To complete the study we
analyze the presence of a Hopf bifurcation in the Brusselator model.

Resum

L’equacio de Fisher-KPP és un model per a processos d’invasié i el Brusselator
és un model autocatalitic molt usat en la branca de la quimica. Amdds pertanyen
a la familia de models de reaccié-difusié. L’objectiu d’aquest treball és estudiar el
comportament i la dinamica de les seves solucions. Havent fet una breu introduccio
en la classe de les solucions febles per entendre 'existéncia i unicitat de solucions,
ens centrem en el fenomen de les ones viatgeres i la seva relacié amb les connexions
heterocliniques en un camp vectorial. La teoria de Lyapunov ens proporciona les
eines necessaries per assolir 'existencia d’ones viatgeres en el model de Fisher-KPP.
Per completar 'estudi analitzem la presencia d’una bifurcacié de Hopf en el model
Brusselator.
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Objectius i motivacio

L’objectiu principal d’aquest treball és fer un estudi de diverses dinamiques que
es poden observar en diferents models de reaccié-difusié aplicats als ambits de la
biologia i la quimica.

Personalment crec que una de les branques més atractives de les matematiques és
aquella que ens dona la possibilitat de tractar els fenomens que ens envolten, veure
com evolucionen i analitzar-los objectivament. Aquests estudis es fan a partir de
models matematics que il-lustren, en forma d’equacions, parametres i variables, el
comportament d’un entorn o d’un procés concret. La modelitzacié és 1’eina que ens
permet dissenyar aquests models mitjancant els quals es fan prediccions, s’alteren
processos per obtenir-ne un millor rendiment, es prenen decisions en el present en
funci6 del que poden suposar en un futur, etc. En definitiva els models matematics
poden arribar a suposar una evolucié en el funcionament de la societat donat que
ens permeten entendre millor i fer més facil allo que ens envolta.

D’altra banda, des de petita, sempre he tingut un gran interes per la naturalesa
i les ciencies de la vida. Aixi doncs, vaig decidir enfocar el meu treball final de grau
cap al sector de les matematiques que més m’engresca aplicat a un ambit que em
motiva molt, el de la biologia.

En particular, la meva idea principal era fer un estudi d’algun model relacionat
amb les ciencies de la salut a partir de les eines adquirides en ’assignatura FEquaci-
ons Diferencials. Aleshores vaig parlar amb el Dr. Alex Haro perque em tutoritzés
I'estudi.

Després d’una recerca d’informacié i de diverses pluges d’idees, vaig decidir
centrar-me en un tipus concret de model: el model de reaccié-difusié. I, a continua-
cié, en vaig triar dos més que sén casos particulars d’aquest. Aixi doncs, em disposo
a estudiar la dinamica d’aquests sistemes i les eines matematiques necessaries per
dur a terme aquesta tasca.






Introduccio

Aquest treball constitueix un estudi del comportament de diferents sistemes de
reaccio-difusié utilitzant eines d’analisi matematica. Els models en que ens centra-
rem son el model d’invasié de Fisher-KPP i el model autocatalitic Brusselator.

Una equacio de reaccié-difusié és, en definitiva, una equacié diferencial, per tant,
per realitzar I'analisi del comportament dels sistemes citats, farem servir eines que
es van veure en els cursos d’ Fquacions Diferencials i Models Matematics i Sistemes
Dinamics. A més, introduirem nous conceptes i resultats més especifics i complexes.

En alguns models de reaccié-difusio s’observa la presencia d’un tipus concret de
solucions, les anomenades ones viatgeres. A partir de la teoria de Lyapunov demos-
trarem ’existencia d’aquestes solucions en I'equacié de Fisher-KPP i veurem algunes
propietats d’aquest model.

Un comportament molt interessant i que cal tenir en compte en I'analisi de molts
sistemes dinamics és la presencia de bifurcacions, alteracions en I'estabilitat del sis-
tema degut a canvis en el valor dels parametres. En aquest cas s’estudiara un tipus
de bifurcaci6 en particular: la bifurcacié de Hopf.

El treball s’estructura en sis parts diferents. En la primera es fa la presentacié
general del model de reaccio-difusié aixi com un seguiment del procés de derivacié
d’aquest i de dos casos particulars del mateix: I'equacié de Fisher-KPP i el model
Brusselator. A continuacio, es fa referencia a les solucions febles que ens serviran
per enunciar el teorema d’existencia i unicitat de solucions en models de reaccié-
difusio. Seguidament, en el capitol tercer, s’introdueixen els conceptes d’ona viatgera
i connexié heteroclinica amb la relacié entre ambdues. Per demostrar ’existencia
d’aquests fenomens en un model de reaccié-difusié fem servir eines que s’expliquen
a partir de la teoria de Lyapunov. En el capitol quart es presenta un altre fenomen
que apareix en el comportament de molts sistemes dinamics, la bifurcacié de Hopf.

Finalment, en els capitols cinque i sise, es fa un estudi de la dinamica dels sistemes
de Fisher-KPP i Brusselator.

vil






Capitol 1

Models de reaccio-difusio

1.1 Sistemes de reaccio-difusio.

Els sistemes de reaccié-difusié son models matematics que expliquen com la
concentracié d’una o més substancies distribuides en 1’espai varien sota la influéncia
de dos processos:

1. Les reaccions quimiques locals en les quals les substancies es transformen.
2. La difusié que representa I’expansié d’una substancia en ’espai.

Aquests sistemes modelen el moviment d’un conjunt d’individus en un medi. Es
tracta d’individus de 'ordre de particules basiques en la fisica, de bacteris, molecules
o cel-lules fins a animals, plantes, o esdeveniments com la propagacié d’epidemies o
la difusié d’un rumor.

A nivell matematic, els sistemes de reaccié-difusio prenen la forma d’una equacio
en derivades parcials parabolica semi-lineal representada per I'expressio:
gu _ DAu+ f(u), (1.1.1)
ot

on u = u(t,z) és una variable que descriu la concentracié o densitat d’una
substancia o poblacié en la posiciéo x € Q2 C R™ i el temps t, D és el coeficient de
difusio i f és una funcié real que fa referencia a les reaccions locals.

A continuacié anem a desenvolupar el procés mitjancant el qual es deriva aquesta
equacié de reaccié-difusié. [1]

1.2 Derivacio del model.

Sigui € I'entorn en que té lloc el moviment de la poblacié (les particules o els
individus en qiiestié), suposem que €2 és un entorn obert de R, n > 1. Sigui u(¢, x)
la funcié de densitat de la poblacid, on t és el temps i x € 2 és la localitzacio.
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En aquest context, Q és ’habitat de la poblacié i |.| és la mesura de Lebesgue. Po-
dem considerar v una funcié continua i diferenciable, ja que partim del suposit que
es tracta d'una poblacié amb un gran nombre d’individus i, en poblacions de grans
dimensions, té sentit suposar que es compleixen aquestes propietats.

Cal tenir en compte que, com més petita sigui I’escala de recol-leccié de les dades,
més ben definida estara la funcié de densitat de la poblacio.

Definicié 1.2.1. La poblacio total en qualsevol subregic © de € en el temps t és

/@ u(t, z)dz.

Ens proposem descriure com varia la funci6 u(t, z) a mesura que el temps evolu-
ciona i canvia la localitzacié. Aquesta variacié té lloc quan les particules individuals
es mouen, quan apareixen nous individus o quan se’n moren degut a raons fisiques,
quimiques o biologiques.

Normalment les particules es mouen seguint una mateixa tendencia que es ma-
nifesta en ambits molt diferents:

1. Les poblacions es mouen des d’arees amb alta densitat de poblacié a zones on
aquesta densitat és menor.

2. La transferéncia de la calor es realitza de zones més calentes a zones més fredes.

3. La dissolucié d'un producte quimic a ’aigua té lloc des de zones amb més
concentracio a zones amb menys concentracié de producte.

Aixi doncs, és un fenomen natural el fet que una substancia es mogui d’una regié
on la densitat poblacional és elevada a una regié on aquesta densitat sigui inferior.
El moviment de u(t, z) és el flur de la densitat de poblacié i és un vector.

Per tant, el comportament de difusié de 1’equacio es deriva del principi ”high to
low” que significa que el flux sempre apunta en la direccié en que la densitat de pobla-
ci6, u(t, ), disminueix més rapid, i.e., en la direcci6 del gradient negatiu de wu(t, x),
—Vu(t,z). Aquest fet es coneix com a llei de Fick. Siguin J(t,z) el flux de u,
D(x) el coeficient de difusi6 en z i vV, 'operador gradient (qu(a:) = (%‘1, s a%))'

Aleshores, la llei de Fick es representa com J(t,z) = —D(x)Vu(t, z).

D’altra banda, el comportament de reaccié de I'equacié té lloc quan el nombre
de particules en qualsevol punt del medi canvia com a conseqiiencia de factors com
els naixements, les morts, la caga o reaccions quimiques. Sigui f(¢,z,u) la taza de
reaccio de la poblacid, és a dir, la taxa de canvis deguts als factors esmentats que
experimenta la poblacié.
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Sigui © una regié qualsevol de €2, la poblaci6 total de © és [gu(t, z)dz i la taxa

de canvi del total de la poblacid és 7 Jou(t,z)dz. Amb les consideracions fetes

fins ara podem dir que el creixement net de la poblacié en © és [g f(¢,x,u)dz, i el
flux d’eliminacié total és [yg J(t,x) - n(x)dS, on 0O és la frontera de © i n(x) és la
direcci6 normal exterior a x.

Aleshores, podem expressar la variacié total de la poblacié de la forma segiient

jt/eu(t,x)dx = — /ae J(t,z) -n(x)dS + /@ f(t, z,u)dx. (1.2.1)

Per fer el segiient pas ens cal recordar el teorema de la divergencia.

Teorema de la Divergencia 1.2.2. Siguit U un subconjunt obert de R™ compacte 1
S = 0U la frontera de U. Aleshores, si F' és un camp vectorial definit en un entorn

de U es compleix
///U(V-F)dU://S(F-n)dS.

Pel Teorema de la divergencia es té la igualtat

/8 _J(t2) n(@)ds = /@ div(J(t, z))dz. (1.2.2)

A continuacié prenem 'expressié 1.2.1, substituim el primer sumand de la dreta
per lexpressié de J(t,z) de la llei de Fick ili apliquem la igualtat 1.2.2. Després
intercanviem l'ordre de diferenciacio i integracid, i obtenim:

/@ ?Z(t,x)dx: /@ div(d(x)Vou(t, ) + f(t 2, )] de.

I, com que 'eleccié de © és arbitraria,

ou )
5 (1 2) = div(d(2)Voult,2)) + f(t,2,u), V(). (1.2.3)

Aquesta equacié s’anomena equacid de reaccio-difusio, on div(d(x)V u(t, z)) és el
terme de difusié que descriu el moviment dels individus, i f(¢, z, u), la taxa de reac-
cio, és el terme de reaccid. Sovint, en models de poblacions, aquest terme de reaccié
es troba multiplicat per una constant r, la taxa de creixement de I’especie en qiiestio.

Quan la regié de difusi6 és aproximadament homogenia, podem suposar D(z) =
D constant i f(t,z,u) = f(u). Llavors es té

(31; = DAu+rf(u), (1.2.4)

on A u = div(Vu). I aquesta és 'expressié d'un model de reaccié-difusié qualsevol,
com ens proposavem trobar.
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Observacio 1.2.3. Quan no hi ha reaccid, aleshores es té una equacié de difusio
ou

= DAu. En fisica matematica aquesta s’anomena equacié de la calor, on u
esdevé la funcié temperatura.

Per poder estudiar les solucions de models d’aquest tipus és convenient reduir
al maxim el nombre de parametres. Per fer-ho utilitzarem el procediment que es
descriu a continuacio.

En primer lloc es redefineixen les variables temps ¢ i espai x:

t:=a-s,on «a és una constant i s és una variable.
x:= -y, on f és una constant i y és una variable.

Seguidament s’expressen els termes del model segons la definicié de ¢ i x actual:

3u_8u 83_814 1

s 9t Is «a

ou  Ou Oy Ou 1 Pu  0*u 1

=L = . _ = .
or Oy O0xr 0Oy f ox?  0x* [3?
Substituint aquests termes en el model obtenim l'expressié segiient:

1 Ou u 1

pr— D . . —_— .
a Js ox? [? e flw)
Multipliquem per «a a banda i banda de la igualtat:

ou u  «

Finalment, prenem o = % i/ =vaD = \/éz

ou  0%*u

5% = 523 + f(u) (1.2.5)

Aquesta és 'expressié de model de reaccio-difusié que analitzarem.

Fins ara hem vist la forma general dels models de reaccié-difusio i com es deriva
aquesta expressié. En les dues seccions que trobem a continuacié es presenten dos
casos particulars de models de reaccié-difusié: 'equacié de Fisher-KPP i el sistema
Brusselator. En ambdods casos s’explica la derivacid del model fins a obtenir les
equacions que estudiarem en els capitols segiients.
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1.3 L’equacié de Fisher-KPP.

Trobem exemples de models de reaccié-difusié en ambits molt diferents de la
biologia, la quimica, la geologia o 1’ecologia. A continuacié presentem una aplicacio
d’aquest model en un procés d’invasié biologica, és I'anomenat model de Fisher-
KPP. El model rep aquest nom perque fou proposat per Fisher 'any 1937 en el
context de la dinamica de les poblacions amb 'objectiu de descriure la propagacié
espaial dels individus amb gens mutats (mutacié que suposava un avantatge per a
la supervivencia de especie que la presentava). El terme KPP esta format per les
inicials de Kolmogorov, Petrovsky i Piscounov que van fer un estudi previ d’aquest
model en dues dimensions i amb un terme de reaccié general.

L’equacié de Fisher-KPP, @ = DAu+ru(l—4), és un cas particular d’equacio
de reaccié-difusié en que f(u) = ru(l — ), on u és la mida de la poblacié, r re-
presenta la taxa de creixement i K és la capacitat de persistencia de la poblacié [2]
[3]. Aquesta funci6 f és, doncs, una funcié logistica. El creixement logistic és molt
semblant al creixement exponencial fins que arriba a un punt en que s’estabilitza.
Segons aquest creixement poblacional, la taxa de reproduccié és proporcional a la

poblacié existent i a la quantitat de recursos disponibles.

En l'equacio, la taxa de creixement inicial és modelada pel primer terme ru, la
taxa r representa ’augment proporcional de la poblacié u en una unitat de temps.
Més tard, quan la poblacié creix, el segon terme, —% esdevé més gran que el pri-
mer a mesura que alguns membres de la poblacié u competeixen entre ells per algun
recurs critic (alimentacié, espai vital...). Aquests efecte s’anomena coll d’ampolla
i es modela pel valor del parametre K. La competencia fa disminuir la taxa de
creixement combinat fins que el valor de u deixa de créixer i s’assoleix la maduresa

de la poblacio.

L’equacié de Fisher-KPP es pot simplificar dividint ambdés costats de la igualtat
per K,

0 u U U U
—— = DA— — (1= =
oK K +TK< K>’
1 fent el canvi de variable x = %,
(Zf =DAx+rz(l—ux). (1.3.1)

Ara tenim una equacié de reaccio-difusié de la forma 1.2, de manera que, amb el
procediment descrit en la seccié anterior, podem considerar el model de Fisher-KPP
com

Oz
5% =Az+z(l—2). (1.3.2)
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1.4 El model Brusselator

En la part que segueix passem a presentar un altre model de reaccié-difusio:
el model autocatalitic Brusselator. Es tracta d’un model per a la reaccié quimica
Belousov-Zhabotinsky. [4] [5]

El Brusselator és un model teoric que descriu un tipus de reaccié quimica os-
cil-lant i autocatalitica. En una reaccié d’aquest tipus un dels productes actua com
a catalitzador, és a dir, com a element que roman inalterat pero provoca alteracions
en la velocitat de la reaccié quimica. L’objectiu d’aquest tipus de reaccions és aug-
mentar la velocitat de la seva reaccié de produccio.

Es tracta d’'un model que prediu matematicament com els processos quimics
juguen un paper fonamental en la biologia. El metabolisme d’una cel-lula viva,
per exemple, és una activitat extraordinariament complexa: milers de reaccions
quimiques es produeixen simultaniament transformant els nutrients, sintetitzant els
seus constituents, i eliminant els excedents que no sén utilitzats.

Més tecnicament, aquest model representa un cas particular de sistema de re-
accio-difusié caracteritzat per un mecanisme d’activacio-inhibicié capag¢ de donar
lloc a comportaments complexos en forma d’oscil-lacions periodiques (cicles limit) i
ruptures de simetria a través de bifurcacions de Hopf.

Al llarg de l'estudi d’aquest model veurem com la variacié de parametres dels
termes de reaccio i la relacié entre els dos tipus d’elements (activador i inhibidor)
representen mecanismes que causen la formacié de patrons i fenomens que provo-
quen canvis qualitatius en ’estabilitat del sistema.

El model Brusselator fou proposat per Prigogine i Lefever el 1968. A mitjans del
segle passat Belousov i Zhabotinsky van descobrir sistemes quimics que presentaven
oscil-lacions. En particular, van observar que el Ceri (III) (Ce(III)) i el Ceri (IV)
(Ceri(IV)) eren especies oscil-lants: en una mescla de potassi bromat, sulfat de ceri
(IV) 1 acid citric diluit en acid sulfiric, la taxa de concentracié ionica de Ce (IV)
i Ce (III) oscil-lava. Es tracta d’'una reaccié que manté un prolongat estat de no
equilibri que porta a oscil-lacions temporals macroscopiques.

La reaccié de Belousov-Zhabotinsky es descriu aixi:
Ce(III) — Ce(IV) (1.4.1)
Ce(1V)+ CHBr(COOH)y — Ce(IV') + Br~ + altres productes (1.4.2)
L’equacio 1.4.1 és autocatalitzada i fortament inhibida pels ions Br~. Per tant,

com que el Ce(IV) es produeix en 1.4.1, la taxa de 'equacié 1.4.2 augmenta de
manera que dona lloc a una alta concentracié de Br~, el qual inhibeix i ralentitza
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I'equacié 1.4.1. Quan la concentracié de Ce(IV') disminueix, llavors també ho fa la
de Br~ i el cicle torna a comencar.

Derivacié de les equacions cinetiques.

Les reaccions quimiques es solen escriure com
A+B—C+ D, (1.4.3)

on les especies A i B reaccionen juntes per formar el producte, les especies C'i D.

Tot i que les concentracions de les especies es solen representar entre claudators,
en les equacions que trobem a partir d’ara els treurem per simplificar la notacio.

Cal tenir en compte que s’assumeix que la majoria de sistemes quimics segueixen
la cinetica d’accié de masses, és a dir, la velocitat de la reaccio és proporcional a la
concentracio dels reactius:

0A
o = —k1AB

on el signe de A és negatiu perque aquesta especie es consumeix durant la reaccié
1.6.3, k és la constant de reaccio i els claudators indiquen la concentracié de ’especie
que contenen. Aixi doncs, es tenen les equacions diferencials segiients a partir la
concentracio de cada especie:

oB 0C 0D
———=—=—=FKkAB
ot~ at ot
Afegim una segona equacié quimica:
24 — 3E (1.4.4)

A partir de les equacions 1.4.3 1 1.4.4, com que els coeficients estequiometrics
(coeficients que indiquen la quantitat de mols de cada espécie) sén majors que 1, les
equacions diferencials per a les especies A i E/ sén les segiients:

DA
—— = —k AB — 2k, A?
8t 1 2

oF
—— = 3kyA?
ot
Seguint aquests passos obtenim les equacions diferencials corresponents a les
reaccions quimiques segiients, que descriuen el procés expressat en les equacions

1411 1.4.2:

A—U
2U04+V — 3U
B+U—V+C
U—D

(1.4.5)
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D’aquestes reaccions obtenim les equacions diferencials segiients, cada grup d’e-
quacions representa una reaccio del sistema 1.4.5. Les funcions u i v representen
les concentracions de les especies U i V/, respectivament, i depenen de la posicié x i
del temps t. I els termes k;, © = 1, ...,4, son les constants de reaccio:

98 = —kyBu
{ %{} = —kA { % = —ksuv o = —F2Bu { o = au
871; = k?lA 871; = kJ3U2U gi; = k?QBU 87? = ]{3411,
67? == kQBU

A partir d’aquestes equacions es determina el sistema de reaccio-difusié. Per fer-
ho suposem que les concentracions d’A i B sén constants durant la reaccié quimica:

ou 0u

a = k}lA — ko Bu + k?guzv — kqu + ]{71@ (146)
v ) 0*v
a = ]{ZQBU — kgu v+ kl@ (147)

En particular tractarem el cas en que les constantsde reaccié son ky = ky = kg =
ks = 1, de manera que el sistema a considerar és:

du

o =A— (14 Bu—v®v+— (1.4.8)

v 0%
— = Bu—v*v+ — 1.4.9
ot + 0x? ( )
Aquest sistema representa un model de reaccié-difusié de dues equacions. En
la primera el terme de reaccié és fi(u,v) = A — (1 + B)u — u?v i en la segona és
fa(u,v) = Bu — v?v. En ambdues equacions el terme de difusié és constant igual a
D=1.

En els capitols que trobem a continuacio ens proposem adquirir les eines que ens
permetin, al final, estudiar les solucions particulars d’aquests models que tenen un
comportament viatger o que experimenten algun fenomen de bifurcacio.



Capitol 2

Solucions febles. Existencia 1
unicitat de solucions

Un cop hem vist com es deriven els models, ens interessa veure si tenen solucions.
La qiiestié és comprovar si un model esta ben plantejat, és a dir, si, donada una
condicié inicial wug(z), llavors existeix una tnica solucié del Problema de Valors
Inicials o Problema de Cauchy amb u(0,x) = ug(z). Per fer-ho farem servir el
Teorema d’existéncia i unicitat de solucions. Abans, pero, cal que ens familiaritzem
amb un tipus de funcions anomenades solucions febles.

2.1 Solucions febles.

En aquesta seccié es presenta el concepte de solucid feble [6] [7] que, a continu-
acid, utilitzarem en el Teorema d’existéncia © unicitat de solucions.

Una solucio feble d’'una equaci6 diferencial ordinaria o parcial és una funcié que
compleix 'equacio pero per a la qual pot ser que no existeixin totes les derivades, es
considera que satisfa ’equacio en algun sentit definit amb precisié. Tot i que hi ha
moltes definicions de solucié debil per a diferents classes d’equacions, ens centrarem
en la que es basa en les distribucions.

2.1.1 Distribucions

Les distribucions sén objectes que generalitzen la nocié classica de funcions en
I’analisi matematic. Les distribucions ens permeten diferenciar funcions les deriva-
des de les quals no existeixen en el sentit classic. En particular, qualsevol funcié
localment integrable té una derivada de la distribucié. S’utilitzen molt en la teoria
d’equacions diferencials perque a vegades resulta més facil establir I'existencia de
solucions de distribucions que de solucions classiques.

Les distribucions es defineixen sobre un tipus de funcions de suport compacte,
les funcions test, que es defineixen tot seguit.
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Definicié 2.1.1. S’anomena funcio test una funcio ¢ : R* — R tal que:

a) ¢ és infinitament derivable.

b) @ té suport compacte, i.e., és idénticament zero fora d’un compacte.
Denotarem D(R™) el conjunt de les funcions test.

Definicié 2.1.2. Una distribucid T és una aplicacid lineal continua T : D(R") —
R i s’expressa (T, p) el valor de T sobre la funcid test ¢.

Suposem que f : R"™ — R és una funcié integrable localment. Aleshores, la
distribuci6 associada a f és T i es defineix el segiient operador

(T.¢) = | f@)pla)dr, on e DR,

Aquesta integral és un nombre real que depen linealment i continuament de (.
Per contra, els valors de la distribucié T en funcions test de D(R) determinen els
punts de gairebé tots els valors de f en R.

2.1.2 Derivada d’una distribucio.

La derivada d'una distribucié ha de complir que si f € C*, llavors —~ =T of
ZT; T

Sigui ¢ una funcié test, desenvolupem la integral segiient per parts:

0 0 dx;
(T%,@ = /Rn &f (x)p(x)dxy...dx, = /Rn ) < &;:f (x)gp(x)dx,) dxy ~~dx,

x)d d X d
Py
A ([f(l’) - oo /f 8952 xz) x1 7 ~dxy,

- - f<x>§*0 24,
R T i
on la peniltima igualtat es compleix degut a la propietat b) de la definicié de funci6
test, i.e., ¢ = 0, Vo ¢ K, amb K un compacte. Aixi doncs, en general podem
calcular la derivada duna distribucié d’'una funcié f sobre ¢ fent servir la segiient

de
igualtat (T = —(T, 5-).
ignaltat (Tor, ¢) = —(T’ 5 =)

(x)dzy...dx, = — (T},

Espais LP.
Definicié 2.1.3. Sigui Q) un obert de R™ dotat de la mesura de Lebesque dx, es

designa per L'(Q) Uespai de les funcions integrables sobre Q amb valors de R. S’es-
criv
£l = [ 1 (@)lda.
Definicié 2.1.4. Siqui p € R, amb 1 < p < 00, es defineix l’espat LP com
LP(Q) == {f : Q = R; f mesurable i |f| € L'(Q)},
1 es nota

£l = [ 1p@)az]
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2.1.3 Solucions febles en el sentit de les distribucions.

Considerarem les solucions febles u € C (R*; L?(R")) de les equacions paraboliques
del tipus
ou
— —Au=f, enR",

ot (2.1.1)

D’acord amb la teoria general de les distribucions (Laurent Schwarz), aquestes
solucions es poden definir a partir de la integracié per parts d’una funcié test.

Definicié 2.1.5. Sigui f € L}, (Rt x R"), u° € L;,. (R"). Una funcié u € Lj,, (Rt x R")

loc loc loc
és una solucidé feble (o solucié distribucional) de 2.1.1 si es compleix

/Ooo/nu(t,x) {—aa(f—A(I)

per totes les funcions test & € D ([0, +00) x R™).

dxdt:/ooo/Rdf(t,m)CI)(t,x)Jr [ (@)2(0, 2)da,
(2.1.2)

A continuacié es justifica la definicié de solucid feble en el cas que els objectes
involucrats siguin suficientment diferenciables. Aixi doncs, diferenciem, per parts,
la segiient integral:

7 st = [T [ (Ft0) - dute.a)) aft,z)dadt ~

-/ /OOO%;(t,x)q)(t,x)dtdx—/Ooo/nAu(t,x)CD(t,x)dxdt:
a)

b)

R

— (0, 2)u’(z) — /Ooou(t,x)gf(t,x)dt} dr — /0°° [/nu@e,x) A (1, x)de] di =

— (0, 2)u(z) — /Ooou(t, 7) (%‘f(t,x) +AB(L, x)) dt} dz

Rn
(2.1.3)
La integral a) es desenvolupa, per parts, a continuacio:

a) /Ooo Z?(t, )@t x)dt = [@(t, x)u(t, z)]y” — /Ooo u(t,ﬂﬁ)%(f(t, x)dt =
= —®(0, 7)u’(z)dx — /Ooou(t, :C)aa(f(t, z)dt,

on en 1"iltima igualtat hem fet servir la propietat del suport compacte de les funci-
ons test, i.e., & = 0 fora de compactes.
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La integral b) es realitza integrant, per parts, dues vegades:
o N 62
b) / Au(t, z)P(t, z)dx —/ / (/ Z e 2 (t,x)P(t, :c)d:cl> dxy...dx, =
=) / / w(t,x)@(t,x}dm dzry~~dzx,| =
i—1 —00 —0o0 —00 i
n ) o0 'S 82(1) dz;
=y / / / u(t,x)w(t,x)(t,x)dxi dry~~dx,| =
i=1 —00 —00 —00 ;

= [ wu(t,x) A Dt z)dx

R

En I'iltima igualtat hem utilitzat la propietat de suport compacte de la funcio
test @, és a dir, & = 0 fora d’un suport compacte, per exemple si x; — +oo. Aixi
doncs, es fa servir la igualtat

+oo 2 2 dCACZ
/ @@dxi = / i@dmz dry~~dzx,
2 rn-1 \JR O?

- for ([t

_ (o a<I>
Rn—l

/+Oo 82 8;1:1

Finalment, reordenant els termes de la igualtat 2.1.3 obtenim la igualtat de la
definicié 2.1.2.

dz;

(x)d:cz> dx; —~ dx,

teo _/+°° ou )5@

+o0 2q> dz;
+ / 5’ (x)dx; ) dx, ~~dx,

—c0 —00 al‘z

U.T

2.2 Teorema d’existencia i unicitat de solucions.
Amb els conceptes presentats en la seccié anterior, estem en condicions d’enun-

ciar el teorema segiient [8]:

Teorema d’existencia i unicitat de solucions 2.2.1. Suposem que la condicio
inicial satisfa
0 1/md 0
uw e L'(RY), 0<u <1
Aleshores, ezisteiz una unica solucid u € C ([0, 00); L'(RY))

0<u(t,z) <1, Vt>0, xR

Per explicar aquest teorema farem servir els segiients resultats:
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Proposicié 2.2.2. Principi de positivitat. Suposem que v° > 0, a(t,xr) > —A,
A > 0 constant, llavors les solucions de

ov
5 D Av=al(tz)v (2.2.1)

no son negatives.

Proposicié 2.2.3. Principt de comparacio.
Siquin ul,uy € LY(R?Y), 0 < ul,ud < 1. dues condicions incials associades a dues
funcions no-lineals, f1(-) i fo(+), respectivament. Aleshores,

f(()) § }‘3(()) } — uy(t,7) < wuy(t,z), Vt>0, xcR%
0, v>0

V2, USOi o —v?, v<0
0, v>0 """"U"T10 w>0

Demostracio. En aquesta demostracio farem servir la notacié v_ = {

A més, observem que v? = {

Sigui v 1= uy — uy, tal que aatv — Av = fo(ug(t,z)) — fi(uyi(t, z)), hem de veure

que v > 0.

0
En primer lloc prenem aquesta igualtat Frihe Av = folua(t,z)) — fi(ui(t, x)),

multipliquem a banda i banda pel terme v_ i integrem a banda i banda respecte x:

/n g;} cv_dx = /n Av-v_dx + /Rn [folus(t,z)) — fi(us(t, )] -v_dz  (2.2.2)

ov 1o, ,
. = 10
Sabem que B = ot Y =0 _ 2(,%("0 ) vs0 —57(v%)
ot 0, v>0 0, v >0 20t
Aixi doncs, el terme de I'esquerra de la igualtat 2.2 es pot expressar com
ov 1d
oy dr = _77/ d
Rrn Ot v 2dt Jrn (U ) .

D’altra banda, si desenvolupem el primer terme de la banda dreta de 2.2 obtenim
el segiient:

v 17 Oov Ov_
/RAU cv_dr; = {axi ol I — ) axia—xidxi
oo ) (2.2.3)
B { —0v_ +/ (81}_) .
Oz v . R \ 0%; i

En la segona igualtat hem tingut en compte que

2
811,_81;_ _<g:) ’ USO __(81))2
aiCi (9.%'1 0’ v>0 ot
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Substituint aquests resultats en 'equacié 2.2 obtenim la igualtat:

—Ov_

ox;v_

1d
2 dt Jrn

L (5 e Uttt )~ A2l

(v?)dx = — 5

—00

De manera que es compleixen les desigualtats seglients:

d
;dt R vidr < — /Rn | 7 v [Pda — /Rn [fo(ua(t, @) — fi(wi(t, z))] v_dz

<~ [ alua(t.)) = Alus(t.))] v-da
< — [ 1hGwte) = filw(to)]vds
= — /]R” fi(us(t,x) — uy(t, x))v_dz

—— [ Ata)dr <Ly [ e

Liltima igualtat es dona per la hipotesi de les condicions inicials de ser Lipschitz.

1d
Sigui () = [gn v?dz, aleshores 5%7(15) < Lg~(t). En particular, observem
que y(t) > 0.

Tot seguit integrem en I'interval (0,¢) a banda i banda de la desigualtat, resolem
les integrals, i multipliquem per dos a ambdues bandes:

t1 d t
; §£V(S)d8 < ; L ~(s)ds

(0 = 39(0) < Ly, [ (s

3(0) £(0) + 2Ly, [ 1(s)ds

Prenent C'=(0) i A = 2Ly, es té:

Y(t) < C+ A/Otv(s)ds

Recordem el segiient lema:
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Lema de Gronwall: Sigui u: I — R, una funcio continua i no-negativa de-
finida en I ity € I. Suposem que, ¥t € I, u satisfa u(t) < C + A| ftto u(s)ds|, on C,
A sén constants no-negatives. Aleshores, Vt € I, u(t) < eAlt=tlC.

Aplicant el Lema de Gronwall es té () < e?fnt . ~4(0) = () < 0, ja que
7(0) =0.

Aix{ doncs, d'una banda tenim v(¢) > 0 i, d’altra banda, y(t) < 0. Per tant,
¥({t) =0= v_(t,z) = 0 = ov(t,z) > 0. Aquesta tdltima implicaci6 es déna per
tal com s’ha definit el terme v_. ]

2.2.1 Propietat d’invasio.

En particular, I'equacié de Fisher-KPP descriu un procés d’invasiéo. Amb la
propietat segiient veurem que si, inicialment, la poblacio creix, aquesta continuara
creixent per qualsevol temps.

Teorema 2.2.4. Propietat d’invasié. Suposem que 0 < u® < 1, u® € L'(R")
és una solucid de l'equacié 1.2, i.e., —D A u® < f(u®), aleshores

0
au(t,gc) >0, Vt>0, zeR%






Capitol 3

Ones viatgeres. Teoria de
Lyapunov

En aquest capitol veurem una serie de conceptes i eines que posarem en practica
en el capitol quart per dur a terme un analisi qualitatiu de les solucions de ’equacid
de Fisher-KPP.

En primer lloc ens disposem a presentar un tipus concret de solucions anomena-
des ones viatgeres o traveling waves i els relacionarem amb el comportament viatger
de les connexions heterocliniques entre punts fixos. A continuacié, veurem alguns
conceptes i resultats relacionats amb l’estabilitat en el sentit de Lyapunov que ens
serviran per completar 'estudi de la dinamica del sistema.

3.1 Omnes viatgeres i connexions heterocliniques.

En els casos de models de reaccio-difusioé en que la funcié taxa de reaccié f no és
lineal, les solucions explicites no es poden trobar. Les equacions de reaccio-difusié
es poden singularitzar en forma d’un tipus de solucié coneguda com a ona viatge-
ra i només es poden propagar sense distorsionar-se d’aquesta manera. Per tant,
cal fer I'estudi de I'existencia, comportament i estabilitat d’aquest tipus de soluci-
ons en aquesta equacid. Abans pero, en aquesta seccid, introduirem aquest concepte.

Definicié 3.1.1. Una solucid ona viatgera és una solucid de la forma u(t,z) =
U(x —ct), on U(—o0) = u_, U(+00) = uy, i ¢ € R és una constant anomenada
velocitat de desplacament. Es caracteritzen per ser un tipus d’ona que es propaga
en una unica direccio i perque el seu canvi de forma és negligible.

Aix{ doncs, les solucions que busquem sén del tipus u(t,z) = U(z—ct), on U és 1’
ona viatgera i ¢ és la constant de desplagament. D’aquesta manera podem expressar

17
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0
els termes del model = = Ay — f(u) aixi:

ot

0 0 0?
a—? = —cU'(x — ct), a—z =U'(x —ct) i a—; =U"(z — ct).

Per tant, es té I'equacié —cU'(x — ct) = U"(x — ct) + f(U(x — ct)), Vt, x tal que
prenent 7 = x — ct i reordenant els termes podem expressar com:

U'(t) = —=cU'(t) + f(U(7)) (3.1.1)

Aleshores, fixant V' = U’ s’obté el sistema d’equacions diferencials segiient:

U=V
{ V— v fU) (3.1.2)

Per tant, prenent les solucions del model com a ones viatgeres, hem passat de te-
nir una nica equacio a tenir un sistema d’equacions diferencials. Aixi doncs, podem
analitzar les solucions del model des de la vessant de la dinamica d’aquest sistema.
En aquest cas, el concepte que equivaldria al comportament d’ona viatgera és el de
connexio heteroclinica entre punts fixos del sistema. Anem a definir aquest concepte.

Definicié 3.1.2. Sigui & = X (x) un sistema dinamic continu i xo, x, dos punts d’e-
quilibri d’aquest sistema. Aleshores, una solucid ¢(t) és una orbita heteroclinica
o(t) — xy, t— 400

o(t) — x1, t— —o0.

Aixo implica que ’orbita esta continguda en la varietat estable de x1 i en la varietat
imestable de xy.

(o connexio heteroclinica) entre xo i x1 si {

A continuacié s’introdueixen dos conceptes que ens serviran per tenir una altra
visié d’aquesta definicié. [10]

Definicié 3.1.3. Un punt x € R™ pertany al conjunt w—Ilimit w(xy) de la corba
solucio o(t, xo) si existeir una seqiiencia creizent i no acotada de nombres reals {t,}
amb limit lim,, o F(t,,zo) = x.

Un punt x € R™ pertany al conjunt a—limit o(zg) si existeix una seqiéncia de-
creizent i no acotada de nombres reals {t,} amb limit lim,,_, ., @(t,, x9) = .

Observacié 3.1.4. Si xy és un equilibri, llavors w(zg) = a(xg) = {xo}. A més,
per qualsevol xg, el conjunt a—limit de 'equaci6é & = f(z) és el conjunt w—limit de

T = —f(z).

Propietats 3.1.5. Les propietats segiients es compleixen per als conjunts a—limit
1 w—Ilimit.

1. Existéncia: FEl conjunt w—Ilimit d’una orbita acotada és no buit.
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2. Tancament: Un conjunt w—Ilimit és tancal.
3. Invariancia: Siy € w(xy), lavors tota l'orbita F(t,y) € w(xy).
4. Connectivitat: El conjunt w—Ilimit d’una orbita acotada esta connectat.

Aquestes propietats es van demostrar al curs d’Fquacions Diferencials.

Tornant, ara, a la idea d’ona viatgera, cal tenir en compte el cas particular de les
ones viatgeres periodiques o wave trains. A grans trets sén funcions periodiques que
es mouen a velocitat constant, per tant, la velocitat de desplagament ¢ és constant.
En consequiéncia es tracta d'un tipus d’oscil-lacié espai-temps que és una funcié pe-
riodica. Aquest tipus d’ones juguen un paper fonamental en equacions matematiques
que modelen sistemes auto-oscil-lants, excitables i de reaccio-difusio.

Aquest fet aplicat a la part de connexions heterocliniques significaria que l’ele-
ment xo és un punt fix pero 'element x; és una orbita periodica, o a l'inrevés. Dit
d’'una altra manera, sigui x € R” un punt qualsevol d’aquest sistema, el conjunt
a—limit a(z) és un punt fix i el conjunt w—limit w(x) és una orbita periodica.

En general el que ens proposem és trobar connexions heterocliniques del sistema
3.1.2 per demostrar 'existencia d’ones viatgeres en un model de reaccio-difusié. Es
tracta, doncs, de buscar punts fixos tals que el repulsor o la varietat inestable d’un
punt de sella siguin el conjunt a—limit i I'atractor sigui el conjunt w—Ilimit de les
trajectories del sistema. Per provar l'existeéncia d’atractors que compleixin aquest
fet, a vegades, és molt 1util fer servir les funcions de Lyapunov, de les quals parlem
en la segiient seccié [9].

3.2 Funcions i estabilitat de Lyapunov

Definicié 3.2.1. Sigui & = X (x) un camp vectorial definit enUd C R™. Un punt d’e-
quilibrt T és estable en el sentit de Lyapunov si, per qualsevol entorn N de &, exis-
teiz un entorn Ny de T tal que Ny C N, i tal que Yo € Ny, la solucio p(t,xo) € N,
YVt > 0. Si un punt d’equilibri és estable 1 atractor - Vxg € Ny, limy_, o @(t, ) =
Z- alhora, aleshores diem que és assimptoticament estable. Si un punt d’equi-
libri no és estable, aleshores és tnestable. Finalment, si un punt d’equilibri €s
assimptoticament estable i, per a totes les condicions inicials, les solucions conver-
geizen a aquest punt, aleshores és globalment assimptoticament estable.

Definicié 3.2.2. Siguii = X (z) un camp vectorial 1 T un equilibri d’aquest sistema.
Una funcic E : U C R" — R, amb E(x) = DE(z) - X(x), és una funcié de
Lyapunov per a T si es satisfan les segiients condicions:

1. E(z) =0, i E(z) >0, Ve €U tal que x # Z.

2. F(z) <0,V eU.
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3. Si, a més, E(zx) < 0, Vo € U, llavors E s’anomena funcié de Lyapunov
estricta.

Teorema de Lyapunov 3.2.3. Sigui & un equilibri de & = X (z).
a) Si existeiz una funcid de Lyapunov per a Z, llavors T és estable.

b) Si existeix una funcid de Lyapunov estricta per a T, llavors T és assimptoticament
estable.

Demostracio. a) Suposem que existeix una funcié de Lyapunov per a z, és a dir, es
satisfan les condicions 1. i 2. de la definicio.

Considerem la bola tancada de centre 7 i radi §, Bs(z) = {z € R*; | = — Z |< §},
on § és qualsevol tal que Bs(z) C U.

Siqui m el minim valor de E sobre la frontera de Bs(z) , i.e., 3z* € S; (Bs(z))

(representa la frontera de la bola i existeix per compacitat) tal que m := E(z*) i
E(z) >m, Yz € Ss(Bs(x)).

Per 1. de 3.2 tenim que m > 0, ja que E(x) > 0, Vz # Z, en particular per
r=2x".

Sigui U; = {x € Bs(Z)|E(x) < m} i considerem una soluci6é qualsevol z(t). Si
zo € Uy, Navors, Vt € [0,21], E(z(t)) < m, doncs E(z(t)) és decreixent.Per tant,
z(t) € Bs(z) C Uity = 4o00. Com que l'orbita esta acotada, llavors esta definida
vVt > 0.

b) Suposem que existeix una funcié de Lyapunov estricta per a z, és a dir, es
satisfan les condicions 1.1 3 de 3.2.

Per 3. tenim que F(z) <0, z € U—1Z, i.e., E(z(t)) és estrictament decreixent.

Com que Bj(7) és compacte, podem trobar una seqiiencia de temps {t,}, amb
tn —— 00, tal que x(t,) —— xo. Hem de veure que zo = 7.

Suposem que o # 7, llavors Je suficientment petit tal que zy ¢ B.(7). Fem
servir el mateix argument que en l'apartat anterior prenent, ara, l'obert U; =

{r € B(7); E(x) <m}. Aix{ doncs, qualsevol trajectoria x(t) que comenci a U;
no pot sortir de B.(z), veure Figura 3.1.

D’aquest fet en resulta que la trajectoria x(t) no pot entrar a Ui. Llavors,
en Up — Uy, E esta estrictament delimitada lluny de zero, i.e., es té 'estimacio
E < —-K <0, per algun K > 0.
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Figura 3.1: Trajectories i entorns escollits en la Demostracié del Teorema 3.2.3

Com que z(t) no pot entrar a Uy, podem fer aquesta estimacié al llarg de la
trajectoria z(t) i obtenim

/ "V (@ (s))ds = V(x(t) — V(z(0)) < — Kty (3.2.1)

Le., V(z(t,)) < V(z(0)) — Kt, i V(z(t,)) < V(x(0)) — Kt, < 0,8in — oo. |
arribem a una contradiccié amb el punt 1. de la definicié i que sorgeix de suposar
que xy # . Per tant, o = 7. n

Per a més detall sobre aquesta demostracié, consulteu [11].

Un altre resultat molt util per a I’analisi que farem en el segiient apartat és el
Teorema de Barbashin - La Salle. Abans d’estudiar-lo, pero, cal definir alguns con-
ceptes [10] [12].

Definicié 3.2.4. Sigui T un equilibri assimptoticament estable de l’equacio diferen-
cial & = f(x). Llavors, la conca d’atraccio de T és el conjunt de condicions
inicials xo tals que limy_,o @(t, x9) = T i es denota per B(T).

Definici6 3.2.5. Un conjunt U C R™ s’anomena conjunt positivament invariant
per a & = f(x) si, per a cada xo € U, Uorbita {F(t,x¢);t = 0} esta continguda en
U.

Un conjunt positivament invariant que esta acotat s’anomena regio de captura,
cal que aquesta regio sigui n-dimensional.
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Proposicié 3.2.6. Sigui E una funcio de Lyapunov sobre W, ¢ un nombre real
positiu i W, = {x € W; E(x) < c¢}. Aleshores:

1. Per a cada ¢, W, és un conjunt positivament invariant.
2. Si, a més, E(x) — oo quan |z| — oo, llavors W, és una regié de captura.
Ja estem en condicions d’enunciar i demostrar el segiient teorema.

Teorema de Barbashin - La Salle 3.2.7. Sigu: E : U C R" — R una funcio
de Lyapunov per a & en l’entorn U i () = {x e U, E(x) = 0}. Suposem que U és
positivament invariant. Si ["inic conjunt positivament invariant contingut comple-
tament en Q) és T, llavors T €s assimptoticament estable. A més, U esta contingut
en la conca d’atraccid de T, i.e., Vrg € U, limy_,o, F(t,x0) = Z.

Lema 3.2.8. Sigui zg € W., ¢ >0, on W, = {z € R V(x) < ¢} és un conjunt
positivament invariant. Llavors, 3d, 0<d < ¢, tal que V(x) =d, VYa € w(xg).

Com que V' és constant en w(xg) i w(xg) és un conjunt invariant es té aquest
corol-lari.

Corol-lari 3.2.9. V =0, Vz € w(x).

Demostracio. (Del Teorema 3.2.7)

Pel Lema 3.2.8 sabem que el valor de V' és constant en els conjunts limit, en
particular pels conjunts positivament invariants W,., per qualsevol nombre positiu
c e R.. Com que V és constant en w(xy), el conjunt w—limit w(zy) esta contingut
en Q. Aleshores, w(zg) també és positivament invariant. Per tant, w(zo) = z. Aix{
doncs, el Lema 3.2.8 i el Corol-lari 3.2.9 sén els passos de la demostracio. m
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La bifurcacié d’Andronov-Hopf

Tal com hem fet en el model anterior, en aquest també ens proposem fer un estudi
de la dinamica global del sistema. Abans, pero, ens cal parlar d’'un fenomen present
en aquest model: les bifurcacions. En primer lloc descriurem aquest comportament
i, a continuacio, ens centrarem en un tipus de bifurcacié en concret: la bifurcacio de

Hopf.

4.1 Bifurcacions

De tots els possibles moviments que experimenta un sistema dinamic, els equili-
bris o punts fixos son els més simples. Si un punt fix és estable, el sistema romandra
a prop d’aquest estat tot i que hi hagin petites pertorbacions. Pero els sistemes
canvien degut a la variacié del valor dels parametres. Per exemple, si variem el
parametre a en l'equacié f,(z) = ax(l — z), de la familia logistica, els resultats
en el comportament d’aquest sistema també canvien, el sistema passa de tenir una
poblacié fixa a oscil-lar entre poblacions altes i baixes. Aquest canvi s’anomena
bifurcacio. Es poden donar canvis més extrems en el comportament d'un sistema,
per exemple 'aparicié de periodicitats i, fins i tot, el caos.

A més de classificar els diferents tipus de moviment d’un sistema, també és til
categoritzar les formes en que el moviment pot canviar a mesura que el sistema
es modifica. El conjunt de bifurcacions és universal, és a dir, és el mateix per a
una gran varietat de sistemes. Per aquest motiu la teoria de les bifurcacions és un
subcamp dels sistemes dinamics ampliament estudiat. En aquest cas ens centrarem
en una bifurcacié en particular: la bifurcacio de Hopf, que s’explica en aquest capitol

[13].

4.2 La bifurcacié d’Andronov-Hopf.

Definicié 4.2.1. Suposem que T és un equilibri en a = a per a la familia de
parametres @ = f,(x). Es diu que un cami d’orbites periodiques es bifur-

23
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ca des de (a, ) si existeix un cami continu d’orbites periodiques que convergeir a
lequilibri quan a = a.

El segiient teorema fou provat per primera vegada per E. Hopf 'any 1942.

Teorema 4.2.2. La bifurcacié d’Andronov-Hopf. Sigui & = f,(x) una familia
de sistemes d’equacions diferencials en R™ amb 'equilibri x = 0 per a tot a. Sigui
c(a) £ib(a) una parella compleza conjugada de valor propis de la matriu D f,(0) que
creua l'eix imaginari a un nivell diferent de zero en a = 0, és a dir, ¢(0) = 0,b =
b(0) # 0, 7 d(0) # 0. A més, suposem que cap altre valor propi de Df,(0) és un
enter maltiple de bi. Llavors, ezisteiz un cami d’orbites periodiques de & = f,(x) es
bifurca des de (a,x) = (0,0) i l’equilibri canvia d’estabilitat. Els periodes d’aquestes
orbites s’apropen a 27 /b a mesures que les orbites d’apropen al punt (0,0).

En la Figura 4.1 s’observa una orbita periodica que es bifurca des d’un punt
d’equilibri en el pla.

Figura 4.1: En el moment en que l'equilibri passa d’atractor (a) a repulsor (b),
apareix una orbita periodica.

També podem visualitzar I'aparicié d’una bifurcacié de Hopf fent un analisi dels
equilibris del sistema a partir dels valors propis. Per fer-ho utilitzarem el segiient
criteri.

Proposicié 4.2.3. Criter: traca-determinant per a sistemes lineals de 2D.
Sigui & = Ax un sistema d’equacions amb A matriu real 2 X 2, T = trA, D = detA
i N =T?—4D. Suposem que es tracta d’un sistema no degenerat, és a dir, D # 0.
Aleshores el sistema © = Ax és:

e Punt de selle < D < 0.
o Centre =T =01/ <0.

e Focus atractor <= T <01 /A < 0.
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Focus repulsor <= T >0 i A < 0.

Node atractor <= D >0, A > 01T <0.

Node repulsor <= D >0, A >01iT > 0.
e Node estrellat <= A =0 i A no diagonal.

Demostracid. Siguin A, i A_ les arrels del polinomi caracteristic P(\) = N2—=TA+D.
Aleshores,

 TEVT?2—4D T+A
N a 2

At 5

, T=XA+A1iD=XA_.

Suposem D # 0. Aleshores, distingim tres casos que a la vegada es subdivideixen:

T
1. SIA<0:>/\i€CIRe()\i):§

a) T < 0 = Focus atractor
b) T'= 0 = Centre

¢) T > 0 = Focus repulsor
2.8 A>0= )M cR

a) D < 0= Signes de Ay i A_ contraris = Punt de sella
b) D > 0 = Mateix signes de Ay i A_ = Node

b.1) T'> 0 = Repulsor
b.2) T < 0 = Atractor

3. Si A =0 = Casos impropis o estrellats

]

El grafic 4.2 mostra com es divideixen els diferents tipus d’equilibris. L’eix

d’abscisses representa T' = trA i 'eix d’ordenades D = detA. Anomenarem C' la
2

funcié que descriu el discriminant /A = —. Aixi doncs, la bifurcacié de Hopf té lloc

en el moment en que 7T, D travessen la corba C'.

4.2.1 Classificacio de les bifurcacions de Hopf

Segons el comportament que experimenten les orbites prop de l'equilibri en el
punt de bifurcacio, es diferencien dos tipus de bifurcacio:
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FOCUS
ESTABLES

NODES PROPIS NODES IMPROPIS

CEN]

DEGENERATS ESTABLES DEGENERATS INESTABLES

PUNTS DE SELLA

Figura 4.2: Criteri de la traga i el determinant.

e Bifurcacié supercritica: L’equilibri inicialment és estable. A mesura que
el parametre canvia ’equilibri estable comenca a desestabilitzar-se en forma
d’oscil-lacions que van creixent. Per al valor del parametre en que succeeix
aquest fet diem que hi ha una bifurcacié de Hopf. A continuacié el parametre
continua variant i el punt fix, que abans era atractor, passa a ser repulsor i les
orbites del seu entorn sén atretes per 1’orbita periodica estable que s’ha format
al seu voltant.

Per entendre millor aquest concepte veurem un exemple de sistema dinamic,
en coordenades polars, en el quan té lloc una bifurcacié d’aquest tipus. En
aquest cas el parametre que varia és e:

P=r(e—1?)
=1

En aquest cas tenim un punt fix constant » = 0 i un punt fix r = /e que
depeén del valor del parametre € i podem distingir els casos segiients, cadascun
dels quals déna lloc a un retrat de fases diferent:

Observem que per € < 0, r = 0 és I'inic punt fix i és atractor. Quan ¢ = 0,
llavors 7 = —r3, de manera que 'origen continua sent un equilibri estable perod
les orbites oscil-len més abans de ser atretes per ell. I, per € > 0, tenim un
segon equilibri en r = /& que resulta ser una orbita periodica estable. A la
Figura 4.3 es representa en color vermell i atreu tant les orbites del seu interior
com les del seu exterior, de manera que I'origen passa a ser un punt fix repulsor.
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F. J
E 3

Figura 4.3: Retrats de fases del sistema per als diferents valors del parametre ¢.

La Figura 4.4 també ens dona una caracteritzacié d’aquest tipus de bifurca-
cions.

Bifurcacié subcritica: Inicialment es té una orbita periodica inestable al
voltant d'un punt fix atractor. El parametre es va incrementant fins que ar-
riba al valor en que té lloc la bifurcacié de Hopf. Quan es passa aquest punt
no existeixen equilibris estables, ’origen comenca a repel-lir les orbites del seu
voltant poc a poc. A mesura que el parametre continua creixent, 1'origen es
converteix en un focus repulsor.

Per entendre millor aquest concepte veurem un exemple de sistema dinamic,
en coordenades polars, en el quan té lloc una bifurcacié d’aquest tipus:

i1

{ i=—r(e—1r?)

En aquest cas també tenim un punt fix constant » = 0 i un punt fix r = /2 que
depen del valor del parametre € i podem distingir els casos segiients, cadascun
dels quals déna lloc a un retrat de fases diferent:

e < 0 = Focus atractor en r = 0 i orbita periodica de radi r = /e.

€ = 0 = Focus repulsor oscil-lant en » = 0.

€ > 0 = Focus repulsor en r» = 0.
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(a) (b)

Figura 4.4: Bifurcacié de Hopf supercritica. (a) El cami d’equilibris {(a,0,0)} canvia
d’estabilitat quan a = 0. L’equilibri estable per a < 0 és reemplacgat per una orbita
periodica estable quan a > 0. (b) Diagrama esquematic de la bifurcacié de v en
funcié del parametre a.

A continuacié veurem un altre comportament interessant que té lloc en les
aquest tipus de bifurcacions:

- La histeresi és un efecte no lineal que a vegades apareix en presencia
d’una bicurcacié subcritica de Hopf. El parametre canvia, a continuacio, tor-
na al seu valor original, i, aleshores, el sistema experimenta un comportament
completament diferent de I'original. Aquest canvi en el comportament del sis-
tema, el qual depen de la coexistencia de dos atractors per al mateix valor del
parametre, s’anomena histeresi.

Per entendre millor aquest concepte veurem un exemple de sistema dinamic,
en coordenades polars, en el quan té lloc una bifurcacié d’aquest tipus:

{ g - 1—7‘(5 —r3)(1—1?)

En aquest cas, inicialment es té un punt fix atractor en » = 0, una orbita
periodica repulsora en r = /¢ i una orbita atractora en r = 1. De manera
que en la regié limitada per I'orbita periodica petita, les orbites sén atretes
pel focus atractor. Entre les dues orbites periodiques, les orbites sén atretes
per la més gran. I fora d’aquesta el camp exterior apunta en direccio a I’orbita
periodica gran. Hem fet una representacié d’aquest comportament amb el
software GNUPLOT i hem obtingut el grafic segiient, on s’indica 1’orbita re-
pulsora en blau, I'atractora en vermell i la resta d’orbites en negre:
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15 T T T L T
‘orbita_exterior.dat’  +
‘orbita_interior.dat'
1L ‘orbites_mig.dat' B
0.5 - -
0 = B
-0.5 - -
_1 — -
15 I I 1 I I
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 4.5: Retrat de fases previ a la histeresi.

Partint d’aquest estat inicial, a mesura que s’incrementa el valor del parametre
e, a l'interior de l'orbita gran hi té lloc el mateix procés que s’observa en una
bifurcacié subcritica. En el moment de la bifurcacié, pero, I'orbita interior
desapareix, I'origen passa a ser repulsor i repel-leix les orbites que passen a ser
atretes per 'orbita periodica exterior. Finalment, quan tornem a canviar el
valor del parametre cap a ¢ < 0 (cap al valor inicial), Uequilibri del sistema ja
no és el punt fix inicial siné que és 1’orbita atractora.

En el cas de la histeresi és interessant tenir en compte que, una vegada ha
tingut lloc la bifurcacié, les orbites que repel-la 'origen i sén atretes per
I’orbita periodica exterior representen connexions heterocliniques entre 1’origen
i aquesta orbita periodica. Per tant, es podrien prendre com a ones viatgeres
periodiques. Tot i aixi, caldria fer un estudi més intensiu per afirmar que re-
alment es presenta aquest fenomen.

La Figura 4.6 ens déna una caracteritzacié d’aquest tipus de bifurcacions amb
histeresi:



(b)

Figura 4.6: Bifurcacié de Hopf subcritica amb histeresi. (a) Hi ha una bifurcacié
en a = 0 des del cami v = 0 d’equilibris. En aquest punt l'equilibri passa de
ser estable a ser inestable, i es bifurca en un cami d’orbites periodiques inestables.
Les orbites periodiques son inestables i s’extenen al llarg dels valors negatius del
parametre, acabant en un punt de sella quan ¢ = —1. Addicionalment, un cami
d’orbites periodiques actractores surt del punt de sella. (b) Diagrama esquematic
de la bifurcacié de v en funcié del parametre a. El rectangle mostra el cami histeretic.
Els segments verticals corresponen als salts.
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Dinamica del sistema Fisher-KPP

Ens disposem a aplicar les eines adquirides en els capitols anteriors per estudiar
les solucions del model de Fisher-KPP.

5.1 Preparacio del sistema

Recordem que 'equacié de Fisher-KPP és un model de reaccié-difusio amb taxa
de reaccié f(u) = u(1l — u). Per tant, 'equacié que ens disposem a estudiar és

Ju
—=A 1-— d.1
5 u~+u(l —u) (5.1.1)

Tractarem les solucions d’aquest model com a ones viatgeres, per tant, seguint el
procediment descrit en el capitol 3, analitzarem les solucions de ’equacio de Fisher-
KPP a partir de les solucions del sistema d’EDQO’s

T=y
X{ J— ey — (1 — ) (5.1.2)

Per comoditat de notacié alhora de treballar en camps vectorials fem servir les
variables x,y enlloc de u, v.

5.2 Estudi qualitatiu en funcié de c

Cal estudiar aquest sistema en funcié del paramtre ¢, la velocitat de desplagament
de 'ona viatgera.

5.2.1 Casc=0

En primer lloc anem a estudiar el cas ¢ = 0.
Suposant dt # 0, es té 'equacié de les orbites % = %(x), d’on obtenim 'EDO
de variables separades y dy = —U’'(x)dzx. En aquest cas el camp té una integral

31
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primera. Integrant a les dues bandes obtenim la igualtat %yQ = %3 — %2 + (', d’on es
dedueix 'expressio de l'energia del sistema:
1 x> a2
Exy = v -3+75 (5.2.1)
energia total -~ S~
energia cinetica U(x)

Sent U(z) Penergia potencial del sistema, ja que sabem de fisica que Ienergia
total d’un sistema es divideix en energia cinetica i energia potencial.

A continuaci6 veiem que 'energia del sistema es conserva ja que la seva derivada
respecte el temps s’anul-la:

L), 9(0) = T2 (a0, y 00+ o (1), y()i0) = (~a*+a)yty(a—) =0
x Y
(5.2.2)
Els punts fixos del sistema sén z; = (0,0), un centre (la part real dels valors
propis que resulten del sistema DX (0,0) s’anul-la), i Zo = (1,0), un punt de sella
amb varietat estable E* = (1,1) i varietat inestable E* = (1, —1).

Calculem diferents nivells de ’energia potencial i en fem la projeccié sobre el
camp vectorial que déna lloc a diferents corbes de nivell. En particular, el nivell
d’energia que en que es troba la corba de nivell que passa pel punt fix 77 és el nivell
Ey = E(z7) =0, i el nivell d’energia que déna lloc a la corba que passa pel punt fix
Ty és By = E(Ty) = %. Tant la varietat estable com la varietat inestable del punt
de sella es troben sobre aquesta corba de nivell. Prenent diferents nivells d’energia
i projectant-los sobre el pla x,y obtenim el retrat de fases del sistema. El calcul
de les isoclines verticals (y = 0) i horitzontals (z = 0, x = 1) ens proporciona la
informaci6 per determinar el sentit de gir de les orbites.

Tal i com s’observa en la Figura 5.1 l'origen coincideix amb el centre (és un
minim del potencial) al voltant del qual trobem orbites periodiques amb nivells d’e-
nergia 0 < E(z,y) < %. El nivell d’energia E(x,y) = % déna lloc a una corba que
delimita la regi6 A = {(a:,y);O < E(z,y) < %} i passa pel punt de sella. Tenint
en compte que el punt fix és un centre, qualsevol punt de A pertany a una orbita
periodica al voltant d’aquest centre.

5.2.2 Cas(0<c<?2

En aquest cas la derivada de E és:

B 0,5(0) = 5 (0.(0)30) + 5 (1) )0

= (-2 +2)y+y@® —z)=—cy® <0,

(5.2.3)
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Figura 5.1: Retrat de fases per al cas c¢=0.

jaque 0 < ¢ < 2, 1es compleix la igualtat per als punts (x,0). Per tant, 'energia
total no es conserva siné que decreix al llarg de les orbites.

Els punts fixos no varien perd en aquest cas z; = (0,0) és focus atractor i
Zo = (1,0) és un punt de sella.

En aquest cas el parametre ¢ pren diferents valors dins de l'interval (0,2). Per
fer-nos una idea del comportament de les orbites dibuixarem el cas particular ¢ = 1.
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Figura 5.2: Retrat de fases per al cas c=1.
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Com que no podem representar el retrat de fases corresponent a tots els casos de
c en un sol grafic, farem servir la teoria de Lyapunov per fer I'estudi de I’estabilitat
de les solucions.

Prenem el conjunt A = {(m, y) € R%0 < E(z,y) < %} com a entorn del punt ;.
Es compleix el segiient:

1. E(z;) = E(0,0) =0,1 E(x,y) >0, V(x,y) € A tals que (z,y) # 71, ja que

Bz, y) € (o, é) Yz, y) € A

2. E(x,y) = —cy> <0, VY(z,y) € A tals que (z,y) # 7.

Com que E compleix les propietats d'una funcié de Lyapunov per a z;, pel Te-
orema de Lyapunov (Teorema 3.2.3) podem afirmar que el punt fix Z; és estable i
també que I(z,y) € A, (x,y) # Ty, tals que E(x,y) = 0, en particular es tracta
del conjunt de punts M = {(x,y) € A;x # 01y = 0}. Com que la desigualtat 2. no
és estricta, la funcié E no és una funcié de Lyapunov estricta i, per tant, no podem
afirmar encara que aquest punt fix sigui assimptoticament estable.

Per veure si el punt fix #; és assimptoticament estable farem servir el Teorema
de Barbashin-La Salle(Teorema 3.2.7).

Sigui £ : A C R" — R la funci6 de Lyapunov per a 7; en l'entorn A i
Q = {x eAE = 0}, és a dir, Q = M U Z;. En aquest cas A és positivament
wmwvariant. Com que 1'inic conjunt positivament invariant de @ és xp, llavors x; és

assimptoticament estable, es tracta d’un focus atractor la conca d’atraccié del qual
és A.

Finalment, anem a veure si existeix alguna connexié entre els punts fixos a partir
d’un estudi de la varietat inestable del punt de sella i veient com varia per 0 < ¢ < 2.

Considerem el sistema X 5.1.2, en calculem la matriu jacobiana i I'avaluem en
el punt fix zo, = (1,0):

DX(x,y)=<2$0_1 1) — DX(1,0):<(1) 1)

—c —c
A continuacié, a partir del polinomi caracteristic, en calculem els valors propis:

—-A 1

P.(\) = det (DX (1,0) — AId) = ' Dy

‘ =X +ed—1 (5.2.4)

[gualant el polinomi a 0 i resolent 1’equacié de segon grau obtenim els valors
propis segiients:

—c++c2+4 i —c—Vc2+14
_ >0 1 A\ =—m— <0

A, —
+ 2 2
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Com que ens interessa veure el comportament de la varietat inestable del punt
de sella, ens centrarem en calcular el vector propi del valor propi A, tnicament, que
és el que dona lloc a aquest subespai.

=\ 1—\2
Q) — fhr, — v
I IAV Y r—cy= Ay c

Aixi doncs, el subespai inestable del punt de sella 75 sera de la forma E" =
(c, 1-— )\i), pels diferents valors de c.

En la Figura 5.3 es pren el punt de sella com a I’origen de coordenades i es pot
veure el subespai inestable, per ¢ = 0, de color vermell. Quan la ¢ pren valors entre
0 i 2, aquest vector es mou dins de la zona pintada, passant sempre pel punt de
sella. Aixi doncs, per qualsevol valor ¢ € (0,2), aquest subespai inestable de 7 cau
dins de A i, com que A és la conca d’atraccié de 77, la varietat inestable del punt
de sella és atreta pel focus atractor.

O<c<2

Figura 5.3: Regié dins de la qual es mou la varietat inestable del punt de sella per
a diferents valors de ¢ entre 01 2.

Com que l'orbita que defineix el subespai E" esta continguda en la varietat es-
table de 1 i en la varietat inestable de x5, aleshores aquesta orbita constitueix una
connexié heteroclinica entre el el punt de sella Z i el focus atractor z;.

Sigui (U(t),V(t)) la connexié heteroclinica, llavors u(t,z) = U(x — ct) és I'ona
viatgera. Traslladant aquest resultat a les solucions del model original, podem afir-
mar que existeix una ona viatgera u tal que u_ =11 uy = 0, per ¢ € (0,2). Aixi
doncs, l'ona viatgera experimentaria un comportament oscil-latori en el quan les
oscil-lacions serien cada vegada més petites, correspondria a les orbites del sistema
que cada vegada s’acosten més a |’atractor.



5.2. Estudi qualitatiu en funcié de ¢ 36

Per al cas particular ¢ = 1 hem reproduit el comportament de la connexié he-
teroclinica que uneix la varietat inestable del punt de sella de coordenada z = 1
amb el focus atractor de coordenada x = 0. En la figura és veu com el focus atrau
rapidament la varietat inestable del punt de sella perque gairebé no oscil-la al seu
voltant.

0.05 T T

T T
‘connexio heteroclinica.dat’

-0.05 -

0.1 F

-0.2 -

-0.25 1 I 1 1 1
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.4: Connexi6 heteroclinica per al cas ¢ = 1.

I, a continuacio, s’observa la corresponent ona viatgera per al mateix cas ¢ = 1.
Es veu com parteix del nivell 1, oscil-la lleugerament - en el retrat de fases equival a
les voltes que donen les orbites al voltant del focus atractor abans de ser absorbides
per ell - i, de seguida, assoleix el nivell 0 - correspon al moment en que la varietat
inestable del punt de sella és totalment absorbida pel focus atractor.

1 T T

T
‘ona viatgera.dat'

0.8 - B

0.4 - b

0.2 I 1 1 I
0 10 20 30 40 50

Figura 5.5: Ona viatgera per al cas ¢ = 1.

5.2.3 Casc>2

Pel mateix raonament que en el cas anterior la derivada de ’energia és negativa,
per tant, I’energia total no es conserva sin6é que decreix al llarg de les orbites.
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Ara el punt fix ; = (0,0) és un node atractor i el punt fix o = (1,0) és un punt
de sella.

A partir de ¢ = 2 i en endavant la regié A deixa de ser positivament invariant
tot 1 que continua existint una connexio heteroclinica entre la varietat invariant del
punt de sella i el node atractor. Ara les orbites ja no oscil-len al voltant del punt
fix fins a ser atretes per ell sind que hi fan cap directament. Es pot observar en la
figura segiient per al cas particular ¢ = 3.

Ny NN NNy N
NN SN Ny Y

15 % Wy BNy N
W N WY NN Ny N

, R Y Wy Y u

Y WO w
-~ PN TR ST “

051 - NN foiobeooiy -
FR \\!.\\\\\ 2
17»: EORER U TR B N

L I [ RS < T '
o b s 3

i B S SRR R, R 4
TN AT RO ERARN R R AR i

. TR N Ry s R 5
AN MY RN R i
L L R S AL AL UL S AN L S Y k]

U O NN B R NN
A T A T B A L WY AR

LA AV A R VR AR SR
1 -08 -06 -04 -02 a 02 04 06 0,8 1 12 14 1.6 1.8 2

Figura 5.6: Retrat de fases per al cas ¢=3.

Per al cas particular ¢ = 3 hem reproduit el comportament de la connexié he-
teroclinica que uneix la varietat inestable del punt de sella de coordenada = = 1
amb el node atractor de coordenada x = 0. En la figura és veu com el node atrau
directament la varietat inestable del punt de sella.

I, a continuacio, s’observa la corresponent ona viatgera per al mateix cas ¢ = 3.
Es veu com parteix del nivell 1 i, sense oscil-lar gens, assoleix el nivell 0 que correspon
al moment en que la varietat inestable del punt de sella és totalment absorbida pel
node atractor.
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Figura 5.7: Connexi6 heteroclinica per al cas ¢ = 3.
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Figura 5.8: Ona viatgera per al cas ¢ = 3.



Capitol 6

Dinamica del sistema Brusselator

Ens disposem, ara, a fer un estudi de ’estabilitat del sistema Brusselator i de
la dinamica global del model [14]. Farem servir els resultats obtinguts en el capitol
anterior.

6.1 Equilibris en funcié dels parametres

En el primer capitol hem obtingut el sistema d’equacions de reaccié-difusio del

, 2 . .z
model Brusselator, que sén de la forma % = f(u) + %. A continuacié farem un
estudi de la dinamica de la part de reaccié del sistema, és a dir, sense considerar el

e ., 52
terme de difusié %.

Per fer un estudi qualitatiu de les equacions 1.4.81 1.4.9 en funcio dels parametres
a i b, expressem el sistema de la forma segiient:

L 2, _.
y=br — 2y = g(z,y),
onz,y €R, a,be Ria,b>0.
Per trobar els equilibris del sistema busquem els punts que satisfan f(z,y) =
g(z,y) = 0. En aquest cas només existeix un punt fix z = (a, 2), que varia en funcié
dels parametres a i b. Per determinar de quin tipus és aquest punt farem un analisi

dels valors propis de la matriu DX (z,y) avaluada en el punt fix i donarem diferents
valors als parametres:

—b—14+2z x? b b—1 a?
DX(ac,y)z( b—2xyy —x2> = DX(a,CL):(_b —a2>

Sabem que el polinomi caracteristic d’aquesta matriu es pot expressar com
b b
P(A\) = A —tr <DX <a, )) A+ det <DX <a, )> =N —(b—1—a)+d® (6.1.2)
a a

39
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Com que hem de fer un analisi tenint en compte tots els possibles valors dels
parametres, enlloc de calcular explicitament els valors propis de DX (a, 2) a partir
de les arrels del polinomi caracteristic i distingir tots els possibles casos segons els
valors d’a i b, farem servir un criteri que es basa en els valors de la traca i el deter-
minant de la matriu DX (a, g) i que hem vist en el capitol 4.

Per al model que ens ocupa tenim que 7' =b—1—a% D =a?i A =T? — 4D.
Per tant, com que D = a? > 0 Va > 0,b > 0, en cap cas el punt fix és un punt de
sella. A continuaci6 fixem el parametre a i anem a distingir tres casos diferents per
al parametre b.

Cas b>a’>+1

Els valors de la traga i el discriminant séon T =b—1—a*> > 01 A = (b+1—
a*)? —4a® = a* + b? — 2a*(1 — b) — 2b + 1, respectivament, on el signe de A depén
dels valors dels parametres. Aleshores, per la Proposicié 4.2.3, si A < 0, aleshores
el punt fix és un focus repulsor i, si A > 0, llavors és un node repulsor. En qualsevol
cas, si b > a? + 1, l'equilibri és inestable.

Cas b<a’+1

Els valors de la traca i el discriminant sén 7' =5b—1—a? < 01 A com abans,
respectivament, on el signe de /A depen dels valors dels parametres. Aleshores, per
la Proposicié 4.2.3, si A < 0, aleshores el punt fix és un focus atractor i, si A > 0,
llavors és un node atractor. En qualsevol cas, si b > a? + 1, I'equilibri és estable.

Casb=a’+1

El valor de la traca és T = b — 1 — a? = 0, per tant, 'equilibri és un centre.
El periode T d’una solucié periodica al voltant d’aquest centre ve donat per l'ex-

. 27 L . I
pressio T'= —, on w és la frequeéncia aproximada. El valor d’aquesta freqiiencia es
w

troba a partir del valor absolut de la part imaginaria del valor propi A+ per al cas
b=a®+1:

Cb—1-a?£/(b—1-a??—4a?
B 2

A =V —a? = tia = Im(\y) = a

b=a2+1

. . 2
El periode depéen del parametre a i és aproximadament T' = —.
a
Aixi doncs, amb a fixat, a mesura que el valor de b varia es dénen comportaments
diferents en ’entorn del punt fix. Hi ha un canvi en l'estabilitat del sistema quan
s’incrementa la concentracié de 'especie B i es manté constant la concentracié d’A.
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L’estat del sistema en funcié dels parametres a i b es pot veure en el grafic
segiient:

inestable

estable

Figura 6.1: Estabilitat del sistema en funcié dels parametres a i b.

6.2 Analisi de la bifurcacio.

En 'apartat anterior acabem de veure que, quan els parametres varien, ’estabi-
litat dels punts fixos també ho fa. En aquest cas, fixada la concentracio de 'especie
a es té que, a mesura que augmenta la concentracié de I'especieb, el punt fix passa
de ser estable a ser inestable i hi ha un moment en que apareix una orbita periodica.
Aquests fets ens porten a suposar que, per algun valor dels parametres, hi haura
una bifurcacié de Hopf. Anem a veure-ho.

En primer lloc fixem el parametre a, a mesura que b varia, el punt fix z canvia
d’estabilitat, per b < a® 4+ 1 és estable i per b > a® 4 1 és inestable. Com que no hi
ha cap altre equilibri en el sistema, és raonable suposar que hi haura una bifurcacié
de Hopf quan b = a® 4+ 1. Per corroborar aquesta dinamica cal que es compleixin els
suposits del Teorema de Hopf (Teorema 4.2.2) per al cas b = a® + 1:

T+VT2—4D T=+A
a 2

Observacié 6.2.1. Siguin Ay = 5

matriu DX (a, g)

els valors propis de la

1. La part real dels valors propis s’anul-la per a aquest valor del parametre b:

1
b=a2+1:>T:b—1—a2:0:>Re()\i)=§:O.
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2. La part imaginaria dels valors propis no s’anul-len per a aquest valor del
parametre b:

V4D
b:a2+1:>T:b—1—a2:oz>Im(Ai):T:\/B:\/?:ia;éo.
3. La derivada de la part real dels valors propis respecte el parametre b no s’a-
nul-la per a aquest valor de b:

ORe(As) 19T 9(b—1-a2) 1

ob 200 ob =570

Efectivament es compleixen els suposits, per tant, pel Teorema de Hopf, quan a

és constant i b = a? + 1, existeix una bifurcacié de Hopf en el punt fix = (a, 3)

Aixi doncs, b és el parametre de bifurcacié que, en moure’s, fa que la recta a = 1
talli transversalment la corba b = a? 4 1, tal i com s’observa en el dibuix.

6.3 Existencia d’una orbita periodica al voltant
del punt fix.

Fins ara hem vist que el sistema presenta una bifurcacié de Hopf pel valor del
parametre b = a?+1 i, per tant, hi ha una orbita periodica. Fixat a > 0, volem veure
si ’orbita periodica condiciona el comportament del sistema en funcié del parametre
b i si ens permetra decidir de quin tipus de bifurcacié de Hopf es tracta.

6.3.1 Construccié d’una regié positivament invariant

Per demostrar la presencia d'una orbita periodica al voltant del punt fix cal
construir una regié positivament invariant que envolti aquest punt i que presenti
unes condicions concretes. Suposem que b > a® + 1, llavors I'equilibri és repulsor.
En definir una zona de captura al seu voltant en la qual totes les orbites apuntin
cap a l'interior, veurem que entre el punt fix i les fronteres de la zona de captura
existeix una orbita periodica. Per arribar a aquest resultat utilitzarem el teorema
de Poincaré-Béndixon.

En primer lloc, calculem les isoclines del sistema:

e [soclines verticals:

b+ 1)z —a

t=a—(b+Dr+a’y=0<=y= 5
x
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e I[soclines horitzontals:
. 9 ) b
y=br—azy=0<«<=cr=0iy=—
T

Aquestes funcions divideixen el camp vectorial en regions amb diferents direc-
cions i ens serviran per delimitar la regié atractora desitjada que anomenarem (2.
Procedim com segueix:

En primer lloc observem que, com que estem en el cas b > a? + 1, el punt fix
= (a, 2) és repulsor. Per tant, 30 > 0 tal que tots els vectors de la frontera de
Bs(z) apunten cap a U'exterior de la bola, és a dir, Z repel-la les orbites d’un entorn
Bs(z

) com a minim.

&l

A continuacié considerem les isoclines calculades en el suposit de b > a® + 1 i
les regions que limiten en el primer quadrant, que és on es troba l'equilibri . Tot
seguit passem a definir les fronteres de €Q:

1. Frontera inferior: Podem prendre 1'eix d’abscisses (y = 0) com a limit inferior,
donat que és la recta que limita el primer quadrant.

2. Frontera esquerra: Busquem el punt en que la isoclina vertical talla el limit
inferior, comprovem que aquest punt estigui dins del primer quadrant.

b+l —a B _a
Y= = =0<= (b+ 1)z a—0<:>x—b+1

Comqueb>a2+1:>b+l>a:>b%>a A més, numerador i

denommador son majors que zero, de manera que 0 < ;%5 < a. Efectivament,
x = 317 pertany al primer quadrant i es troba a lesqgerra de I'equilibri,
per tant, prenem com a frontera esquerra el segment vertical que té 'extrem

e .
inferior en aquest punt =z = %5 g

3. Frontera superior: Cal imposar que la recta que limiti €2 per la part superior
passi pel punt d’interseccié entre el segment frontera esquerra i la isoclina
horitzontal. Busquem aquest punt d’interseccio:

a b: _b(b+1)

. Com que b >a*+1=b(b+1) >a=y > 1, per tant, podem prendre la

recta y = (b+1) com a limit superior perque conté el punt fix.

4. Frontera dreta: Aquesta darrera frontera esta formada per un segment verti-
cal 1 per un altre segment que talla el primer i que intersecciona la frontera
superior. Anem a determinar aquests segments. El segment vertical és z, = k,
k > a, tal que té un extrem en I’eix d’abscisses i I’altre sobre la isoclina vertical

y = (b+i)217a .
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El segon segment té un extrem en el punt d’interseccié amb la frontera supe-
rior i 'altre en el punt d’interseccié amb el segment vertical dret que acabem
de definir. Per determinar la inclinacié d’aquest segment i establir el punt de
tall amb la frontera superior, imposarem una condicié més: Qualsevol vector
sobre aquest segment ha d’apuntar en direccié a I'interior de 2. Anem a definir
aquest segment:

Sigui n = (n1,m2) un vector normal al segment que volem trobar, cal que
n-(&,9) <0, on - és el producte escalar. Prenem, ara, el vector n = (1,1) i
imposem la condicié plantejada

(1,1)-(a—(b+ Dz +2°y,bx —2’y) =a—r<0=2>a
Aixi doncs, mentre z > a, el segment amb vector normal (1,1) compleix

la condicié. Per tant, aquest ultim segment tallara la frontera superior en
qualsevol punt amb coordenada x > a i tindra pendent —1.

Representarem aquesta regio positivament invariant per al cas particular a = 1,
b= 2.5, és a dir, el punt fix és T = (1,2.5).

10 rab

-1

- =] - ] © -+ w o - o m =3 — ]
] — — —

Figura 6.2: Regi6 positivament invariant per al cas a = 1, b = 2.5.
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En la Figura 6.2 podem veure aquesta regié positivament invariant i les isoclines
verticals (vermell) i horitzontals (verd) amb les respectives direccions del camp que
determinen.

D’una banda es té que la direccié del camp que queda per sota de la isoclina
vertical és negativa (apunta cap a l'esquerra) i la direccié del camp que queda per
sobre és positiva (apunta cap a la dreta). D’altra banda, la direccié del camp que
queda a la dreta de la isoclina horitzontal és negativa (apunta cap a baix) i la
direccié del camp que queda a esquerra és positiva (apunta cap a baix). Amb
aquestes consideracions podem representar les direccions globals del camp sobre
cada frontera de la regié com s’indica a la figura en color blau. Efectivament, les
direccions sobre les fronteres d’aquesta regié apunten cap a l'interior, en canvi, en
un petit entorn del punt fix, tot apunta cap a ’exterior, donat que el punt fix en
aquest cas és un repulsor. Aixi doncs, només podem explicar aquesta dinamica amb
la presencia d’una orbita periodica estable envoltant el punt fix i a 'interior de la
regié de captura.

6.3.2 Applicacié del teorema de Poincaré-Béndixon

Un cop construida aquesta regié atrapant farem servir el segiient teorema per
demostrar I'existencia d’una orbita periodica:

Teorema 6.3.1. Teorema de Poincaré-Béndizon. Sigui X : U C R? — R?
un camp vectorial C" (r > 1). Sigui © € U tal que t,(xr) = +00. Suposem que
JK C U compacte tal que v4(x) = {@(t,x)|t > 0}. Sabem que w(x) és compacte,
connex i no buit. Si w(x) no conté punts fixos llavors és una orbita periodica.

Apliquem aquest teorema al cas que ens ocupa, sigui K la regié de captura que

acabem de determinar. Sabem que w(x) ha de ser compacte, connex i no buit. A
més, w(z) només pot tenir un nombre finit de punts fixos. Llavors s’ha de donar
una de les opcions a),b) o ¢) del teorema:
El conjunt w—limit no pot ser un punt fix perque en aquest cas hauria de ser el
punt T que és repulsor i, per tant, no és un conjunt w—Ilimit. Tampoc pot ser una
connexi6 finita de punts fixos perque en la regié K només hi ha el punt fix z. Per
tant, el conjunt w—limit ha de ser una orbita periodica estable que envolta el punt
fix T i esta continguda dins del conjunt compacte K.

Aix{ doncs, inicialment, fixat @ i amb b < a?+1, el punt fix és atractor. A mesura
que augmenta el parametre b el punt fix atrau de manera més oscil-lant. Quan b
assoleix el valor a? + 1 el punt fix esdevé un centre i apareix una orbita periodica
al seu voltant, de manera que té lloc una bifurcacié de Hopf local. Finalment, quan
b > a® + 1, aquesta orbita periodica és estable i el punt fix passa a ser repulsor. Un
cop demostrada aquesta dinamica podem concloure que aquest sistema experimenta
una bifurcacié de Hopf supercritica.
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6.4 Simulacié del comportament global del siste-
ma.

Per tenir una visié de la dinamica global del sistema representarem amb el softwa-
re pplane el comportament del conjunt per a diferents valors dels parametres.

En primer lloc fixem el valor del parametre a = 1. A continuacié manipulem el
valor de b fent que varii entre 0.5 i 3 i analitzem els retrats de fases obtinguts en
cada cas.
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Figura 6.3: Casa=1,b=0.5
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Figura 6.4: Casa=1,b=1.5
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Casa:1,b:2 28
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El punt fix (1,2) és un centre les
orbites del qual tenen un periode T =
2mw. Tal com es pot observar el punt :
fix queda envoltant per un conjunt
d’orbites que giren al seu voltant. FEl
comportament global del sistema desen-
voca oscil-lant al voltant del centre.
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Casa=1,b=2.5

El punt fix (1,2.5) passa a ser un fo-
cus repulsor que oscil-la lentament fins
que és absorbit per l'orbita periodica,
que es distingeix en el retrat de fases
per ser una orbita més gruixuda que les
altres donat que totes les orbites que es-
tan a prop seu, tan dins com fora, sén
absorbides per ella.

Casa=1,b=3

El punt fix (1,3) continua sent un
focus repulsor pero ara més rapidament
cap a l’orbita periodica, que ha augmen-
tat de dimensions. Les orbites exteriors
a l'orbita periodica també sén atretes
per ella.

Figura 6.7: Casa=1,b=3






Capitol 7

Conclusions

En primer lloc he fet un seguiment del procés de construccié d’'un model ma-
tematic de reaccié-difusié, aprofundint en dos casos particulars. Tot i que existeix
una gran quantitat d’informacié en linia sobre els models de reaccio-difusié, princi-
palment m’he basat en el document [1] pel nivell i claredat del seu contingut.

L’equacio de Fisher-KPP la vaig triar perque és un model d’invasié que es podia
aplicar en el cas particular del creixement d'un tumor dins d’un organisme i la meva
intencié era investigar una mica més en aquesta direccié. Vaig acabar abandonant
aquesta idea, d'una banda, per la seva dificultat i, d’altra banda, perque vaig deci-
dir centrar-me en les solucions d’aquesta equacio, les ones viatgeres. Aixi doncs, he
tingut I'oportunitat de coneixer aquest fenomen i d’estudiar la dinamica del model
de Fisher-KPP fent un canvi de variables i construint un sistema d’equacions on
les solucions fossin ones viatgeres. Aquest procediment m’ha permes analitzar tal
sistema en funcié del parametre velocitat de desplacament de ’ona, c¢. Hem vist que
per al cas ¢ = 0 es té un punt fix centre i un punt de sella. Per al cas 0 < ¢ < 2 es
descriu una conca d’atraccié al voltant del punt fix central que passa a ser un focus
atractor i, a mesura que ¢ augmenta i passem a tenir el cas ¢ > 2, la varietat ines-
table del punt de sella entra en aquesta regio positivament invariant i és atreta pel
focus. D’aquesta manera he pogut observar i demostrar I'existencia d’un compor-
tament molt interessant que experimenten les orbites d’aquest model: la connexid
heteroclinica entre dos punts fixos que serveix per demostrar 1’existencia d’una ona
viatgera com a solucié del sistema. La majoria dels raonaments que m’han permes
treure aquestes conclusions es basen en la teoria de Lyapunov, que no havia vist i a
la qual he dedicat una secci6 del treball. Cal tenir en compte que el procediment de
classificacié de punts fixos em resultava familiar i no he aprofundit en la definici6
d’alguns conceptes perque ja els haviem treballat en ’assignatura del grau FEquaci-
ons Diferencials.

Amb l'estudi de I'existencia i unicitat de solucions dels models de reaccio-difusié
també he tingut 'oportunitat de veure una pinzellada del que sén les solucions febles
i he treballat amb algunes demostracions que s’hi basen.
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La tria del model Brusselator no va ser tan facil donat que també em cridava
molt I'atencié el model de Selkov basat en el procés metabolic de la glicolisi. Com
que la longitud del treball s’hagués allargat en excés amb 'estudi dels dos models
em vaig acabar decantant pel Brusselator perque en vaig trobar més informacio.
Aixi doncs, vaig decidir aprofundir bastant en la derivacié del model perque em va
semblar interessant com, a partir de dues reaccions quimiques, s’arriba a un sistema
d’equacions diferencials. Donat que per fer un estudi del sistema complert havia de
passar d'un sistema de dues equacions a un de quatre, em va semblar més adient
analitzar només la part de reaccié del model. A més, el meu objectiu no era resoldre
un sistema d’equacions complex siné observar certs comportaments en la dinamica
del model i prenent la part de reaccié n’hi havia prou.

En aquest cas només hi ha un punt fix. L’analisi del sistema ’he fet en funcié dels
dos parametres que hi apareixen, a partir dels valors que prenen aquests parametres
la dindmica general del sistema varia. Quan b < a? + 1 l'equilibri és estable i quan
b > a® + 1 passa a ser inestable, aleshores, quan b = a? + 1 té lloc una bifurcacié de
Hopf. Per corroborar-ho he aplicat la teoria de les bifurcacions de Hopf, a la qual he
dedicat un capitol d’aquest treball. A més, per demostrar que, efectivament, quan
el punt fix passa de ser estable a ser inestable apareix una orbita periodica al voltant
d’aquest equilibri, he construit una regié positivament invariant entorn del punt fix
utilitzant les propietats de les isoclines del camp. Finalment, es pot veure aquesta
regié construida per a un cas particular en que donem valors als parametres i la
simulacié de diferents retrats de fases que reprodueixen els comportaments descrits.

Tot i que no apareix en el projecte crec que, per complementar el contingut del
treball i acabar-ho de lligar tot, també hagués estat interessant fer un estudi del
model Brusselator prenent les solucions com a ones viatgeres tal com s’ha fet en
I’equacié de Fisher. I, d’altra banda, analitzar ’equacié de Fisher-KPP sense el
terme de difusid, tal com s’ha fet amb el model Brusselator.

A nivell personal estic satisfeta amb el resultat obtingut ja que he assolit els
objectius fixats. D’una banda, he reproduit el desenvolupament de construccié de
dos models de reaccié-difusié aplicats a la quimica i la biologia, fet que despertava
el meu interes. D’altra banda, he tingut 'oportunitat d’aprendre nous conceptes
d’analisi matematica i d’ampliar els coneixements que he adquirit sobre equacions
diferencials, models matematics i sistemes dinamics durant el grau. Com a part
practica he aplicat aquesta teoria als models escollits i he observat i demostrat els
comportaments especifics que es donaven. Pel que fa a la informacié requerida per al
desenvolupament del treball, la major part de documents que he consultat referents
als models de Fisher-KPP i Brusselator els he trobat en linia. Tot i aixi, he consultat
llibres i publicacions de renom per dur a terme els capitols més teorics.
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M’agradaria fer constar la dificultat que he tingut a ’hora d’encaminar el tre-
ball en la direccié que ha pres finalment. Aquest fet és degut a que, inicialment,
tenia una idea de treball - un estudi matematic aplicat a la medicina del cancer
- per a la qual em feien falta unes eines massa complexes tant a nivell matematic
com biologic. Per aquest motiu el primer model que vaig tractar fou I'equacié de
Fisher-KPP, relacionada amb aquest context. Després em vaig adonar que gaudiria
més del treball fent un estudi més assequible i en el qual pogués introduir eines que
suposen la continuacié d’algunes assignatures del grau.

Només em resta dir que al llarg de la realitzacié d’aquest treball m’he hagut
d’organitzar a nivell personal, he estat constant en la meva feina i he apres molt,
tal com m’havia plantejat. Penso que és un exercici de maduresa personal que, al
mateix temps, implica un aprenentatge per part part de 'autor del projecte.
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