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Capitulo 1

Valoracion de derivados

Supongamos que el precio de unas acciones viene dado en el instante ¢ por S;.
Nos proponemos estudiar el llamado mercado de opciones o derivados.

Definicién 1.0.1 Una opcidn es un contrato que da el derecho (pero no la
obligacion) a comprar (CALL) o vender (PUT) acciones a un precio K (strike
o precio de ejercicio) en el instante T (madurez del contrato).

El beneficio (o payoff) del contrato serd:

(57— K)+

en el caso del CALL o
(K —Sr)+

en le caso del PUT.

Problema 1: jCudnto debe pagar el comprador de la opcién? (prima). Es
el llamado problema de valoracién.

Problema2: El que vende el contrato, cémo debe generar la cantidad (St —
K); (en el caso del CALL) a partir de la prima. Es el llamado problema de
recubrimiento del riesgo (”hedging”).

Suposicién: vamos a suponer que en el mercado no se puede hacer benefi-
cio sin riesgo ("estd libre de oportunidades de arbitraje”). También vamos a
suponer que la tasa de interés (continuo) es r. Es decir un euro se convierte en
e"T euros pasado el tiempo T.

Entonces, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.0.1 (relacidn de paridad PUT -CALL) si el mercado estd libre
de oportunidades de arbitraje y Cy es la prima o precio de un CALL con strike
K y madurez T en el instante t y P; la del put con el mismo strike y madurez,
tenemos que

Co— P =S —Ke "8 para todo0 <t <T
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Demostracién. Veamos que si no hay arbitraje. Supongamos por ejemplo
que
Ct - Pt > St - Ke_T(T_t)

En el instante ¢ compramos una accién, un PUT y vendemos un CALL. Obten-
emos

Cy— P — 5

por hacer la operacién. Si la cantidad es positiva la invertimos a interés r hasta
el instante T', si es negativa pedimos prestado al mismo tipo. En el instante T’
se pueden dar dos situaciones: 1) Sy > K el cliente al que le hemos vendido el
CALL lo ejerce, entonces le damos la acciéon por K, en total tendremos

(Ct — Pt — St) CT(T_t) + K
- (Ot —P—S + Ke*“T*t)) T 5

2) Sy < K, ejercemos el PUT y vendemos la accién a K, tendremos otra vez
(Cy — P, — Sy) erT=t) 4 K que es una cantidad positiva. Por lo tanto habria
arbitraje. m

1.1 Modelos a tiempo discreto

Los valores de los stocks (acciones u otros activos) seran variables aleatorias
definidas en un cierto espacio de probabilidad (€2, F, P). Consideraremos una
sucesién creciente de o-dlgebras (filtracién) : Fo C F; C ... C Fy C F. F, rep-
resenta la informacién disponible hasta el instante n. El horizonte N, correspon-
derd con la madurez de las opciones. Supondremos que Q es finito, Fo = {0, Q},
que Fy = F =P(Q) y que P({w}) > 0, para todo w.

El mercado consistird en (d 4+ 1) activos financieros cuyos precios en el in-
stante n estardn dados por variables no-negativas S, S1, ..., S que son medibles
respecto a F,, (es decir los precios dependen de ”lo” observado hasta ese mo-
mento, es decir no hay informacién privilegiada), en muchos casos supondremos
que F,, = (S}, ..., Sg7 0 <k <n), con lo que toda la informacién estara en los
precios observados hasta ese momento.

El stock con superindice cero corresponde a un activo sin riesgo (dinero en
una cuenta bancaria) y supondremos que SJ = 1. Si el beneficio relativo del
activo sin riesgo:

0 0
Sn+go Sn = Z 0

n

es constante, tendremos
SO =801 +7r)=50(1+r)"th

El factor 3, = g5 = (1 +r)~" lo llamaremos factor de descuento.
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1.1.1 Estrategias de inversion

Una estrategia de inversién es un proceso estocdstico (una sucesién de variables
aleatorias en el caso discreto) ¢ = ((¢2,¢L, ..., ¢%))o<n<n en R ¢ indica
el nimero de acciones del tipo i-ésimo en la cartera de valores, en el instante
n-ésimo. ¢ es ”previsible” es decir:

oy es Fo-medible
¢ es Fn_1-medible, para todo 1l <n < N.

n

Esto quiere decir que las posiciones de la cartera en el instante n fueron decididas
con la informacién disponible en n—1. Es decir en el periodo (n—1, n] la cantidad
de activos del tipo ¢ es ¢.,. El valor de la cartera en el instante n es el producto
escalar

d
Vn(¢) = ¢n “Sp = Z(ﬁizsrzu
i=0
su valor descontado es

Vi(9) = BuVi(0) = dn - Sn

con

S, =(1,6,5L, ..., 8,584 = (1,5}, ..., §%)

Definicién 1.1.1 Una estrategia de inversion se dird que es autofinanciada si
¢n'Sn:¢n+1'Sn70§n§N—1

Observacion 1.1.1 La interpretacion es que en el instante n una vez anun-
ciados los nuevos precios Sy los inversores reajustan su cartera sin anadir ni
CONSUMIT TiqUeza: st compramos ¢n+1 — Pn activos el coste de la operacion serd
(Pnt1 — dn) - Sn, Yy queremos que éste sea cero esto es ¢y - Sy = Ppa1 - Sn, 0 <
n<N-—1.

Proposicion 1.1.1 Una estrategia de inversion es autofinanciada si si solo si:
Vat1(8) = V(@) = dnt1 - (Sns1 = 5,),0<n <N -1

Proposicién 1.1.2 Las siguientes cosas son equivalentes: (i) La estrategia ¢
es autofinanciada, (ii) Para todo 1 <n < N

n n n d
Va(@) = Vo(@) + > ;- (S; = Sjm) =S ¢y - AS; =YY $iAS]
j=1 j=1 j=11i=0

(i41) Para todol <n < N

n n n d
Va(®) =Vo(@) + Y ;- (S5 = S-1) =D ¢ - AS; =) > ¢iAS;
j=1 j=1

j=11i=1
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Demostracién. (i) equivale a (ii):
Va(9) = V(o) + Z:(Vj(fﬁ) —Vj-1(9))
= Vo(p) + i ¢; - (S; —Sj—1) (proposicién anterior)

(i) equivale a (iii): la condicién de autofinanciacién se puede escribir:

¢n‘§n:¢)n+1§n7OSNSN—1

por tanto
Vi41(0) = Vi(@) = bns1 - (Snp1 = Sn),0<n < N —1
y
Va(0 Z ~1(9))
Z J 1)
u

Esta proposicién nos dice que la estrategia autofinanciada esta definida por
su valor inicial V[ y por las posiciones en los activos con riesgo. Mas concreta-
mente:

Proposicién 1.1.3 Para cualguier proceso previsible ¢ = ((PL, s 9E))o<n<n
y cualquier Uam'able VO Fo-medible, existe un unico proceso previsible tal que la
estrategia ¢ = ((¢2, ¢L, ..., %) )o<n<n es autofinanciada con valor inicial Vp.

Demostracion.

n

Val(9) = Vo() + > _ ¢ (S — Sj—1)

j=1

Por tanto
n—1 ~ d
6% =Vo(@)+ D 65+ (55— 8j-1) = D648y € Fu
j=1 i=1
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1.1.2 Estrategias admisibles y arbitraje

Notemos que no hacemos suposiciones sobre el signo de las cantidades ¢¢. Si
¢! < 0 significa que hemos pedido prestado ese niimero de acciones y convertido
en dinero ("venta en corto”) o unidades monetarias que hemos convertido en
acciones (préstamo para comprar acciones) y que tenemos que devolver, note-
mos que cada unidad monetaria del instante 0 vale (1 + 7)™ en el instante n.
Supondremos que los préstamos y ventas en corto estan permitidos siempre que
el valor de nuestra cartera sea en todo momento positivo.

Definicién 1.1.2 Una estrategia ¢ es admisible si es autofinanciada y si V,,(p) >
0, para todo 0 <n < N.

Definicién 1.1.3 Una estrategia de arbitraje es una estrategia admisible con
valor inicial cero y valor final distinto de cero.

Observacion 1.1.2 Notemos que si existe arbitraje resultaria que con una in-
version inicial cero obtendriamos una riqueza no nula. La mayor parte de los
modelos de precios excluyen oportunidades de arbitraje de manera que si quer-
emos tener una riqueza final no nula tendremos que hacer inversion inicial. El
propdsito siguiente serd caracterizar estos modelos con la nocion de martingala.
Un mercado sin oportunidades de arbitraje se dird que es viable.

Ejercicio 1.1.1 Consideremos una cartera con valor inicial Vo = 1000, for-
mada por las cantidades siguientes de activos con riesqo:

Activo 1 Activo 2

n>0 200 100
n>1 150 120
n>2 500 60

Si el precio de los activos es

Activo 1 Activo 2

n=20 3.4 2.3
n=1 3.5 2.1
n=2 3.7 1.8

encontrar en cada instante las cantidades de activo sin riesgo de la cartera,
suponiendo v = 0.05 y que la cartera es autofinanciada.

Solucién 1.1.1 Sabiendo que el valor de la cartera en el tiempo t = 0 es
Vo = 1000, podemos calcular la composicion de la cartera inicial a segun las
posiciones ¢1 = (200,100), dejando en la cuenta corriente lo que queda de los
1000 euros iniciales después de comprar los activos 1 y 2. Después calculamos
como evoluciona el valor de la cartera en funcion del cambio de precios entre el
instante 0y el 1. Volvemos a reestructurar la cartera en funcion de las posiciones
@2 = (150,120), en la cuenta corriente volvemos a dejar lo que queda del valor
de la cartera en t=1 después de comprar los activos 1 y 2 en las cantidades
correspondientes. Después calculamos como evoluciona el valor de la cartera en
funcion del cambio de precios entre el instante 1 y el 2.
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Activo N° acciones Preciot=0 Valort=0 Preciot=1 Valort=1

0 90 1 90 1,05 945

1 200 3.4 680 3,5 700

2 100 2,3 230 2,1 210
Total 1000 1004,5

Activo N°¢ acciones Preciot=1 Valort=1 DPreciot=2 Valor¢=2

0 216,67 1,05 22275 1,103 238,88

1 150 3,5 525 3,7 555

2 120 2,1 252 1,8 216
Total 1004,5 1009,88

Ejercicio 1.1.2 Consideremos un mercado financiero con un solo periodo, con
tipo de interés v y con un solo activo con riesgo S. Supongamos que Sy =1 y,
para n = 1, S1 puede tomar dos valores diferentes: 2, 1/2. ;Para que valores
de r el mercado es viable (libre de oportunidades de arbitraje)? ;Y si Sy puede
tomar también el valor 17

Solucién 1.1.2 Queremos calcular los valores de v para los que hay posibilidad
de arbitraje. Tomamos una cartera cuyo valor inicial sea Vo = 0. Entonces, si
invertimos el importe q en el activo sin riesgo, tenemos que invertir —q en el
activo con riesgo (q puede ser negativa o positiva). Calculamos el valor de la
cartera en los dos posibles estados del momento 2.

Vi(wi) =q(r—1)

Vi(w2) = q(r +1/2)

Por tanto, si r > 1 hay posibilidad de arbitraje tomando q positiva (dinero en
cuenta corriente y posicion corta en el activo con riesgo) y sir < —1/2 tenemos
posibilidad de arbitraje con q positiva (tomando prestado dinero e invirtiendo en
el activo con riesgo). La situacidn no cambia si S1 puede tomar el valor 1.

Ejercicio 1.1.3 Supongamos un mercado con dos stocks (d = 2) tales que los
valores en t = 0 son S§ = 9.52 Eur. y S3 = 4.76 Euros. El dinero estd a
interés simple del 5% en el periodo [0, 1]. Se supone también que en el instante
1, St y S? pueden tomar tres valors, dependiendo de los tres estados del
mercado: wy,ws,wz: St(w1) =20 Bur., Si(wz) = 15 Eur. y Si(w3) = 7.5 Eur,
y S?(w1) =6 Eur, S} (we) =6 Eur. i S?(w3) = 4. ;Es un mercado viable ?

Solucién 1.1.3 Para saber si el mercado es viable tenemos que comprobar si
existe posibilidad de arbitraje. Tomamos una cartera cuya inversion inicial sea
0 y vemos si puede tener rendimiento no negativo en todos los estados del mo-
mento 1 con alguno de ellos estrictamente positivo. Sean q1 y q2 las cantidades
ivertidas en los activos 1 y 2 respectivamente. Dado que el valor de la inversion
inicial es cero, en la cuenta corriente tenemos —9.52q; — 4.76q2. Calculamos el
valor e nuestra cartera en el momento 1 para todos los estados posibles.

1% (wl) = 10.004q; + 1.002¢-
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Vi(we) = 5.004¢; + 1.002¢2
V1 (w3) = —2.4964(]1 — 0.998(]2.

Es fdcil comprobar que hay una region del plano en la que estas expresiones
son las tres positivas al mismo tiempo (ver Figura 1), por tanto hay posibilidad
de arbitraje.

A5 Bl A5 1 15

Figura 1

1.2 Martingalas y oportunidades de arbitraje

Sea (€, F, P) un espacio de probabilidad finito. Con F = P(Q) y P({w}) > 0,
para todo w. Consideraremos una filtracién ()<, < -

Definicién 1.2.1 Diremos que una sucesion de variables aleatorias X = (X,)o<n<n
es adaptada si X, es F,-medible, 0 <n < N.

Definicién 1.2.2 Una sucesion adaptada (My)o<n<n, diremos que es una

submartingala si E(Mp1|Fn) > M,
martingala si E(My11|Fn) = M,
supermartingala si  E(M,+1|F,) < M,

para todo 0 <n < N —1

Observacion 1.2.1 FEsta definicion se extiende al caso multidimensional com-
ponente a componente. Si (Mp)o<n<n €s una martingala es fdacil ver que
E(My4;|F,) = My, > 0;E(M,) = E(My),n > 0 y que si (N,) es otra
martingala, (aM, + bN,,) es otra martingala. Omitiremos el subindice.
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Proposicién 1.2.1 Sea (M,,) una martingala y (H,) una sucesién previsible,
escribamos AM,, = M,, — M, _1. Entonces la sucesion definida por

Xo = HoMy
X, = HoMy+ ZHJ-AM]—, n > 1 es una martingala
j=1

Demostracion. Basta ver que para todo n > 0

E(Xn_;,_l - Xn|fn) - E(Hn+1AMn+1|fn) - Hn+1E(AMn+1|fn) - 0
]

Observacion 1.2.2 La transformacion anterior se llama transformacion de
la martingala (M,,) por (H,). Recordemos que

V() = Vo(o) + Y _ ;- AS;
j=1

con (¢;) previsible. Entonces si (S;) es una martingala, resultard que (V,,) es

una martingala y en particular E(V,(¢)) = E(Vo(¢)) = Vo(e).

Proposicién 1.2.2  Un proceso adaptado (M,,) es una martingala si y sdlo si
para cualquier proceso previsible (H,,) tenemos

N
E(> H;AM;) =0 (1.1)
j=1

Demostracién. Supongamos que (M,,) es una martingala entonces por
la proposicién anterior ya estd. Supongamos que se cumple (1.1) entonces
podemos tomar H,, = 0,0 <n < j,Hjy; =1g con A € F;, H, =0,n > j.
Entonces

E(1a(Mj41 — M;)) =0
como esto es cierto para todo A esto equivale a que E (M1 —M;|F;) = 0.Ahora

lo hacemos para todo j y ya estd. m

Teorema 1.2.1 Un mercado es viable (libre de oportunidades de arbitraje) si
y sdlo si existe P* equivalente a P tal que los precios descontados de los activos
((82),7=1,...,d) son P*- martingalas.

Demostracién. Supongamos que existe P* y sea una estrategia ¢ admisible
con valor inicial cero, entonces

Vn:isﬁi'ﬁgi

=1
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es una P* martingala y consecuentemente

Ep-(Vx) =0

y como Vy > 0 resulta que Vy = 0 (va que P*(w) > 0 para todo w). Por tanto
no hay arbitraje.

Supongamos ahora que no hay arbitraje y sea I' el conjunto de variables
estrictamente positivas definidas en ) (o sea variables no negativas y tales que
para algiin w € 2 valen mayor que cero). Identificaremos cada variable aleatoria
X con el vector de REV4) (X (wy),..X (wWeara)). Consideremos el subcon-
junto, S, compacto y convexo de las variables de T tales que > X (w;) = 1.
Sea L = {Vn(p), ¢ autofinanciada, Vo(¢) = 0} (es claro que L es un subespa-
cio vectorial de RE () Ademds (lo veremos luego) LN S = ¢. Entonces
por el teorema del hiperplano separador existe una aplicacién lineal A tal que
A(Y) > OparatodoY € S y AY)=0s1Y € L. A(Y) =>_ \;Y(w;). Entonces
todos los A; > 0 (ya que A(Y') > 0 para todo Y € S) y podemos definir

Ai
2o

P*(w;) =

y para todo ¢ previsible

N
EP*(Z ¢i - AS;) = Ep-(Vy) = Az(:V)\NZ_)

=0

con lo que S serd P*-martingala (proposicién anterior).

Veamos que LNT = ¢ (y por tanto L NS = ¢). Supongamos que no, de
manera que existe ¢ autofinanciada tal que Vy(p) € T'. Entonces a partir de ¢
puedo crear una estrategia de arbitraje: sea

n = sup{k, Vi(p) 20 }

notemos que n < N — 1 ya que Vx(¢) > 0. Sea A = {V,,(p) < 0}, definamos la
estrategia autofinanciada tal que para todo i =1,...,d

i 0 jsn
J lapi j>n
entonces para todo k > n
_ k ~ k ~ n ~
Vi(0) = > 1ap;-AS; =14 > ;- AS; = > ;- AS;
j=n+1 j=1 j=1

= 14 (Va(0) = V(@)

de manera que Vy(f) >0en A. m
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Observacion 1.2.3 A P* se le suele denominar medida de martingala o proba-
bilidad neutral.

Ejercicio 1.2.1 Consideremos una sucesion {X,},>1 de variables aleatorias
independents y con leyes N (0, 02). Definimos la sucesion Y,, = exp (a S X — naz) ,
n > 1, on a és un pardmetro real, © Yo = 1. Para qué valores de a la sucesion
{Yo}n>0 es una martingala (supermartingala) (submartingala)?

Ejercicio 1.2.2 Sea {Y,,},>, una sucesion de variables aleatorias independi-
entes, idénticamente distribuidas con

Escribamos Sg =011 S, =Y1+---+Y, sin > 1. Comprobar si son martingalas
las sucesiones siguientes:
0S,

MO — e >0
" (cosh )™’ "=

M2 = Zsign(Sk,l)Yk, n>1, Méz) =0
k=1
M® =82 _p
Ejercicio 1.2.3 Consideremos un mercado financiero a tiempo discreto, de

dos periodos, con tipos de interés r > 0, y un un solo activo con riesgo, S.
Supongamos una evolucion de los precios de S del tipo siguiente:

n=0 n=1 n=2

9
8/;72
/m \,1—;,2
5\1_171 6
4/?3
\.17;)3
3

a) Encontrar p1, pe i p3, en funcidon de r para que la lei de probabilidad sea
neutral. b) Suponiendo r = 0.1, calcular el valor inicial de un derivado con
vencimiento N = 2 y beneficio (payoff) 51'552. FEncontrar primero la cartera
que cubre el riesgo del derivado y ver su walor inicial. Comprobar que este
valor coincide con el valor medio, respecte de la probabilidad neutral, del payoff
actualizado.

Ejercicio 1.2.4 FEncontrar las probabilidades neutrales en el mercado del prob-
lema 1.1.3 suponiendo que solo estd disponible el stock 1.

Teorema 1.2.2 (Teorema del hiperplano separador) Sea L un subespacio de
R™ y K un subconjunto convexo y compacto de R™ tal que no interseca L.
Entonces existe un funcional lineal ¢ : R™ — R tal que ¢(x) = 0 para todo
x €L yo(x) >0 para todo x € K.



1.2. MARTINGALAS Y OPORTUNIDADES DE ARBITRAJEJ.M. Corcuera

La demostracién del teorema se basa en el lema siguiente

Lema 1.2.1 Sea C' un conjunto convexo y cerrado de R™ que mo contiene al

cero, existe entonces ¢ : R™ — R tal que ¢(x) > 0 para todo x € C
Demostracién. Sea B(0,1) una bola de radio v y con centro en el origen,

tomemos r suficientemente grande para que B(0,r) NC # ¢. La aplicacion

B(O,’I") nc —>R+

n 1/2
NN (zxs)
=1

es continua y como estd definida en un compacto ezistird z € B(0,7)NC tal que
l|2]] = infepomyne ||| y deberd cumplir que ||z|| > 0 ya que C' no contiene
al origen. Sea ahora x € C, como C es convexo Az + (1 — X\)z € C para todo
0 < A< 1. Es obvio que

Az + (1 = A)z[| = [[=]] > 0,

entonces

Mooz 4201 =Nz 2+ (1-XN?*2-2>2-2,
equivalentemente

ME-z+z-2)+22M1 =Nz -2 -2 z-2 >0,
tomemos A > 0, entonces

Me-z+z-2)+2(l=Nz-2>22-2
y pasemos al limite cuando A — 0, tendremos
r-z>2z-2>0,
basta entonces tomar ¢ (x) =x-z. W
Demostracion. (del teorema) K — L={ueR*u=k—-1,ke K,l€ L}

es convexo y cerrado. En efecto, sea 0 < A< 1yu,uec K—L

A+ (1= N =M+ (1 =Nk — (M + (1 =)
k-1

donde k € K (por convezidad de K) y 1 € L (ya que es un espacio vectorial),
luego es convexo. Ademds si tomamos una sucesion (u,) € K — L que converge
a u, tendremos que u, = k, —l, con k, € K,l, € L, esto es l,, = kp, — up.
Ahora bien, como K es compacto, existird una subsucesion ky, que converge a
un cierto k € K, asi l,,, convergerd a k —u, pero como l,,, es una sucesion con-
vergente en un espacio vectorial cerrado (R¢ lo es para cualquier d) tendremos
quek—u=1€ L, de manera queu =%k —1¢€ K — L. Ahora K — L no contiene
al origen y por la proposicion anterior existird ¢ lineal tal que

o(k) — ¢(1) > 0, para todo k € K y todo !l € L,
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ahora bien como L es un espacio vectorial ¢(l) debe ser cero, supongamos que
por ejemplo (1) > 0, entonces Xl € L para A\ > 0 arbitrariamente grande y
tendriamos

o(k) > Ao(D),

lo cual es imposible si ¢(k) es finito. Por dltimo como ¢(I) = 0 resultard
¢(k) > 0 para todo k € K. m

1.3 Mercados completos y valoracién de opciones

Definiremos opcién europea (o derivado europeo) a un contrato que tiene una
madurez N y que produce un payoff h > 0 donde h es Fn- medible. Por ejemplo
un call es un derivado con payoff h = (Sy — K)+, un put h = (K — Sk)4+ o
una opcién asidtica h = (3 Z;.V:O S;—K),

Definicién 1.3.1 Un derivado definido por h se dird que es replicable si existe
una estrategia admisible ¢ tal que Viy(¢) = h.

Proposicion 1.3.1 Si ¢ es una estrategia autofinanciada que replica h y el
mercado es viable entonces la estrategia es admisible.

Demostracién. Vy(¢) = h y como existe P* tal que Ep- (Vi ()| Fn) =
Vi (@) entonces V,(¢) > 0. m

Definicién 1.3.2 Un mercado es completo si cualquier derivado es replicable.

Teorema 1.3.1 Un mercado viable es completo si y solo si existe una unica
medida de probabilidad P* equivalente a P bajo la cual los precios descontados
son martingalas

Demostracion. Supongamos que el mercado es viable y completo entonces
dado h Fy-medible existe ¢ admisible tal que Vy(¢) = h esto es:

N
N 5 h
Viv(9) = Vo(@) +>_ ;- AS) = o
N

j=1

entonces supongamos que existen P; y P, medidas de martingala, entonces

EP1<S’;V> — Vo(9)
EH(S’;V> — Vo(9)

y como esto es cierto para todo h Fy-medible las dos probabilidades coinciden
en Fy =F.
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Supongamos que el mercado es viable e incompleto, veamos que entonces
se puede construir mas de una probabilidad neutral. Sea H el subconjunto de
variables aleatorias de la forma

N
Vo+ > ¢;-AS;
j=1
con Vo Fo-medible y ¢ = ((¢2,...,¢%))o<n<n predecible. H es un subespacio
vectorial del espacio vectorial, F, formado por todas las variables aleatorias.

Ademas es no trivial, ya que al ser el mercado incompleto existira h tal que
SO ¢ H. Sea P* una medida de martingala en F, podemos definir el producto

escalar (X,Y) = Ep-(XY). Sea entonces X una variable ortogonal a H y

definamos
X(w)

s )P (W)
2[[X|]oo
entonces tenemos una probabilidad equivalente a P* :

X(w)
2[[XT oo

EP* Ep-(X) _
P** P*
2 -2 "X T
vaque 1 € H y X es ortogonal a H. Ademds por esta ortogonalidad

Ep (X301, 65 - AS))
2(1 X0

P (w) = (1+

P w) =1+ 5= )P (w) > 0

N N
Ep--(Y_ ¢+ ASj) = Ep- (Y ¢ AS)) +
j=1

j=1

de modo que S es una P**-martingala por la proposicién (1.2.2). m

1.3.1 Valoracién y replicacion en mercados completos

Supongamos un derivado con payoff A > 0 y que el mercado es viable y com-
pleto. Sabemos que existird ¢ admisible tal que Vy(¢) = h y si P* es la
probabilidad neutral resultara que

n

Vo(0) = Vo(¢) + > _ ¢ - AS;

j=1

es una P*-martingala, en particular
h -
Ep-(go1Fn) = Ep- (Vv (9)|F2) = Va(9)
N

esto es b
V(@) = SLEp- (gl Fa) = Epe(
N
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por tanto el valor de la cartera que replica h queda determinado por la férmula
anterior y esto nos dara el precio del derivado en n que denotaremos C,,, esto es
Cpn = Vi (¢). Notemos que si s6lo tenemos un stock con riesgo (d = 1) entonces

lo que nos permitira calcular la cartera recubridora si tenemos una expresion de
C' en funcién de S.

El modelo binomial de Cox-Ross-Rubinstein (CRR)

Supongamos un modelo con un solo stock con riesgo que evoluciona:
Su(@) = So(1+5) (1 + @)U

donde
Un(w) = &1(w) + &2(w) + ... + En(w)

y donde las &; son variables aleatorias con valores 0 ¢ 1, es decir bernoullis y

a<r<b:

So(1+0)? £
So(1+b)(1+a) {

So(1+a)2 <

También podemos escribir
Sp = Sp-1(1+b)* (1 +a)' =5
Entonces
5 —s (1 +b>U" (1 +a>"U" _5 (1 +b)€n <1 +a)15n
147 147 147 147

para que S, sea martingala respecto de una P* necesitamos que

Ep- (S’n |-7:n71) =Sn-1

y si tomamos F,, = 0(Sp, S1, ..., ) tendremos que lo anterior equivale a

1T4+b\*" [1+a\
EP*((1+7~) <1+r> [Fn1) =1

esto es

1+0b N _ 1+a " _ _
(1+7~) P (g0 = 1F1) + (1+T)P (6n = 0F01) =1
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o lo que es lo mismo

r—a

P* n:]- n— = )

(0 = 11F0 1) = 1—
. . b—r
P (& = 0[Fp-1) =1 = P*(& = 1| Fp-1) = b—a

Notemos que esta probabilidad es determinista y no depende de n, por tanto
bajo ella las &,i = 1,..., N son variables independientes e idénticamente dis-
tribuidas con distribucién Bernoulli(p) con p = ;=%. Ademds P* es tinica con

lo que el mercado es viable y completo. Asi bajo la probabilidad neutral P*

SN _ Sn<1 + b)5n+1+---+fN(1 + a)N—n—(EnJrl-i--u‘i‘fN)
= Sp(L4+b)VmN (1 + )V Wnn

con W,, y ~Bin(N —n, p) que es independiente de S, Sp_1, ...51. Como tenemos
la probabilidad neutral podemos calcular el precio de un call en el instante n

B (Sny — K)
C, = Ep. <(1+7‘)N_:;| n)
Sp(1+0)Wrn (1 4 )N WnnN _ K
o (B
N—n

- (Sn(ler)k(lJra)N*"*k - K) N —n N—n—k
= (1+7)N-n +< k )pk(l_p)
N~ N-n (p(1+ b)) (1 = p)(1 + a))N "
53 () (e

N-—n
_K(1+T)n_NZ ( N];n >pk(1_p)N—n—k-

k=k*

donde

E* = inf{k, S, (1 + b1 +a)¥N """ > K}

log % — (N —n)log(1+a)

1+b)

= inf{k,k >
log(Ha

Notemos que
p(1+b)  (A—-p)(1+a)
+
147 147

=1

de manera que si definimos
p(140)

. 1+r
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podemos escribir

= N-n ke L\ N-n—k
Cn =5, Z k p (1 _p)

k=k*
N—n N n
n—N - k N—n—k
—~K(1+7) I;k( f )p (1-p)

= S, Pr{Bin(N —n,p) > k*} — K(1 + )"~ Pr{Bin(N — n,p) > k*}

Cartera recubridora en el modelo CRR

Tenemos que

Vi =ép(1+7)"+ ¢),Sn.

Fijado S,,_1, S, puede tomar dos valores S* = S,,_1(1+b) 6 S =S, _1(1+a)
y andlogamente V,,. Entonces

R el
¢n - Snfl(b _ a)' (12)
y
80 = Vi — 0S5
" (T4

En el caso de un CALL, si tomamos n = N tendremos:

soo VIV (S8 - )y Syl a) - K),
NSy _1(b—a) Sy_1(b—a)

podemos ahora calcular por la condicién de autofinanciacién el valor de la

cartera en N — 1:

Vnor = o (1 +7)V "1+ ol Sn_1

y de aqui ¢ _, volviendo a utilizar (1.2).

Ejemplo 1.3.1 El siguiente es un ejemplo de programa en Mathematica para
calcular el valor de un call y un put en un modelo CRR con los datos: Sy = 100
eur., K =100 eur. b=0.2, a = —0.2, r = 0.02, n = 4 periodos.

Clear[s, call, pul;

s[0] = Table[100, {1}];

a=-0.2; b=0.2; r=0.02; n=4;

p=(r-2a/(-a);

s[x_] := s[x] = Prepend[(1 + a)*s[x - 1], (1 + b)*s[x - 11[[1]1]1];
ColumnForm[Table[s[i], {i, O, n}], Centerl]
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pplx_] Max [x, 0]
call[n] Map[pp, s[n] - 100]; puln] = Map[pp, 100 - s[nll;
call[x_] := calllx] =
Drop[p*calllx + 11/(1 + r) + (1 - p)*RotatelLeft[calll[x +
1], 11/ + ), -1]
ColumnForm[Table[call[i], {i, O, n}], Center]
pulx_] := pulx] = Droplp*pulx + 11/(1 +
r) + (1 - p)*RotateLeft[pulx + 11, 11/(1 + r), -1]
ColumnForm[Table[pul[i], {i, 0, n}], Center]

Ejemplo 1.3.2 Cdlculo, utilizando un modelo CRR con 91 periodos con a =
—b, del valor de un call europeo, en el instante inicial, sobre una accion de
Telefonica.

o Madurez: tres 3 meses (91 dias=n) (T = 91/365).
e Precio actual de telefénica 15,54 euros.

e Precio de ejercicio (strike) 15.54 euros.

e Tipo de interés 4.11 % anual.

e Volatilidad anual: 23,20% ( b*=volatilidad®> x T /n)

Clear[s, cl;

n = 91;

so = 15.54;

K = 15.54;

vol = 0.232;

T = 91/365;

r = 0.0411%T/n;

b =volx*Sqrt[T/n];

a =-b;
p=(-2a/-a);
qa=1-p;

s[0] = Table[so, {1}];
s[x_] := s[x] = Prepend[(1 + a)*s[x - 1], (1 + b)*s[x - 11[[1]1]1];
pplx_] := Max[x, 0];
c[n] = Maplpp, sn] - KI;
clx_] := clx] = Droplp*clx + 11/(1 + r) +
g*RotateLeft[c[x + 1], 11/(1 + r), -1];
clol[[1]1]

Ejercicio 1.3.1 Consideremos un mercado financiero de dos periodos, con tipo
de interés r = 0, y con un solo activo con riesgo S'. Supongamos que S& =1
y paran = 1,2, S} = Sl ¢, donde las variables &, & son independientes,

y toman dos valores diferentes: 2, %, con la misma probabilidad. a) ;5Es un
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mercado viable? ;zFEs un mercado completo? Encontrar el precio de una opcion
europea con madurez N = 2 y payof f maxo<n<2 Sy.. Encontrar también una
cartera recubridora de esta opcion.
amos ahora que en este mercado tenemos también un seqgundo activo con riesgo
S2 tal que S2 =1 y paran = 1,2

S’IQL = 5121—1777“

donde las variables n, toman los tres valores diferentes 2,1, %, N Y N2 Son
independientes y

P(nn :2|€n:2) =1,

3 1

P n = 1 n=— 7)== 5
(n 6 =7) =3
1 3 2
P(ﬁn—§|§n—1)—§7

de manera que el vector (&,,m,) toma solo los valores (2,2), (2,1), (3,1) con

probabilidades %, %, % b) Demostrar que los dos activos SL, S2 forman un
mercado wviable y completo y calcular la probabilidad neutra. ;Se puede saber
cudl serd el precio de la opcidn europea del apartado a) anterior sin hacer ningin

cdlculo? ;Por qué?

Ejercicio 1.3.2  Demostrar que si X £ X, X absolutamente continua, y
an, — a € R, entonces P{X,, < a,} — P{X <a}.

Ejercicio 1.3.3 Sea {X,j, j = 1,....,k,, n = 1}, donde k, =5 co , un sis-
tema triangular de variables aleatorias centradas e independientes, fijado n,

con Xpj = O(k;l/Z), y tales que Z?;l E(X}; 2
Sn = Z§;1 an ﬁ) N(07 02)'

) — o > 0, demostrar que

Ejercicio 1.3.4 Supongamos ahora una sucesion de modelos binomiales CRR
donde el nimero de periodos depende de n y tales que

1+7(n) :e%,

T

14+b(n)=e"Vm,

1+a(n) = e*‘jﬁ

i

Demostrar que para n suficientemente grande los mercados son viables. Calcular
el precio limite de un call en el instante inicial cuando n — oo.

Ejercicio 1.3.5 Considerar el mismo problema que en el caso anterior pero con
1+b(n)=¢€",
T

14 a(n) = e,

donde >0y 0 <A<,
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1.4 Introduccién a las opciones americanas

Una opcién americana se puede ejercer en cualquier momento entre 0 y N, y
definiremos entonces una sucesién positiva (Z,) adaptada a (F,) para indicar
el beneficio inmediato de ejercer la opcion en n. En el caso de un call americano
Zn = (Sp — K)4+ y en el caso de un put americano Z,, = (K — S,,)4+. Para
definir el precio, U,,, en el instante n, de la opcién americana procederemos por
induccién hacia atras. Obviamente Uy = Zy. En el instante N — 1, el poseedor
de la opcién puede optar entre recibir Zy_; o la cantidad ”equivalente” a Zy
en el instante Zy_1 es decir la cantidad que permite replicar Zy en N — 1,
que serd S _; Ep~ (Z N|Fn—1) (suponemos que estamos en un mercado viable y
completo y P* es la probabilidad neutral). Obviamente optard entre el maximo
de las dos cantidades anteriores, de manera que es natural definir

Un-1 =max(Zn_1,5%_1Ep+(Zn|Fn-1))
y por induccién hacia atras
Uy, = max(Z,, SO Ep-(Up41|Fn))
6 andlogamente
U, = max(Zn, Ep-(Upy1|Fn)),0<n <N —1

Proposicion 1.4.1 La sucesion (Un) es la mds pequena P*-supermartingala

que domina la sucesion (Zy,)

Demostracién. Evidentemente (U,,) es adaptada y por construccién
EP*(0n+1‘fn) < Un

Sea (T,) otra supermartingala que domina (Z,), entonces Ty > Zy = Ux.
Supongamos que T),11 > U,41 entonces por la monotonia de la esperanza y
puesto que (7},) es supermartingala

T, > Ep-(Tns1|Fn) = Ep-(Unga|Fn)
ademés (T,,) domina a (Z,) por tanto

Tn 2 max(Zn, Ep* (0n+1|~7:n)) S 071
|

Observacion 1.4.1 Si ejercemos la opcion en el instante n, recibimos Z, y el
valor de esto en el instante inicial es

Vo = Ep+(Z,| o),
como se puede ejercer en cualquier instante {0,1,.., N} uno se prequnta si
Uo = sup Ep-(Z,|Fy),
v
donde v es un tiempo aleatorio tal que la decision de parar en n se toma en

base a la informacidn enn. Esto es {v =n} € F,. La respuesta, como veremos
mas adelante, es afirmativa.
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1.4.1 El problema de la parada o6ptima y las opciones
americanas

Definicién 1.4.1 Una variable aleatoria v que toma valores en {0,1,..., N} es
un tiempo de paro Si

{fv=n}eF, 0<n<N

Observacién 1.4.2 FEquivalentemente v es un tiempo de paro si {v < n} €
Fn, 0<n <N, definicion que se puede extender al caso continuo.

Vamos a introducir el concepto de sucesion ”parada” por un tiempo de paro.
Sea (X,,) un proceso adaptado y v un tiempo de paro, entonces definimos

X, = X, para todo n.

Notemos que
DV . €% sin < v(w)
Xa(w) = { Xy sin>v(w)

Proposicién 1.4.2 Sea (X,,) adaptado, entonces (XY) es adaptado y si (Xy,)
es una martingala (sup, super), entonces (XY) es una martingala (sub, super).

nAv

X;; - Xn/\V - XO + Z(X] - Xj—l)
j=1

n
= Xo + Z 1<y (X5 — Xj1),

j=1

pero {j < v} = {vr<j—1} € Fj_1 con lo que 1<,y es F;_i-medible y la
sucesién (¢;) con ¢; = 1<, es previsible. Obviamente X}/ es F,-medible y

E(Xrl:+1 - men) = E(l{n+1§V}(Xn+l - Xn)|\7:n)
super
=1r1<n E(Xny1 — Xn|Fn) S 0si (X,) es martingala
sub
Envoltura de Snell
Sea (Y;,) un proceso adaptado (a (F,,)), definamos
Xy =Yn
X =max(Vy, E(Xp4+1|Fn)), 0<n<N-1

diremos que (X,,) es la envoltura de Snell de (Y7,).
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Observacién 1.4.3 Notemos que (Un), la sucesion de precios actualizados de
las opciones americanas es la envoltura de Snell de la sucesion de payoffs actu-
alizados (Z,).

Observacion 1.4.4 Por una proposicion anterior la envoltura de Snell de un
proceso adaptado es la menor supermartingala que lo mayora.

Observacion 1.4.5 Fijado w si X, es estrictamente mayor que Y,, X, =
E(X,41|Fn) con lo que X, se comporta hasta ese n como una martingala,
esto indica que st “paramos” adecuadamente X, podemos conseguir que seq
martingala.

Proposicion 1.4.3 La variable
v=inf{n >0,X, =Y,}
es un tiempo de paro y (X}) es una martingala.
Demostracion.
{v=n}={Xo>Y}Nn..N{Xp_1 >V, 1} N{X, =Y,} € F..

Ademsds

XY =Xo+ > 1<y (X; - X;o1)

j=1
manera que

Xo1 =Xy = i<y (X1 — Xa)
y
E(XTVL+1 - X;;']:n) = 1{n+1§V}E(Xn+1 - Xn‘]:n)

| 0 siv < nyaque el indicador es cero
| 0 siv>nyaqueentonces X, = E(X,11]Fn)

[
Escribiremos 7, y para indicar los tiempos de paro a valores en {n,n +
1,....,N}.

Corolario 1.4.1

Xo=EY,|Fo) = sup E(Y:|Fo)

TETO,N
Demostracién. (X) es una martingala y por tanto

Xo = E(X¥|Fo) = E(Xnav|Fo)
= E(X,|Fo) = E(Y,|Fo).
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Por otro lado (X,,) es supermartingala y por tanto (X) también lo es para
todo 7 € 19,y de manera que

Xo > E(X§|Fo) = E(X7|Fo) = E(Y-|Fo),

por tanto
E(XV|.7:0) > E‘()(-r|.']:.())7 V1 € T0,N

Observacion 1.4.6 Andlogamente se podria demostrar que

X, =EY,,

Fn) = sup EY.|F,),

TETn, N

donde
v, =inf{j > n, X; =Y;}
Definicién 1.4.2 Un tiempo de paro v se dird que es optimo para la sucesion
(Y,) st
E(Yv‘fO) = sup E(Y‘r‘fO)

TETO,N

Observacién 1.4.7 El tiempo de paro v = inf{n, X,, = Y,,} (donde X es la
envoltura de Snell deY') es entonces un tiempo de paro éptimo paraY . Veamos
que es el mds pequeno de los tiempos de paro optimos. El siguiente teorema nos
da una caracterizacion de los mismos.

Teorema 1.4.1 7 es un tiempo de paro dptimo si y solo si

X, =Y,
(X7) es una martingala

Demostracién. Si (X]) es una martingala y X, =Y,

Xo = E(X{|Fo) = E(Xnar|Fo)
= E(XT|‘7:O) = E(YTV:O)

Por otro lado para todo tiempo de paro 7, (X[) es una supermartingala, manera
que
Xo = E(XY|Fo) = E(Xx|Fo) = E(Yz|Fo).

Reciprocamente, sabemos, por el colorario anterior, que Xo = sup,c,; E(Y;|Fy).
Entonces si 7 es 6ptimo

Xo = E(Y;|Fy) < E(X.|Fy) < Xo,

donde la tltima desigualdad se debe a que (X)) es una supermartingala. Ten-
emos asi que

E(X, —Y;|F) =0
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y como X, — Y, > 0, resulta que X, = Y, (casi seguramente, pero nuestro es-
pacio de probabilidad no tiene subconjuntos de probabilidad cero distintos del
vacio). Veamos también que (X)) es martingala. Sabemos que es supermartin-
gala, entonces

Xo = E(X|Fo) 2 E(X§|Fo) = E(X7[Fo) = X
por lo visto antes. Por tanto, para todo n
E(X; — B(X-|F,)|Fo) =0
pero por otro lado, ya que (X)) es supermartingala,
X, =2 B(X{|Fn) = E(X-|Fn)

de manera que X7 = E(X,|F,). ®

Descomposicién de supermartingalas

Proposicién 1.4.4 Cualquier supermartingala (X,,) tiene una descomposicion
unica:

X, =M, — A,
donde (M) es una martingala y (A,) es no-decreciente, previsible y nulo en
cero.

Demostraciéon. Basta escribir

n n

)Qz=:j£:()( E7)(|]? 1) 2{: Jj=1= )(|]Z 1)) +Xo

Jj=1 Jj=1

¢ identificar

I
NE

My, (Xj — B(X;|Fj-1)) + Xo,

<.
Il
—

I
NE

Ap (Xj-1 — BE(X;]Fj-1))

<.
I
—

donde definimos My = Xy y Ag = 0. Entonces (M,,) es una martingala:
My, — M, 1 :Xn_E(Xn|fn—1)a 1<n<N

de manera que
E(Mn—Mn,ﬂfn,l):O, 1 §n§N

Por ultimo como (X,,) es supermartingala

Ay — Ay =Xp1 — E(Xu|Fn_1) >0, 1<n<N.
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Veamos la unicidad. Si
M, - A, =M, —-A, 0<n<N

tendremos
M, - M, =A,—A,, 0<n<N\,

pero entonces como (M) y (M]) son martingalas y (A,) y (A,) previsibles,
resulta que

Ap 1 — A, =M, 1 — M, | =EM,— M |F._1)

1

:E(AW_A;‘fn—l):An_A;u 1<n<N,

esto es
AN_AGV:AN—I_AGV_l:---:AO_A/OZOa

ya que por hipdtesis Ag = A; =0. m
Esta descomposicion se conoce con el nombre de descomposicién de Doob.

Proposicién 1.4.5 El mayor tiempo de paro dptimo para (Y,) estd dado por

L[N siAy =0
M inf{n, Aps1 >0} si Ay >0

donde (X,,), envoltura de Snell de (Y,,), tiene la descomposicion de Doob X,, =
M, — A,.

Demostracion. {vm.x =n} ={41 =0,42 =0,..., 4, =0,A,41 > 0} €
]:TH
0<n<N-—1,{Vmax = N} = {Ay =0} € Fy_1. Por tanto es un tiempo
de paro.
Xyl;max = )(n/\umax = ]\4n/\umax - An/\umax = MTL/\I/max

va que Ay, = 0. De esta manera (X}==x) es martingala. Por tanto para ver
que es 6ptimo nos falta probar que

X =Y

Vmax Vmax

N7
Xumax = Z 1{Vmax=j}Xj + l{ymasz}XN

—

ZW»
Loe

1(ypan=j3 max(Yy, B(X;41|F;)) + 1p, =N YN,
1

<.
Il

ahora bien en {Vmax = j}, 4; =0, 4,41 > 0 de manera que

E(Xj11|Fj) = E(Mj1|F;) — Ajp1 < E(Mj1|Fj) = M; = X;
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=Y,

Vmax *

por tanto X; = Yj en {vmax = j} y consecuentemente X, Veamos
por ultimo que es el tiempo de paro 6ptimo mayor posible. Sea T > vpax ¥
P{7 > vmax} > 0. Entonces

E<XT) = E(M‘r) - E(A‘r) = E(MO) - E(AT)
=Xy — E(AT) < Xp

y por tanto (X;a,) no puede ser martingala. m

1.4.2 Aplicacion a opciones americanas

Otra expresién para el precio de opciones americanas Ya vimos que el
precio de una opcién americana con payoffs (Z,) venia dado por

Uy = Zn
U, = max(Z,, SO Ep+ (Ups1|F,)) sin< N —1.

Dicho de otra manera, la sucesion de los precios actualizados (Uy,) es la envoltura

de Snell de la sucesién de payoffs actualizados (Z,,). Los resultados anteriores
nos permiten afirmar entonces que

U, = sup Ep-(Z.|Fp),

TETHn, N
0 equivalentemente
Z
U, 252 sup Ep*(s—g|.7-'n).
TETH,N T

Recubrimiento (”hedging”) en el caso de opciones americanas

Sabemos por los resultados anteriores que podemos descomponer

U, =M, — A,

donde (M,,) es una P*-martingala y (A,) es un proceso creciente y previsible
que se anula en n = 0. Si recibimos Uy podemos construir una cartera auto-
financiada que replique My (la relacién entre los procesos con tilde y sin tilde
es cémo siempre). En efecto, como el mercado es completo, cualquier payoff
positivo (asumimos que (Z,,) > 0), se puede replicar, de manera que existird ¢
tal que

o lo que es lo mismo R ~

Vn(¢) = My
pero (V,(¢)) y (M,) son P*-martingalas de manera que V,,(¢) = M,,,0 <n <
N. Notemos entonces que
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y por tanto

Es decir con el dinero que recibimos podemos ”superrecubrir”’ el valor del
derivado.

Ejercicio 6ptimo de la opciéon americana

Supongamos que compramos la opcién americana y queremos saber cuando
ejercer la opcién. Es decir queremos saber qué tiempo de paro 7 utilizar. Si 7
es tal que Uy (,)(w) > Z;(,)(w) no tiene interés ejercer la opcién pues su valor
U (w)(w) es superior a lo que vamos a obtener si la ejercemos: Z,)(w). Por
tanto, buscaremos 7 tal que UT = ZT. Por otro lado buscaremos que A, = 0,
para todo 1 < n < 7, (0 equivalentemente A, = 0) ya que si no, a partir de
algin momento seria mejor ejercer la opcién y construir la cartera de valores
¢. De manera que Vyp,(¢) = Uran, pero entonces (U,f) es una P*-martingala
y esto junto con U, = Z, son las dos condiciones para que 7 sea un tiempo de
paro 6ptimo para (Zn)

Notemos que desde el punto de vista del vendedor, si el comprador no ejerce
la opcién en un tiempo de paro éptimo entonces 0 bien U, > Z, 6 A, > 0 en
ambos casos, como el vendedor ha invertido la prima en construir una cartera
de valores con la estrategia ¢, tendra por beneficio

Vi) — Zr =Uy + Ar — Z, > 0.

Ejemplo 1.4.1 Calculo del precio de una opcion americana de venta a tres
meses sobre acciones, cuando el precio de ejercicio es de 60 euros, el tipo de
interés 10% anual y la volatilidad 45% anual utilizando un modelo CRR con
doce periodos. Se analiza también en qué nodos conviene ejercer la opcion.

Clear[s, pa, vc, vi];

T = 1/4;n =12;80 = 60;K = 60;vol = 0.45;ra = 0.10;

r = ra*T/n;b =vol*Sqrt[T/n];a=-b;

p=(r-a)/(b-a)

q=1-p;

pp[x] := Max[x, 0]

s[0] = Table[so, {1}];

s[x.] := s[x] = Prepend[(1 + a)*s[x - 1], (1 + b)*s[x - 1][[1]]];
ColumnForm|[Table[s[i], {i, 0, n}], Center]

pan] = Map[pp, K - s[n][;

palx] := palx] = K - §]

x] + Map[pp, Drop[p*pa[x + 1]/(1 + r) + q*RotateLeft[pa[x + 1],
/(1 + 1), -1) - K + sfx]

ColumnForm[Table[pali], {i, 0, n}], Center]

ve[n] = Map[pp, K - s[n]];

ve[x-] := Drop[p*pa[x + 1]/(1 + r) + g*RotateLeft[pa[x +
1, 1J/(1 + 1), -1
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vi[i-] := Table[Map[pp, K - s[i]]]
ColumnForm|Table[vc[i] - vi[i], {i, 0, n}], Center]
ColumnForm[Table[pa[i] - vi[i], {i, 0, n}], Center]

Ejercicio 1.4.1 Obtener las siguientes cotas parar los precios de los ”calls”
(C) y los "puts” (P) de las opciones europeas (E) y americanas (A):
max(S, — K,0) < C,(E) < Cp(4);
max(0,(1+7r) "V ""K - §,) < Py (E) < (147r)" WK

Ejercicio 1.4.2 Consideremos un mercado viable y completo con N periodos
de negociacion. Demostrar que, con las notaciones habituales,

(. —K>+> ((SN —K>+)
su E — =F — N
T, tempspd’atur @ ( (1 + T)T @ (1 + T)N

donde @ es la probabilidad neutral.

Ejercicio 1.4.3 Sea {CEYN_ el precio de una opcion europea con "payoff ”
Zn y sean {Z,}N_ los “payoffs” de una opcion americana. Demostrar que
si CE > Z,,n =0,1,... N — 1, entonces {CA}N_, (los precios de la opcion
americana) coinciden con {CE}N_ .

Ejercicio 1.4.4 Sea X,, =& + &+ ... +&,,n > 1, donde las &; son iid tales
que P(& = 1) = P(§; = —1) = 1/2. Encontrar la descomposicion de Doob de
1 X].
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1.5 Modelos a tiempo continuo

Vamos a considerar modelos a tiempo continuo y aunque las ideas fundamentales
son las mismas, los aspectos técnicos son mas delicados.

La razén principal para considerar modelos a tiempo continuo es que no
dependemos del incremento de tiempo entre negociacién y negociacion y que
podemos dar férmulas cerradas. Fue Louis Bachelier en 1900 con su ” Théorie de
la spéculation” el primero en considerar un movimiento browniano y en derivar
férmulas para los precios de opciones.

Daremos unas cuantas definiciones y resultados para entender los modelos
a tiempo continuo. En particular, definiremos el movimiento browniano, que
constituye el ntcleo del modelo de Black-Scholes. Posteriormente daremos el
concepto de martingala a tiempo continuo y el cédlculo diferencial asociado, es
decir el calculo de Ito.

Definicién 1.5.1 Un proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias
reales (X¢)ier, definidas en un espacio de probabilidad (2, F, P).

Observacion 1.5.1 FEn la prdctica, el indice t indicard el tiempo, y tomaremos
siempre sus valores entre 0 y T'.

Observacion 1.5.2 Un proceso también puede ser considerado como una apli-
cacion aleatoria: para todo w € § podemos asociar la aplicacion de Ry a R:
t — Xy(w) llamada "trayectoria” del proceso. Es decir el proceso seria una
aplicacion de €1 en el conjunto de funciones reales. Si las trayectorias son con-
tinuas se dice que el proceso es continuo.

Observacion 1.5.3 Un proceso estocastico también puede ser visto como una
aplicacion de Ry x Q en R. Supondremos en Ry x Q la o-dlgebra B(Ry) @ F
y que la aplicacidon es siempre medible (proceso medible), que es un poco mds
fuerte que la condicién de ser simplemente proceso (aunque si por ejemplo el
proceso X es continuo por algun lado entonces existe una version, Y, del mismo
(es decir P(X; =Y;) =1, para todo t) es medible).

Definicién 1.5.2 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, una filtracion (Fi)i>o
es una familia creciente de sub-o-dlgebras de F. Diremos que un proceso (X;) es
adaptado si para todo t, X; es Fi-medible.

Observacion 1.5.4 Trabajaremos con filtraciones que tienen la propiedad
Si AeF y P(A) =0 entonces A € Fy para todo t.

Es decir Fy contiene a los conjuntos P-nulos de F. La importancia de esto es
que si X =Y c.s. y X es (F)-medible entonces Y es (Fy)-medible. Ast si
un proceso (X) es adaptado e (Yi) es otra version del mismo entonces (Yi) es
adaptado.
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Observacion 1.5.5 Podemos construir la filtracion generada por un proceso
(X3t) y escribir Fy = 0(X5,0 < s < t). En general esta filtracion no satisface la
condicion anterior y substituiremos F; por Fr =F; VN donde N es la coleccion
de conjuntos de probabilidad cero de F. Le llamaremos la filtracion natural
generada por (X;). Salvo que digamos lo contrario serd la que consideraremos.

El movimiento browniano es el movimiento aleatorio que se observa en al-
gunas particulas microscépicas que se hallan en un medio fluido (por ejemplo
polen en una gota de agua). Recibe su nombre en honor a Robert Brown quien
lo describe en 1828.

El movimiento aleatorio de estas particulas se debe a que su superficie es
bombardeada incesantemente por las moléculas del fluido sometidas a una ag-
itacion térmica.

La descripcion matematica del fenémeno fue elaborada por Albert Einstein
en 1905. En los anos 20 Norbert Wiener dio una caracterizacién del movimiento
browniano como proceso estocastico y también se le conoce como proceso de
Wiener. Vamos a considerar el caso unidimensional.

Definicién 1.5.3 Diremos que (X;)i>0 es un proceso con incrementos indepen-
dientes si para cualesquiera 0 < t1 < ... < tn, X, Xty — Xtyyoor, Xt — X,y
son independientes.

Definicién 1.5.4 Un movimiento browniano es un proceso continuo con incre-
mentos independientes y estacionarios. Fsto es:

e P-c.s s+— X (w) es continua.
o Sis<t, X;— X esindependiente de Fs = 0(X,,0 <u < s).
o Sis<t, X;—X;~X;_s— Xo.
Se deduce que la ley de X; — X es gaussiana:
Teorema 1.5.1 Si (X;) es un movimiento browniano entonces
X; — Xo ~ N(rt,c%)

Proposicién 1.5.1 Si (X;) es un proceso con incrementos independientes, con-
tinuo y 0 = ton, < t1p < oo < tpp <t es una sucesion de particiones de [0,t] con
limy, 00 SUP [tin, — ti—1,n| = 0, entonces para todo € > 0

nlLH;OZPﬂXtm - Xti,—l,n| > 5} =0.
=1

Demostracion. Tendremos que para todo € > 0

lim P{sup |[X¢,, — X; | >e} =0,

i—1,n



32 CAPITULO 1. VALORACION DE DERIVADOS

pero

n

P {sup Xo — Xy | > } 1 [ PUXn, — X <)

1=

1
(1= P{| X, — Xo, oy | > €})
1

>1- exp{— ZP“Xtm - Xti—l‘n| > 6}} >0
=1

Proposicién 1.5.2 Sea {Yin, k =1,...,n} variables independientes y tales que
|Yin| < en con e, | 0. Entonces si liminf VC”’(ZZ:1 Yin) >0

ZZ:I Ykn - E(ZZ:1 Ykn)
Var(y p_; Yin)

Demostracién. Escribamos X, = Vi, — E(Yin) v 02 = Var(3p_; Yin)

— N(0,1)

log E(exp{zt— Z Xin})
" k=1

Xin
= log( H E(exp zt g log(E(exp it
i=1

QZk 1 (le) i BZk 1 (X;?n)

=)

’I’L

- 2 v2 _3! v3 Tt
1
= 202
2 + (vn)’
ya que
n
Zk:l E(Xlgn) 2e, Zk 1 (X;?n)
3 v3 :
]

Observacién 1.5.6 Notemos que si liminf Var(3"}_, Yin) = 0 tendremos
que Y0t Vi, — EQO°00 Yin) Lo para cierta subsucesion.

Demostracién. (Teorema) Dada la particién 0 = to, < t1, < ... <ty <t
definamos

Yor = (thm - th—lm,)1{‘thn_th71Jl|§5n}’

entonces, por la primera proposicién, después de una pequeiia modificacién (aqui
¢ depende de n),

P(X, = Xo# Y Yur) €Y P Xu, — Xopoy | > e0) "7 0.
k=1 k=1
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Por tanto 227:11 Yok il X; — Xg. Por otro lado, por la segunda proposicién, si
liminf Var(d~,_; Yin) > 0,

ZZ:1 Yin — EH(ZZ:1 Ykn) =N
Var(Zkzl Yien)

(0,1)

con lo que X; — X tiene una ley normal (o es una constante). Resultard que la
ley de cualquier incremento es normal. Entonces si tomamos como definicién de
r,0% que X1 — X ~ N(r,0?), de la independencia, homogeneidad y continuidad
resultard que X; — Xo ~ N(rt,0%t) :

P

X1 —Xo = Z(Xi/p — X(i-1)/p)
i=1

entonces X /,—Xo ~ N(r/p, 02 /p). Andlogamente Xq/p—Xo ~ N(qr/p, qo?/p).
Ahora podemos aproximar cualquier valor de ¢ por racionales y aplicar la con-
tinuidad de X. =

Definicién 1.5.5 Un movimiento browniano es estindar si Xo =0 P c.s. u =
0 y 02 =1. A partir de ahora siempre lo supondremos estdndar.

En un modelo a tiempo discreto, con un stock con riesgo S, el valor descon-
tado de una una cartera autofinanciada ¢ venia dado por

Vo =Vo+ > ¢;AS;,

Jj=1

. . t G [ _ .
en un modelo a tiempo continuo V, + fo 0sdSs, vendra a describir lo mismo.
Veremos que estas integrales estardan bien definidas siempre que tengamos una

definicién de ,
| duaw.
0

donde (W;) es un movimiento browniano. En principio podemos pensar en una
definicién w a w (trayectorial) pero aunque W(w) es continua en s, no es una
funcién de variacién acotada y por tanto no le podemos asociar una medida
para definir una integral de Lebesgue-Stieltjes.

Proposicion 1.5.3 Las trayectorias del movimiento Browniano no tienen variacion

acotada con probabilidad uno.

Demostracién. Dada la particién 0 = tg, < t1, < ... <tpp <t de [0,¢]
con lim,, oo sup [tin, — ti—1,n| = 0, tendremos:

A=W, - W, ) Bt
=1
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En efecto:
E((An —1)?) = B(A} = 2tA, +1%)
= E(A%) — 2t + %,
ahora bien
E(Ai) =FE Z Z(th - Wti—l,vL)2<Wtjn - Wtj—l,n)Q
i=1 j=1
= ZE((th - Wti—l,n)4) + QZZ E((th - Wti—l,n)2(Wtjn - Wtj—l,n)Q)
i=1 i=1 j<i
= 3Z(tm ti—l,n)z + 22 Z(tm tic1,)(tjn — tj—1,n)
i=1 i=1 j<i
= t2 + 2 Z(tzn ti*l,n)2
i=1

de manera que

E((An — t)z) = ZZ(tin — ti—l,n)2 S 2t sup ‘tin — ti—l,n| — 0.

i=1

Then

2t tin — i
P{|An—t|>8}§ Sup'zn i—1,n

b

)
entonces si la sucesién de particiones es tal que Y - sup |tin, — ti—1,,| < 00,
aplicando Borel-Cantelli, tendremos que A,, > ¢. Por dltimo

Z?:l |th - Wti71.n|2 o An c.s.

n
W, —W, |> — .5,
; ‘ o t1_1n| © sup; |Wt - Wti—l,nl Sup; |Wt - Wtifl,nl

O+

i,n in

Proposicién 1.5.4 Si (X;) es un movimiento browniano y 0 < t1 < ... <t ,
entonces (X, , X4y, ..., X1, ) €s un vector gaussiano.

Demostracién. (X, X,, ..., Xy, ) se obtiene como una transformacion lin-
eal de (Xy,, X4, — Xty .oy Xi,, — X4, _,) que es un vector gaussiano de normales
independientes. m

Proposicién 1.5.5 Si(X;) es un movimiento Browniano entonces Cov(Xy, Xs) =
SNt

Demostracién. Var(X;—X,) = Var(X;)+Var(Xs) —2Cov(Xy, Xs). Esto
est—s=t+s—2Co0(Xs, Xs). W
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Definicién 1.5.6 Un proceso continuo (Xy) es un (F;)-movimiento browniano
st

o X; es Fy-medible.
e X; — X, es independiente de Fs, s <t.
o X, — X.~ X, . — X
Ejemplo 1.5.1 Sea (X;) un movimiento Browniano (standard). Sea T > 0,

definamos Fy = 0(Xs, T —t < s <T),0 <t <T entonces

T

X,
Yt:XT_thTJr/ —ds, 0<t<T
T—t S

define un (Fi)-movimiento Browniano (standard).

Demostracién. Es obvio que Y es (F;)-medible, continuo, gaussiano y que
Yy = 0. Tiene incrementos homogéneos, de hecho, sea 0 <u <v <T
T—u
X
)/v - Yu = XT—'U - XT—u + / sta
T—v s
entonces E(Y, —Y,) =0y

T B (X7r—0 — X1—4) Xs)

Var(YU—Yu):v—u+2/ ds
T—v s
T—u T E(XSXT)
+ 2/ ( ds) dr
T—v T—v sT
T—u
T—y—
=v—u-+ 2/ #ds
T S

—v
T—u T 1

+ 2/ / —dsdr
T—v T—ov T

T—u
T—v—
=v—u+2/ #ds

T—v $
T—u
— (T —
+ 2/ - Y ( v) dr
T—v r
=V —1U.

Finalmente, Y, —Y,, es independiente de F,,. Como las variables son gaussianas,
basta ver que E(Y, — Y,|F,) =0, pero

E(}/v - Yu|-7:u) = E(K} - Yu|XT—u) = 07

since

E(Y,—-Y)Xr_)=T—-v— (T —u) +/T—U Mdu

T—v S

=u—v+v—u=0.
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1.5.1 Martingalas a tiempo continuo

Definicién 1.5.7 Sea (M;) una familia de variables aleatorias adaptada a (Fy)
y con momentos de primer orden, entonces es:

o Una martingala si E(M;|Fs) = My, para todo s <t
o Una submartingala si E(M¢|Fs) > Ms, para todo s <t
o Una supermartingala si E(M|F,) < My, para todo s < t.

En la definicién anterior las igualdades y desigualdades se entienden casi
sequramente.

Proposicién 1.5.6 Si (X;) es un (F;)-movimiento browniano entonces:
o (X,) es una (F;)-martingala.
e (X}? —t) es una (F;)-martingala.
o (exp(oX; — "—;t)) es una (Fy)-martingala.
Demostracién.

BE(Xy|Fs) = B(Xe — Xs + Xo|Fs)
(Xt _Xs|-7:s) +Xs
(Xt - Xs) +Xs = Xs;

E
E

E(X} —t|Fs) = B((Xy — X, + X,)°| Fs) — t
= B((X; — X)?+ X2 +2(X, — X,)|Fs) — ¢
=t—s+X2—t
= X7 s,

Eexp(cX; — %t)|]—'s) = exp(o X, — %t)E(eXp(o(Xt — X,)|F)
%t)E(exp(a(Xt ~ X))

= exp(c X5 — %t) exp(%(t —3)) (ya que Xy — X5 ~ N(0,t — s))
2
o

= exp(c X — 75)

= exp(c X5 —
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Ejercicio 1.5.1 Comprobar si los siguientes procesos estocdsticos, definidos
a partir de un movimiento browniano B, son martingalas, respecto de F; =
o(Bs,0 < s <),

t
X, =t’B; — 2/ sBsds
0

X = et’? cos By
X = et/? sin By
1

Xt = (B +t)exp(—B; — Qt)

X, = B} B?.

En este ltimo caso B} y B? representan dos brownianos independientes y Fy =
o(Bi,B2,0<s<t).

Ejercicio 1.5.2 Sea (X:) un movimiento browniano (estdndar) demostrar que
t
Xr—X
Xt—/ ST Csgs, 0<t<T
o T —s

define un (Fi)-movimiento browniano entre 0 y T con F; = 0(Xs,0 < s <
t, X7).

1.5.2 Construccion de la integral estocastica.

Sea (W}) un movimiento browniano estdndar, y (7,,) una sucesién de particiones:
0=ton <tip < ... <tp, =t, cond, = lim, o sup |tin — ti—1,n] =0, tal que
para todo 0 < s <t

. - 2 c:s.
in i—1,n
lim Y (Wi, — W, [P s, (1.3)

n—oo
tim€Tn
ti,nfs

Sea f una funcién de clase C? en R. Entonces, fijado w,

)(Wtin _Wti—l,n)2’

i—1,n

FWe )= F(Wer 1) = F W)W =W, ) (00

donde t; 1,5, € (ti—1.n,tin). Como f " es uniformemente continua en el compacto
(Ws(w))o<s<t tendremos que

n n

Z |f”(ngflyn)7f”(Wti—l,n)‘(Wtiniwti—l,n)2 <én Z(Wtiniwti—l,n)2 n" 0,

i=1 i=1

Para cada n, pn(A)(w) == >0 Wy, (w) — Wy, (w)[*1a(ti—1,n) define una
medida en [0,t] que converge, por (1.3), a la medida de Lebesgue en [0,t] . De
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manera que

Zf”(Wtifl,n)(Wtin — YWt n / f llfn ds)
i=1

— " (W,)ds
n—0o0 0
Por tanto,
fWe) — = lim > fWe, ) = lim S F Wi, )W,
+= / F(Wy)ds
2 Jo
De esta manera
nh—»ngo Z f/(Wti—l,n)(Wtin - WtFLn)
estd bien definido ya que coincide con f(W;) — -3 fo <)ds y podemos

definir entonces

/ F(Wo)dWs = lim > f'(We,, ) (Wey, = We ).

El problema es que estamos sujetos a las sucesiones de particiones para las que
(1.3) es vélido. No obstante si conseguimos que las sumas de Riemann, que
definen nuestra ”integral estocdstica” converjan en otro modo (en probabilidad
o en L?) independientemente de las particiones que elijamos, el limite serd en
cualquier caso el mismo debido a la unicidad del limite casi seguro. De esta
manera queda establecido que

t B - 1 to, .
| rravoaw, = sovy - ro -5 [ v

lo que altera el teorema fundamental del cdlculo.

/thW —lw2 lt
0 S 8_2 t 27

t 1 t
/ exp{ W }dW, = exp{W;} — 1 — 5/ exp{W,}ds
0 0

Ejemplo 1.5.2

Es fécil ver, haciendo el mismo razonamiento, que podemos extender los
integrandos a funciones f : [0,¢] x R — R de clase C1'? de manera que

f(t,Wt):f(0,0)+/O ft(s,Ws)ds+/0 fx(s,Ws)dWs+%/0 Fan(s, Wa)ds

- Wti—l,n)
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donde
fils.r) = Dpa), fulsw) = 2 f(tn),
82

Ejemplo 1.5.3 Si tomamos f(t,z) = exp(axz — 3a*t), a € R, tenemos

1, a? [* 1,
exp(aW; — 20 t)y=1- ?/0 exp(aWy — 20 s)ds

t
1
+ a/ exp(aWs — iazs)dVVS
0

a? [t 1
+ —/ exp(aW, — ~a®s)ds.
2 Jo 2

Esto es,

1 K 1
exp(aWy — §a2t) =1+ a/ exp(aWs — §a2$)dWS.
0

Ejemplo 1.5.4 Supongamos un mercado donde tenemos un stock con riesgo,

St = Wy, y una cuenta bancaria con interés simple r = 0. De manera que dada

una estrategia ¢y = (¢, ¢}) el valor de nuestra cartera, en el instante t, serd
W = ¢? + ¢i} Wt7

Si la estrategia es autofinanciada tendremos

AV, = ¢{dW,

Supongamos ahora que Vi = V(t,S;), entonces aplicando el cdlculo estocdstico
anterior

1
dVy = dV (¢, Sy) = Vi(t, Wy)dt + V. (¢, W)dW, + ivm(t, Wy)dt,
de manera que

1
Vi(t, W) + §Vm(t, W) =0 (1.4)
Vi (t, W) = o, (1.5)
y si queremos replicar H = F(Wr), habrd que buscar una solucidn de (1.4) con

la condicidn de contorno V(T,Wr) = F(Wr). La ecuacidn 1.5 nos resolveria
el problema de "hedging”.
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La integral definida

Vamos entonces a construir una integral en el sentido de convergencia en L2.

Definicién 1.5.8 (Hi)o<i<T €s un proceso simple si se puede escribir

= Z ¢i1(ti717ti] (t)
i=1

donde 0=ty <t1 <. <t,=T y ¢ es (ft,ifl)-medible y acotada.

Definicién 1.5.9 Si (Hy)o<i<T €s un proceso simple, definimos
T n
/ Hdes = Z (bz(Wtz - Wti—l)
0 i=1

Proposicién 1.5.7 Si (Hi)o<i<T €s un proceso simple E(fOT H,dW,)? = fOT E(H?)ds
(propiedad de isometria)

Demostracion.

/ H dW Zd% th Wti,l) ZQZ)J(WtJ - Wti—l))
- E(Z (W, = Wi, ,)?)
n—1
+2ZZE(¢1‘( = Wi o E(Wy — Wi, | P )

i=1 j>i

ZE(qszE(Wtz - Wti—l)glj:ti—l))
=1
2

t i
7E/ Hfds:/ E(H?)ds
0 0

]
Vamos a extender la clase de integrandos simples, S a la clase H :
T
H = {(H¢)o<t<T, (F1)-adaptado, / E(H?)ds < oo}.
0
Se puede ver que la clase H con el producto escalar ((H; fo (HFy)ds

es un espacio de Hilbert. Notemos que por la proposmlon anterlor tenemos
definida una aplicacién lineal I : S — M = {variables Fp-medibles de cuadrado
integrable}, I(H) = fOT H,dW,. En M también podemos definir un producto
escalar (M, L) := E(ML). Tenemos entonces que I es una isometria.
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Proposicién 1.5.8 La clase S es densa en 'H (con respecto a la morma ||Hy||? :=

I E(H?)ds).

Definicién 1.5.10 Si H es un proceso de la clase H, la integral se define como
el limite en L?

/ H,dW, = lim H aw,, (1.6)

n—oo
donde H? es una sucesion de procesos szmples tales que

T
lim E(H" — H,)%*ds = 0.

n—oo 0

Que el limite (1.6) existe se debe a que la sucesién de variables fOT H}dW;
es de Cauchy y L?(Q) es completo, en efecto debido a la propiedad de isometria

T T T
E(/ HS”dst/ H;"dWS)2:/ E(H? — H™)*ds
0 0 0
T
< 2/ E(H! — H,)*ds
0

T
+ 2/ E(H™ — H,)%ds.
0

Anélogamente se puede ver que el limite no depende de la sucesion H™. Es facil
ver que para todo H de la clase ‘H

e Se cumple la propiedad de isometria,

/HdW /EH2

e La esperanza de la integral es cero,

B[ aw,) =

T T T
/ (aH, + bF,)dW, = a/ H,dW, +b/ F,dW,
0 0 0

e La integral es lineal,

La integral indefinida

Si H es de la clase H también lo es H1jg ) y podemos definir

t T
/ HdeS = / Hs]-[(),t} (S)dW
0 0

tenemos asi el proceso

t
{I(H)t = / HydW,,0 <t < T}
0
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Proposicién 1.5.9 I(H) es una (F;)-martingala.

Demostracion. El resultado es inmediato si H es simple: es obvio que
fot H,dW es Fi-medible y tiene esperanza, es suficiente entonces ver que Vt > s

t
E ( / H,dW,
0

Podemos suponer que s y ¢ son algunos de los puntos de la particion 0 = tg <
t1 < ... < t, =T . Asi basta ver que (M,) := (fg" Huqu) es una (G, )-
martingala con G, = F;, . Pero (M,,) es la (G, )-martingala (W, ) transformada
por el proceso (G, )-previsible (¢,,) por tanto es una martingala.

Si H no es simple la integral es un limite en L? de martingalas, pero esto
conserva la propiedad de martingala. m

]:s> = Huqu
0

Observacion 1.5.7 Se puede ver, utilizando la desigualdad de Doob para mar-
tingalas continuas:
E( sup M7) < 4E(Mj)
0<t<T

que existe una version de I(H) que es continua.
Observacién 1.5.8 Denotaremos Vt > s, f: H,dW, = fg H,dW,— f; H,dW,.

Para hacer una ulterior extensién de los integrandos son convenientes los
siguiente resultados

Proposicién 1.5.10 Sea A F;-medible, entonces para todo H € H

T T
/ lAHsl{s>t}dVVs = ]-A/ Hsdvvs
0 t

Demostracién. Si H™ es una sucesién que se aproxima a H resulta que
14H"1;.54y se aproximard a 14 H1;.54y y como el resultado es cierto para pro-
cesos simples ya estd. m

Definicién 1.5.11 Un tiempo de paro relativo a una filtracidn (F;) es una
variable aleatoria

T: 0 — [0, 00]

tal que para todo t > 0, {1 < t} € F;.

Proposicién 1.5.11 Sea 7 un (F;)- tiempo de paro entonces

TAT T
/ H, AW, = / 1 ocry Hod WV,
0 0



1.5. MODELOS A TIEMPO CONTINUO J.M. Corcuera

Demostracién. Si 7 es de la forma 7 = Z?:l tila, donde 0 < t; <t2 <
e <tn, =Ty A; Fi,-medibles y disjuntos, entonces es inmediato:

T T n n T
| ven W= [ 31 pta maw. =Y 1, [ .
0 0o = = AT

T
- / H,dW,,
TAT
. AT T T
Por tltimo [ HdW = [ HdW, — [ H,dW,. En general, basta aprox-
n 2
imar 7 por 7, = i:_ol (k;)Tl{H<T<(H1>T} y ver que fOT Lis<r, 1 HsdW, L
T < r DT <

fOT 1{5§T}Hdes .

2 T
=F (/ 1{T<S<T.,L}H32d8> 5
0

y si aplicamos convergencia dominada ya estd. Por tltimo tomamos una sub-

T T
E / 1{5§Tn}Hdes - / 1{3§T}Hdes
0 0

- T . .
sucesion de fo 1{s<r,y HsdWs que converja casi seguramente. =

Extension de la integral

Vamos a hacer una ulterior extensién de los integrandos, consideremos la clase

T
H = {(Hy)o<i<T, (Fi)-adaptado, / H2ds < 00 P-cs.}.
0

Dado H € H sea 7, = inf{t < T, fot (Hs)?ds > n} (+oo si el conjunto
anterior es vacfo). Que fg (H,)*ds es Fy-medible se deduce de que es limite
casi seguro de variables F;-medibles, de aqui 7,, es un tiempo de paro. Sea

A, = {fOT (H,)? ds < n} y definamos Podemos entonces definir:

t

J(H){ = (/ 1{s§Tn}Hdeg> 14,, para todon > 1
0
Nétese que esto estd bien definido de manera que si m > n y w € A, entonces
J(H)(w) = J(H)} (),
en efecto:
tATH (W)

I = [ Luer, HaW.,

0

pero

tAT, t
/ l{ngm}HstVs = / l{ngn,}l{SSTm}HSdWS
0 0

t
= / 1{s§'rn}Hdes;
0
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de manera que
tATH (W) B
/ 1pcr, HudW, = J(H)P (@)
0

Podemos ahora definir

n—oo n—oo

t t
J(H)t = lim ((/ ].{SST"}HSdWS) 1An> = lim 1{s§7-n}Hdes~
0 0

Noétese que si H € H

t tATh

J(H), = lim [ 1gecr H,dW, = lim H,dW,
0

n—oo n—oo 0

t
_ / H,dW, = J(H):.
0
por tanto se trata de una ”extension”.

Ejercicio 1.5.3 Ver que la definicion no depende de la sucesion de tiempos de
paro "localizadora” de (Hg) (esto es que T,, 1 00 y que (1{‘<;n}H.) estd en H)
entonces el limite es el mismo.

Se puede ver que la extension anterior es un limite en probabilidad de inte-
grales de procesos simples H” que convergen a H en el sentido de que

t
P(/ |H" — Hy|?ds > &) — 0.
0

Nétese que la nueva integral es un limite casi seguro de un limite en norma
cuadrética.

La propiedad de martingala se pierde entonces. En general tenemos que si
(Tm) es una sucesion localizadora

tATmMm

J(H)t/\‘l'm = lim 1{s§7~'n}Hdes

n—oo

= lim | lpecsan,y Hed W,
0

t
= lim 1{5§Tm,}HSdWS
0

n—oo

t
= / 1{5§Tm}Hdes
0

de manera que .J (H)¢nr,, es una martingala. Entonces de dice que J (H) es una
martingala local (cuando se para por 7, es martingala, en t, y 7,,, T 00).
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1.5.3 Calculo de Ito

Vamos a desarrollar un calculo basado en la integral anterior. Ya hemos visto
que este calculo es distinto del ordinario. Nuestro teorema fundamental serd
ahora

t 1 t .
| rovaaw. = sy - swo) - 5 [ 1 (Wajas
0 0
para f € C?, o en forma diferencial
1
df(Wy) = f/(Wo)dW, + §f”(Wt)dt (1.7)
Vamos a tratar de extender este y otros resultados.

Definicién 1.5.12 Un proceso (Xi) <, diremos que es proceso de Ito si se
puede escribir o

X = Xo—f—/OthdS—F/OtHSdWS
donde
e Xy es Fog-medible.
o (K,) y (Hs) son (Ft)-adaptados.
. fOT(|KS| + |Hs[?)ds < 0o P-c.s..

Proposicién 1.5.12 Si (M), es una (Fy)-martingala continua tal que
M, = fot K,ds < co P-c.s. entonces

M,=0vt<T

Ejercicio 1.5.4 Sea (My)y<icp €s una (Fy)-martingala continua tal que M; =
fot Kds con (KS) adaptado y tal que fot |Ks|ds < C < oo P-c.s, probar que si
tomais t = T%,O < i < n, entonces

n

Jim By (M — My )%) =0
1=1

y simultaneamente

E(Y(My — My )*) = E(M7 — Mg)

i=1
y que por tanto P-c.s YVt <T, M; = 0.

Corolario 1.5.1 Todo proceso de It6 tiene una expresion unica.
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Teorema 1.5.2 Sea (X;)yc,cp un proceso de Ito y f(t,xz) € C'? entonces:

050 = 10 X0+ [ s Xdst [ £l X00X045 [ Furls X)X,

donde
t t t
/fx(s,XS)dXs:/ ff(s,XS)sts—I—/ fu(s, Xg)HydW
0 0 0

t
(X,X)S:/ HZds.
0

Ejemplo 1.5.5 Supongamos que queremos encontrar una solucion (Si)<,<r
para la ecuacion

t
S = xg +/ Ss(pds + odWy)
0
o en forma diferencial
ds; = St<udt + O'd.VV,g)7 So = xg.

Por el teorema anterior.

dsS;
Ss

1
= pdt + odW; = d(log Sy) + ﬁa%fdt,
t

esto es 1
d(lOg St) = (/1, — 50'2)dt + Jth

de manera que

1
St = S() exp{(ﬂ — 50'2)t + O'Wt}

Proposicién 1.5.13 (Fdrmula de integracion por partes) Sean X; e Y; dos
procesos de Ité, Xy = Xo—i—fot sts—&—fot HdW, eV, = Yo—i—fot K;ds—i—fot H.dW;,.
Entonces

t t
XY, = XYy + / X,dY, + / YidX, + (X, Y
0 0

donde .
<X,Y>t:/ H,H.ds.
0

Demostracion. Por la formula de It
t t
1
(X 4+ V)% = (Xo + Yo)* + 2/ (X, +Y)d(X, + V) + 3 / 2(H, + H.)?ds
0 0

y
t t
1
X2 = X3+ 2/ X.dX, + 5/ 2H?2ds,
0 0
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t t
1
V2=Y2+ 2/ Y, dY, + 5/ 2H!*ds
0 0

con lo que restando a la primera igualdad la suma de estas dos obtenemos:

t t t
2X.Y: =2X0Yo + 2/ X dY, + 2/ Y, dX, + / 2H H'ds.
0 0 0

n
Consideremos la ecuacién diferencial

dXt = *CXtdt + O'th, XO =T
entonces si aplicamos la formula anterior a
Xtect

tendremos
d (XteCt) = edX, + e X et dt

y por tanto
e~“d (XteCt) = odW;

de manera que

t
X, =ze 4 oe ¢ / e“*dWs,
0

una nueva integracion por partes nos conduce a

t
X; =xe " + oe (W, — / ce“Wsds),
0

C

con lo que se trata de un proceso Gaussiano con esperanza re~* y varianza

t
Var(X,;) = UZe_QCt/ e**sds
0

—2ct
5 1—e

2c



48 CAPITULO 1. VALORACION DE DERIVADOS

1.5.4 Teorema de Girsanov

Lema 1.5.1 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad dotado de una filtracion
(Flo<icr  Fr = F. Sea Zp > 0 tal que E(Zr) =1y Z = E(Z7|F:),0 <
t < T. Entonces si definimos P(A) := E(14Z7),YA € F ¢ Y es una variable
Fi-medible, tal que E(|Y]) < oo entonces, para todo s < t,

B(Y|F.) = 5 E(YZIF.) (1.8)

Demostracion. Sea A € F, entonces

E(LAY) = E(LuY Zr) = EQLE(Y Zi|F.))
- E<1AZiSE<th|fs>>.
| |

Teorema 1.5.3 (Girsanov) Consideremos un espacio de probabilidad como antes
Y (0¢)g<i<p un proceso adaptado tal que fOT 0?dt < oo c.s. donde

t 1t
Zy = exp{/ 0, dW, — 5/ 02ds},
0 0

es una martingala y W es un (Ft)-movimiento browniano estindar. Entonces
bajo la probabilidad P(-) = E(1.Z7), X; = W, — fot fsds,0 < t < T,es un
(Fi)-movimiento browniano estdndar.

Demostracién. (Xt)ogth es adaptado y continuo, veamos que los incre-
mentos son independientes y homogéneos.

E(exp{iu(Xt — Xs)}HFs)

= Zis (exp{iu(Xy — Xs)} Z4|Fs)

t t
_ E(exp{/ (i + 0,)dW, — %/ (200, + 02)ds}| F,)

Ahora bien, si escribimos
Ny := exp{iuX;}

y aplicamos la formula de It6 a

t t
ZyNy = exp{/ (Zu + QS)dWS — % / (2211,95 + Gf)ds}
0 0

obtenemos

Z¢ Ny

t 1 1 t
=1 +/ Z N, ((z‘u +65)dW, — 5(2iu93 + 9§)ds) + 5/ Z N (iu + 05)%ds
0 0

t 2 t
~1 +/ ZN,(iu + 0,)dW, — %/ Z.N.ds.
0 0
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Por tanto (localizando con 7, = inf{t < T, fg |(ZsNs(iu + 05))|?ds > n})

7).

u2 tATh
E(Zinr, Non, |F) = Zune, Nonr, — 2 B ( / Z,Nydv

2 NTn
tATH
/ N,dv .7:S> ,
SATn

pasando ahora al limite cuando n — oo y aplicando convergencia dominada y
Fubini obtenemos

Esto es

U/Q ~
E(Nt/\‘rn ~7:s) = Ns/\‘r" - ?E (

_ N,

uw? Y- N,
Byir) =1- 5 [ BRI

Esto nos da una ecuacién para g4(t) := EN’(%L'FS)(W)? tal que

De manera que
2

9:(t) = exp{~-(t = )}
esto es )
Bexp{iu(X; — X,)}|Fs) = exp{—%(t — )}

con lo que los incrementos son independientes homogeneos y con ley N(0,t — s).
]

1.5.5 El modelo de Black-Scholes

El modelo de Samuelson, méas conocido por modelo de Black-Scholes, consiste
en un mercado con dos activos. Un activo sin riesgo, SV, (o cuenta bancaria)

que evoluciona como:
ds? =rS2dt, t>0

donde r es una constante no negativa, esto es
Sy =e" t>0
y un activo con riesgo S que evoluciona como
dS; = S; (udt + 0dB;) t>0

donde (B;) es un movimiento browniano. Como hemos visto anteriormente esto
implica que

2
S, = Spexp{ut — %t +oB,).

Entonces log(S) es un movimiento browniano, no necesariamente estdndar, y
por las propiedades del movimiento Browniano tenemos que S :
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e tiene trayectorias continuas

e los incrementos relativos St;f“ son independientes de o (55,0 < s <w):
S-S, S
S. S
y s 5
o
S—t = exp{u(t —u) — 7(t —u)+0o(B,— By)}

que es independiente de 0(Bs,0 < s <u) = 0(S;,0 < s < w).

e los incrementos relativos son estacionarios:

St - Su St—u - SO
Su So ’

De hecho podriamos formular el modelo en términos de estas tres hipétesis

Estrategias autofinanciadas

Una estrategia es un proceso ¢ = (¢y)y<,<p = ((H,?, Ht))0<t<T a valores en R?

adaptado a la filtracién natural del movimiento browniano, (B;), (que coincide
con la de (S;)), el valor de la cartera es
Vi(¢) = HY'S{ + HyS,.
En el caso a tiempo discreto, deciamos que la cartera era autofinanciada si
Vir1(¢) — V(o) = ¢2+1(52+1 — SN + Gnt1(Snt1 — Sn),
la correspondiente version en el caso discreto sera:

dV; = HYdSY + H,dS;.

Para dar una sentido a esta igualdad imponemos la condicién: fOT (|HY| + H?) ds <
oo P c.s., entonces las integrales (diferenciales) estdn bien definidas:

T T
/ HYdSY = / Hrertdt
0 0
T T T
/ thSt :/ HtSt/,Ldt—i-/ O'HtStdBt.
0 0 0

Tenemos entonces la siguiente definicion

Definicién 1.5.13 Una estrategia autofinanciada, ¢, es una par de procesos

adaptados (H?)OStST , (Ht)ogth que satisfacen

. fOT (|H?| + H?)ds < oo P c.s.
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o HYSY + HyS, = HYSY + HopSo + [y Horesds + [} HydS,, 0<t<T.

Indiquemos S; = e~ "S;, de manera que la tilde la utilizaremos, como en el
caso discreto, para indicar cualquier valor actualizado (o descontado).

Proposicion 1.5.14 ¢ es autofinanciada si y sélo si:
~ t ~
Ti6) V(o) + | H.d3.
0

Demostracion. Supongamos que ¢ es autofinanciada, entonces como V; =
e~ "'V, resultard que

dV; = —re "'V, dt + e UV,
= —re "Y(HPSY + HSy)dt
+ e "N (HYASY + HdSy)
= —’re_rt(H?S? + HtSt)dt
+ e " (HYrSYdt + HydS;)
= —Te_TthStdt + e_”thSt
= Ht(—refrtStdt + efrtdSt)
= thgt~

Anélogamente si
dV; = H.dS;

tenemos que
dV, = H?dSY + H,dS;.

Valoracién y cobertura en el modelo de Black-Scholes

Busquemos una probabilidad bajo la cual los precios actualizados sean martin-
gala. Sabemos que

dgt =d (e_TtSt) = —T'G_Ttstdt + e_rtdSt
=e "S (—rdt + pdt + odBy)

— 05 (_’"—ﬂt + Bt)
g
= O'Stth (19)
con

r—p
g

t.

Wt:Bt—
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Entonces por el teorema de Girsanov con §; = =¥ resulta que (W;) ., es

un browniano estandar respecto a la probabilidad P*

_ 1 —u\2
dp* = exp{%BT -3 (T - “) T}dP. (1.10)

De (1.9) deducimos que
~ 1
S; = Sp exp{—§(72t + oWy}

v que (St) es una P*-martingala. También tenemos que
0<t<

1
Sy = Spexp{rt — iazt + oW}

Definicién 1.5.14 Una estrategia ¢ es admisible si es autofinanciada y su valor
descontado Vy = HY + H.S; > 0,Vt.

Definicién 1.5.15 Diremos que una opcion es replicable si su payoff es igual
al valor final de una estrategia admisible.

Proposicion 1.5.15 En el modelo de Black-Scholes cualquier opcion con payoff
(no negativo) de la forma h = f(St), de cuadrado integrable respecto a P*, con
Ep-(h|F;) una funcién CY2 del tiempo y de Sy, es replicable, su precio viene
dado por C(t,S;) = Ep«(e "T=Yh|F,) y la estrategia que replica h viene dada
por (HY, Hy) con

6C(t78t)
Hy = =220
! S,
HEert = C(t, St) — HtSt

Demostracién. En primer lugar, por la independencia de los incrementos
relativos

S
Ep-(e7" T f(S7)|F) = EP*(efr(Tft)f(‘ST Se)|F)
t

= Bpe (e T (L)), s,
St
= C(ta St)a

de manera que lo que llamaremos precio del derivado en ¢t depende tinicamente
de S; y t. 5 ~
Si aplicamos ahora la formula de Ito a C(¢,S;) = e~ " C(t, Ste™), tendremos

C(t,Sy)

L aC (s, Ss) t9C(s,8,) .5 1 [102C(s,8%) |, 5 =
= C(0, .5 +/ — 1 —I-/ 7:5d53+*/ ——=22d(5, ),
0500+ | =5 4+ || s, 2 ), ogz 99
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y como 3 R
dSt = O'Stth
tendremos
C(t,S;)
t o/~ N t = ’ 1926 ’ ~
= C(0, 5) +/ MoSdes —|—/ 9C(s, Ss) + 78 C(f’SS)U2S§ ds
0 S, 0 0s 2 982

ahora bien C (t,S¢) es una martingala de cuadrado integrable:

C(t,S) = Ep-(e”"" f(S1)|F)

y por tanto como la descomposicién de un proceso de It es tinica tendremos:

o
C(t, Sy) :C(o,so)+/ Md&
0

95,
. )~
aC (s, Ss) N 19 C(f,Ss)Uggg o
s 2 982

Ahora como

aC(s,Ss) -t 9C(5,85) 08,

28, 0S8, 88,
_0C(s,Ss)
T
y
?C(s,S,)  92C(s,Ss) 0Ss
952 9S82 98,
_ 0%C(s,Ss)
952
podemos escribir
t
C(t, St):C(O,SoM—/ Md& (1.11)
o 0S,
dC (s, 8,) 0C(5,8:) | 1 5 20*C(t,Ss)
95 + 7S 95, + 57 S a5z rC(s, Ss). (1.12)

De (1.11) tenemos una estrategia autofinanciada cuyo valor final es f(Sr) y tal
que (H?,Ht) vienen dados por

aC(t, S;)
o, =20
! S
' aC(t, Sy
€TthO = O(t, St) - Tttslf
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Precio y cobertura de una opcién de compra. Formula de Black-
Scholes.

Si tomamos h = (Sp — K)4, tenemos
C(t,8y) = 8,®(dy) — Ke " T=9®(d_) (férmula de Black-Scholes)
con ®(x) la funcién de distribucién de una normal estdndar y donde

de = log(5) + (r £ $02)(T — t)
o V(T 1)

En efecto

C(t,Sy)

= Ep-(e7"T=D(Sp — K) | F)

= eir(Tit)Ep* (ST]-{ST>K} |-7:t) — Keir(T?t)Ep* (1{ST>K} |ft)
St

_ 67T(T7t)StEP*(El{%>%})mzst _ Kefr(Tft)Ep*(1{%>%})z:st,
ahora bien
51— el 2oNT 1) 4o (Wr— W)
hey exp{(r — %UQ)(T —t)+oWr_s}
entonces
Ep- (s x)) = P*(% > g)

=
Wr_y - log & — (r — 3o2)(T —t)
V(T —1) oy/(T' —1)
_ log £ + (r — $0%)(T — t)
—o ()

= ®(d_) (después de substituir x por St)

S’
= P*(log i > log

= P*(

)
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Por otra parte, si escribimos Y para indicar una variable normal estdndar

St

t

e—T(T—t)EP*( 1{%>%})

o (T— 1
= e ") Ep. (exp{(r — 502)(T — )+ oWr_ i}l ow,_,slog £ —(r—1o?)(T—1)})

1
= Ep- (eXP{—§U2(T =)+ oWr—i} L ow,  Slog £ —(r—102)(T—)})

1
= Ep- (exp{—gag(T —t)—ao/(T - t)Y}l{Y<log 2 4+(r—Lo2)(T—1) })
— T

log & +(r—$02)(T—1)

1 V(T =1 _1 2 B _12
) log £ +(r—302)(T-1) 1
T T—D)
= = T— 2
e ) exp{—5(oV/(T — 1) +y)*}dy
log & +(r+102)(T—1)
_ 1 aV(T—t) 15
= o ). exp{ 5 U tdu
= ®(d4) (después de substituir x por Sy)
De aqui
oC(t, Sy)
— =7 = A.
95, (d+)
En efecto:
OC(t, St) oP(dy) i OP(d_)
=®(dy)+ S — Ke "=
a5, () +5 =5, ¢ a5,
1 4 ad,
) - _t
(de)+5Tm5¢ " Bg,
1 2 dd
K —r(T—t) -
¢ Jen S as,
Ahora bien
ody 1
85} - StO'\/(T—t)7
por tanto
oC(t, St) 1 0ddy _4 Ty 2
A\ p(d (G 2 — Ke "(T=t) =3
05, () + Jam as, \ e ¢ ¢

| od, . A [ K a2
= ®(d T ge (11— e T2
)+ 750 38, < 5, ¢ :

por ultimo
dy =d_ +o/(T —1t)
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de manera que
A2 —d® = (d_+o(T—t)?—d*
=2d_o\/(T —t) +*(T —t)

:QIOg%JrQr(T—t)

y por tanto
2 2
1-— 5e_r(T_t) -5 = 0.

t

€

Anadlisis de la sensibilidad. Los griegos.

Sea C(t,S;) la funcién de precio de una cartera basada en un sélo activo con
riesgo (St) (y bonos). Por razones préicticas es a menudo de vital importancia
tener una idea de la sensibilidad de C' con respecto a cambios en el valor de
S: (para medir el riesgo de nuestra cartera) y con respecto a cambios en los
pardmetros del modelo (para medir los efectos de una mala especificacién del
modelo). La notacién estdndar es:

o« A= 5
.y
op:%—g
.@:%
QV:g—g

Todas estas medidas de sensibilidad son conocidas como ”los griegos”. In-
cluye como vemos V que se pronuncia "vega”. Una cartera que no es sensible a
pequenos cambios en alguno de los parametros se dice que es "neutral”: delta
neutral, gamma neutral,..

Proposicion 1.5.16 En el modelo de Black-Scholes la cartera que replica un
call con strike K y tiempo de madurez T tiene los siguientes griegos:

o A:(I)(d+)>0

o I'= % >0 (donde ¢ es la densidad de una normal estdndar)

p=K(T—t)e"T=Dd(dy) >0

O = — 5 il d(ds) — Kre " T0®(d_) <0

Ejercicio 1.5.5 Demostrar que © = —%(ﬁ(dg — Kre7 "I (d_).
Observacién 1.5.9 Ndtese que la ecuacion (1.12), puede escribir

O+ rS;A+ %0’2531—‘ =rC(s,Ss).
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Opciones exdticas

No todas las opciones tienen un payoff h = f(Sr). Asi por ejemplo tenemos las
opciones asiaticas con payoff

1 T
h = (/ Sudu—K>
T 0
J’_

("lookback call”) h = Sp — S, donde S, = min S;
0<t<T

las opciones lookback,

("lookback put”) h = S* — Sp, donde S* = max Sy,
0<t<T

o las opciones con barrera

("down-and-out-call”) h = (St — K)41¢s, >k}

("down-and-in-call”) h = (S7 — K)4 15, <k}

Para todas ellas necesitamos un teorema mas general de replicacién en el modelo
de Black-Scholes.

Teorema 1.5.4 En el modelo de Black-Scholes cualquier opcion con payoff h >
0 y Fr-medible que sea de cuadrado integrable bajo P* es replicable y su valor
viene dado por

Cy = Ep-(e " T~ F)
Demostracién. Bajo P*
M; := Ep-(e "Th|F),0<t < T

es una martingala de cuadrado integrable, entonces por el teorema de repre-
sentacién de martingalas brownianas existe un (unico) proceso adaptado (Y;)
tal que

t
M, = M, +/ Y, dW
0
con
T
Ep*(/ Y2ds) < oo,
0
entonces podemos definir H; con

Y

- O'St

H;

y tendremos

t
M, = My + / H,dS,
0
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esto es

t
Gy =Co+ / H,dS,,
0

con lo que la estrategia (Hto, Ht) con HY = C;— H;S; es autofinanciada y replica
h. Para ver que es admisible basta tener en cuenta que como h >0, C; > 0. m

Ejemplo 1.5.6 (Opciones asidticas) Consideremos una opcion asidtica con pay-

off
1 /7
h= —/ Sydu — K |
T Jo
+
por el teorema anterior Cy = Ep-(e™" "= 1| F;). Definamos

T
plt.a) = Brel(g; [ Grdu=o).).

T St
Entonces
Ci
1 /7
6_7(T_t)EP* T Sudu K .7:t
0 +
1 T 1 t
=e T OEp. | | = [ Sydu— (K- = / S.du) | | F
T 0 N
1 (Ts K—L ['S,du
_fr(Tft)SE* 7/ U o — T Jo Pu F
s (b o RS |
= e T(T t)StQO(t,Zt)
donde Z; = %ﬁs”du Es fdcil ver que

1
dZt = ((0’2 - T)Zt - T) dt — O'thWt.

En efecto, aplicando la formula de integracion por partes y la formula de Ito:

K 1 ¢ 1\1 [t
dZ, =d | =) - —d S,du) —d( =)= [ S,d
! (St> TS, (/0 u) <5t> T/o B
K K S, 1 Sudu 1[0 Sudu
=-_4d —d(S,)) — =t qr4+ LS ge, - LJo
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ahora bien como dS; = rSidt + oSy dWy, resulta que

t 1 rt
_ K K , % fo Sudu 7 fo Sudu 5 1
dZt = <_&T + EU + T St St g T dt
K g S
—— - d
—+ ( StO' + St o Wt

1
= <(0‘2 - ’I")Zt — T) dt — O'thWt.

Then, we know that Cy = e "T=YS,0(t, Z;),t < T is a martingale. Then if we

assume that p(t,z) € CY? tendremos

dp dp 1P 5 0
=Lat+ 22az, + - Z2dt
W=t 97,7 T 202,27 %

dp Oy 2 1 130 4,
(L2 (-2, — =) +-225222 ) at
<8t+8Zt (J NZi- T )t 5a77

)
——azaztdwt,

por otra parte
dC, = reiT(T*t)gtcpdt + eiT(Tft)g@dS't + efT(Tft)S'tdga
+e77TA(S, ),
= refT(T*t)gtcpdt + eiT(Tft)godSt +e (Tt S'tdga

dy ~
— e (T=t) X 528, 7.d¢
€ 07,° 7t

0 -
_ r(T-) (Sp 7 Ztaz) s,

+ TefT(T*t)gtSDdt — e n(T=1) %UQSttht

t
= (0o O 1 10°

—r(T—t) ® b 2_ g7, — = i Y AT
e St<6t+8Zt <(" r)Z T> 20227 7))

iqualando la parte que es martingala tenemos las ecuaciones

. oo\ -
Ay = e T (o — 7,2} dS
Ci=e 4 t 07, t
dp ¢ 1\ [ 10 4, ,
Por tanto la estrategia recubridora viene dada por (Hto, Ht) con HY = Cy— HyS;

y
Oy
H=e"T0(,_ 7L
L= YT, )
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donde ¢ es solucion de la ecuacion en derivadas parciales

do  Op 1 10%0 5 4

con la condicidn de contorno o(T,x) = x_ (parte negativa de x). Esta ecuacion
se resuelve numéricamente.

Ejercicio 1.5.6 Demostrar que el precio de una opcion asiatica con strike flotante

(payoﬁ:(% fOT Sudu — ST) ) viene dado en el instante inicial por
+

C =e"Syp(0,0)
donde ¢ es solucion de la ecuacion (1.13) con la condicion de contorno o(T,x) =
(1+2)-

Lema 1.5.2 Consideremos funciones escalonadas de la forma

f(t) = Z )\il(ti—lyti](t)
i=1

con A € Ry0 <ty < ty... <t, <T y denotemos por J dicho conjunto
de funciones. Sea & = exp{fOT f(s)dBs — %fOT f2(s)ds}, feg. Si Ye
L3(Fr, P) es ortogonal a 5%7 feJ entonces es nula.

Demostracién. Sea Y > 0 de L?(Fr, P) ortogonal a 57{ sea G, = o
(B, Bty .-, Bt,), tendremos que

E(GXP{Z AZ(Btz - Bti—l)}y) =0,

E(exp{z Ai(Bt; = By, )} E(Y[Gn)) = 0.

Sea X la aplicacién
X:Q—-R"
wr— X(w) = (B, (w), By, (w) = B, (W), ..., By, (w) = By, (w))

entonces

/ exp{z Aixi Y E(Y|Gn) (21, 22, ...,xn)dPX(zl,xg, vy ) =0,
Rn

i=1

de manera que la transformada de Laplace de E(Y|G,)(x1, %2, ..., x,)dPX es
cero y por tanto E(Y|G,)(x1,22,...,2,) es idénticamente nula PX c.s., y de
aqui E(Y|G,,) lo es P c.s., finalmente como esto es cierto para toda G, del tipo
anterior resultard que Y es cero P c.s.. Por ultimo si Y es cualquiera podemos
descomponer Y = Y, — Y_ y llegarfamos a la conclusién de que Y, =Y_ P
c.s. por la unicidad de la transformada de Laplace de una medida. m
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Proposicién 1.5.17 Para toda variable F € L*(Fr, P) existe un proceso adap-
tado (Yy)o<y<r » cON E(fOT Y2dt) < oo, tal que

T
F = E(F) +/ Y,dB,
0

Demostracién. Supongamos que F'—E(F') es ortogonal a fOT Y;dB; cualquiera

que sea (Y3)q<pep, CON E(fOT Y2dt) < oo, entonces si demostramos que F —
E(F) =0 P c.s. entonces ya estd, ya que el espacio de Hilbert de variables cen-
tradas de L? (Fr, P) coincidira con el espacio de Hilbert de variables fOT Y;dB;

con E(fOT Y2dt) < co. Escribamos Z = F — E(F), tenemos
T
E(F - B(P) [ YidB) =0,
0
tomemos Y; = Stf f(t), con las Stf definidas anteriormente, tendremos

T
E((F - E(F)) / & F(1)dBy) = 0
y también
T
E((F— E(F))(1+ / &/ f(t)dBy) = 0

ahora bien, por la férmula de It

T
&l =1 +/ &l F)dB,,
0

de manera que

E((F - BE(F))éf) =0
y por el lema anterior F — E(F) =0 P cs. m

Teorema 1.5.5 Toda martingala (M;)o<i<r de cuadrado integrable se puede
escribir

Mt:M0+/()t}QdBS7O<t<T
donde Y es un proceso adaptado con E(fOT Y2dt) < .
Demostracion. Podemos escribir
My = E(Mr|Fy)
y por lo anterior .
My = B(My) + /0 Y.dB,

entonces basta tomar esperanzas condicionadas. m
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Capitulo 2

Optimizacién de carteras

Consideraremos de nuevo un mercado a tiempo discreto definido en un cierto
espacio de probabilidad (2, F, P) finito: Q = {w1,wa,...,wr}, P{wi}) > 0,
para todo i. F serd partes de , y consideraremos una filtracién (F,),Fy =
{0,Q}, Fn = F. El horizonte N, corresponderd al instante final de inversién.

El mercado consistird en (d + 1) activos financieros cuyos precios en el in-
stante n estaran dados por variables no-negativas SO, S, ..., S¢ que son medibles
respecto a F,.

El stock con superindice cero corresponde a un activo sin riesgo (dinero en
una cuenta bancaria con tasa de interés r), supondremos que S = 1.

SO =821 +r)=(1+7r)"

Una estrategia de inversién serd una cartera admisible ¢ = ((¢9, L, ..., #%))o<n<n
en RI¥*L. ¢! indica el niimero de acciones del tipo i-ésimo en la cartera de
valores, en el instante n-ésimo, denotaremos por A el conjunto de carteras
autofinanciadas.

Fijaremos una funcion de utilidad u : RT — R que supondremos difer-
enciable, concava y estrictamente creciente. Ejemplos de funciones de utilidad
son:

u(z) = logx
u(x % y<1,7v#0
u(x)=1—e"

=l

Queremos resolver el siguiente problema de optimizacion:

max{ B(u(Viv(6)), ¢ € A, Vo(¢) = a}, (2.1)

donde V;(¢) representa el valor de la cartera en el instante i-ésimo.

Proposicion 2.0.18 Si existe una solucion al problema anterior entonces el
mercado es viable.

63
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Demostracién. Sea ¢ una solucién de nuestro problema y 1 un arbitraje,
consideremos la cartera 8 = ¢ + 1. Por definiciéon de arbitraje

Vo(0) = Vo(d) + Vo(v) = Vo() =

y
Vn(8) = V(o) + VN () > V(o)

con algiin w; tal que
Vi (0)(wi) = V(@) (ws) + Vi (¥)(wi) > Vv () (wi),
con lo que ¢ no seria una solucién. m

Proposicién 2.0.19 Supongamos que ¢ es una solucion de nuestro problema
de optimizacion (2.1), entonces

es una probabilidad neutral.

Demostracién. Como u es estrictamente creciente P* y P son equivalentes.

Consideremos las estrategias autofinanciadas definidas por ((¢L, 2, ..., %)) (y)o<n<n
que coinciden con ((@h, @2, ..., #%))o<n<n salvo que en el periodo (n — 1,n] en

el activo con riesgo i-ésimo
On(y) = ¢, +ya

donde y € R y «a es F,,_1-medible, la funciéon

9(y) = E(u(Vn(9(v))))

tiene un maximo en y = 0, donde

N
Vi (9) = (1+ )Y@+ én- AS,).

n=1
De manera que _
0=4g'(0) = E(u'(Vn(¢))AS;,),
y como esto es cierto para toda variable «, F,_1-medible, resulta entonces que
E(u' (Viy(9))AS},|Fra1) = 0.
Por otro lado sabemos, (por la ”formula de Bayes” (1.8)), que

1

Ep-(AS}|For) = E( (VN ()| Fn-1)

E(AS ' (Vi (8))|Fu1)),

y por tanto ~
Ep«(AS,|Fn-1) =0.
]
Podemos intentar resolver el problema como un problema de optimizacién
en varias variables. Veamos el siguiente ejemplo
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Ejemplo 2.0.7 Consideremos un mercado con dos instantes de megociacion,
donde r =0, y un sélo stock con riesgo que evoluciona:

9
>ﬁ
8
1/2
1}‘2
5< 6
1/2
1/‘/2
4<,
1/2
3

consiederemos la utilidad exponencial u(x) =1 —e™*, el objetivo es mazimizar

(B(1— e—(x+¢1Asl+¢2(sl)A52)

que depende de tres variables ¢1, dog := d2(8), aa := P2(4). Entonces, como

3
AS; _{ 3
Y
. 1
(si S1=28) { _9
ASQ = 2 )
( St Sl = 4) { 1
resultard

E(l _ e*(w+¢1A51+¢'2(S1)A52)
=1- 1 {67I73¢1*¢28 + e*$*3¢1+2¢2s
4
+ e_x+¢l—2¢24 + e—$+¢1+¢24} .
Busquemos los puntos criticos. Si derivamos con respecto a ¢o4 € igualamos a

cero obtenemos
_26—2¢24 + e¢24 -0

con lo que
1
P24 = 3 log 2,
la derivada sequnda es

1
_ et (fe 2024 P24 <0
46 ( e +e )
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con lo que corresponde a un mdximo. Andlogamente, si derivamos con respecto
a ¢pog, obtenemos

1
Pag = -3 log 2,

substituyendo estas expresiones en la funcion objetivo obtenemos

1
o1 = E10g3

Observacion 2.0.10 Notemos que si en este mercado tratamos de mdzimizar
la riqueza, la funcion objetivo seria

1 1
E(z 4+ ¢1A51 + ¢2(S1)AS2) =z + ¢1 — Z¢28 + 1%4’

la 7solucion” seria ¢1 = 00, Pag = —00, pag = oo!l. Notemos también, por la
proposicion anterior, que si u(x) = x y tenemos una solucion al problema de
optimizacion, entonces P* = P y esto en general no ocurrird.

Resulta obvio que el procedimiento de optimizacién utilizado se complica
exponencialmente con el nimero de pasos. Vamos a considerar dos métodos
para resolver el problema. En el ejemplo anterior hemos simplificado el problema
llevando a cabo una ”maximizacién iterativa”, basandonos en el hecho evidente
de que:

max F(¢1, , = max(max(max F'(¢1, ; ,
D1,P28,024 (¢1 P2 ¢24) o1 (¢28 ( baa ((bl P2s ¢24)))

esta es la idea que subyace en el "método de de programacién dindmica”.

2.1 Programacion dinamica
Definamos paran =0,1,2,...., N — 1
Un(y) = max{E(u(Vn(9))|Fn), ¢ € AV}

donde AY son las carteras autofinanciadas construidas a partir del instante n
y cuyo valor en n es y.Definimos Un(y) = u(y). Se le suele llamar ”proceso
valor éptimo”. Notemos que puesto que el valor de toda cartera autofinanciada

depende de su valor inicial y de ((¢L, @2, ..., 92))o<n<n, Sucesién previsible:

N
V(@) = 1+ (e + 3 0i088)

tendremos que

Un(y) = max{E(u(Vn (9))|Fn), (85,83, - #F))nr1<j<n previsible, Vi, = y}
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Proposicién 2.1.1 (?Ecuacién funcional de programacién dindmica”)

Un(y) = max A{E(Upi1(Vag1(0)1Fn), Vi = y}
¢ Fp-medible
_ ntt, Y N
9 fir—lg)e(dibleE(Un—H((l +r) ((1 +r)n + ¢+ ASn11))[Fn)

Demostracién. Por definicién, Uy (y) = u(y), y por tanto

Un—1(y) = max{ E(u(Viy (8))|Fx—1), (9}, 62, e, 61)) s previsible, Va1 = y}
= max{ B(Ux (Vi (9))|Fn-1), (8}, 62, .., 1)) previsible, Viy_1 =y}

Ademas,
y N
. N . Q L. ~.
Unly) =, zmax,,, Blu(@+7) ((1 + )" O At Z #i - AS)IFn)
(cpj) previsible j=n+2
y N
= E 14+ -AS,, E AS )| Fn
6 Fooa ible, ((¢j)ri)llrae§isible (u((1 +7) ((1 +r)n o e j=nt2 & ) ))

—  max (( Jma BEGA+r)(—L— + ¢ A8 + Zsoj-ASj))|fn+1)fn))

¢ Fp-medible, previsible (1 + T)n J=nt2

=  max (E(( ‘)max E(u((1+r)N( f +¢-ASpp1 + Zgoj-Aéjman)fn))

¢ Fpn-medible, previsible (I+m)m j=nt2

_ n+1 Y . a
= s B (1) (s + 6 A ).

En la cuarta igualdad utilizamos el hecho de que si Z es una variable aleatoria
que depende de (¢;)

E(Z((pi)|Fn) = E(  max  Z((¢;))|Fn),

max
(v;) previsible (¢5) previsible
en efecto, para toda (y;) previsible

E(  max  Z((;)[Fn) = E(Z((¢5))Fn)

(¢5) previsible
de manera que

E(  max  Z((;)|Fn) = max  E(Z((¢;))|Fn)-

(¢;) previsible (¢5) previsible
Sea (1;) previsible para la cual

E(  max  Z((;)|Fn) = E(Z((43))1Fn),

(¢5) previsible
obviamente

E(  max  Z((g;)|Fn) = E(Z(($3)|Fn) < max  E(Z((¢;))|Fn)

(¢;) previsible (¢5) previsible
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[

El método consiste entonces en utilizar este propiedad para resolver el prob-
lema de manera recursiva, calculando Uy _1, de aqui Uy _2, etc. Una ventaja del
método es que obtenemos de golpe una solucién para todos los posibles valores
de la riqueza inicial y.

Ejemplo 2.1.1 Consideremos el ejemplo anterior,
Ui(y) = rgaxE(l — e—(y+¢zsA52)|Sl =8), 55 =8
28

Ui(y) = rgaxE(l — e WHelS2) |G — 4) 5 8y = 4.
24

Como
E (1 _ 6*(y+¢2sA52)‘51 = 8)
-1 1 (e—(y+¢2s) + e—(y—2¢2s)>
2
E (1 _ 6*(y+¢24AS2)‘51 = 4)
=1= 1 (e—(y—¢24) 4 e—(y+2¢24))
2
con lo que el mdximo se obtiene para
10) 11 2, ¢ 11 2
=—-1o = —log 2.
28 3 g 2, P24 3 g
Entonces, independientemente del valor de Sy,
—1_ 392/3,—y
U1 (y) =1 22 & .
Ahora

3
Uo(y) = H(lbaxE(l - 522/i’>e—(y+d>1Asl)))
1

= max(l — 222/3671/(673(#1 + e1))

é1

de donde el valor mdximo se alzanza para

1
o1 = Zlog3

2.2 Meétodo de martingala

Para poder aplicar el método se requiere que el mercado sea completo. Dada
una riqueza inicial x,denotemos V, el conjunto de variables aleatorias que se
pueden replicar con una riqueza inicial x. El método consiste en descomponer
el problema en dos pasos:
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1. Encontramos primero la riqueza éptima, Y, esto es

E(u(Y)) = max E(u(Y)).

2. Buscamos la cartera autofinanciada ¢ que replique Y.

Como el mercado es completo Y € V, equivale a

Ep- ((H-Yr)N) =z,

Y
Sr/neaé E(u(Y)) = m}z}x{u(Y), Ep« ((1+7")N) =z}

por tanto

Se trata por tanto de un méaximo con restricciones y podemos aplicar el método
de multiplicadores de lagrange para resoverlo. El lagrangiano de nuestro prob-

lema sers:
F(Y,\) = E(u(Y)) — A <Ep* (Y> - a:) .

(1+m¥N
Ahora bien
YL
F(Y,\)=F Y)- A ——= —
= (0 - (e - )
donde L = dd%. Podemos ahora tratar de maximizar u(Y) — A <ﬁ - x) lo

que nos conduce a las condiciones de extremo

AL
14N

= ()

esto es, denotando I la funcién inversa de u’,

u(Y) =

AL
V=1
_ (M)t
x—E(mmN |

La segunda ecuacion permite eliminar A y obtener Y de la primera ecuacién
substituyendo el valor de A encontrado. Asi obtenemos la riqueza éptima (de-
spués de comprobar que se trata de un maximo) y después se buscaria la cartera
que replica dicha riqueza 6ptima y que sabemos que existe ya que el mercado
es completo.
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Ejemplo 2.2.1 Si consideramos la utilidad logaritmica u(z) = logx, tenemos

u'(z) =1 conlo que I(y) = % y

(147N

Y =
AL

la condicion sobre A nos da A = % con lo que la riqueza optima correspondiente
a una riqueza inicial x viene dada por

Ejemplo 2.2.2 Si u(x) = %7 tenemos u'(z) = 2771 e I(y) = y7-1 por tanto

la condicion sobre X da

de manera que

con lo que

Ejemplo 2.2.3 Siu(z)=1—e % o/ (x) = e *,I(y) = —logy. Por tanto

La condicion sobre X\ nos da
(a+n™
Y i vt
(1+r)N ’

= 2(1+7r)N + E(LlogL)

por tanto

con lo que
Y =z(1+7r)N —logL + E(Llog L)
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Ejemplo 2.2.4 Si continuamos con el ejemplo anterior, ya vimos en el ejerci-
cio (1.2.3), que el mercado era completo ya que tenemos una Unica probabilidad
neutral, P* tal que pt = 1/4,p5 =2/3 y pi = 1/3, en el esquema de evolucion:

9
8"
N1 ps
s b
50 6
P3
4\1_p§
3

Escribamos w1 la trayectoria 7589”7, wy la trayectoria ”586”,ws la trayectoria
"546” y wy la trayectoria 75437 . Entonces

P*(wy) 2 P*(w2) 1
I — — 2L — =
W)=y ~3 M) =P, T3
P*(ws) P (wy)
L(ws) = =1,L(ws) = = 2.
(ws) P(ws) () P(ws)
Por otro lado u(z) =1 —e® e I(x) = —logax con lo que la riqueza dptima

viene dada por
Y = —log(AL) = —log A —log L con Ep«(Y) ==

de manera que
Y=xz—-logL— E(LlogL)

esto es
2
Y(wy) =z —log 3 E(LlogL)

1
Y(we) =z —log 3 E(LlogL)

Y(ws) =2z — E(Llog L)
Y(ws) =2z —log2 — E(Llog L)

ahora tenemos que hallar la cartera que replica esta riqueza ("payoff”). En-
tonces, utilizando la misma notacion que antes

P + P28 Sa(w1) =Y (wr)
P95 + B2852(w2) = Y (wo)

con lo que
Y(wi) —Y(w 1
(w1) (w2) log 2,

¢28 - Sg(wl) — SQ(UJQ) 3
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andlogamente

Y(wg) — Y(u.)4) 1
—— Y = —log2.
Sg(wg,) — Sg(w4) 3 &

Ahora, la cartera en n = 1 vale

P24 =

Vi(w1) = Vi(wa) = Y(w1) — ¢as(S2(w1) — S1(w1))

2 1

Vi(ws) = Vi(ws) = Y(w3) — ¢ag(S2(w3) — S1(ws))

2
:x—Ep*(L)—glogZ,

finalmente
Vilwy) — Vi(w 1
1( 1) 1( 3) log 3

¢1 - Sl(wl) — Sg(wg) 4

Observacion 2.2.1 El método de martingala también se puede derivar de la
proposicion (2.0.19). Supongamos que el modelo es completo y sea P* la prob-
abilidad neutral, entonces tenemos

P (w) _ w'(Vn(9)(w)
Plw)  E@W(Vn(9))

donde Vn(9) es la rigueza terminal dptima correspondiente a la estrategia dptima
¢. Por tanto

Vv () = HE V(o) )
con E(u'(Vn(9))) tal que
Vn(®) |
Ep- (m) =z

2.2.1 Optimizacion de carteras en el modelo de Cox-Ross-
Rubinstein (CRR).

Consideremos la utilidad logaritmica en el modelo CRR siguiente:

n=20 n=1 n=2...
v(1+0)
r(1+0)
. s(1+0)1+a)

x(1+ a)<j7p

z(1+ a)? <ip
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Sabemos que la probabilidad neutral corresponde a tomar en cada paso una
probalidad p*, en lugar de p, dada por

r—a
b—a’

*

p:

de esta manera

* #\ Un(w) N\ V-Un(w)
P 1-—
w58 ()" ()
P(w) p 1—p
donde Uy representa el numero total de subidas en la trayectoria hasta el in-
stante V. Entonces la riqueza 6ptima vendra dada por

v = i <p>UN < 1_p>NUN

L * 1—p*

Ahora queremos encontrar la cartera autofinanciada cuyo valor final Vy =Y.
Tenemos que (con la notacién habitual)

N Sn_i(b—a)

y con lo que

Vu_vd
1 N N
Sy_q=-N_N
¢N N-—-1 b—a
_ x(1+T)N ﬁ Un-1 1_p N—-1-Un-1 ﬁ_ l_p
I—p

- .%‘(1—|—T)N (p)UNl( )N—I—UNI p—p*
b—a \p* 1—p p*(1—=p*)

Por otro la cartera que replica Y en N — 1 vale

Y
1 +7‘|}—N71)

Un_1 N—-1-Un_1
1 (D 1-p D 1-p
e (B) O (55) (i)
( ) p* 1—p* p* 1—29*( )
1

Un-—1 . N—-1-Un-1
o (2) (122)
D 1-p

de manera que

VN1 = Ep«(

onSv-1  (1+7)(p—p*)
Vo1 pr(l—p*)(b—a)
Esta cantidad corresponde a la fraccién de riqueza invertida en el activo con
riesgo y que como se ve no depende de IV, un argumento de inducciéon permite
demostrar que

PNSN-1 _ $n_15N-2 _ $150
VN-1 V-2 z
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2.3 Consumo 6ptimo

Un proceso de consumo lo definiremos como un proceso adaptado no negativo
C' = (Ci)o<i<n- Un plan de consumo-inversién consistird en un par (C, ¢) donde
C es un proceso de consumo y ¢ una estrategia de inversion autofinanciada.
Supondremos una funcién de utilidad v que medira la utilidad del consumo.
A partir de una riqueza inicial v, un plan de consumo-inversién se dird que es
autofinanciado si no se anade o extrae dinero de la cartera, excepto lo que se
consume. Como siempre escribiremos

entonces si la estrategia es autofinanciada

¢nSn:Cn+¢n+lsn

esto es
Vn+1 - Vn = ¢n+1 . n+1 ¢n *9on
= ¢n+1 : Sn-i—l - ¢n+1 : Sn - On
= ¢n+1 . (Sn+1 - Sn) - Cn
= (anrl . ASnJrl - C’I’H
y por tanto

N N-1
Vn=v+Y ¢n-AS, =Y Cp
n=0

n=1

analogamente, con la notacién habitual para los valores actualizados, tenemos
que

Finalmente
N N-1
:V+E On - AS, — E Ch.
n=1 n=0
Diremos que una estrategia de consumo consumo-inversién (C ¢) es admisible,

escribiremos (C,¢) € A, si es autofinanciada y Cny < V. El problema de
consumo éptimo es resolver:

max FE( a™u(Ch)
(C,p)eA
Vo=v

donde 0 < o < 1 (permite controlar la dependencia de la funcién de utilidad
con respecto al tiempo).
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Proposicién 2.3.1 Si (Cp)o<n<n €s un proceso de consumo optimo entonces
la probabilidad

u'(Cn)

P = Fwien)

Prw)

es una probabilidad neutral

Demostracion. Notemos en primer lugar que

N
(CdyeA E(z_%o‘n“(c”))
Vo=v n=
N-1 5
= éneaﬁE(u(V — ¢150) + nz::l a"u((1+7)"(¢n — dnt1) - Sn)
+au((1+7)on - Sn))
= max F(¢)

Entonces siguiendo la misma linea argumental que en la proposicién (2.0.19), s
consideramos las estrategias admisibles definidas por ((¢2, $?, . ,d)n))(y)0<n< N
que coinciden con ((¢%, ¢L, ..., #%))o<n<n salvo que en el periodo (n — 1,n] en

el activo con riesgo i-ésimo

On(y) = &y, +yo
donde y € Ry 6 es F,,_1-medible, la funciéon
9(y) = F(d(y))
tiene un méaximo en y = 0. Si derivamos en y = 0 obtenemos
BO(a™(1+ )"/ (Cn)SE — a™ M1+ 7)" '/ (Cre1)Si_y)) =0,
como esto ocurre para cualquier 6, F,_;-medible, resultard que
E(a"(1+7)"d(Cp) Sy |Famr) = @ ML+ )" 1 (Cum1) S5, 1),

con lo que (a™u/(C,)S)o

<n<N €s una martingala, en particular si tomamos
i = 0 resultard que (a™u'(Cp)(1+

r)™) es una martingala. Si aplicamos ahora
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la formula de Bayes (1.8)

E(S,EW (Cn)|Fn)|Fn1)
E(u'(Cn)|Fn-1)
_ B(SLE(aN(1+7)Nu (CN)|Fn) | Fr1)
N E( N1+ )N/ (CN)|Fn-1)
_ E(S,a"(1+ 1)/ (Cn)[Fa-1)
a1 (14 r)n 1/ (Choq)
_ E(Si o™ (Cp)|Fn-1)
a1 4+ r)» =1/ (Croq)
S0 (Cr1)
a1+ )/ (Choy)

Ep- (‘g:zl}—n—l) =

i
- Mn-—1

Vamos a resolver el problema de optimizaciéon por los métodos habituales.

2.3.1 Meétodo de programacién dinamica en el problema
de consumo 6ptimo

Definamos

N
= max {E(Z Ozjinu(Cj”}—n), C, > 0 F,,-medible, (Cj, ¢j)n+1§j§N e AV, = y}

para n =0,1,..., N Notemos que para Unx(y) = u(y), ya que a mayor consumo
mayor utilidad.

Proposiciéon 2.3.2 Paran=0,1,... N —1

Un(y) = max(u(Co) + 0B Wi (147 (s 46+ A8 = Gu)IF)
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Demostracién. Suponemos (Cj,¢;)nt1<j<n € Ay que Cp, > 0 Fp-

medible,
N
Un(y) = max E a7 u(CH) | Fp
) (Cj:9i)nt1<i<nN (Z ( ]>| )
Cn,\Vn=y J=n
N
= max Eu(Cy) +« Z o u(CH) | F)
(Cj7¢j)n+1SjSN . 1
Cn7‘/n=y J=n+
N
= max max Eu(C,) + « oI L(CH|F
CrnsPnt1 (Cj,¢5)ny2<i<nN ( ( ) _Z: ( J)‘ )
n= Cn+1 Jj=n+1
N
= max |u(C,)+« max E oI L(CH|F
cax | Gt max | B(D (C)IFn)
Vo=y Chi1 J=n+
N
= max U(Cn) ta max E(E( Z ajinilu(cj)‘fn-‘rlﬂfn)
Chn,bnt1 (Cj,05)nt2<j<n =
Va=y [ Jj=n+
N
= max |u(C,)+aF max E " (CH | Fn Fn
Cn 1 ( ) (~ Cnt1,(Cjs9j)nta<isn ( (:;4—1 ( j)| +1))| )
Vn=y Vant1=11707 +Pnt1-ASn11—Ch J
= max (u(Cyp)+aEUns((1+ T)HH(L + Gni1 - ASpi1 — Cn))|Fn)
Crn,bnt1 (1 + T)n
Va=y
[

Ejemplo 2.3.1 Continuando con el ejemplo anterior y la utilidad logaritmica

tendremos

Ur(y) (S1=8) =

max (log(clg) + aE(UQ(y + ¢28ASQ — 618)|Sl = 8))

cis, P28

max (log(cig) + aE(log(y + ¢28A52 — c18)|S1 = 8))

c1s,p28

a «
max (log(cis) + 3 log(y + ¢28 — c18) + 3 log(y — 2¢28 — c13)),

cis, P28

las condiciones de extremo nos llevan a

1 « ( 1 1 >
+ =0
c1g 2 \y+dow—cig  Y—2¢w—cig

1 2

_ —0
Y+ s —cig Y —2¢28 —Cig
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de lo que resulta

0= Tt a) j‘_yayclg = (2.2)
Por tanto
Ui(y) (51 =8)=(1+a)logy —log(l+ a) + alog37a — log 2,
21+a) 2
andlogamente obtendriamos
ay
G2y = m,cm = 1+a
y por tanto
Ui(y) (S1=4) = (1+a)logy —log(l + o) + alog37a . log 2,
214+ «a) 2

de manera que en este caso no depende del valor de Si.Usando otra vez la
ecuacion de programacion dindmica, tenemos:

Uo(y) = rcﬂgx(log(c) +aBE(Ui(y + $1A51 — ¢)))

»P1

1
mzx(log(c) + a(l+a) log(y + 3¢1 —¢)
C,P1
a(l +a
+ 2y — 61— 0) - )
con K =log(l+ a) — alog % + $log2, de donde resulta
y a(l+ oy

. 1+a+a2’¢1:3(1+a+a2)'

Notemos que para calcular ¢og, ¢o24 Yy los consumos optimos en el intante 1, cysg,
c14, en términos de la riqueza inicial y, tenemos primero que calcular la riqueza
enl, si S =8:

a(l+ a)y Y

Vig = 301 —c= —
18 =y 301 —c y+1—|—a—|—a2 1+a+a?

~ 20(1+a)y
14 a+a?
y substituir en (2.2 ), con lo que
s o’y 2ay
= - C =
> 20+a+a2) " 1+a+a?

Si S1 = 4, tendriamos la riqueza en 1:

Cb—e=y— ol+a)y y
oo —Y (1+a+a?) 1+a+a?
2a(1 4+ a)y

31+ a+a?)’
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con lo que
o’y 2ay
c14 = .
6(1+a+a2) ™ 3(1+a+a?
Por dltimo el consumo optimo en el instante final vendrd dado por la Tiqueza en
ese instante, de manera que si, por ejemplo So =9, el consumo optimo valdrd

P21 =

Vig + ¢2s — c18

20(1 + )y a?y 20y
T 14+a+a? 20+a+a?) l4+a+a?
_ 3a2y
214+ a+a?)

Sin embargo estas expresiones no son interesantes en la prdctica, con la expre-
siones (2.2 ) ya tenemos suficiente.

Observacion 2.3.1 FEl problema de optimizacion se complica extraordinaria-
mente si consideramos funciones de utilidad que no verifiquen u'(0) = oo ya
que entonces no queda garantizado que en la solucion éptima se cumpla que el
CONSUMO €S Un Proceso positivo.

2.3.2 Meétodo de martingala en el problema de consumo
optimo

En este caso para poder aplicar el método necesitamos que el modelo sea com-

pleto.

Definicién 2.3.1 Diremos que un proceso de consumo C es replicable si existe
¢ autofinanciada (con los consumos Cy,Cs,..Cn—1) tal que Viy = Cy. Se dird
que ¢ replica C.

Proposicion 2.3.3 En un mercado completo todo proceso de consumo C' es
replicable.

Demostracién. Sea (C;)o<;<n un proceso de consumo. Una manera de
garantizar el proceso de consumo es pedir al banco, en los instantes 0, 1,2, ..., N,
las cantidades Cjy, C1, ..., Cy para consumo y luego restituirlo al final pagando

Col+rN +C1(1+rN "4 +Cn

para ello habrd que generar este payoff y esto se podrd hacer si tenemos una
cantidad inicial v tal que

Col+r)N +C1(1+rN"1+ ... +Cp
(1+r)N

Ep*( ):l/

0 equivalentemente ~ _
EP*(CO + Cl + ...+ CN) = V.
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Sea ( L2 ,d)d)K <N la estrategia correspondiente. Tendremos

n
Ep*(CO + C’l + ...+ ON|fn) =v+ ZQZSL . ASZ
i=0
y este seria el valor de la cartera autofinanciada si no hubiera consumo. Si a

esta cartera se le quitan los consumos descontados hasta n, tendremos el valor
de la cartera autofinanciada con consumo:

n n—1
:V+Z¢1A‘§1*Z ~z
i=0 =0

Observacion 2.3.2 Notemos que justo depués de instante i-ésimo el valor de
la cartera disminuye en C;. A partir de la estrategia autofinanciada sin consumo
que replica Co(1+7)N +C1(1+7)N =1+ ..+ Cy, se puede obtener la estrategia
autofinanciada con consumo simplemente quitando de la cuenta bancaria las
cantidades Cy,C1,...,Cn en los instantes correspondientes.

Tenemos asi que el problema de consumo 6ptimo es equivalente a

N
Cn}ﬁa}e(A{ Zo‘u EP*; n }

por tanto el lagrangiano correspondlente es

N
E(Z a™u(Cr)) — A(Ep«(
n=0

Mz

ahora bien

N ~ N ~ N B
Ep-(3_Cn) =Y Ep-(Co) = E(CyL)
n=0

n;O ) n=0 N
=Y B(CoE(L|IF,)) = > E(CaN,)
n=0 n=0

con N, := (1+r) "E(L|F,). Por tanto

E(Z a™u(Cp)) — M(Ep~ (Z C,) —v)
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Las condiciones de primer orden nos conducen a

a™u'(Cp) = AN,,0<n <N

N
E(Y  CuN,) =v
n=0

con lo que
Cn = I()‘N"), <n<N
an
N
AN,
v=E()_I( )N»)

Ejemplo 2.3.2 Si tomamos u(x) = log(c) tenemos I(y) = 1/y, con lo que

n

Cp=-2_0<n<N

AN,
Noon | N
=F —N,) =~ "
v=EQ_ sy =3«
n=0 n=0
de manera que
_ av
" N, Zﬁrzo am

Ejemplo 2.3.3 Si continuamos con el ejemplo (2.0.7) teniamos

n=0 n=1 n=2

9
1/2(2/3)
-
8 <
1/2(1/3)
1/2(1/4)
5 < 6
1/2(3/4)
1/2(1/3)
4 <
1/2(2/3)
3

con lo que los valores de N; (con r = 0) vienen dados por

P*
Ny = E(L|F;) = E(?‘}—i)
P*
- 12(‘}57‘JF;),
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Yy en nuestro caso

No=1,
12 11
129 113 4
wis=o =41+ 413
22 22
31 32
81y 327 3
NS =4)=43_+43_=°C
352 332 2
Ny = L.

Entonces, si usamos la utilidad logaritmica,

a’v

(B:Lu+a+ﬁ)

para hallar la estrategia optima tenemos ahora que replicar Cy, esto es hallar
por ejemplo ¢9g, g tales que

2

2
a‘y 3 a‘v
P35 + 9Pos = 13 =91 2
H1+a+a?) Tata
22
2 2
a‘y 3oy
¢(2)8 + 6028 = 17 = 2
H(lt+ata2) ltata
22
con lo que
s = a’v
T+ a+a?)
andlogamente obtendriamos
2
a‘y
92 = 2(1+a+a?)

El consumo en 1 viene dado por

av
Ni(S1=8)(1+ a+a?)

C1g8 — Cl (Sl :8) =

_ 2av
1+ a+a?’

av

=G =)= F = hi et a)

2av
31+ a+a?)’
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De esta manera el valor de cartera en 1 vendrd dado por

3 o o’y
Vis = ¢35 + 8 ==
18 = st 80 s = oo e F 21+ a+ a?)
n 2av
14+ a+a?)
_ 2a(l+a)v
14 a+a?’
y andlogamente
20(1 + a)v
Via = FYZ T
3(14+a+a?)

Por dltimo habria que replicar Vi i esto nos conduce a

2a(1 + a)v
0
8p= ————
¢ +80 l1+a+a?
2a(1 4+ a)v
0
4 = ——— -
¢ a9 314+ a+a?)’
con lo que
6= a(l+a)y
31+ a+a?)’
el consumo en el instante inicial es
v
Co= ———
T 1 rata?

de manera que el valor de la cartera en el instante inicial serd

2a(1 4+ a)v a(l+a)v
0
5¢+ Co =
¢+ 50+ Co 31+a+a?) 3(1+a+a?)
v
+1—|—a+oz2
=v

como tenia que ocurrir.

2.3.3 Utilidad maxima para el consumo y la riqueza ter-
minal

Se trata de méximizar

N
E "ue(C)y Nu,(Vy = C
(CS}S}G{A (;aU( )+ aVu, (Vy — C))
=V

donde u. y u, son funciones de utilidad en principio distintas.
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Método de programacién dinamica

Definimos como siempre el proceso ”valor éptimo”
N .
Un(y) = max{ B> o/ "u(Cy) + o up(Viy = Cn)[Fn), Cr > 0 Fp-medible, (Cj, ¢;)ns1<j<n € A,
j=n

entonces tendremos que

Yy — + ¢ - ASH-H - én))u:”))

Un(y) = Hé%f((“c(c) + aE(Uns1((1+ T)nﬂ(m

paran =0,1,..., N — 1, pero ahora Un(y) # u.(y), de hecho

Un(y) = max(uc(c) + up(y = ¢)).

c

Método de martingala
Suponemos que el mercado es completo. Se trata ahora de replicar un proceso de
consumo Cy, Cq, ...,Cy_1 y al final disponer de una riqueza V. Esto se puede
conseguir replicando el ”payoft”

Col+ )N +C1(1+r)N "+ +Cnvoa(1+7) + Vi
pero para esto se necesitard una riqueza inicial

v=Ep-(Co+Cy + .. + Cn_1 + Vi)

por tanto el Lagrangiano correspondiente serd

N N—-1
E() a"ue(Cn) + aNuy(Vy = Cn) = M D CuNyy + Vv Ny — 1)),
n=0 n=0

y las condiciones de primer orden

a"u,(Cp) =AN,,0<n <N -1
aMNul(Cy) = o™l (Vy — Cy)
ozNu;(VN — CN) = )\NN
N-1

v=E()_ CnN,+VyNy).

n=0
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2.4 Optimizacién en el modelo de Black-Scholes

El modelo de Black-Scholes, consiste en un mercado con dos activos. Un activo
sin riesgo, S° que evoluciona como:

ds? =rSPdt, t>0
donde 7 es una constante no negativa, esto es, suponiendo S = 1,
Sy =e" t>0
y un activo con riesgo S que evoluciona como
dS; = S; (udt + odB;) t>0

donde (B;) es un movimiento browniano, esto es:

2
Sy = So exp{ut — %t + 0By}

Si suponemos un proceso de inversién-consumo (¢, ¢) y una riqueza inicial

tendremos
t t t
Vi =$+/ ¢2d5’?+/ ¢id5t—/ csds.
0 0 0

En términos de los parametros del sistema

AV; = ¢dre"tdt + ¢S, (pdt + 0dB,) — c,dt
= r(V, — 6LS)dt + ¢LS; (udt + 0dBy) — cpdt
= (rVi — c)dt + ¢} Sy — r)dt + ¢S, d B,
= (rV; — ¢)dt + m(p — r)dt + mod By

donde 7y := ¢} S; es la cantidad invertida en el activo con riesgo.

Un caso particular

Consideremos el caso en que queremos maximizar la utilidad terminal y que
usamos la utilidad logaritmica. En este caso ¢; = 0,0 <t < T. En este caso

dV; = rVidt + 7 (pp — r)dt + mod By
=V {(r+0;(u—r))dt + 0,0d By}

donde 6; := 7{,—2, es decir la fraccién de riqueza invertida en el activo con riesgo.
Supongamos que utilizamos la utilidad logaritmica, de manera que queremos
resolver

max E(log(Vr)).
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Tenemos

dV; 160252V 2
dlog(Vy) = - — 5 -t

de
Vi 2 2

= T+0t n—r —1020'2 dt—l—@tadBt,
9 t

de manera que
T T
E(log(Vr)) =log(Vo) + E / (r+0s(u—r)— =0%0%)ds | + E(/ 0;0dBy).
0 0
Entonces si asumimos que fOT E(6?)dt < co. Tendremos que

r 1
E(log(Vy)) = log(Vy) + E </0 (r+0s(u—r)— 29?02)ds>

y obtendremos un méximo si
w—r
0r = —5—.
g

2.4.1 Meétodo de programaciéon dinamica. Ecuacién de
HJB.

Vamos a extender la nocién de funcién de utilidad

Definicién 2.4.1 Una funcion de utilidad U : [0,00) x (0,00) — R es una
aplicacién C%1tal que

1. U(t,-) es estrictamente creciente y estrictamente céncava
2. la derivada U'(t,c) = (0/0c)U(t, ¢) es tal que para todo ¢t > 0

lim U'(t,c) =0

c—00

lim U'(t,c) = o0

c—0t

Notemos que U’(t,c¢) es estrictamente decreciente en ¢ de manera que ten-
emos una funcién inversa I(¢,¢) tal que

I(t,U'(t,c)) =c=U'(t,1(t,c))

para todo ¢ € (0, 00).
Quremos resolver

T
max E(/ F(t,c)dt + G(Vr))
c, 0

V()ZZL’
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donde F'y G son funciones de utilidad (esta ultima independiente de t) y ¢; > 0,
para todo t > 0. Definamos el proceso valor 6ptimo

H(t,x)_maxE/ F(t, cs)ds + G(Vr)|F),
Vi=zx

vamos a considerar inicamente estrategias markovianas 6, = 0(t, V;), donde

AV, = Vi{(r + 04(p — r))dt + 6,0dB,} — c;dt.

T
H(t,z) = sup E(/ F(s,cs)ds + G(Vr))
c,0 t
Vi=zx

T
= s B / F(s,c)ds+ | Fs,co)ds + GVR)F))
t+h
Vt:m

t+h T
sup (E(/ Fls, co)ds|Fy) + E(/ F(s, c5)ds + GVD) | Foon) | F2)
c,0 t t+h

Vi=x

t+h
sup (E(/ F(s,cs)ds|Fy) + H(t+ h, Vign)|Fe)
c,0 t

Vi=zx

Si suponemos que H (t,x) es C12 para poder aplicar la férmula de It6 tendremos

t+h 8H 182
H(t+ h, Vi) = H(t, Vi) + / (O 4 L TV
t

t+haH
—d
+/t v,

tth 9H 10°H
—H“vm”/t (55 T 32022

2026%)ds

t+h OH
+/ 8—dVS (suponemos que V; = )
t x

h oH  OH LPH o0
_H(t,x)—i—/t (E—&—a—( S(r+95(u—r))—cs)+§ax2 2020°)ds
t+h
+/ 8HV9 odB;.
t 8

Asumiendo ahora que fOT E(%—IZV;GSPdt < 00, 0 bien localizando el proceso,
tendremos

E(H(t +h, Vien)|F) = H(t, )

tth 9H OH 10°H
HB([ (G GVl 0= ) —e) + 35

§ 9302)d5|.7-}).
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Tenemos entonces que para todo h > 0

t+h OH OH 10°H
— sup E F(5,¢5) + o + o (Va(r + 0s(u — 7)) — - 2030%)d
0= s B[ (Flosen) 0 G Al 0 =) =) g V2017

Vi=x

h OH 1PH 5,5 o
= E(/t (5 T+ s;;o (F(s, ) + 5 (Valr + 0s(u = 1)) = c2) + 5 55 Vo0,07))ds| Ft)

Vi=x

como esto ocurre para todo h > 0, si el integrando es continuo, dividiendo por
h y tendiendo el limite a cero (asumiendo que podemos intercambiar el limite y
la esperanza) tendremos la ecuacién para H(t,x) :

OH OH 10°H
E‘FSUP(F(@Ct)+87($(r+9t(ﬂ_7’))_ct)+§ 922

226%0?) = 0.(Hamilton-Jacobi-Bellman)
ct,0¢

con la condicién de contorno H(T,z) = G(z).

Ejemplo 2.4.1 Si consideramos el problema del consumo y riqueza terminal
optimos la ecuacion de HJB correspondiente serd:

oH OH 19°H
- TS (F(t,0) + ——(2(r +0(p —r) =) + 5

202 2\ __
5 s o s i 0P0Y) =0, (23)

primero resolvemos el problema de optimizacion estdtico

1 0*°H
2 Ox2

sup(F(t,c) + %—ij(x(r +O0(p—r1))—c)+ x20202),

que nos da como solucion

oOH oOH
Fl(t,¢) = =— = ¢é¢=1I(t,—
(t6)= 5 = =1t 5 )

OH
f__ oz =T

Si tomamos como funciénes de utilidad F(t,x) = e ®'logz y G(z) = logz
resultard

é= (2.4)

f—__0a HZT (2.5)

En vista de las caracteristicas del problema podemos intentar una solucion de
la forma
H(t,xz) = a(t)logz + b(t),
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donde, por la condicion de contorno,
a(T)=1,b(T) =0,

tendriamos entonces, substituyendo en (2.4,2.5 )

s &
‘T
~ /J, — 7T
0= ot
astmismo
oH . .
e a(t) logx + b(t)
OH _ alt)
dr =
H __alt)
ox2 a2’

Teniendo en cuenta todo esto la ecuacion (2.3) queda de la forma
et

a(t)

Esto da condiciones para a(t) y b(t). En particular

x4 a(t)(r+ Lip=r)” _;)2) —e %t =0

0= a(t)logz 4 b(t) + et log 5
o

a(t) = —e=%
con lo que
—ot —oT
e % —e
a(t) =1
()=1+"—
Por tanto los consumos y estrategias optimas vienen dados por
66—&
=35 T ot — efaTVt
—-r
6="L

o2

2.4.2 Meétodo de martingala

Proposicion 2.4.1 Sea £ > 0 una variable aleatoria positiva Fp-medible. Y
sea (cs)o<s<T un proceso adaptado positivo, esto es un proceso de consumo.
Supongamos que

T
Ep- (,§+/0 Geds) =z

= T . . . .
y que Eps (€2+f0 ¢2ds) < oo entonces existe una estrategia admisible, con valor
inicial x, que replica el proceso de consumo de manera que la Tiqueza final es €.
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Demostracion. Consideremos la variable Fp-medible £ + fOT cse"T=9)ds >
0. Sabemos que al ser de cuadrado integrable existe una estrategia admisible que
la replica de manera que su valor actualizado en cada instante es

T t
Ep-(¢ +/ Csds|Fy) = +/ qSidSt,
0 0

esta estrategia autofinanciada es la que posibilita el consumo c;ds en cada in-

stante s, de manera que al final habria que devolver al banco fOT cse"T=3)ds.
En realidad la estrategia autofinanciada ”con consumo” coincide con la anterior
en la parte que se invierte en el activo con riesgo, la parte que queda en el
banco difiere, de manera que el valor actualizado de la cartera para la estrategia
autofinanciada con consumo es:

t t T
x —|—/ $LdS, — / ¢sds = Ep= (& +/ Csds|F) (2.6)
0 0 t

]
Consideremos entonces el problema

T
max E(/ F(t,c;)dt + G(Vr)),
C, 0

V():I

le correspondera el lagrangiano

T - T
E(| F(@,c)dt+G(Vr)) — ANEp-(Vp +/ ¢dt) — )

T
= E(/ F(t,c;)dt + G(Vp) — MV Zp + / & Zpdt — x)
0 0

T T
— B / F(t, e)dt + G(Vi) — A(Vi Ny + / o Nydt — ),
0 0

donde Z; = E(%U—}) y Ny = e "Z,,0 < t < T.Las condiciones de primer
orden nos conducen a

F/(t7Ct) = )\Nt
G' (Vi) = ANy

T
E(VTNT +/ CtNtdt) =T
0

Entonces si escribimos [ (¢, ) la funcién inversa de F'(t, z) e Is(x) la funcién
inversa de G'(x), tenemos
Ct = Il (t, /\Nt)
Vi = Iy(ANT)

T
E(IQ()\NT>NT +/ Il(t, )\Nt)Ntdt) =xT.
0
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Ejemplo 2.4.2 Consideremos el ejemplo anterior. En primer lugar

. e
PN,
1
V- -
T )\NT7
con A tal que
1+1/T “Otdt =
N e =ux,
esto es
)\:(5+1—€_6T
ox

Notemos, a partir de (2.6) que

T
W:EP*(VT"—/ ¢sds|Fy)
t

_ E(VTNT —+ j;T CstdS|ft)

Zy
IR RS Vi
Zy
_ 1)z
Z,
esto es
v(t)z
Vv, =
t N,
con

5+€76t —676T
Yt) = ————7—
1+d—ce

de esta manera podemos concluir que

—ot —ot
e e
= = 7‘/
CTAN, T ADrx !
567&

T et _e—oT Vi,

tal como habiamos obtenido. Para calcular la estrategia optima por este método,
necesitamos escribir V; en términos de Sy y para ello explicitar el proceso (Ny).
A partir de (1.10) tenemos que

Zt:E(

dP* r—l 1 /r—p 2
—_ = —B;— = t <t<T
et m - (1) o<
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y como Sy = Spexp{ut — "7275 + 0B}, resulta que

1
exp{—§ (

_ St 0'2 o2 1
= (50 exp{—ut + 2t}) exp{—i ( .

T—p

o2
= 5,77 ae”,

o2

<
|
=
N———
o
~
—

- St 0'2
Ty = <50 exp{—ut + 2t})

Q

<
|
=
N———
o
~
—

para ciertas constantes a y b.Como

Zy
y buscamos ¢ tal que
~ t R t
V}zx—i—/ qs;dss—/ ésds
0 0
resultard que
oV, —re’t por g
1_ 9V _ K bt @ o2
ot = 55 = o e,
Cperet perv
B o2 St o o2 St7
de manera que
1S _p-r
Vi o2

al igual que obteniamos por el otro método.

Ejercicio 2.4.1 Resolver el problema de minimizar

T
E(exp{/ u?dt + X%})
0

St
dX; = (ax 4 ug)dt + odWy,

donde el control u; no tiene restricciones.



Capitulo 3

Modelos de tipo de interés

Los modelos de tipos de interés son usados principalmente para valorar y re-
cubrir bonos y opciones sobre bonos. Senalar que no existe un modelo de refer-
encia como el modelo de Black-Scholes para opciones sobre ”stocks”.

3.1 Modelizacion

3.1.1 La curva de tipos

En los modelos que hemos estudiado los tipos de interés se supusieron con-
stantes. En la practica el interés depende de la fecha de emisién del préstamo
y del final o madurez del mismo.

Alguien que pide prestado un euro en el instante ¢, hasta la madurez T,
tendrd que pagar una cantidad F(¢,T) en el instante T, lo cual equivale a un
tipo medio de tasa de interés continuo R(t,T) dado por la igualdad:

F(t,T) = eT=ORET),

Si suponemos conocidos los tipos de interés (R(t,T))o<t<7, y no hay arbitraje,
se debera cumplir que

F(t,s) = F(t,u)F(u,s),vt <u <s,

y de aqui junto con con la igualdad F(t,t) = 1, se sigue, si F(t,s) es derivable
como funcién de s, que existe una funcién r(t) tal que

F(t,T) = exp (/t r(s)ds) .

F(t,s+h)— F(t,s) = F(t,s)F(s,s +h) — F(t,s)
=F(t,s)(F(s,s+h)—1),

En efecto, sea s >t

93
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F(t,s+h)—F(t,s) F(s,s+h)—F(s,s)
F(t, s)h B h ’
tendiendo h — 0 tendremos

o F(t,s)/0s

= 02F(s,5)/0s :=1(s)

F(t,s)

y de aqui
T
F(t,T) =exp (/ r(s)ds) .
t
Notemos que
1 T
R(t,T) = m ; ’I"(S)dS.

La funcién r(s) se interpreta como un tipo de interés instantdneo, se le suele
llamar ”tipo en corto” (”short rate”).

Planteémoslo al revés. Supongamos que quiero un contrato que me garantize
el cobro de un euro en el instante T'. Tendremos entonces lo que se llaman bonos.
. Cuanto tendré que pagar por el precio de un bono en el instante t?. Para recibir
F(t,T) en el instante T tenemos que pagar ( poner en la cuenta bancaria) la
cantidad de un euro, por tanto habré que pagar 1/F (¢, T).

En la préctica no se conocen los precios de los bonos para los diferentes
instantes, estos van cambiando aleatoriamente con el instante inicial, pero in-
tuitivamente parece que tenga que existir una relacién entre los precios corre-
spondientes a los diferentes instantes iniciales y de madurez. El dnimo de los
modelos de bonos es establecer estas relaciones.

El principal objeto de estudio es lo que llamaremos ”bono sin cupones”
(?zero coupon bond”).

Definicién 3.1.1 Un bono sin cupones con madurez T es un contrato que
garantiza el cobro de un euro en el instante T. Su precio en el instante t lo
escribiremos P(t,T).

El convenio de que el pago en el instante de la madurez sea 1, conocido
como ”valor principal”, es por simplicidad. Los bonos con cupones son los
que van dando ciertas cantidades (cupones) hasta el final del periodo. Todos
estos instrumentos tienen en comin que proporcionan al propietario un flujo
determinista de dinero y por ello se llaman activos de renta fija.

Definicién 3.1.2 La curva de tipos (de un bono sin cupones) es la grdfica cor-
respondiente de la aplicacion

T+— R(t,T)

Hemos visto que si pudieramos anticipar el futuro, o si quiseramos construir
un mercado con los precios de los bonos fijados para los diferentes instantes de
negociaciéon y madurez la condiciéon de ausencia de arbitraje nos conduciria a

P(t,T) = e~ Ji ()ds
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1 T
R(t,T) = Ti—t ; T(S)ds

3.1.2 Curva de tipos para un futuro incierto

Para un falor fijo de ¢, P(¢,T") es una funcién de T cuya gréfica nos da la ”curva
de precios de los bonos en t” o ”la estructura a término” (”term structure”) en
t. Es de esperar que sea una funcién suave. Si fijamos T', p(¢,T) serd un proceso
estocastico. En este contexto, nuestro mercado de bonos va a ser un mercado
con infinitos activos (para cada T tenemos in activo) y lo que nos vamos a
plantear es preguntas como:

e ;qué modelos son razonables para valorar los bonos 7

e ;qué relacién deben tener los precios de los bonos para que no haya arbi-
traje?

e ;podemos derivar precios de los bonos libres de oportunidades de arbitraje
a partir de un modelo de los tipos en corto?

e dado un modelo para un mercado de bonos, ;cémo podemos calcular los
precios de derivados, como por ejemplo opciones de compra europeas de
bonos?

3.1.3 Tipos de interés

Consideremos el siguiente ejemplo. Supongamos que estamos en el instante ¢
y fijamos otros instantes futuros S y T, t < S < T. El propdsito es construir
en el instante ¢ un contrato que nos permita invertir en el instante S un euro y
tener un interés determinista en el periodo [S,T], de modo que obtengamos
una cantidad en 7' determinista. Esto se puede hacer de la siguiente manera:

1. En el instante ¢t vendemos un bono con madurez S. Esto nos proporciona
P(t,S) euros.

2. En el instante ¢ compramos P(t,5)/P(t,T) bonos que maduren en 7.
Notemos que esto implica lo siguiente:

1. En el instante t el coste de la operacién es cero.
2. En el instante .S, tenemos que pagar 1 euro.

3. En el instante T recibimos P(t,S)/P(t,T) euros.

La cantidad que recibimos P(t,S)/P(t,T) se puede indicar mediante tipos
simples o continuos:
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e El interés simple a plazo (LIBOR), L = L(¢;S,T'), que es la solucién de
la ecuacion:

P(t,S)
14+(T—-9S)L =
T =9 =547
es decir es el interés simple que se garantiza para el periodo [S,T] en el

instante t.

e El interés continuo a plazo R = R(¢;5,T), solucién de la ecuacién:

JR(T-5) _ P(t, 5)
P(t,T)

analogamente al caso anterior, es el interés continuo que se garantiza, en
el instante ¢, para el periodo [S,T]. La anotacién en términos de interés
simple es la que se usa en el mercado, mientras que la otra se utiliza en
contextos tedricos.

Por tanto dado el mercado de bonos, podemos definir diferentes tipos de
interés, es decir los precios de los bonos se pueden indicar, presentar o marcar,
de diferentes maneras.

Definicion 3.1.3

1. El tipo a plazo simple para el intervalo [S,T] contratado en t, (LIBOR a
plazo) se define como
P(t,T) — P(t,9)
(T —S)P(t,T)

L(t;8,T) =—

2. Elinterés actual simple ("spot”) para [t,T], LIBOR actual, se define como

P, T)-1
Lit,T)= ——""——
(tT) (T —t)P(t,T)’
es el anterior haciendo S = t.
3. El tipo de interés continuo a plazo contratado en t para [S,T] como

_log P(t,T) —log P(t,5)
T-S8

R(t;S,T) =

4. El tipo de interés continuo actual para [t,T] como

log P(t,T)

R(t,T) = -2 2%

5. El tipo de interés instantdneo a plazo (”forward rate”) con madurez T,
contratado en t como

dlog P(t,T)

= lim R(t;S,T)
T—S
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6. El tipo de interés en corto (”short rate”) o instantdneo en t

r(t) = f(t,t) = jl,u_nn‘ f(t,T)

Notemos que el tipo de interés instantdneo a plazo con madurez T, con-
tratado en t se puede interpretar como el tipo de interés determinista contratado
en ¢ para el periodo infinitesimal [T, T + dT].

Fijado t, cualquier tipo de interés de los definidos anteriormente permite
recuperar los precios de los bonos con cualquier madurez. Entonces modelizar
estos tipos, o sea dar su dindmica en t, es equivalente a modelizar los precios de
los bonos.

Vamos a definir ahora el proceso ”cuenta bancaria” o activo ”sin riesgo”.
Crearemos un escenario aleatorio para los tipos de interés instanténeos r(s). En
concreto consideraremos un espacio de probabilidad dotado de una filtracion
(Q,F, P, (Fi)o<t<r), supondremos que (Fy)o<i<7 es la filtracién natural gener-
ada por un movimiento browniano (Ws),-,<r ¥ que Fr = F. En este contexto
introducimos el activo ”sin” riesgo

SY = exp{/o r(s)ds}

donde (r(t))o<i<T es un proceso adaptado con fot |r(s)|ds < co. En nuestro
mercado tendremos también activos con riesgo, estos seréan los bonos ! (sin
cupones) de madurez menor o igual al horizonte T. Para cada instante u < T
definimos un proceso adaptado (P(t,u))o<i<. satisfaciendo P(¢,t) = 1.
Hagamos ahora la hipétesis:
(H) Existe una probabilidad P* equivalente a P tal que para todo 0 < u <

T, (P(t,u))o<t<u definido por
P(t,u) = e Jor@)ds py y)

es una martingala.
Esta hipdtesis tiene las siguientes interesantes consecuencias.

Proposicion 3.1.1
P(t, U) = EP* <€7 ftu T(S)ds |ft)
Demostracion.

P(t,u) = Ep«(P(u,w)|F;) = Ep- (e~ o 74) Py )| F,)
= Ep (e~ Jo (95| 7).

con lo que eliminando el factor de descuento

P(ta U) = pr (e_ ftu T’(S)d3|ft)
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[
Si escribimos, como siempre, Zp = 0}53 , sabemos que Z; := E( |.7-'t) es

una martingala estrictamente positiva, entonces del hecho de que la ﬁltracmn es
la generada por un movimiento browniano resultard la siguiente representacion:

Proposicién 3.1.2 Eziste un proceso adaptado (q(t))o<i<r tal que, para todo
0<t<T,

7 = exp| / S)dW, — + /O " Pe)ds), e,

Demostracion. Como Z; es una martingala browniana, un argumento
de localizacién (ya que no sabemos si es de cuadrado integrable), nos permite
extender el teorema (1.5.5) y concluir que existe un proceso (H:) satisfaciendo

fOT HZ2dt < oo, c.s., tal que

t
7, = 1+/ H,dW,,
0

ahora como Z; > 0, P c.s., y aplicando la formula de Ito, tendremos

"H
loth:/ —Edw,
0 Zs

H,
75 c.s., W

de manera que ¢(s) =

Corolario 3.1.1 FEl precio en el instante t de un bono (sin cupones) con madurez
u < T wviene dado por

]g(t7 u) _ E(B_ JEr(s)ds+ [ q(s)dWs—13 [ ¢*(s)ds |«7:t)
Demostracion.

E(e” S r(9)ds 7 | F,)
Zy

:E(e JEr(s) ds |ft)

Ep- (6_ N r(s)dsu:t) _

_ E(e_ I r(()ds+ft q(s)dW,—1 f* q2(s)ds|.7:t).

]
La siguiente proposiciéon da una interpretacién econémica del proceso q.

Proposicién 3.1.3 Para cada madurez u, existe un proceso adaptado (3 )o<i<y
tal que, para todo 0 <t < u,

dP(t,u)

Bl — 10— ota(()dt + oy di,
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Demostracion. Como (P(t,u)) es una martingala bajo P* resultara que

(P(t,u)Zt) lo es bajo P, ademads es estrictamente positiva y argumentando

como antes tendremos que
P(t,u)Z; = P(0,u)els 0 dWa=3 5 (0)"ds

para cierto proceso adaptado (6Y),<,<, » de manera que

P(t,u) = P(0,u eXp{/ ds+/ (6% — q(s))dW,

1 u
5 [ - ey

de manera que, aplicando la férmula de It6,

(8 — (1))

%(9“ — q(t))%dt

= (r(t) + ¢*(t) — Opq(t))dt
0 g

y el resultado se sigue tomando o} = 6} —¢(t). m

Observacién 3.1.1 Si comparamos la férmula

dP(t,u) u u
) — (r(0) - ofal(0)dt + ot
con 0
sy

encontramos que los bonos son activos con mayor riesgo que el activo ”sin
riesgo” S°. Notemos también que bajo P*

t
W, = Wy —/ q(s)ds
0

es un (Fy)- browniano estdndar (por el teorema de Girsanov (1.5.8)) y podemos

escribir
dP(t,u)

P(t,u)

justificando el nombre de probabilidad neutral que se da a P*.

= r(t)dt + otdW,
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3.2 Opciones sobre bonos
Supongamos un derivado europeo con madurez T' y payoff
(P(T,T*) — K);

donde T* > Ty P(T,T*) es el precio de un bono que madura en T*. El propésito
es valorar y recubrir este derivado, esta épcion de compra del bono que madura
en T*. Parece razonable tratar de recubrir el derivado a partir del stock sin
riesgo

S? — efot r(s)ds

y del stock con riesgo

Pt,T") = P(O,T*)exp{/ot(r(s) - % (az*)z)ds + /Ot ol"aw,,

de manera que una estrategia sera un par de procesos adaptados (qb(t), ¢%) 0<t<T

que representan la cantidad de activos sin riesgo y de bonos con madurez T*
respectivamente. El valor de la cartera autofinanciada en el instante t vendra
dado por

Vi=@0S) + ¢ P(t,T%)

y la condicién de autofinanciacién implica que
dV; = ¢{dS} + ¢ dP(t, T")
= ¢0r(t)edo T qt 4 QL P(t, T*)(r(t)dt + o dW,)
= (@Pr(0)els "% 4 glr(t)P(t, T*)dt + ¢jo] P(t, T*)dW,
= r(t)Vidt + ¢fo)” P(t, T*)dW,

entonces impondremos las condiciones fOT [r(t)Vi]dt < ooy fOT |prol” P(t, T)|?dt <
00, para que lo anterior esté bien definido.

Definicién 3.2.1 Una estrategia ¢ = (¢9,¢1)o<i<T es admisible si es autofi-
nanciada y su valor descontado, Vi, es no negativo.

Proposicién 3.2.1 Sea T' < T™. Supongamos que supg<,<77(t) < o0 c.5. y
que O’tT* #£0 c.s. para todo 0 <t <T . Sea h una variable aleatoria Fr-medible

tal que h = e~ I 793k seq de cuadrado integrable bajo P*. Entonces eziste
una estrategia admisible que en el instante T wvale h y su valor en t < T viene
dado por

V} — EP* (6_ ftT 7'(s)dsh|]_-t).

Demostracién. h es una variable Fr-medible, con Fr = o(W;,0 <t <T),
ademas es de cuadrado integrable respecto a P* por tanto

M, := Ep-(h|F;)
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es una P*-martingala de cuadrado integrable. Entonces (M;Z;) es una P-
martingala, no necesariamente de cuadrado integrable. En efecto, sabemos que

E(hZr|F)

Ep-(hF) = =7
t

de manera que ~
MZ, = E(hZr|Fy)

y (E(BZTL?’-})) es claramente una P-martingala. De esta manera tendremos,

por una ligera generalizacién del teorema (1.5.5),
t
M Z, = E(MZ;) +/ JsdWs,
0

con (Js) adaptado y tal que foT J2ds < oo c.s., por tanto
ZydMy + MydZy + d(M, Z)y = J,dWs,

esto es

dZt 1 Jt
dM; = —M,— — —d(M, Z —dW,
t t 7, 7, (M, Z)s + 7, t

1 J,
= —Myq(t)AW, — - d(M. Z), + ;th
t t

= (5 = Mg(t)aW, — (M, 2)
— (5 = M)W, — (5 = Mia(0)a(t)
= (F — Myg(t)AWV, = HdWW,

con H; := é—j — Mq(t),0 <t < T.Entonces si tomamos

H g

1 t 0

¢; = ~7,¢ = Ep«(h|F;) —
' O¢ *P(t’T*) ' r ( | t)

H,
T*
O

tendremos una cartera autofinanciada con valor final efo 7()ds My = h.En efecto
d"}; _ d(67 Iy T(S)ds‘/t) — e IS T(S)dsr(t)‘/;dt +e fot T(S)dsd‘/t
= e~ Jo T (_p () Vidt + r()Vidt + ¢lo T P(t,T*)dW,)
= ¢%U?*P(t,T*)th = thWt = th

por tanto tendremos una cartera autofinanciada con valor final efo T(s)ds My =
h. Es inmediato que V; > 0 . La condicién supy<;<r () < oo c.s. garantiza

que fOT [r(t)Vi]dt < co. m
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3.3 Modelos basados en los tipos instantaneos
Consideremos una evolucién de la forma
dr(t) = u(t,r(t))dt + o(t, r(t))dW; (3.1)
y supongamos que
P(t,T)=F(tr(t);T) (3.2)

donde F es una funcién suave en R™ x Rx RT.Evidentemente se deberd cumplir
la condicién de contorno F(T,r(T); T) = 1, cualquiera que sea el valor de r(T).
Consideremos dos bonos con distinta madurez T7 y 15 > T37. Supongamos que
existe un portfolio (¢?, ¢}), autofinanciado, basado en la cuenta bancaria y en
el bono que expira en T tal que en el instante T35 < Tj replica el bono con
madurez 77, esto es

T
P(T3,Ty) = ¢% el 7 gL p(Ty,Ty)

entonces si no hay arbitraje se deberd cumplir la igualdad para todo t < T3, de
manera que

dP(t,Ty) = r(t)¢)eho "t + ¢ dP(t, Ty)

y aplicando la férmula de It6 a (3.2) tendremos

OFM oF M 19?°F)
dt—l- d?”(t)-‘riwo' dt

ot or
OF® oF® 10*°F®
= r(t)(b?StOdt + ¢t17dt + (b%TdT(t) + ¢%§W02dt

Igualando los términos con dW; y dt tendremos,
oF  gF® 10?°FM)
—_— —— 3.3
at o M (3:3)
OF® oF® 162F®)
— .10a0 1 1 1 2
=rdyS; + &y ot + ¢ r o+ £ o2

oF®)  oF®)

o = o
or £ or
de aqui

oF™

1 o
¢ = BF?")

or

y
ar™
0 Q0 1 ) 2
rof Sy = r(FY — 2 @)

or
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substituyendo en (3.3) tendremos

1 (oFM 9r®M  15?F0) o
65;“( o "o Mtaar 0 E )

1 (oF® 9r® 19?F® , @
:8F<2>( o o Mty am o F )
1%}

r

Como esto es cierto para arbitrarios, 77, T» < T, resultard que existe un A(¢, )
tal que

F F 10%F r
887 + C{;—T;L + 568702 —rF = /\0687 (ecuacién de estructura) (3.4)

Como vemos resulta una indeterminacién en A\ y esto tiene que ver con el
hecho de que la dindmica de r(¢) bajo P no determina los precios de los bonos.

Tenemos la siguiente proposicién

Proposicién 3.3.1 Sea P* equivalente a P tal que

dP* T 1 T )
=il zexp{—/o A(s,r(s))dWs—§/O X2(s, r(s))ds},

supongamos que

F(t,r(t); T) = Ep- (e~ I 74| 7,

es C12, entonces es una solucion de (5.4) con la condicién de contorno F(T,r(T);T) =
1. Ademds bajo y P*

dr(t) = (u — Ao)dt + odW,
con W (F;) P*-movimiento browniano.
Demostracién. Sea P* equivalente a P tal que

* T T
(ilj; :exp{—/0 )\(sm)dWS—%/o N (s,r)ds}

(una condicién suficiente es la condicién de Novikov E(exp{% fOT N (s,7(s))ds}}) <
00) entonces sabemos, por el teorema de Girsanov, que

W =W + /0 A(s,7(s))ds

es un (F;)-browniano respecto a P*. Si aplicamos la férmula de Itd a e~ s r()ds Pt r(t); T)
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tendremos:

e Jo s Bt r(1);T)
OF OF  10°F

t
—F ;T —Jo r(wdu S0 —1rF
OO T) ¢ [ e e G T St s
t g
+/ 67‘];'r(u)du871:‘0(114/“3
0 or
¢ s oF OF 10%F oF
_ ) —Jyrwdu 9T O8O o p 9
F(o,r(o),T)+/O e~ Jo (G T g1t 5520 —TF—dog-)ds

t
+ [Ledironhoa,
0 or

Entonces como e~ Jo TPt r(t); T) = Ep-((e” Js rwdu| ) resultard que
%+%u+% %275 o? —rF—)\J%—I: =0, y la condicién de contorno F(T,r(T);T) =
1 se cumple trivialmente. m

Ante esta circunstancia se han propuesto diversos modelos para 7(t) bajo la

probabilidad neutral:

1. Vasicek
dr(t) = (b— ar(t))dt + cdW;.

2. Cox-Ingersoll-Ross (CIR)

dr(t) = a(b—r(t))dt + o/r(t)dW;

3. Dothan
dr(t) = ar(t)dt + or(t)dW;

4. Black-Derman-Toy

dr(t) = ©Ot)r(t)dt + o(t)r(t)dWy

5. Ho-Lee
dr(t) = O(t)dt + odW,

6. Hull-White (Vasicek generalizado)

dr(t) = (©(t) — a(t)r(t))dt + o (t)dW;

7. Hull-White (CIR generalizado)

dr(t) = (©(t) — a(t)r(t))dt + o (t)\/r(t)dWy
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3.3.1 Inversién de la curva de tipos

En estos modelos tenemos una serie de pardmetros desconocidos, que denotare-
mos globalmente por «, estos pardmetros No pueden estimarse a partir de la
observacién de la evolucién de los valores de r(s) ya que estos evolucionan en
realidad bajo P y no bajo P*. Donde si aparece el efecto de la P* es en los
precios reales de los bonos ya que si el modelo es correcto

P(t,T) = Ep-(e” /7 "O%|F) = F(t,r(t); T, a),

esto ultimo si el modelo es markoviano bajo P*. Entonces si por ejemplo la
evolucién de r bajo P* viene dada por

dr(t) = p(t,r(t); a)dt + o(t, r(t); a)dWs
podemos tratar de resolver la ecuacién en derivadas parciales

OF OF 15
ot 87"“ 25‘r20

F(T,r(T);T,a) =1 (3.6)

2 _rF =0, (3.5)

y luego ajustar el valor de a para que los valores que hemos obtenido de
P(t,T) = F(t,r(t);T,a) se parezcan a los valores observados de los bonos.
Evidentemente determinados modelos daran lugar a ecuaciones mas faciles de
resolver que otros.

3.3.2 Estructuras de tipos afines.

Definicién 3.3.1 Sila estructura de tipos ("term structure”) {P(t,T); 0 <t <
T} tiene la forma
P(t,T)=F(t,r(t);T)

donde F tiene la forma
F(ta T(t); T) _ eA(t,T)fB(t,T)r

donde A(t,T) y B(t,T) son funciones deterministas, entonces el modelo se dird
que tiene una estructura de tipos afin (Affine Term Structure: ATS).

La cuestion es qué elecciones de 1 y o en la dindmica de r(¢) bajo P*:
dr(t) = p(t,r(t))dt + o(t, r(t))dWs
nos conducen a un modelo ATS. La ecuacién de estructura (3.5) nos lleva a
0A 0B

1
1+ —uB+-0*B*=0
o~ Ut gpirmuBtge

y la condicién de contorno (3.6) a
AT, T)=0
B(T,T) = 0.
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Entonces si u(t,r(t)) y 02(t,7(t)) son tambien afines, esto es

pltr(t)) = alt)r + B(t)
alt,r(t) =V (v(t)r +4())

resultard que

0A 1 9 0B 1 o
n B(t)B + 5cS(zt)B {1+ T a(t)B 57(15)3 r=0
y como esto debe ocurrir para todo valor de r(¢)(w) tendremos que
0A 1 5
o B(t)B + ié(t)B =0
0B 1 9
1+ ¥ + a(t)B — §W(t)B =0.

Ejercicio 3.3.1 Demuestra que salvo los modelos de Dothan y de Black-Derman-
Toy el resto de modelos mencionados tienen una estructura de tipos afin.

3.3.3 El modelo de Vasicek

Vamos a ilustrar la técnica anterior con el modelo de Vasicek. Este modelo se
ha utilizado bastante en Alemania y Reino Unido.

dr(t) = (b— ar(t))dt + cdWs,

por tanto a(t) = —a, 3(t) = b,y(t) = 0y 6(t) = 02, de manera que

HA 1
= _bB+ =0’B%? = AT, T) =
5t b —1—20 0, (T, T)=0
B
1+ % —aB=0, B(T,T)=0 (3.7)

Es facil ver que (si a # 0)
1
B(t7T) = 7(1 - eia(Tit))a
a

ahora de (3.7) obtenemos

0_2 T T
A(t,T) = 7/ B2dt — b/ Bdt
t t

y substituyendo la expresién de B obtenemos

BUD) =T =0) gy L2y - P ),

At,T) = -

recordemos que
P(t7 T) = eXp{_(T - t)R(tv T)}
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donde R(t,T) era el tipo de interés continuo para el periodo [t,T], se trata de
un tipo promedio en el intervalo [t, T], entonces como

P(t,T) =exp{A(t,T) — B(t,T)r(t)},

resulta que
A(ta T) — B(tv T)T(t)
T—t ’

R(t,T)=—
se obtiene entonces que en nuestro modelo

b o?
lim R(t,T)= - — ——
Tl—r>noo]%(7 ) a 2(12

y esto es considerado como una imperfeccion del modelo.

Ejercicio 3.3.2 Considera el modelo anterior con a > 0. a) Resuelve la ecuacion
diferencial estocdstica explicitamente y determina la distribucién de r(t). b)
Cuando t — oo, la distribucion de r(t) tiende a una distribucion limite. Mostrar
que es una distribucién N(b/a,o/v/2a).
3.3.4 El modelo de Ho-Lee
En el modelo de Ho-Lee

dr(t) = ©(t)dt + cdW,

de manera que a(t) = y(t) = 0, 3(t) = O(t) y 6(t) = o%. Tenemos entonces las
ecuaciones

% —O(t)B + %232 =0, A(T,T)=0
1+%—Jf:07 B(T,T)=0
con lo que
B(t,T)=T—t
A(t,T)/tT@(s)(sT)derg;(T?)t)S.

Notemos que al contrario del modelo anterior no tenemos aparentemente una
expresion explicita en términos de los parametros, ahora tenemos un parametro
infinito-dimensional ©(s). Una manera de estimarlo es tratar de ajustar la es-
tructura de tipos inicial observada {P(O,T),T > 0}, con los valores tedricos.
Esto es

P(0,T)~ P(0,T), T >0

Esto conduce a

_Plog P(0,T)  logP(0,T) _ 0f(0,T)
dT? - oT? T
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y por tanto
9f(0,T)

2
T
T +o

o(T) =

Ejercicio 3.3.3 Sean (W1, Wa,...,W,,) n movimientos Brownianos independi-
entes y sean X;,1 =1, ...,n, procesos de Ornstein-Uhlenbeck soluciones de

dX;(t) = —aX;(t)dt + cdW;(t),i = 1,...,n.
Considerar el proceso
r(t) == X7(t) + ... + X2(t).
Demostrar que
dr(t) = (no? — 2ar(t))dt + 20/r(t))dW (t)

donde W es un movimiento Browniano estdndar.

3.4 Modelos basados en los tipos a plazo

El principal inconveniente de los modelos basados en tipos instantaneos es su
dificultad para capturar la estructura de los tipos observada en el instante inicial.
Una manera alternativa es modelizar los tipos a plazo f (¢, u) y utilizar la relacién
r(t) = f(t,t), éste es el enfoque de Heath-Jarrow-Morton (HJM). Recordemos
que

P(t,u) = exp{— /tu f(t,s)ds},

de manera que los f(t, s) representan los tipos instanténeos (en s) ”anticipados”
por el mercado en t. Suponamos que bajo una probabilidad neutral P*

df (t,T) = a(t, T)dt 4 o (t, T)dW,; (3.8)

£0,7) = f(0,7).

Vamos a tratar de deducir la evolucién de P(t,u) a partir de la de f(¢,T). Si
escribimos X; = — [, f(t, s)ds, tenemos P(t,u) = eX* y de la ecuacién (3.8)
obtenemos

dX, = f(t, t)dt — / af (¢,
f(t,t)dt — / a(t, s)dtds —/ o(t,s)dW,ds
t

u
/ a(t, s)ds)dt — (/ o(t,s)ds)dWy,
t t
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donde hemos aplicado un Fubini ”estocastico”. De manera que

dP(t,u)

1
P~ X+ A0

u

= (f(t,t) — /tu ot s)ds)dt — (/ o(t, s)ds)dW,

t

+ ;(/tu o(t,s)ds)>dt

— (f(tt) - /tu alt, s)ds + ;(/tu o(t, 5)ds)?)dt
y /t " o(t, 5)ds)dW.

Entonces si comparamos con lo obtenido en (3.1.1) y tenemos en cuenta que
f(t,t) = r(t) resultard que

_ /t“ a(t, s)ds + ;(/tu o(t,s)ds)> =0
de manera que B
at,u) = (/t o(t,s)ds)o(t, u)

y podemos reescribir la ecuacién de evolucién (3.8) como
T ~
df(t,T) = o(t, T)( / o(t, 5)ds)dt + o (t, T)dIW,
t

notemos que entonces todo depende de o(t,s), es decir de cierta volatilidad.
Hemos "eliminado” la tendencia a(t,u), como en cierta manera ocurria en el
modelo de Black-Scholes.

Entonces el algoritmo para el uso de un modelo HJM es

1. Especificar la eleccién de las volatilidades o (t, )

2. Integrar df (¢,T) = a(t,T)(ftT o(t,s)ds)dt + o(t, T)dW, con la condicién

inicial £(0,T) = £(0, 7).
3. Calcular los precios de los bonos por la formula P(¢,T) = exp{— ftT f(t,s)ds}.
4. Utilizar los resultados anteriores para calcular los precios de los derivados.

Ejemplo 3.4.1 Supongamos que o(t,T) es constante, constante que denotamos
también por o. Entonces

df(t,T) = o*(T — t)dt 4+ odW,;

de manera que
. t -
f,T) = f(0,T) + (T — )+ oW
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en particular
242

H(0) = £(t.0) = F0,0) + - + oW,

de manera que

dr(t) = (%h:t + o%t)dt 4+ odW;

pero este es el modelo de Ho-Lee ajustado a la estructura inicial de los tipos a
plazo!.

Ejemplo 3.4.2 Una suposicion habitual consiste en suponer que los tipos a
plazo con mayor madurez fluctuan menos que los de madurez mds corta. Para
tener esto en cuenta podemos suponer por ejemplo que o(t,T) = Ue_b(T_t),

b > 0, tendremos entonces que

T T o
/ o(t,s)ds = / e =g = 2 (e—b(T—t) _ 1) 7
t t b

Y
2 ~
df (¢, T) = —%e_b(T_t)(e_b(T_t) —1)dt 4+ ge T aw,.
Por tanto
o2e—26T - o2e—tT o
FT) = 0,7+ T (1= ) = T8 — (1= )

¢
+ oe_bT/ e AW,
0
y en particular

) = 100+ D (€~ 1) = T (e - 1)

t
—|—ae*bt/ e dWs,
0
que es una generalizacion del modelo de Vasicek.

3.4.1 La ecuacién de Musiela

Definamos
r(t @) = fltt+ )

y supongamos un modelo del tipo HJM bajo una probabilidad neutral, de man-
era que

df(t,T) = o(t,T)( /t ' o(t,s)ds)dt + o(t, T)dWy,

tenemos la siguiente proposicién



3.4. MODELOS BASADOS EN LOS TIPOS A PLAZO J.M. Corcuera
Proposicién 3.4.1

dr(t,z) = {(,%r(t7 x) + oo(t, sc)(/: oo(t, s)ds}dt + oo (t, z)dW,

donde
oo(t,x) :=o(t,t + x)
Demostracion.
0
d'f’(t7 J}') = df(t, T)‘T:tJr:L’ + ain(t, T)‘T:t«i»xdt
t+x ~
=o(t,t+ x)(/ o(t,s)ds)dt + o(t,t + x)dW,
t

+ %r(t, x)dt

]

Notemos que la ecuacién de Musiela es una ecuacion diferencial estocédstica
infinito-dimensional o una ecuacién en derivadas parciales estocdstica.

3.4.2 Bonos con cupones y swaps
Bonos con cupones fijos

El mas simple de Iso bonos con cupones es el bono con cupones fijados. Es
un bono que en puntos intermedios proporciona unos pagos predertimados
(cupones) al poseedor del bono. La descripcién formal es la siguiente:

e Fijamos unos instantes, Ty, 11, ..., T,,. Ty se interpreta como el el instante
de emisién del bono, mientras que 771, ..., T, son los instantes de pago.

e En el instante T; el propietario recibe la cantidad c;.

e En T,, el propietario del bono recibe ademés K.

Es obvio que este bono puede ser replicado con una cartera con ¢; bonos
de cero cupones con madurez T;, ¢+ = 1,..,n — 1 y K bonos de cero cupones de
madurez T),. De manera que su precio en cuaquier instante ¢t < T} vendra dado
por

n
p(t) = KP(t,T,) + Y _c:P(t,Ty).
i=1
A menudo los cupones se determinan en términos de algin tipo de interés r; en

lugar de cantidades, de manera que por ejemplo

ci =ri(T; —Ti—1)K.
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Para un cupon estandar los intervalos de tiempo son equiespaciados:
T, =Ty + 10,

y r; = r, de manera que

i=1

p(t) =K <P(t,Tn) + réiP(t,Ti)> .

Bonos con tipos flotantes

En muchos bonos con cupones el bono no se fija de antemano sino que se ac-
tualiza en cada periodo, un ejemplo es tomar r; = L(T;-1,7;) donde L es el
LIBOR del momento. Recordemos que

1
LT, T)(Ts = Ti1) = 57—y — 1
(Ti—1, T3)( 1) P T)
de manera (que si tomamos K = 1)
1
ci = L(T;-1, T)(Ti = Ti-1) = m - L

Es facil ver que podemos replicar esta cantidad vendiendo un bono (sin cupones)
que madure en T; y comprando uno que madure en T;_1 :

e Con el bono que vendemos tendremos en T; un payoff —1.

e Con el bono que compramos, tendremos 1 en T;_; y podemos comprar

1 ; i 1
P 1 T0) bonos que maduren en T; proporcionando un payoff P

e El coste total es P(¢,T;—1) — P(t,T;).

Por tanto para cualquier instante ¢ < Ty el precio del bono con cupones
aleatorios serd

n

p(t) = P(t,T,) + Y (P(t,Ti-q) — P(t,T))) = P(t, Tp)!

i=1

Swaps de tipos de interés.

Hay muchas clases de swaps sobre tipos de interés pero todos ellos son basicamente
un intercambio de pagos a un tipo fijo con pagos a un interés aleatorio. Vamos
a considerar los llamados ”forwards swaps settled in arrears”. Denotemos por
K elnominal y R el ("swap rate”) interés fijo. Supongamos unos instantes T;
equiespaciados, en el instante T;, ¢ > 1 recibimos

KOL(T;—1,T3)
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a cambio de KOR, de manera que el balance en T; es KO[L(T;—1,T;) — R}, el
valor de este flujo de dinero en ¢ < ty sera

K(P(t,T;-1) — P(t,T})) — KoRP(t,T;)
=KP(t,Ti—1) — K(1+ R§)P(t,T;),

de manera que en total

NE

p(t) =) (KP(t,Ti-1) — K(1+ R6)P(t,T3))

1

o
Il

KP(t,Ty) - KP(t,T,) - KRS ¥ _P(t,T;)
i=1

i=1
cond; =Rd,i=1,..,n—1yd, =1+ R6.

R se suele tomar de manera que el valor del contrato sea cero a la hora de
establecerlo Si se establece en t < Tj,

P(t,Ty) — P(t,Ty)

=y Py

3.4.3 "The foward measure”

Vamos a estudiar un procedimiento que puede ser 1til a la hora de calcular
precios de derivados en el mercado de bonos. Se trata del uso de la llamada
”forward measure”. Sea P* la probabilidad neutral. Por definicion P* es una
probabilidad tal que

(P(t, T))

son martingalas, cualquiera que sea T. Fijemos un tiempo T y consideremos
los valores de los bonos con otra madurez T' > T, con referencia al bono que
madura en T":

0<t<T

_ Pt.1)
UTj“(t) T P(t,T)7

es decir en vez de tomar como referencia ("numeraire”) el valor de la cuenta

bancaria, tomamos el bono que madura en 7. Sea P una probabilidad respecto

a la cual (UTT(t)) son martingalas para cualquier 7 > T. A PT le
' 0<t<T

llamaremos ”forward measure”. Definamos una probabilidad en Fr, PT tal que

APT e Jo reds

dpP*  P(0,T) "

Veamos que es una ”forward measure” (de hecho es la unica por el teorema de
representacién de martingalas brownianas) .
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Proposicién 3.4.2 Si (W)Ogth es el valor de una cartera autofinanciada, en-
tonces su wvalor descontado utilizando el bono P(t,T) como referencia ("nu-
meraire”) es una PT-martingala. Es decir

, 0<t<T,
P(t,T) -
es una PT-martingala.
Demostraciéon. Definamos
7 E (67 foT rsds |f)
t -— Lp* P(O,T) t)s
entonces R
P(t,T)
Z =
" P(O,T)
Por la regla de Bayes (1.8)
Vr Ep-« (VTZT|.7:t)
E —— = E = —
oo (g F0) = Err (V2 F2) -

_ Ep-(Vr|F)

P(0,T)Z:  P(t,T)

]
Corolario 3.4.1 El precio de cualquier T-payoff Y replicable viene dado por
P(t,T)Epr(Y|F:).

Demostracién. Sea (V;),,, la cartera que replica Y, entonces Vy =Y
y por tanto T

Epr(Y|F) =

Pt,T)

Proposicion 3.4.3 Supongamos que

0 T 0 T
v . — [ rsds _ . — [ rsds
o Bre e 7)) = Bp- (5 (7 # 7% ) 170,

entonces
EPT (TTlft) = f(t,T)



3.4. MODELOS BASADOS EN LOS TIPOS A PLAZO J.M. Corcuera

Demostracion.
. 1 8P(t,T) _ 1 3 _J‘T rsds
UCE P, T) 8T —  P(,T) ar et 172)
1 0 T 1 T
- - W — 7ft rsds - - . 7‘]; rsds
P o ot (¢ )17 Pl o e 172)
= EPT (TTlft)-

[
Sea (S;)p<;<r Un activo estrictamente positivo y denotemos por P 1a
probabilidad (en Fr) que convierte a

(s)
St 0<t<T

en martingala, donde (V;),-,~p €s una cartera autofinanciada. Veamos una
férmula general para el precio de una opcion.

Proposicién 3.4.4 Sea (S;)y<,<p un activo estrictamente positivo entonces el
precio de una opcion de compra con madurez T del activo S y strike K wviene
dado por

(t; S) = S, P9 (Sp > K|F,) — KP(t, T)PT(Sp > K|F).

Demostracion.

T

I(t; S) = Ep+ (e~ J¢ ™3(Sp — K) 4 |F)
= Ep (e i meds(gy — K)1(s,>x)|F)
— Ep. (ei ftT TSdSST]-{STZK}L}-t) — KEp- (67 ftT TSdS]‘{STZK}LFt)
= 5,PY)(Sp > K|F,) — KP(t, T)PT (S > K|F),

con

AP(S) e Ji redsgy,
aps So

]
Supongamos que S es otro bono que madura en T > T, entonces la opcién
(de madurez T') sobre ese bono tendrd un precio dado por

1(t; S) = P(t,T)PT(P(T,T) > K|F,)) — P(t, T)PT(P(T,T) > K|F,))

= PUDYP () < 0 = KPUDP () = KI7).
Definamos,
Fu(t,7,T) = L0 T)
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En nuestro contexto de estructuras afines
P(t,T)

Fg(t,T,T) = POT)

xp{—A(t,T) — A(t,T) + (B(t,T) — B(t,T))r:}

y respecto a P*
dFg(t) = Fp(t)(...dt + (B(t,T) — B(t,T))o:dW,),
entonces respecto pT y a PT tendremos
dFg(t) = F(t)(B(t,T) — B(t,T))o,dW],
dF;'(t) = —F5'(t)(B(t,T) — B(t,T))o:dW; .

de manera que

T ~ T
Fo(1) = g ol [ ona(iw? =5 [ ok (o))
P(t,T) T

opr(t) = —(B(t,T) - B(t,T))o

entonces si 0y es determinista la ley de log L1 condicionada a F; es Gaussiana
repecto de P7 y PT de varianza

T
Z?TT /t a%’T(s)ds,

log Fis(T) — log H2d + 12§TT|

YT

Ley F. | ~N(0,1) bajo PT

log F5*(T) — log (tT)+ 12

Ley POT) ~ 2 UT 7 | ~ N(0,1) bajo PT
Zt,T,T
Notemos finalmente que
.+ P(T,T) 1 P(T,T)
I(t; S) = P(t,T)PT L < —|F) - KP(t,T)PT > K|F,
(7 ) (a ) (P(T,T)_K‘ t) (7 ) (P(T,T)_ | t)
(3.9)
_ 1
= P(t,T)P"(Fp(T) < EIE) - KP(t,T)P"(Fz'(T) > K|F,)
= P(t, T) P (log Fp(T) < —log K|F;) — KP(t,T)P" (log F ' (T) > log K|7;)
= P(t,T)®(dy) — KP(t,T)®(d-),
con
log PT) | 22

dd — KP,T) 27T T

Xy
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Ejemplo 3.4.3 En el modelo de Ho-Lee

op T = 7U(T - T)a
Et,T,T = O’(T —T)WT —t.

Ejemplo 3.4.4 En el modelo de Vasicek

—aT _ e—aT)’

opr = —e(e

o (T (T
E?,T,T:@(l—e 201 — e (D)2,

Caps and Floors

Un "cap” es un contrato que protege de tener que pagar més que un tipo de
interés preespecificado, "the cap rate”, R aunque el préstamo sea a interés
variable. También se puede definir el "floor” que es un contrato que garantiza
que el tipo de intrés va a estar siempre por encima del ”floor rate” R aunque el
préstamo sea a interés variable.

Técnicamente un cap es una suma de ”captlets” que consisten en los sigu-
ientes contratos bésicos.

e El intervalo [0,T] se divide en puntos equidistantes §: 0 = T, T4, ..., T, =
T. Tipicamente 1/4 de afio o medio ano.

e Kl "cap” funciona sobre una ”cantidad principal” digamos K y el ”cap
rate ” es R.

e El tipo de interés flotante es por ejemplo el LIBOR L(T;-1,T;).

e El caplet i se define como un contrato con payoff en T; dado por

K§(L(T_1,T;) — R)..

Proposicion 3.4.5 El valor de un “cap” con nominal K y ”cap rate” R es el
de una cartera de 1+ RS opciones de venta que maduran en T;_1,i=1,...,n
sobre bonos que maduran en T; y con un precio de ejercicio ﬁ.
Notemos que

Cap(t) — Floor(t) = Swap(t).

3.5 Forwards and Futures

Definicién 3.5.1 Sea X un payoff en T. Un contrato a plazo sobre X con
instante de suministro T es un contrato establecido en t < T que especifica un
precio a plazo f(t; T, X) que se pagard en T por recibir X. El precio f(t;T, X)
se determina de manera que el contrato en t valga cero.
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Proposicién 3.5.1

1 T
ft;T,X) = WEP* (X eXp{—/t rsds}Fy)
= Epr (X|F).

Definicién 3.5.2 Sea X un payoff en T. Un contrato de futuros sobre X e
instante de suministro T es un activo financiero con las siguientes propiedades

e Existe un ”precio futuro” F(t;T, X) sobre X en cada instante t.
e En T el poseedor del contrato paga F(T;T, X) y recibe X.

e Para un intervalo de tiempo arbitrario (s, t] el poseedor recibe F(¢; T, X)—
F(s;T,X).

e En cada instante el precio del contrato es cero.

Proposicion 3.5.2
F(t;T,X) = Ep«(X|F).

Corolario 3.5.1 Los precios futuros y los “forward” coinciden si y solo si los
tipos de interés son deterministas.

Un modelo de Libor.

En primer lugar notemos que

P(t,T;) — P(t,T;_y)
SP(t,T;) ’

L(t7/1—117171—11) = -

de manera que

P(t,T;—1)

Fg(t,T;-1,T;) = W

=14 0L(t;T;-1,T3)
con lo que

dFp(t,Ti-1,T;) = 0dL(t; Ti—1, Ti),
con lo que, respecto a PTi, y en nuestro contexto de estructura afin

dL(t; T;-1,T;) = Fp(t, Ty—1, T;)(B(t, T;) — B(t,T;—1))odW,"
1
= S0+ ST, T)) (BT — B, Ti))o W

Entonces la estructura de los LIBOR queda determinada. Otra manera de
proceder es dar un modelo para los LIBOR, pero hay que hacerlo de manera que

el modelo sea consistente y libre de oportunidades de arbitraje, una manera es
que implique algin modelo para los forward libre de oportunidades de arbitraje.
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Se puede ver, por un procedimiento de induccién hacia atras (enfoque de Musiela
y Rutkowski) que es posible construir un modelo LIBOR tal que

AL(t; Ti—1, T3) = L(t; Timy, T)ANE Ti—, T) AW i = 1,

con la condiciones iniciales
P(0,T;) — P(0,T;—1)

=1
5P(0,T;) !

L(077_'1—177_'1) = -

s eeey Mo

En particular si tomamos (¢, T;_1,T;) determinista tendremos que L(¢; T;—1,T;)
es lognormal (LLM), este modelo es muy usado.

Proposicién 3.5.3 En un modelo LLM el precio de un cap ("in arrears”) con
strike K y "tenor-structure” T; = Ty 4+ id, i = 1, ...,n viene dado por
=Y 0P, T)(L(t Tioy, T;)®(diy) — K&(di ),
donde ——
) }51, i j:%v?(t)
Ui(t) ’

log

di+ =
donde
Ti 1
10 :/ (s, Thy, Ty)ds.
t

Observacién 3.5.1 Si \%(s,T;_1,T;) = 02, i = 1,..,n para ciertas constantes
entonces tenemos la llamada formula de Black para caps.

3.6 Miscelanea

3.6.1 Black-Scholes en el caso multidimensional

El mercado consistir en (d+ 1) activos financieros SP, S}, ..., S¢ de manera que

dsY = SVr(t)dt, S9 =1,

ds! = S (u'( dt+ZU HAwi),i=1,...d

donde W = (W',...,W%) es un browniano d-dimensional . Por simplicidad
suponemos que i, o y T son deterministas y cadlag. Consideraremos la filtracion
natural asociada a W.

Una estrategia de inversién serd un proceso adaptado ¢ = ((¢2, ¢1, ..., #%))o<i<T
en R¥!. El valor de la cartera en el instante ¢ es el producto escalar

d
V(@) = d¢ - S = Zd)iSZa

=0
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su valor descontado es
Vi(¢) = e oV, (¢) = ¢, - ..

Supondremos que los activos pueden producir dividendos continuos (y deter-
ministas) ((67, ..., 0¢))o<t<7 de manera que si la estrategia es autofinanciada

d d
AVi(¢) = ¢1dS; + > ¢, Sisidt.

=0 i=1

Busquemos una probabilidad bajo la cual los precios actualizados de las carteras
autofinanciadas sean martingala. Sabemos que

dv; =d (e’ Jo “‘“Vt(qb)) = —rie= oV, dt 4 e Jo medoqy,

d d
= —rye ot Vidt 4 e~ o reds (Z GidS;+ a%Sz'aidt)

=0 i=1
d
= e o dory (@080 — Vo)dt + e o 745 N7 (¢1dS] + ¢1Sioidt)
i=1
t d . ) ) t d . .
_ e_fﬂ/ rsds Z (b;SZ(‘Sf& _ Tt)dt _~_—f04 rsds Z ¢;d5’;
=1 i=1

d d d
= e Joreds [ NTGISHE! 4+ pf — r)dt+ > @4SE D o (HdW]
i=1 j=1

i=1

d d d
— Jtrods i g ij j —-1\Jk ;
= el N giei S " gl (1)d (WHE (o1’ (t)(éfwf—n)dt)
i=1 j=1 k=1

d d
=e Jords N "G5 " o () AW
i=1 j=1

con .
oy ; _1\ gk .
Wi =W+ (07" (0)(6F + pf —ro)dt,j=1,...d
k=1
Entonces por el teorema de Girsanov con 6;(t) = (a‘l)jk (t)(re — OF — uk)
resulta que (Wt) es un browniano estdndar d-dimensional con respecto
0<t<T

a la probabilidad P*:

. . T ) 1 T
dP* = TI"_, exp{— /O 0 ()W — /0 62 (t)dt}dP.

Tendremos asi que ~ ~
Ep«(Vr|F) = Vi,
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y cualquier T-payoff X que sea replicable tendrd un precio en ¢ dado por
V, = edo 4 Bp (X0 | ).

Por otro lado si X7 es de cuadrado integrable el teorema de representacién de
martingalas permite escribir

d t
Ep-(X7|F:) = Ep«(X7) + Z/ hgdWsj,
0

con lo que podemos tomar

d
_ Z hf, i =1,....d.
k=1

+ S,

Observacion 3.6.1 Hemos supuesto que (Jij) es invertible y de aqui se deriva

que el modelo estd libre de arbitraje y es completo. Para la ausencia de arbitraje
solo necesitamos que exista 6(t) tal que ZZ:1 ol ()0 (t) = 6] + u} — ry. En

cambio para que el modelo sea completo necesitamos que (0;7) sea invertible.

De esta manera podemos tener modelos viables donde la dimension de W sea
mayor que el numero de stocks pero entonces no serdn completos.

Precio de una opcién de compra.
Notemos primero que bajo P*
dS) = Si((re = 6}) dt + > o dW}),i=1,...d,
j=1
con lo que (Sl (re=9; )t) son martingalas bajo P*:

dee_ Ji(rs—6i)ds _ e~ Ji(rs—8l)ds (_Sz (Tt _ 5;) dt + dSti)

ol SIAW .

Il
o,
i Mg
I

Entonces

(S5 — K)y T ( (S5 — K)+ )
Ci:=FEp- | ————"T—|F | =ex 0:ds}Ep~ . Fi |,
i (exp{ftT rods} ) p{/t s exp{— J, (rs - 5§)d5}‘

bajo P*, y condicionando a F;,

T T d
logS;ip—logStiNN(/( — o) ds—f/ Z ) ds/ Z(agf)st).
t j=1 =1
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Por tanto

T T
Co=expl [ 5ids) (sz‘@(dm—ffexp{ / <rs—6z>ds}¢><d>>,

con

dy =

tog 3 + 7 (re — 61 £ 120, (010)7) ds

IS (79)

Si volvemos al caso d = 1, a un modelo de Black-Scholes con tipo de interés
r y tasa de dividendos constante §, tenemos la siguiente férmula para el precio
de una opcioén de compra, con strike K, de un stock que genera dividendos.

Cy = ST Dd(d,) — Ke " T=9d(d_),

con
log% +(r—o0+ %02)(T—t)

o/ (T —1)

de =

Opciones sobre divisas.

Un divisa se puede pensar como un tipo de stock cuyo valor por unidad en ¢,
digamos X, varia de manera aleatoria y que genera unos intereses (o dividendos)
al tipo foraneo, digamos r¢. De esta manera, si suponemos un modelo de Black-
Scholes para X y tipo de interés (doméstico) rg, el valor de una opcién de
compra con strike K se obtendra por la férmula anterior con d =ry y r =rq.

Observacion 3.6.2 Los razonamientos anteriores se pueden extender al caso
en que w,r y § sean procesos adaptados, cadlag y tales que

t ) 1 t
H?zlexp{—/o 0, (s)dI? —5/0 62(s)ds},0 < t < T,

sea una martingala. También al caso en que o sea adaptada e invertible para
todo w y t, pero ya no tendremos formulas del "tipo Black-Scholes” ya que los
valores ”descontados” de los stocks ya mo serdn log-normales .

Stock options

Supongamos que los bonos tienen una volatilidad og(¢,T), d-dimensional, de-
terminista y cadlag, esto es, que bajo la probabilidad neutral P*

dP(t,T) = P(t,T)(...dt + op(t,T) - dW})
y que tenemos un stock S tal que bajo P*

dSt = St(’l"tdt + O'S(t) . th),
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donde ||os(t) —op(t,T)|| > 0, o0g(t) determinista y cadlag. Entonces el precio
de una opciéon de compra con strike K viene dado por

Cy = 59(dy) — KP(t, T)®(d-), (3.10)
con : S 4 1ye
de — 08 kpt,T) T 2%t
+ = Et )
donde

m= [ s (u) — o 7)) du.
En efecto por la férmula general que vimos
(t; S) = S, P9 (Sp > K|F,) — KP(t,T)PT(Sp > K|F,),
bajo P*

Fs(t) == Pt.T) _ PO.T) exp{/o ..dqu/O (os(u) —op(u,T)) - dW,},

St So
y bajo P(%)
dFs(t) = |los(u) — op(u,T))||[dW,
donde W) es un browniano. Anélogamente bajo PT

Sy

Fs() = 557

dFp(t) = ~llos(u) — op(u,T))|[dW,,
con WT browniano bajo PT. Y siguiendo los mismos célculos que en (3.9)
obtenemos (3.10).
Volatilidad estocastica
Supongamos que bajo P*
dS, = Sy(rydt + og(W2, t)dW,)

donde W' y W2 son dos brownianos estdndar independientes. Entonces el precio
de una opciéon de compra con strike K viene dado por

E(S:®(dy) — KP(t, T)®(d-)|F),

con

St 1
log zpimy * 35i

dy =

donde
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Estamos suponiendo que
dP(t,T) = P(t,T)(...dt + op(W2,t,T)dW}).

Si og(W2,u,T) = 0 obtenemos la férmula de Hull-White.
Si suponemos una covarianza f(f psds entre W} y W2 obtendriamos

E(S5i&:®(dy) — KP(t, T)®(d-)|F),

con S € 152

log wp(ry £ 3%

dy = - 7
Xy
donde -
5= [ (T s - 0n(WE, 0 T)au
t

and

T T
1
& = exp{/ puos(W2,u)dW?2 — 5/ peos (W, u)du}.
t t

Métodos de Fourier para el calculo de precios.

Definimos la transformada de Fourier de f por

F)() = [ e fla)da.

Si f es integrable entonces siempre existe. Su inversa, si f es integrable, viene
dada, para casi todo punto, por

(F_lf) (v) = S /Re_m’f(x)dac.

o
Supongamos que el modelo es, bajo P*, de la forma
St — ert—i—X,,

donde (X;) es un proceso con incrementos independientes y homogéneos y den-
sidad fx, (z). El precio de un call con strike e* vendra dado por

Ck) = ef’"TE((erTJrXt - ek)+).
Entonces si consideramos la funcion
2o(k) = e TE((ETH — b)) — (1— 1T,

resulta que

o _ dur @XT(’U_Z.)_I
sr(v) = (Fzr) (v) = " w(iv + 1)

)
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donde ¢x, es la funcién caracteristica de Xp. C(k) se puede obtener ahora
invirtiendo ¢r(v). En efecto

P / e @)@ — F)(Lpasny — Lprom )

Entonces si aplicamos Fubini a

/ e*zp(k)dk
R

e T / ethv </ fxr (fv)(erT'm — ek)(l{rT+z>k} — 1{TT>k})dx> dk
rT+x )
_rT/ fXT </ zku(erT—i-m _ ek)dk> dz
ikv Tt k(iv+1) T
T rThx | € _|¢
‘ /fXT(x) (e [z‘v LT [iwl] )> dx

e w+1) w (iv+1) -1
_ w‘Tv/fXT i dr —e erv/fXT - dx

sr(v)

w41
1rTv el'I’T'U )
= C—(pxr 0 =) - 1>—w+1<%<v—z>—1>
eiTTU
= —i)—1).
e =)

El siguiente paso es invertir ¢r(v), ya que se supone que conocemos @x,., con
lo que recuperamos zr (k).

Para hacer este tltimo paso se suele recurrir a métodos numéricos. Si quer-
emos calcular la transformada de Fourier inversa de f(x) podemos hacer la
aproximacién

N 1

. Az
e " f(x)der = / e " f(x)d wy f (g )e Mo,
/]R —A/2 N Z
donde z, = —A/2 + kA, con A = A/(N — 1), wy, depende del tipo de aprox-
imacién, por ejemplo con la aproximacion trapezoidal wy = wy_1 = 1/2 y el
retso de pesos 1. Si ahora tomamos u = u, = 2“” tendremos que

N-1

éeiunA/Z Z wkf(xk)672ﬂnk/N.

P ) =
k=0

Entonces existe un algoritmo ”fast Fourier transform” (FFT) para calcular de
manera muy rapida

Z gre 2TRN p—0,1,..,N — 1,
k=0
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que solo require O(N log N) operaciones. Notemos que el paso en la red de
puntos u,, viene dado por d = %, de manera que dA = %’r de manera que si
queremos d y A pequenos tendremos que aumentar N de manera importante.
Otra limitacién es que en el algoritmo FFT la red de puntos tiene que ser
uniforme y el niimero de puntos una potencia de 2 (N = 2F).
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