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Capitulo 1

Estimacion puntual

1.1 Modelos estadisticos

En Estadistica nos encontraremos con observaciones o datos de la forma: z =
(21,2, ..., Zn) que supondremos corresponden a un cierto objeto aleatorio X =
(X1, Xo,...,X,). El propésito serd conocer algin valor relacionado con X.
Supondremos que X toma valores en un espacio medible (X, F) y que de la ley
de X sélo se sabe que es una posible dentro de un conjunto de leyes: {Py,0 € 0}.
Todo esto modelara un situacién de incertidumbre.

Ejemplo 1.1.1 Suponemos que queremos saber cudl es la probabilidad de que
salga cara al lanzar una moneda. Podemos suponer que el fenomeno se puede
describir con variables X;,1 = 1,..,n Bernoullis independientes de pardmetro p.
Queremos saber p.

Definicién 1.1.1 Un modelo estadistico es una terna (X,F,{Py,0 € O}).

Observacion 1.1.1 X se denomina espacio muestral. n serd el tamano mues-
tral. © = (21,%n,...,2Z,) Se dird que es una muestra concreta de tamarno n.
X = (X4, Xo, ..., X,) se dird que es muestra genérica y a veces hablaremos
de modelo inducido por X. Normalmente X =R". Si las X; son independi-
entes e idénticamente distribuidas (iid) diremos que la muestra es una muestra
aleatoria simple. © se demomina espacio de parametros.

Observacion 1.1.2 Notemos que
(@A) > (X, F).
La ley de X normalmente se denota Px para distinguirla de la ley P en (2, A)

pero salvo que dé lugar a confusion omitiremos este subindice, en cambio como
la ley de X depende de 0 lo resaltaremos escribiendo Py.
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Ejemplo 1.1.2 (Modelo Bernoulli) Modelo inducido por n Bernoullis indepen-
dientes de pardmetro p:

X {0, 13",
F = P{0,1}")
0 = p
Py(x1,Zp, .o, Tn) pZ:;lmi(l _p)"—ZLlwi
0 = (0,1)

Definicién 1.1.2 Diremos que un modelo estadistico es paramétrico si © C R?
para algin d.

Observacion 1.1.3 El modelo Bernoulli es paramétrico con d = 1.

Ejemplo 1.1.3 Modelo Poisson: modelo inducido por n Poissons independi-
entes de pardmetro .

X = (z7)",
F o= Pz
0 = A
_ —An
P)\(I'l,zn,...,xn) = € W
© = (0,+00)

Ejemplo 1.1.4 Modelo normal con media y varianza desconocidas: modelo
inducido por n normales independientes de pardmetros (u,o?).

X = R
F = BR")
0 = (u0)
1 1 « )
f(p,,a) (T1,Tpy ey Tn) = m GXP{—E ;(ﬂﬁi —p)7}
O = (—o00,+0) x (0,+00)

Observacion 1.1.4 Los modelos anteriores son obviamente paramétricos. Nos
centraremos en ellos. Notemos también que al ser las observaciones iid (X, F,{Py,0 €
©}) = (A7, F1', { Py, 0 € ©})

Ejemplo 1.1.5 (Modelo no paramétrico) Las X; son observaciones iid con den-
sidad. En tal caso © ={f : f >0, [; f(z)dzx = 1}.
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1.2 Estadisticos y estimadores.

Definicién 1.2.1 Un estadistico T es una aplicacion de (X,F) en (R¥, B(R¥))
T:X —R*,

k es la dimension del estadistico.

Ejemplo 1.2.1 Media muestral:

>
i=1%i

T(x1,22, ..., Tpn) = =T

Ejemplo 1.2.2 Varianza muestral:

T(x1,T2, ..., Tp) = ————— =38

Ejemplo 1.2.3 Varianza muestral corregida:

ijl(mif‘%y

n—1

Il
Vo)

T(x1,22,...,Tn) =

Ejemplo 1.2.4 Si ordenamos la muestra (x1, s, ...,2,) de menor a mayor
podemos escribir la muestra ordenada (x(1y, T(2), s T(n)), tenemos asi el es-
tadistico de orden i-ésimo

T(21,T2,...,Tn) = L)
Ejemplo 1.2.5 Rango
T(a:l, o, ,xn) = T(n) — L(1)

Observacion 1.2.1 En todos estos ejemplos el estadistico es de dimension 1,
que serd lo habitual.

Observacion 1.2.2 Fijada la ley de probabilidad de X, T es un variable o
vector aleatorio que por construccion tiene la misma ley que T(X):

Pr(B) = Px(T"'(B))=P(X Y(T(B)))
= P((T(X))"'(B)) = Pr(x)(B).
Por ejemplo st las X; son id Bernoullis de parametro p, y T es la suma de las

observaciones T(X) = Y1 | X; , de manera que T tendrd una ley Binomial de
pardmetros n y p.

El propésito de la estimaciéon puntual es dar un valor razonable del verdadero
valor de 6 o de una funcién del pardmetro g(6), dada la muestra x.
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Definicién 1.2.2 Un estimador de g(0) es un estadistico que se usa para esti-
mar (dar valores razonables) g(6).

Ejemplo 1.2.6 En modelo Bernoulli de pardmetro p, podemos utilizar la media
muestral para estimar el parametro p,

2
i=1 Ti

T(x) = — = p(z) = p

sabemos que la aproximacion es buena sin es grande.

1.3 Sesgo y error cuadratico.

Definicién 1.3.1 Diremos que un estimador T (integrable) de g(0) € R, es un
estimador insesgado si
Fo(T) = (6),%0 < ©

Definicién 1.3.2 Fl sesgo de un estimador de g(6) € R se define como la
funcion de 60
Sesgog(T) = Eo(T) — g(0),0 € ©

Ejemplo 1.3.1 Consideremos el modelo Bernoulli, p es un estimador insesgado
de p:

E,() = Ep(p(X)) = Ey(——)
= %iEp(Xz):%:P

Definicién 1.3.3 Denominaremos error cuadrético medio del estimador T (de
cuadrado integrable) de g(0) € R, a la funcion de 6.

ECMy(T) = Eo(T — ¢(6))*,0 € ©
Ejemplo 1.3.2

ECM,(p) = E,(p—p)* = Vary(p)
= % :Z%Varp(Xi) = %;p)
_ p-p)

Proposicién 1.3.1 Sea T un estimador (con momento de sequndo orden)
ECMy(T) = Varg(T) + Sesgoy(T),0 € ©

Definicién 1.3.4 Diremos que un estimador T (de cuadrado integrable), de
g9(0) € R, es uniformemente de minima varianza (UMV) si minimiza el error
cuadrdtico medio en la clase de estimadores insesgados.
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Proposicién 1.3.2 El estimador UMV es inico casi sequramente para todo
0 € ©. Esto es, si Ty, Ty son estimadores UMV de g(8) € R entonces

Py{Ty # Tp} = 0,¥0 € ©.

Demostracién. Bastara ver que Fy((T1 —T3)?) = 0,V6 € ©. En efecto, por
Chebichef
Ey((Th — T»)?)

P@{‘Tl — Tg‘ > E} < )

=0

- 1 = 1
Po{lTh = T2 # 0} = Po(UpZy Ty — T2| > —} < > P{IT - Ty > ~1=0

n=1

T1+T>

Veamos entonces que Ey((Ty — T2)?) = 0. Primero notemos que £3£2 serd un
estimador insesgado de g(#):
> Ti+To\  Eo(Th)+ Eo(To)  g(0) +9(0)
0 = = .
2 2 2
Por tanto
T, + T
Vare(Ty) < Varg(— _; 2)
1
= Z(VCW‘G(Tl) + Vare(Tz) + 2Cov(Ty, T3))
1
= Z(QVCLTQ(Tl) + QCOUQ(Tl, Tg))

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

|Cove(T1, Ts)| < \/Varg(Tl)\/Varg(Tg) = Vareg(Th),
por tanto

T + 1
Varg(Ty) < Varg( 1+ 12

) <

< %(2Var9(T1) +2Varg(Ty)) = Varg(Th).

De manera que Varg(£422) = Varyg(T1) y por tanto Covg(Th, To) = Vare(Th).
Finalmente

Ee((Tl - TQ)Q) VGT()(Tl - TQ)
Varg (Tl) + Varg (Tg) — 2Covy (Tl, TQ)

= 2Vare(Ty) —2Varyg(Ty) =0
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Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Sean X,Y dos variables aleatorias, no constantes, de cuadrado integrable, en-
tonces VA € R

0 < var(AY + X) = Avar(Y) 4 2 cov(X, Y) 4 var(X)
implica que el discriminante de la ecuacién de segundo grado en A
Mvar(Y) + 2xcov(X,Y) + var(X) = 0
es menor o igual que cero, esto es
4eov(X,Y)? — 4var(Y)var(X) < 0,

con lo que

lcov(X, V)| < /var(X)+/var(Y).

1.4 Métodos de estimacion

Supongamos un modelo estadistico paramétrico (X, F, { Py, 0 € ©}). El propésito
serd encontrar métodos para estimar g(6).

1.4.1 Método de maxima verosimilitud

Supongamos que el modelo tiene densidad y sea fy(x) la densidad correspondi-
ente.

Definicion 1.4.1 Dada una muestra x € X, se denomina funcion de verosimil-
itud a la aplicacion

L(z;):® — R
0 Lz:0) = fo(2)
Ejemplo 1.4.1 Supongamos que tenemos un modelo de n observaciones iid
Exponenciales de parametro X\ > 0.Dada x = (21, %2,...x,) € R} la densidad

serd
Fale) = My Ae ™A = e A 2in o,

de manera que
Lz \) = A"e A2 g e R?

Ejemplo 1.4.2 Supongamos que tenemos un modelo de n observaciones iid
Uniformes en (0,0). Dada x = (x1,%2,...x,) € R} la densidad serd

n 1 1
fo(z) =1}, glioe(@i) = glog (T(n))
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de manera que

1
g7 L0.0) (T(n))
1
= 071[96(”)#00)(9)

L(x;0)

Definicién 1.4.2 Se denomina estimador mdzimo verosimil (EMV) de 6 a 0 :
X — x CR? tal que

L(z;0(x)) = sup L(x;0), Vo € X\N
)
donde Py(N') =0,V0 € ©.

Ejemplo 1.4.3 Supongamos que tenemos un modelo de n observaciones iid
Ezponenciales de parametro A > 0. Para hallar A hay que hallar el mdximo de
la funcion de verosimilitud

L(z; M) = Ale ™A Xiz @
o lo que es lo mismo el mdximo de la log-verosimilitud
Wz; A) :=log L(xz; \) =nlog A — )\in.
i=1

Como

el extremo es

. n
Mz) = =——-
D1 Ti
FEs un mdximo local:
02l(z; \) n
ez - a2 <0
oA A

Como la funcion es derivable y el mdzimo local Unico tenemos un mdzximo global.
Ejemplo 1.4.4 Supongamos que tenemos un modelo de n observaciones iid
Uniformes en (0,0). La verosimilitud es
1
L(x;0) = H—nl[w(n)7+oo)(9).

Es inmediato que

Proposicién 1.4.1 Sea
g:© — A
0 — A=g(0)

una biyeccion (medible). Entonces A = g(f).
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Demostracién. Tenemos que
L(x;0) = L(z; 97" (V) := L(x; \).

Por definicion

L(xz; \) = sup i(m; A).

AEA
Ahora bien
L(z;g(0)) = Llx;g " (9(6))) = L(a:0)
= sup L(z;6) = sup L(z; g7 *(\))
9co PYETN
= sup L(z;\).
AEA
[

Ejemplo 1.4.5 Supongamos que tenemos un modelo de n observaciones tid
Ezponenciales de parametro A > 0. Sea p = %, entonces

Z;L:l Ti

.1 _
- x = =x.
H 3 "

1.4.2 Método de los momentos

Definicién 1.4.3 Supongamos que nuestro modelo es el inducido por n vari-
ables iid: (X1, Xa, ..., Xp,). Sean 11,(0) = Eq(X?), esto es, los momentos de orden
i-ésimo de las variables. Supongamos que quiero estimar g(6) € R y que puedo
escribir

9(0) = h(p1(0), po(0), ..y i, (0)),

entonces el estimador por el método de los momentos de g(0), que escribiremos
T, viene dado por

n

T(z) = h(% in, % ix?, - % ixf)
i=1 i=1

i=1
Ejemplo 1.4.6 Sea un modelo de n observaciones iid Uniformes en (0,0).

0

i (6) = Eo(Xy) = .

Por tanto
0 = 2.“1 (6)7

y el estimador de 0 por el método de los momentos serd

1 n
T(z)=2- ;= 2z.
(x) - iilz z



1.4. METODOS DE ESTIMACION J.M. Corcuera

Recordemos que el EMV era é(x) = Z(n). En primer lugar

Tl
fX(m(l’):”(g) 151[0,9](1-),

entonces
1 n

6
~ €T
Ey(0) = Eg(X(n)) = Syl 2 dy =

de manera que el estimador tiene sesgo, pero podemos corregirlo si consideramos

el estimador
n+1.

0" = 6.

n

La varianza de 0% serd
var(0*) = E(0*?) - 6?
2
_ (”“) B(H°) - 6

n
_ <“+1)2 " g2 g
n n+ 2
02
n(n+2)’

que es mas pequena, para todo valor de 0, que la varianza de T,

4Var(Xy) 6*
T = —_— = —
var(T) - ™
Observacion 1.4.1 Es inmediato que el estimador por el método de los mo-
mentos de p,(0) es = 37" | a¥ su llamado estimador empirico. En general (en el
contexto iid) el estimador empirico de Eg(f(X1)) se define como 27" | f(x;).

Ejemplo 1.4.7 Consideremos un modelo de observaciones iid N(u,c?) con
(1, 0) desconocidos.

L(z;p,0) = Wl)n exp{*# > (@i — w3},
O i=1

de manera que la log-verosimilitud viene dada por

n

1 2
lz;p,0) =log L(z;pu,0) = —nlogo — 352 ;(xz — p)” + Cte.

Vamos a buscar el mdximo de manera iterativa. Fijado o, buscamos el mdzrimo

en :

o2

1 n
Oul(wip,0) = —5 Y (@i —p) =0
1=1
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implica que
= — T, = XT.
s

FEs claro que es un mdximo local

n
8il(ac;u,a) =-2< 0

y por su unicidad y la derivabilidad de l(z, pu, o) resulta un mdzimo absoluto, de
manera que para todo o
Wayp, o) <lz;Z,0).
Buscamos ahora el mdximo de
n

W % — —nl _
(z;Z,0) nlogo — 5— )4

Opl(z; 1, 0) 032 x; — )

de manera que

=1
Ademads
Ol 1, 0)oms = %Z
52 & =
2n
= —— <0
o

con lo que se trata de un mdximo local y absoluto. Asi tenemos
Hxyp,0) <lz;Z,0) < l(z;Z,0)

con lo que T(x) = (Z,6) es el estimador mdzimo verosimil de (u,o). Notemos
~2 . .. L. . .
que 6, estimador mdxzimo verosimil de o2, tiene sesgo. Primero notemos que :

S (@i—p)? = Z(xi—erm—u)Q
— Z(xz_x)2+2(f—u)2(xz—x)
+n(z — p)?
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ya que Y . (x; — &) = 0. De manera que

. 1 - 1
Eu0)(67) = - ZE(Xz - X)? = - ZE(Xz — p)?
i=1 i=1
—B(X — p)?
no? o2 n-1,
= ———=—0".
n n n

Podemos corregir el sesgo si tomamos como estimador de o2.

~ n—1 1

5%(2) = —=6%(2) = x; — )%

(1) =6t a) = = Y @i - )
i=1

Notemos también que este resultado es general, para cualquier modelo (de o0b-

servaciones iid) con varianza desconocida, el estimador 6° (varianza muestral),

tiene sesgo y S* (varianza muestral corregida,).
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Método de minimos cuadrados

Definicién 1.4.4 Supongamos que las observaciones (genéricas) en nuestro
modelo son de la forma
Xi=gi(0) +ei

donde las ; son variables aleatorias. Entonces el estimador por minimos cuadra-
dos de 0 se define como 0(x) tal que

Z(CUZ —9i(0))* =min Y (z; - g:(6)).

[dSC)

Ejemplo 1.4.8 Supongamos que las observaciones son normales de media g;(«, 8) =

a+ Br; (r; mimeros conocidos y no iguales) y varianza o2. Podemos escribir
Xi=a+pri+te,p

con €; normales de media cero y varianza o®. Entonces

n

Z( — (@ + Bry)) —mlnz —(a+pr))? =0.

N Z — (o + Bry))? = —22 — (a+Bry))

n

o2 Z(ml —(a+pr))? = 2n>0,7

=1

Por tanto el minimo, fijado B, se alcanza para

a=1— Jr.

Ahora podemos tratar de minimizar

n n

D (@i — (@4 Bri))* = (@ — 7 — Blr; — 7))

i=1 i=1

852( — (& + 0Bry)) :—22 i —T—B(r; —7)(r; —7) =0,

i=1

de manera que

Dia((ri—=m)2 7

ya que
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1.5 Modelos estadisticos regulares. Cota de Cramer-
Rao.

Consideraremos que © es un intervalo abierto de R.

Definicién 1.5.1 Diremos que un modelo estadistico es reqular si se verifican
las tres condiciones siguientes:

i) L(z;0) > 0,Vz € X\N donde Py(N) =0,V0 € O.

ii) dp [ L(z;0)dz = [, OpL(x;0)dx (en el caso absolutamente continuo)
09> 5 L(z;0)dx =" OgL(x;0)dx (en el caso discreto), V6 € ©.

iii) (Informacién de Fisher) 0 < I,(0) := E((dplog L)?) < oo, V0 € © (n

indica el tamafio muestral).
Proposicién 1.5.1 La condicién ii) de reqularidad es equivalente a
Eg(ag IOgL) =0,Vh €O

Demostracién. Puesto que [, L(z;0)dx = 1, 0y [, L(z;60)dz = 0 y la
condicién ii) equivale a

_ yde = [ PL@O
0 = /XagL(Jc,H)da:—/X L(z: 0) L(x;0)dx
= /8910gL(a:;9)L(x;t9)da;:Eg(aglogL).
x
[

Corolario 1.5.1
1,(8) = varyg(9plog L),V8 € O.

Observacién 1.5.1 A la funcidn del pardmetro y la muestra 0plog L(x;0) se
le suele denominar funcion “score”. Fijado 0, Oglog L es una variable aleatoria
de esperanza cero y varianza la informacion de Fisher.

Supongamos la condicién de regularidad adicional

iv) 93 [, L(x;0)dx = [, 05 L(x;0)dx (en caso absolutamente continuo) 95 > L(x; 0)dx =
>y 02L(x;0)dz (en el caso discreto), V0 € ©.

Proposicién 1.5.2 Si el modelo cumple i) i) y i), W) es equivalente a

1,(6) = Eg(~03 log L)
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Demostracién. La condicién iv) es equivalente a
07/ 89 Z; 0

O3 L(x;0) = 02 log L(x; 0) L(x; 0) + (9 log L(x; 0)) L(; )

y como

el resultado se sigue integrando ambos miembros y de que

1,(0) = /X(ag log L(z;0))* L(z; 0)dx < 0o
.

Proposicion 1.5.3 Si el modelo corresponde a n observaciones iid y el modelo
correspondiente a una observacion es regular, el modelo correspondiente a n
observaciones es regular y

1,(0) = nl,(6)

donde I,(0) es la informacion del modelo con una observacion.

Demostracién. L, (z1,...,2,;0) = 1" Li(x;;60). Con lo que la condicién
i) de regularidad es evidente. La condicién ii) se deduce de que

log Ly (21, ..., xp; 0) = Zlong(xi; 0)

con lo que
Oplog Ly (w1, ..., xpn;0) = Zn: Oplog Ly (x;; ),
i=1
Eg(Dplog Ln(X)) =Y Eg(dplog Ly (X;)) = 0.
i=1
Finalmente
I,(0) = varg(9glog L,) = varg(9g log L, (X1, ..., Xp; 0))

= Varg(i Oplog L1(X;;0)) = i varg(0p log L1 (X;; 0))

= nIl(Gl)fl -
]

Ejemplo 1.5.1 Sea el modelo de n X; iid con ley Exp(\), A > 0.

Li(x;\) = Aexp{—\z}
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log Li(z; A) = log A — Az,

1
Oxlog Ly (z;A) = 3

1
E,\(a,\ 1ogL1) = X — E,\(X)

Pero
E\(X) = / xdexp{—Ax}dxr = [~z exp{—Az}|;° +/ exp{—Az}dz
0 0
>0 1 o1
= ; exp{—Az}dz = [_X exp{—Az}]° = 3
con lo que
E)\(a)\ log Ll) =0.
Ademds
ILi(A) = warx(0xlogL1) = vary(X)
= E\X?Y) - E\(X)?
2 1 1
TN X

Con lo que el modelo es regular y
n

Ademas )
03log Ly(z;\) = —z

y el modelo también cumple ).

Definicién 1.5.2 Diremos que T es un estadistico reqular si
&9/ T(x)L(ac;H)dx:/ T(x)0pL(x;0)dz,V0 € O.
x x

Teorema 1.5.1 (Cota de Crdmer-Rao). Consideremos un modelo reqular y sea
T un estimador insesgado de g(0) y regular, esto es entonces,

varg(T) >

,V0 € O.

Demostracion.

9 /X T(«) L(z; 0)dz = Oy Eo(T) = ()
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Nde — o 0eL@0) oy
/XT(J;)(%L(:U,G)CZ _ /XT( ) L0y

= / T(x)0g log L(x; 0)L(x; 0)dx
X
= covy(T,0plogL).

Ya que Ey(9glog L) = 0. Por tanto

89/ T(x)L(x;0)dx = / T(x)0gL(x;0)dx
X X
es equivalente a escribir
g’ (0) = covy(T, g log L).
St ahora aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz
g (0)* < wvarg(T)varyg(dplog L)
]

Definicién 1.5.3 En el contexto anterior si T es un estimador insesgado de
g(0) tal que

g
varg(T) = XOR

se dice que es un estimador eficiente de g(6).

Proposicién 1.5.4 Si T es un estimador eficiente entonces es UMV (en la
clase de estimadores requlares).

Observacion 1.5.2 La condicion de eficiencia es equivalente a la condicion de
igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwarz y por tanto a la "co-linealidad”
entre T — Eg(T) y Oglog L, Py- casi sequramente. Esto es, tendremos eficiencia
st y solo si, V0 € O, existe A(0) tal que

T — Eo(T) = M0)0glog L,Vz € X\Ny, Py(Ng) = 0.

Notemos que
(T — Eg(T))0p log L = A(6)(p log L)?,

y por tanto

§(6) = Eo((T — Eg(T))dslog L) =
—  AO)Es((Dplog L)?) = NO) I (0).

En definitiva
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Ejemplo 1.5.2 Sean n X; #id Bernoulli(p). Entonces
L(xlvaa 71'n;p) = pEJ?z(]_ - p)n72$17p € (O? 1)

El modelo es reqular y

OplogL = 2 i — n- 2
p l—p
S n

p(l1—=p) (1-p)’

con lo que
i 1-
DL waplogb

Resulta asi que

2T
T(x) =
() = &
es un estimador eficiente de p y
p(1—p)
A =
(p) -
con lo que
n
I, p)=
(2) p(1—p)

Ejemplo 1.5.3 Sean n X; iid Ezp()\), ya vimos que el modelo era regular,

L(zy, 22, iy A) = A" eXP{*)\Z%‘}

de manera que
n
Oxlog L = N in,

Y
1 1
2z L =——0\log L.
n A n
Por tanto % es un estimador eficiente de % Y

de manera que
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1.6 Modelos exponenciales

Supongamos que para todo z € X se cumple la condicién de eficiencia

T(x) — g(0) = A(0)0g log L(x,0),¥0 € ©
integrando la ecuacién anterior obtenemos que

L(z,0) = exp{a(0)T(x) + b(0) + s(x)},
con

a(0) = / ﬁdﬂ, b(O) = — / iig;d(a

y s(z) una constante de integracién que puede depender de z.
Definicién 1.6.1 Un modelo con verosimilitud de la forma

L(x,0) = exp{a(9)T(z) + b(0) + s(z)},
se dice que es un modelo exponencial. T(z) se denomina estadistico privilegiado.

Observacion 1.6.1 Es inmediato ver que si el modelo correspondiente a una
observacion es exponencial el correspondiente a n observaciones iid también lo
es. En efecto

Ly(x1,22,..2n;0) = Ty Lq(x40)
= I, expl{ai(0)T1(z;) + b1(0) + s1(z:)}
= exp{ai(0) Y Talwi) +nbi(0) + 3 s1(w)}

= exp{a(G)T(;) +0(0) + s(x)}

n

a(t) = a1(0),T(x) = ZTl(xi), b(0) = nb (0),s(x) = Y _ s1(x7).

i=1

Ejemplo 1.6.1 Supongamos un modelo de n, observaciones iid Bernoulli(p).
Entonces

L(z1,22,..2n;p) = pzyzlxi(l—p)"_zyzl T

exp{log T fp le + nlog(l —p)},
i=1

con lo que podemos escribir

a(p) = log

o T(a) = 3 blp) = nlog(1 = p) s(x) =0,
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Ejemplo 1.6.2 Supongamos un modelo de n, observaciones iid Exp(X\). En-
tonces

L(zy,x9,..xn;N) = A" exp{—)\zgci}
i=1

exp{—A Z z; + nlog A}

i=1

con lo que podemos tomar
a(A) = -\T(z) = Zwi,b()\) =nlog A, s(x) =0,
i=1

Ejemplo 1.6.3 Supongamos un modelo de n, observaciones iid N(u,c?), o cono-
cida. Entonces

1 1 &
L(xzy,x9,..xn 1) = WGXP{—@Z(%—H)Z}
i=1

—nlogo — g log(2m)}

con lo que podemos tomar

n 2
1 nu
a(:u) = ;’T(m) = ;x“b(u) = _20_2a
(@) L S 02 nlogo — "log(2r)
S\ = —_ T, —nlogo — — 10 ).

Si el modelo es exponencial obviamente, se cumple la condicién i) de regular-
idad. Para que se cumplan las condiciones ii) y iii) vamos a exigir que a(f) sea
derivable con @' () # 0. Necesitamos un resultado que nos permita intercambiar
limites e integrales (o sumas):

Teorema 1.6.1 (convergencia dominada) Sea {f,(x)}n>1 un sucesidn de fun-
ciones en R? tal que | fn(z)| < g(x) ¥n > 1, donde g(x) es integrable, supong-
amos que f(x) =lim, . fn(x). Entonces

lim fn(z)dx = f(z)d.
Rd

n—oo [pd
y andlogamente para sumas.

Observacion 1.6.2 FEl resultado sigue siendo cierto si cambiamos dx por otra
medida en RY.
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Teorema 1.6.2 Un modelo exponencial con a(f) derivable y a'(0) # 0 es reg-
ular.

Demostracion. Veamos que podemos intercambiar la derivada respecto a
0 y la integral.

Be/xexp{a(ﬁ)T(x)+b(9)}exp{s(m)}dx
= exp{b(0)}d'(6)0, (0 /Xexp{a(@)T(x)}exp{s(m)}dx

+1/(6).

Entonces si demostramos que
Daio) /X exp{a(6)T(2)} exp{s(z)}dz
= | Doy explaO)T (@) exp ()
_ /X T(x) exp{a(8)T (x)} exp{s(z)Vda, (1.1)

con

/X |T(x)| exp{a(0)T(x)} exp{s(x)}dx < cc. (1.2)

ya estard. Notese que b'(0) estard también bien definido ya que como 9y [, L(x;0)dx =
0, resultard que

b'(6) = — exp{b(6)}a’(6)Du(o) /Xexp{a(ﬂ)T(w)}eXp{S(z)}dm

y ultimo que el término de la derecha esta bien definido ya estara.

Para ver que (1.1) y (1.2) son ciertos notemos en primer lugar que podemos
tomar, sin pérdida de generalidad, s(z) = 0. Sea 6 de un entorno de 6, por la
desigualdad triangular

/ IT(2)) exp{a(B)T (z)}da
X

exp{a()T(x)} — expla(6)T(x)}
< /X oo — T(x) exp{a(d)T ()} | da
expl{a(0)T(x)} — exp{a(0)T(x)}
+/X a(B) — a(9) -
Veamos que
expla(@)T(2)} — expla(0)T(x)}
oo — T(x) exp{a<e>T<x>}|
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esta acotado para todo 6 en un entorno de 6, suficientemente pequeno, por una
funcion integrable:

eXp{a(Q)TE:Eg - e)((g){a( e T(x) exp{a(0)T(z)}
el T (e | ERL@®) —a@)T @)} —1
— expla(0)T(x)) ) T( )‘
> la 0 —a k—1 2)|*
< exp{a(a)T(fE)}kz_2 (©) <9])€\! T
De manera que
eXP{a(e)TSEg - e}({g){a( ) T(x) exp{a(0)T(z)}
1 hE T
< Eexp{a }Z 7
< l(exp{(a( 0) + h)T(z)} + exp{(a() — h)T(z)}),

h

siempre que ~
la(0) — a(9)| < h.

Si tomamos h suficientemente pequeno, como a’(f) # 0, existirdn 61,05 € ©
tales que

a(@)+h = a(6y)
a(@)—h = a(bs)

y como

exp{=b(6)} = [ expla8)T(@)}dei = 1.2,

resultard que 3 (exp{(a(6)+h)T(z)} +exp{(a(8) —h)T(x)}) es integrable y esta
cota no depende de 6 en el entorno de 6. Tenemos entonces que se cumple (1.2)
y podemos aplicar ahora convergencia dominada en

. exp{a(0)T(x)} —expla()T(x)} ,
‘%13(19 </X o(®) —a(®) dx AT(x)exp{a(G)T(x)}dx)

— lim exp{a(é)T(x)}—exp{a(@)T(x)} . et v

- m|f ) —a6) da = [ 7(a)expla(0)T ()}
. exp{a(0)T(x)} — exp{a(0)T ()}

< %I_,Hé/x a(é) —a(9) —T(x)exp{a(0)T (x)}| dx

_ - exp{a(0)T(z)} — exp{a(0)T(x)} (2 expla o e

- o o) = a0 T(0) exp{a(0)T(2)} | dz = 0.
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De manera que

5‘,1(9)/Xexp{a(0)T(x)}d:v:L@a(g) exp{a(0)T(z)}dx.

Si volviéramos a derivar otra vez respecto a a(f) la expresién

| 7@ expla(O)T @) expls(a)}do

deduciriamos que

Oa(6) /X T(x)exp{a(0)T(z)} exp{s(z)}dx

/X T()0us) expla(8)T ()} exp{s(z)}da

/X T?(z) exp{a(0)T(z)} exp{s(x)}dz < co (1.3)
De manera que

1,(0) varg(9p log L) = varg(a’(6)T + b'(0))

a'(0)*varg(T(z)) < oo.

Como a/(0) # 0y T'(z) no es constante también se cumple que I,,(#) > 0. Con
lo que el modelo cumple las condiciones i), ii) y iii) de regularidad. m

Observacién 1.6.3 Si a(f) es dos veces derivable entonces se puede ver, sigu-
iendo el mismo procedimiento que en la demostracion anterior, que se cumple
la condicion iv) de regularidad de manera que

= FEy(=d" ()T —b"(0))

= —d"(0)Ey(T) - V"(0).
Como

0= Ep(dplog L) = a'(0) E¢(T) + ' (0),
resultard finalmente que
b'(0)
. N/
I,(0) =a (0)@/(0) b"(0).

Observaciéon 1.6.4 Como

dplog L = a'(0)T(z) + V' (0),

tendremos que
—v'(6) 1

T =) ~ am)
=0

UOR

0p log L,

con lo que T serd un estimador eficiente de
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1.7 Propiedades asintéticas de los métodos de
estimacion.

Por simplicidad vamos a considerar modelos paramétricos correspondientes a
observaciones iid y con © un intervalo abierto de R. Si tenemos muestras de
tamano n tendremos una espacio muestral X y dado un método de estimacién
tendremos el correspondiente estimador que denotaremos T5,:

T,: X — R

(1,22, s Tpn) — Tp(x1,29,...,Tn).

El propdsito sera estudiar el comportamiento de T3, cuando n — oo. A tal
efecto estudiaremos el comportamiento de la sucesién de variables

{Tn (X1, X2, ..., X)) bn>1.

Definicién 1.7.1 Diremos que T,, es un estimador (asintdticamente) fuerte-
mente consistente de g(0) si

To(X1, Xo, ..., Xp) 22 g(0),v0 € ©

st la convergencia es en probabilidad se dice que es débilmente consistente.

Definicion 1.7.2 Diremos que T, es un estimador asintdticamente insesgado
de g(0) si
E(Tn(XhXQ, 7Xn>) — g(H),VG €0
n—oo

Definicién 1.7.3 Diremos que T,, es un estimador asintéticamente normal de
2
) g
g(0) y varianza asintética %~ si

V(T (X1, Xa, s Xn) — g(0)) 5 N(0,0%),¥0 € ©

n—oo

2

a veces se denota T, ~ AN(g(0), %)
Observacién 1.7.1 Notemos que si T,, es asintdticamente normal de g(6) esto
significa

o2

Ley(Tn) ~ N(g(@), ;)

y la aproximacion es tanto mds cierta cuanto mds grande es n.
s o s . 2
Definicién 1.7.4 Si T,, ~ AN(g(0),%-) con

o2 = 9’(9)2
I,(0)

se dice que es un estimador asintdticamente eficiente de g().
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Teorema 1.7.1 Supongamos que el modelo cumple las condiciones de regqular-
idad i) ) iii) y w). Y que ademds v): 0} log Li(z;0) es una funcidn con-
tinua en 6 y vi) | 82log Ly (x;0)| < hg(x) para todo O de un entorno de 0,
con [, ho(x)Ly(x;0)dr < co. Entonces si 0, (z) es una solucidn fuertemente

consistente de las ecuaciones de verosimilitud:
99 log Ln(%;0) 9—p, () = 0; 02 log Ly, (; 0106, () <0

resultard que

(X0 Xor o Xo) —0) 5 N0, ——) ¥ €O
neo U TH(0)

Demostracion.

O log Ly, (x;0) = 03 log Ly, (x; 0)19—0x (0 — 0r),
donde 6, es un punto intermedio entre 6 y 0,,. De esta manera

. B g log Ly, (3 0)
Vi, —6) = \/ﬁ—aglogLn(fM)m:o;

=00 log Ly (23 0)
—L10%log L (%;0) 9=+

Ahora bien
1
N
Para todo 6 € © las 9y log L1(X;;0) son variables aleatorias iid de media cero

y varianza Fy((9p log L1(X;;0))?) = I1(). Entonces por el teorema central del
limite

1 n
Op10g Ln(X1, X, ., X ) = —= > " Oplog Ly (X 0).
i=1

1 n
7 >~ 9 log L1 (X;:0) nf;o N(0, I, (6)).
=1

Por otro lado,

1 1 ¢
——0%log Ln(X1, X0, ... Xp;0) = =Y —03log L1(X;:0),
0% log Ln (X1, X» ) n; b log L1(X;;0)
y las variables —97 log L1 (X;; 6) son iid de esperanza I3 (), de manera que por

la ley fuerte de los grandes nimeros

1 C.S.
——03log L, (X1, Xo, ..., Xp30) <% 1,(0).
n n— 00
Entonces si demostramos que

1
E|3§logLn(X1,X2,...,Xn;9)789210gL7,,(X1,X2,...,X 0 | R O )

nyYn
n— o0
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tendremos que

1
—=0Flog L (X1, Xa, .. X3 6;) L 1o

n—oo

y aplicando el teorema de Slutsky a (1.4) tendremos

1
. dplog Ly, (x;0) N(0, 1, (9)) 1
Tn c I
b, —0) = L1 — N(0,——). (1.6
Vil ) — 102 log L (x;0)j9—p= n—oc  11(0) ( 11(9)) (16)

Para probar (1.5), notemos que

1
~ |05 10g Ln (X1, X2, ..., Xpn:0) — 9510g L (X1, Xa, ..., X030,

IN

1 n
- > |03 log L1 (X5 0) — 07 log L1 (X3 60;,) |

i=1

n
Z sup |97 log L1(X;;0) — 8 log L1 (X3 61)
~ 10-01<s

< , (con probabilidad uno)

1
n

ya que como 9n es fuertemente consistente y 9:; estd entre 6 y 9,“ para todo
0 > 0 si n es suficientemente grande

10— 05| <5

con probabilidad uno. Tendremos entonces que

1
limsup — |95 log L (X1, X2, ..., X1 0) — 95 10g L (X1, Xa, ..., X0 0,) |
n

IN

1 n
lim — Z sup |8§ log L1(X;0) — 03 log L1 (Xy; 61)]
NS 16—01]<6

Eg | sup |05logLi(Xi;0) — 0 log L1(Xy561)] |,
[0—0,1]<8

donde hemos podemos aplicar la ley fuerte de los grandes niimeros ya que

Egp| sup ‘83 log L1 (X;;0) — 03 log Ll(XZ-;Ql)‘
10—01]<5

< 2Ey(he(X5)).

El resultado se sigue haciendo que § — 0, aplicando convergencia dominada y
la continuidad de las derivadas segundas de la verosimilitud. m

Proposicion 1.7.1 Supongamos que nuestro modelo paramétrico, correspondi-
ente a observaciones iid, y tal que © es un intervalo abierto de R, es localmente
identificable, esto es la aplicacion

0— Py
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es inyectiva en el entorno de cualquier punto y que

/|1 L |L1(x 0)dx < 0o
1(

para todo 0 de un entorno de 8, V0 € ©. Entonces las ecuaciones de verosimilitud
tienen a partir de un cierto valor de n una solucion fuertemente consistente.

Demostracion. Consideremos la funcién

(X5
An (X1, Xoy ooy X 0) = Zlog e )

\_/

Por la ley fuerte de los grandes niimeros

N L,
A (X1, Xo, o X0 0) <3 Ey(log =——2~
( 1,22, ) ) )njoo G(Ong(Xl;e)

Sea k € N suficientemente grande para que L;(X; 9) sea una variable diferente
de L1(X1;0) si 0 € [0+ %,9 — %] Esto queda garantizado por la hipdtesis de
identificabilidad local. Entonces por la desigualdad de Jensen como log es una

X130 [
funcioén estrictamente concava y Lig Xi eg # 1, resultard que

Ll le )
Ll(Xla )

Ll(l',é
= lo 1(x;0)d
g/X 1(1,’9 )dx

9

108/ Ly(x;0)
x

= logl

Q:z

L (Xlae)

(logm) < log Bo(+— 0

)

Qb

Fijado k, si n es suficiente grande tendremos que

1
)\n(Xl,XQ,...,Xn;G—‘r%) < 0

1
)\n(Xl,XQ,...,Xn;H—E) < 0

con probabilidad uno salvo en un conjunto Ny tal que Py(Ny) = 0. Por definicién
An (X1, X2, ..., Xp; 0) = 0. Por tanto en el intervalo [9—1—%, 9—%] habrd un méximo
local, podemos tomar este valor como én, es obvio que entonces | 0, — 0| < %
El resultado se sigue tendiendo k a infinito. m
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1.8 Muestras de una poblacion normal

En esta seccién vamos a estudiar las distribuciones de determinados estadisticos
cuando los datos que observamos siguen una distribucién normal. Estos re-
sultados nos serdn de gran ayuda en los cédlculos que hagamos en el siguiente
capitulo.

Sea A una matriz cuadrada no singular n x n y b € R™ . Sea X un vector
aleatorio m-dimensional con densidad. Consideremos el vector Y = AX + b,
sabemos que entonces Y tiene densidad

fy) = fx(g " W)y ()]

donde g(x) = Ax + b, esto es

fr(y) = fx(A7 (y — b))l det A7

ya que
Oz, Oza
oy1 OyYn
Jg—l(y) = =det AL,
Oz . Ozn
oy1 Oyn

Si ahora X1, Xs, ..., X,, son iid N (0, 1)

Fx(@) = e3> a?)
(Var) i=1

1 !
= (\/ﬂ)n exp{—ix x},

5

donde = = (21,23, ...,x,)" y la prima indica traspuesta, entonces
1

(V2r)" | det A|

y si escribimos ¥ = AA’, resultard que

Frly) = exp{— 5y~ b (A A~ (y — b))

1
e
(v 27r)n | det 33|1/2
Se dice entonces que Y tiene una distribucién normal n-dimensional de media b

y matriz de varianzas-covarianzas ¥, se escribe Y ~ N, (b, ¥). Notemos que en
efecto

fr(y) = Xp{*%(y*b)’ﬁ’l(y*b)}

E(Y) = ABE(X)+b=b
Co(Y) = E((Y —b)(Y —b))
= AB(XX')A'

= AA' =%
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vy que X es definida positiva:
Y'Yy =y AA'y = ||A'y||* > 0 para todo y # 0,
va que A es no singular.

Proposicién 1.8.1 Si Y ~ N,(b,%), B es una matriz n X n no singular y
¢ € R™ entonces Z = BY + ¢ ~ N, (Bb+ ¢, BLB').

Demostracion. Podemos suponer que ¥ = AX + b con A no singular,
¥ = AA" y X un vector de N(0,1) independientes, entonces

Z =BAX + Bb+c

con lo que la nueva media serd Bb+ c y la nueva matriz de varianzas-covarianzas
BAA'B' = BYB'. m

Corolario 1.8.1 Si X es un vector n-dimensional de N(0,1) independientes y
T es una matriz ortogonal n xn, Y :=TX es también un vector n-dimensional
de N(0,1) independientes.

Demostracién. X ~ N,(0,1,) y por la proposicién anterior Y := TX ~
N,(0,TT") y TT' = I,, ya que T es ortogonal. m

Proposicion 1.8.2 SiY = Yo pm tiene una ley normal n-dimensional
Y(2) tn—m

y Cov(Y(1), Y2)) = 0, entonces Y(1y e Y(2) son independientes y con ley normal.

Demostraciéon. Es inmediata a partir de la factorizacién de la densidad
conjunta. W

Proposicién 1.8.3 Cualquier marginal de una normal multidimensional es
normal.

Demostracion. Sea Y = ( Ya) ) tm Y ~ Nu(b%), con & =
Yio) }n—m
( gi g;z ) m,m . Hagamos el cambio

Y, Z I 0 Y,
( Yo ) Z(2) 037 Lm Y(2)

Entonces Cov(Z(1y, Z(2)) = 0, de hecho

%y 0
Cov(Z) = ( 0 DIFPRED DD INE MY ) ’

y podemos aplicar la proposicién anterior. m
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Proposicion 1.8.4 Si L es una matriz m xn con m < n y m filas linealmente
independientes e Y ~ N, (b, %) entonces LY ~ Np,(Lb, LYL).

Demostracion. Basta completar L con n — m filas linealmente independi-
entes y aplicar la proposicién anterior. m

Corolario 1.8.2 5i X = (X1,..., X,,)" es tal que las X; son iid con ley N (u1,0?)
entonces X ~ N (u, %2)

Demostracién. X ~ N, (u1,0%I,),con1 = (1,%),1)". Por tanto si tomamos
L =(1/n,...,1/n) tendremos, por la proposicién anterior, que

X =LX ~N(ull,6’LL),

y
1
L1=1/n,.,1/n)| : =1
1
1/n
LL = (1n,.i1/n) | _ 1
1/n "
| ]

Definicién 1.8.1 Sean Zi, ..., Z, iid N(0,1), entonces Z? + ..+ Z2 sigue una
ley que se conoce como Ji-cuadrado con n-grados de libertad, se escribe X2. Esto
es

X2% 72 472 7 did N(0,1).

Observacién 1.8.1 Si Z; ~ N(0,1)

|
)
—
5
~

[z ()

esto es
73 ~ Gamma(1/2,1/2).

Es facil ver que si Wi ~Gamma(aq, 3) y Wa ~Gamma(as, 8) y son indepen-
dientes entonces Wi + Wy ~Gamma(ay + oz, (), de esta manera la ley X? es
una ley Gamma(n/2,1/2).

Teorema 1.8.1 (Fisher) Si X1, ..., X,, son iid con ley N(p,0?) entonces U :=
. X)2 _
s XD L X2 independiente de X.

i=1 o2
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Demostracién. Tomemos Y; = %7 entonces U = Y7 (Y; —Y)? con Y;
iid N(0,1). Tenemos que,

2
n N n Y
U=)Y Y -nY?=Y'Y - 1,

donde Y = (Y7,...,Y,,)". Sea T una matriz ortogonal n X n con su primera fila
n)

(ﬁ7 2 ﬁ) esto es

Sea Z =TY, entonces Zy =y ., Yn yZ2'Z=Y'T'TY =Y'Y, asi

NG

Y'Y — ¢

= 7'7-7} =73+ .+ 72,

U

y sabemos por el corolario (1.8.1) que Z es un vector de N (0, 1) independientes,
de manera que U es independiente de Z; = \/ﬁ% yU~X?2 |. ®

Definicién 1.8.2 Si X ~ N(0,1) e Y ~ X2 y X e Y son independientes
entonces la ley de

Sl

se conoce como ley t de Student con n grados de libertad, la escribiremos t,, .

Fsto es
X L
ey t
Y

n
Observacion 1.8.2 Se puede ver que

1 11‘*(%—‘&) x2 _npl
fr, (@) = Jin T(2) (1+ 3)

Notemos también que por la ley de los grandes nimeros y el teorema de Slutsky

X e
— X N(o,1),

Y n—oo
n

la t, es una distribucion simétrica como la N(0,1) pero con las colas mds pe-
sadas.
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Corolario 1.8.3 (del teorema de Fisher) Si X1, ..., X,, son iid con ley N(p,c0?)
entonces

X —p

Vn

~tp_1

donde

~ 1 _
52 = — DX - X)2

i=1

Demostracién. nX=£ ~ N(0,1) y >0, 5 (X, — X)2 ~ X2, y son
independientes, entonces por la definicién de ¢ de Student

~ty_1

AT L o7 (Xi = X)?

pero

VnEh X

e s
\/ﬁ Zi:l %(Xi_XP

S
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Capitulo 2

Intervalos de confianza

Dado un modelo paramétrico (X, F,{Py,0 € ©}), con © C R? la idea es dar
una regién de R? en la que se pueda encontrar el verdadero valor de #. Vamos a
concentrarnos en el caso d = 1 con lo que nuestras regiones seran ”intervalos”.

2.1 Construccion de intervalos a partir de la verosimil-
itud

Sea x = (1,2, ..., L) una muestra de tamano n y L(z; 0) la verosimilitud. En
estimacién puntual utilizamos é(x) como estimacién de #, sin embargo sabemos
que é(a:) no es exactamente 6 sino que oscila, al cambiar la muestra, alrededor
de 6. Entonces una manera alternativa o complementaria de localizar 6 seria
dar un conjunto de puntos en lugar de un punto. Podriamos asi decir que 6 se
encuentra en [él(x), 05 (2)], con cierta seguridad o verosimilitud. Notemos que
01 y 02 estiman los extremos del intervalo y por tanto este va cambiando de
muestra a muestra, podemos escribir

I(z) = [f1(z), 02(x)]-

Es evidente que nos gustaria tener un intervalo de longitud 0> (x) —6, (x) pequena
(mds preciso) frente a uno de longitud grande (impreciso) pero si lo tomamos
mas pequeno la seguridad de que el intervalo contenga a 6 también disminuiré,
por tanto debemos buscar un compromiso entre ambas cosas.

Para controlar la seguridad o verosimilitud del ”intervalo” podemos tomar
el conjunto de valores de 6 tales que

~
>

)
)

para un valor de K no muy grande. Si embargo queda por saber como fijar K.

(z;

<K
(z;0) —

~
S

35
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Una manera podria ser tomar K tal que

>
S~—

L(z;
L(x;0)

Pz, <K}>vy

con un -y préximo a 1.

Definicién 2.1.1 Diremos que los intervalos I(xz) para § € R tienen (coefi-
ciente) de confianza v si
PrOel) >y

esto es Py {z,0 € I(z)} > 7.

Observacién 2.1.1 Habitualmente se suele tomar 0.95 ¢ 0.99 (si la muestra
es muy grande).

Observacién 2.1.2 Notemos que P;X(0 € I) = Py(6 € I(X))

Observacién 2.1.3 Andlogamente diriamos que los intervalos I(z) para g(0) €
R tienen (coeficiente) de confianza v si

Pt (g(0) € 1) >~
y 0 podria ser multidimensional.

Ejemplo 2.1.1 Seann observaciones iid con distribucién N(u,c?), o conocida.

Lz;p) = (\/%U)n exp{—# Z(m - )%}
1

1 & 9 n o, _ 9
= (Varo)” exp{—5— ;(mi—w) texp{—g—5(z — )7}

= h@)exp{-55@— 1)’}

entonces, puesto que fi(x) = T

L(z; 1)
L(z; p)

n o _
<K = exp{g5(@— )’} < K

o equivalentemente
17— pf < C’Ki
Jn

donde C'i es una constante que depende del valor de “verosimilitud” elegido, K,
pero no de o 6 n. Finalmente obtenemos

z—-Ck <u<z+Ck

ER
Eh
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Sin embargo, no hay una manera clara de como fijar K o Cg. Podemos mirar
cdmo se comporta el intervalo [T — CK%,JE + C’Kﬁ] cuando cambiamos la
muestra, en particular

_&mem—ck%?X+@ﬁ%D

Ahora bien
%}}
{2z}

PAX - Cx—= < p<X+0Ck
n

vn

a

Sabemos que X ~ N(u, %2) de manera que

g

0,1)

y la probabilidad anterior No depende de p y asi podemos encontrar Ck inde-
pendiente de p tal que

RL{W‘SCK}ZV

para un valor de v prefijado. Por ejemplo, si tomamos v = 0.95, como (muy
aprozimadamente)

P{|N(0,1)| < 1,96} = 0.95

bastard tomar Cx = 1,96. Tendremos asi dada una muestra x el intervalo

T-196— < pu<z

g
1.96—,
+1.96 7

BA

de coeficiente de confianza 0.95.

2.2 Construccién de intervalos a partir de fun-
ciones pivotantes.

Como hemos visto en el ejemplo anterior obtener el intervalo para u de coefi-
ciente v ha sido posible por la circunstancia de que

MNN(O 1)

g

es decir la distribucién de @
la siguiente definicién general.

no depende del valor de p. Esto nos lleva a
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Definicién 2.2.1 Sea (X, F,{P;X,0 € ©}), con © C R? un modelo paramétrico,
una funcidn pivotante para g(f) € R es una aplicacion medible
T:X%xg(0®) — R
(2,9(0)) — =(z,9(0))
y tal que la ley de w(-, g(6)) no depende de 6.

Ejemplo 2.2.1 Sea un modelo de n observaciones iid con distribucién N (u,0?)
entonces

:E —
m(x, 1) = Vn Z =
donde

1
2 _ 2
Sin—lg(zz z)

i=1
es una funcidn pivotante para p. En efecto sabemos que (por el teorema de

Fisher) que
(e, ) ~ tn_1 de Student.

Asimismo

es una funcidn pivotante ya que (también por el teorema de Fisher)

7T(',O') ~ Xz

n—1

Proposicién 2.2.1 Sea w(z, g(0)) una funcidn pivotante para g(0) y B € B(R)
tal que
Py {n(-g(0)) € B} >~

entonces
I(z) ={g(0),7(x,9(0)) € B}

es una region de coeficiente de confianza 7.
Demostracién. Tenemos que ver que
Py {x,9(0) € I(x)} > v,
pero decir que ¢g(#) € I(x) es lo mismo que decir que 7(z, g(d)) € B, entonces

Py {x,9(0) € I(2)} =Py {x,n(x,g(0)) € B}
= P {n(,90) € B} > .

Observacién 2.2.1 Normalmente B serd un intervalo [a,b] de manera que
m(x,g(0)) € B equivaldrd a a < w(x,g(0)) < b, entonces si m(x,-) es una
funcion estrictamente mondtona creciente tendremos que esto equivale a decir
que 7 (x,-)(a) < g(0) < 7 (,)(b).



2.3. PROBLEMAS DE DOS MUESTRAS. J.M. Corcuera

Ejemplo 2.2.2 (Intervalo para ji, o desconocida) Sea un modelo de n obser-
vaciones @id con distribucion N(p,0?) entonces m(x,pn) = /n=Zt es un piv-
ote para p con distribucion t,_1 de Student entonces si tomamos el intervalo

[~th—1;0/2} tn—1;0/2] donde t,_1.q/2 es un valor tal que

P(tn_l > tn—l;a/Q) = Oé/2

con v = 1— «, y donde t,_1 denota una variable con ley t,_1 de Student,
resultard que

p—X
3 Stn—l;a/Q) =7

P(,u,o‘)(_tn—l;oc/2 < \/ﬁ

y de aqui,
-
S

T
7tn—1;o¢/2 < \/ﬁ < tn—l;a/2
proporcionard un intervalo de confianza . Si aislamos p tendremos que lo an-
terior equivale a

_ S
< 1% <r+ tn—l;a/Q

S
t 1. - -
n 1,a/2\/ﬁ > \/ﬁ

Ejemplo 2.2.3 (Intervalo para o) Sea de nuevo un modelo de n observaciones
n )2
normales independientes N (11, 02) entonces w(x,0) = 27:15’721) es una funcion

. s .. 2 . 2
pivotante para o con distribucion X:_, entonces si tomamos los puntos Xn_l;l_a/Q

T —

2 ; s
Y anl;oz/2 (con la misma notacion de antes) tendremos que

< Do (T — @)
2

2
2 2
Xn—l;l—a/Q = e < Xn—l;a/2

proporciona un intervalo de confianza . En efecto, de aqui aislando o obten-
emos

no? 2 < no?
x? =7 =%
n—1;a/2 n—1;1—a/2
22 1\ —\2
con6” = > (x; —x)%

2.3 Problemas de dos muestras.

2.3.1 Muestras independientes

Supongamos un modelo correspondiente a observaciones X1, Xo, ..., Xpn,, Y1, Y2, ..., Ya,
donde las X son iid con distribucién N (p,0%) y las Y son iid con ley N (uy, 03).
Asumimos también que (”las dos muestras”) las X y las Y son independientes.
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Intervalo de confianza para la diferencia de medias.

Supongamos que 01 = 0. Entonces, como (por le teorema de Fisher y la inde-

pendencia de X e Ys)
_ 1 1

X —Y ~N(u, — Sl G
(1 — pos o (n1+n2))

S (X — X)?
o2
y ademas son independientes, resultard que
XY — (g — o)
Vi + D (G - X2+ T, (v - V)

ni+ng—2 nig

i (Y -Y)? 2
+ o2 ~ Xn1+n272

~ t7l1+7l2—2~

De aqui tendremos que
T—y—(py — po)
oG T ) (i (s = 2)2 4+ 3072 (v — 9)?)

nitng—2 no

7T(£C,y,‘u,1 _p’2) = \/

es una funcién pivotante para (1, — 5. Y obtendremos un intervalo de confianza
v para fi; — f49 dado por

~2
- ny+ng 07 05
T—y- tn1+n22;0¢/2\/n1 a2y ) S e

ni + ng 52 &

_ 1 2
< rz—y—+t /2| = (— — ).
YT tnatna =20/ ny+ng—2'ny Ny

Si o1 # o2 lo anterior no proporciona un pivote para p; — iy ya que no
hay manera de ”eliminar” o2 y 3. Hay diversas soluciones aproximadas, la més

sencilla se basa en el hecho de que

X_Y_(MI_IUQ) NN(O,l)

(7'2 0'2
a2
de manera que aproximadamente
XY - (-
(:ul /-1’2) ~ N(O,l)
61 , 53
m Ty

y tenemos el intervalo de confianza aproximadamente -y

~2 ~2 ~2 ~2
_ _ g g _ _ g g
7o kg[St ST g\

donde P(N(0,1) > kq/2) = /2 y, como siempre, v = 1 — av.
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Intervalo para el cociente de varianzas

Como - s
Zi:l(Xi — X) — X2
2 ni—1
01
y

Z?:ll(yz — Y)Q _ XQ
sa=l s o
03
son independientes, si definimos la distribucién F,, ,, de Fisher (con niy ng
grados de libertad) como la que se obtiene al hacer el cociente

Xil /nl
X’r%z /TLQ

donde numerador y denominador son independientes, tendremos que
27,2
51/01
2/ 2
§3/03

y esto nos dara el intervalo de confianza ~

~ F7L1—17n2_1

F, 53 < U% F 53
n171,77,271;17(1/2§72 >~ ? >~ nl,l,nzfl;a/2§72~
1 1 1

2.3.2 Muestras relacionadas

Supongamos un modelo correspondiente a observaciones X1, Xo, ..., X;,, Y7, Y5, ..., Y,
donde las X e Y son dependientes, pero X; — Y; son iid con distribucion
N(p; — pg,0?) (siendo py la media comin de las X y p, la media comin de

las Y) entonces utilizando el teorema de Fisher, un intervalo de confianza de
coeficiente v para p; — puy vendra dado por

_ _ S _ _ S
r—Yy—- tn—l;a/2% Sy —py ST — y+tn—1;a/2%
con §2 = L3 (w —yi — (2 —9))%

2.4 Algunos métodos para obtener pivotes

2.4.1 Un método bastante general

Supongamos un modelo asociado a observaciones iid X7, X, ..., X,, con funcién
de distribucién Fy continua, § € R. Sabemos que entonces Fy(X;) ~ U(0,1)
y consecuentemente — log Fp(X;) ~Exp(l) =Gamma(1,1). Finalmente por la
independencia,

Z —log Fy(X;) ~ Gamma(n, 1) = Gamma(%, 1)

i=1
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y como 2xGamma(%, 1) =Gamma(

2n

1y _ y2 .
5, 5) = &g, resultara que

—2) "log Fy(X;) ~ X3,
=1

y por tanto

m(x,0) = —2 Z log Fy(z;)

i=1

serd una funcién pivotante para 6 con una distribucién que esta tabulada.

2.4.2 Familias de posicion y escala

Supongamos un modelo asociado a observaciones iid Xi, Xo, ..., X;;, con densi-
dad de la forma

flz;p) = folz — p)

se dice que en tal caso es una familia de posicion generada por fy. En tal caso
Y; = X; — u tiene densidad fo(y) y por tanto

W(xnu) = g(fL'l T2 Ty ey Ty ,LL)

es una funcién pivotante para p cualquiera que sea la funciéon g.
Si las X; tienen densidad

flzso) =~ fo(2)

se dice que es una familia de escala generada por fy. En tal caso Y; = X;/o
tiene densidad fyo(y) y por tanto

Xr1 T2 X
W(xﬁi):g(;vi“ i)

es una funcién pivotante para o cualquiera que sea la funcion g.
Por dltimo si las X; tienen densidad

flzso) = ~fo(*1)

se dice que es una familia de posicion y escala generada por fy. En tal caso
Y; = (X; — p)/o tiene densidad fo(y) y por tanto

, T Ty~ [l Ty —
m(osp, o) = g(PH BEL Il

es una funcién pivotante para (u, o) cualquiera que sea la funcién g.
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Ejemplo 2.4.1 Algunas familias de posicion y escala

Distribucion Densidad
Normal: N(,0%) A exp{—3(%54)%}

L

Laplace: La(p, o)

exp{—[*ZH[}
Cauchy: Cau(y, o) 1

Ezxponencial: Exp(u, o)
Uniforme: U(p,p+0)  1101)(52)

o

2.4.3 Meétodos aproximados
Utilizando la desigualdad de Chebichef.

Supongamos que queremos obtener un intervalo de confianza para g(6) = Eg(T),
T un estadistico de cuadrado integrable. Por al desigualdad de Chebichef

Varg(T)
BT~ (0)] > 2) < Vo),
por tanto si tomamos 1 — v = V%Q(T) resultara que

P(IT —g(0) <€) 2

con
Varg(T)
i S
de manera que
Vare(T)
IT(x) — g(0)| < ﬁ

proporciona un intervalo de confianza v, despejando g(#) obtenemos

Vare(T)

Varo) _ ) < T(a) + .

T(@) - [T < o0) <

El problema es que no conocemos Vary(T) ya que depende de 6 podemos
entonces estimarla por Vary(T) donde 0 es un estimador de 6. El intervalo
obtenido serd ahora solo de confianza aproximadamente . En algunos casos
esto se puede evitar.

Ejemplo 2.4.2 Supongamos que nuestras observaciones son Bernoullis(p) y
queremos dar un intervalo de confianza para p. Podemos tomar T(z) = Z.
Sabemos que entonces

n

Vary(T) = Varp(T(X)):%Varp(ZXi)

nVary(X1) _ p(1—p)

n2 n
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‘. 1 .
de manera que el valor mdrimo que puede tomar Vary(T) es 4-. Asi

1 1
- <p< T+
2¢/n(1—7) 2y/n(1=7)
tiene confianza vy, aunque es de longitud demasiado grande. Para v = 0.95 el
radio es aprox 2.24/\/n

IN

Método basado en el comportamiento asintético del EMV

Sabemos que en condiciones de regularidad y en el esquema iid, aproximada-

mente R
Vi — )

1/\
V 1.(6)
5 _ka .k
L s <hy L2
\/ nIl nI1 (9)
serd un intervalo de confianza aprox1madamente 7, donde Pp{N(0,1) > ko /o} =
a/2, y, como siempre, v =1 — a.

~ N(0,1)

con lo que

Ejemplo 2.4.3 Supongamos, como antes, que nuestras observaciones son Bernoullis(p)
y queremos dar un intervalo de confianza para p. Sabemos que el EMV es

p(x) = Z, también sabemos que I1(p) = ﬁ. De manera que

z(1— 1) z(1—7)

T —kay2 <p<THkym

n

sera un intervalo para de confianza aprozimada y. En lugar de estimar p(1—p)
podemos acotarlo por ; Ly tendriamos

1
< k .
()//22\/77}? T+ ()//2 \/’}’77,

Sty =0.95, ko.o25 = 1.96 de manera que aprorimadamente

1
T — <p<zr+—
f vn
nos da un intervalo de confianza 0.95 (aprox.). Su radio es la mitad del obtenido
por Chebichef!. Notemos que si queremos un error inferior al 3% necesitaremos
que

—§003
f

1 2
n>(— ] =1111,11.
0.03

En la prdctica, por ejemplo, para saber la proporcion tedrica de individuos con
una determinada caracteristica de una poblacion muy grande, se suele tomar un
tamano muestral de 1200, 1500.

esto es
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2.4.4 Un método especial

El método se basa en el siguiente resultado:

Proposicion 2.4.1 Supongamos un modelo dependiente de un pardmetro 6 €
R, un estadistico T'(x) y funciones a1(0) y a2(0), mondtonas estrictamente cre-
cientes, tales que, fijado v € (0,1)

P {x,a1(0) < T(x) < ax(0)} > 7,V0 € ©

entonces
ay ' (T(2)) <60 < a7 (T(x))

nos proporciona un intervalo de confianza vy para 6.
Demostracion. Si x verifica

ay ' (T(z)) <0 < ay ' (T(x))

resultard que
<
<

o lo que es lo mismo a1(0) < T'(z) < az(0), con lo que
Py {z, a3 (T(x)) <0 < a7 (T(x))} = B {z,a1(0) < T(x) < a2(0)} > v

Ejemplo 2.4.4 Supongamos el modelo del ejemplo anterior y T(x) = T, ten-
emos que buscar a1(p) y as(p) tales que

P {z,a1(p) <7 < as(p)} > 7

o equivalentemente ~
Ppl{ai(p) < X < az(p)} 2 v

donde nX ~Binomial(n,p). Para determinar ay(p) buscamos, con ayuda de la
distribucidn Binomial(n,p), el valor mds grande que verifique

Py{nX <nai(p)} < /2

se puede ver que ayi(p) es estrictamente creciente con p, y andlogamente para
as(p), buscamos el valor mds pequeno tal que

Py{nX > nas(p)} < /2.

Ezisten grdficos para a1(p) y az(p) (haces de Clopper-Pearson) para diferentes
valores de v y n que nos permiten obtener los intervalos. Si miramos el ejemplo
anterior también teniamos que aproximadamente

7 2
PX Z, n(m _p) < k2 =7
P { p(l _p) = a/2} Y
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Ahora bien
n(z —p)? 2 9 2 2 2
o0 1) < ko= (@ = 2pT +p7) < kg n(p—p7)
k2 k?
= 1+ (@z+ 2/2)p+:772§0

Las soluciones de la ecuacion que se obtiene igualando a cero son

d(

8l

)

(nZ + k2 5/2 — ka/g\/nf(l —2) k2 /) (n+ K2 5)

(nZ + k2 5/2 + ka/g\/ni(l —2) k2 /) /(0 + K2 o)

de manera que un intervalo aproximado de confianza ~y viene dado por
d(z) <p < u(x).
Si np y n(l — p) valen al menos 5 estos intervalos son satisfactorios en la
prdctica.
2.4.5 Regiones de confianza, intervalos simultaneos

Region para la media y la desviacién tipica de observaciones normales

Supongamos que el modelo corresponde a n observaciones iid N(u,02), uy o
desconocidos, queremos dar una regién de confianza v para (u, o), es decir un
subconjunto B(z) (dependerd de la muestra x) R x Ry de manera que

P();i,a){xa (M?U) S B(Z‘)} =7
Por el teorema de Fisher

FEZ i, B

y son independientes. Entonces, utilizando la notacién habitual, tendremos que

X —
P(#,a){_kl_g < \/ﬁ(%‘m Skl_g}:\Fﬂ
Z?:l(Xi _X)Q < X2

2
P(Haff){Xn_l;g < o2 = n—l;l—g} = \ﬁ
y por la independencia
X —
Plo) {k1; < vl -  _ b
2 Z:L:1(Xi - X)Z 2
"—174 S 0'2 n—l;l—g 7
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de manera que

T —
_klfg S \/ﬁ( o M) S klfﬂv
n —\2
2 > (i — ) 2
anlgg < o2 - n-l 17@

_ o _ o

m—kl_@ﬁ < u§x+k1_%%,

Yo < o< Ve
Xi—l;l—@ Xj—l;%

de manera que obtenemos una regién trapezoidal.

El principio de unién-interseccion

El llamado ”principio de unién-intersecciéon” consiste en un método general,
basado en una desigualdad elemental, para obtener intervalos simultdaneos, es
decir regiones rectangulares, para diferentes parametros. Sea una muestra de
observaciones X1, Xo, ..., X,, cuya ley depende de dos parametros 6, y 65 y
supongamos que sabemos encontrar intervalos de confianza v, y v, para 61 y
5 respectivamente, y sean estos [S1(X), S2(X)] v [T1(X), To(X)], esto es

Pp, 0,(S1(X) <01 < Sa(X)) 271, Poy0,(T1(X) <02 <T(X)) > 5.
Pero cudnto vale
Py, 6,(S1(X) <01 < S5(X), T1(X) <02 < To(X)).
Dados dos eventos A1y Ao

P(AINAs) = 1 P(ASUAS) > 1— P(AS) - P(A3)
> P(A))+P(Ay) - 1.
Por tanto
Ppy.0,(S1(X) <01 < 5(X), Ti(X) <02 <To(X)) 271 +7, — 1.
Entonces si tomamos v, = vy = HT"’ tendremos intervalos simultdneos de coe-
ficiente 7. Si escribimos o =1 —7,;,4=1,2y a =1 — v la condicién anterior

se puede escribir a1 = ay = a/2. La generalizacién es evidente para el caso de
d pardmetros: a3 = as = ... = ag = a/d.
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Capitulo 3

Test de hipodtesis

Hasta ahora hemos utilizado la muestra x para sugerir un valor o un conjunto de
valores posibles de 6, el pardmetro de nuestro modelo (X, F,{Py,0 € O}), pero
ahora lo que queremos es validar o rechazar un valor o un conjunto de valores
de 6. Por ejemplo, sean Oy y ©; una particién de ©. Queremos saber si 6 € O
y nos ayudaremos de la muestra para decidir si es razonable suponer que 6 € O
6 no. Lo formularemos en términos de hipdtesis, la hipdtesis que llamaremos
nula, que denotaremos Hy, y que serd que 6 € ©q y la hipdtesis que llamaremos
alternativa, que denotaremos H; y que serd que 6§ € ©O;. Escribiremos que
nuestro problema es contrastar

Hy : 60e€6©,
H, : 0€c06,.

Un test (o contraste) de hipdtesis serd una aplicacién

6:X — {Ho,Hl}
x — ox).

Todo test de hipdtesis establece entonces una particion de X en dos conjuntos:
Ay = 0" (Hy) y Ay = 6 *(Hy). Ag es el conjunto de muestras que nos llevarian
a aceptar Hy segin 6 y A el conjunto de muestras que nos llevarian a rechazar
H, (y aceptar H; entonces). A A se le llama regidn de aceptacion y a A; region
critica. Como vemos todo test ¢ queda definido por su regién de aceptacién (o
su regién critica).

Buscaremos test o regiones criticas 6ptimos en el sentido que nos equivoque-
mos lo menos posible al apostar por una u otra hipdtesis. Pero ;qué significa
equivocarse?, pues rechazar Hy cuando es cierta (lo llamaremos error de primera
especie o tipo I) o aceptar Hy cuando es falsa (lo llamaremos error de sequnda
especie o tipo IT). En sintesis, dada una muestra x, puede ocurrir lo siguiente

0 € Oq 0 € 6,
x € Ay acertamos  error tipo II
xr € Ay error tipol acertamos.

49
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Es evidente que, salvo casos triviales no podremos eliminar los dos errores
a la vez y si tratamos de disminuir la frecuencia de uno la del otro en general
aumentarda. Como veremos vamos a dar més importancia a los errores del tipo
I de manera que sélo rechacemos la hipdtesis nula cuando haya mucha evidencia
en este sentido.

3.1 Test de hipdtesis simples

Consideremos la situacién sencilla donde ©¢g = {6y} v ©1 = {#;}. Cuando,
como aqui, s6lo hay un posible valor en las hipdtesis se dice que las hipdtesis
son simples si no se dice que son compuestas. En el caso de hipdtesis simples
podemos calcular las probabilidades de error de tipos I y II:

Prob de rechazar Hy cuando es cierta = Py (A1)

Prob de aceptar Hy cuando es falsa= Py, (Aop).

Adoptaremos el llamado enfoque de Neyman que consiste en tomar A;de man-
era que Py, (A1) < o (normalmente o = 0.05 6 0.01 (si la muestra es grande)) y
buscar entre todas estas regiones citicas A; las que minimizan Py, (Ag). Como

P, (Ag) =1 — Pp, (A1),
esto equivale a maximizar Py, (41) := 3.

Definicién 3.1.1 Dado un test con region critica Ay diremos que es de tamafno
a si Py, (A1) = a.

Definicién 3.1.2 Dado un test con region critica A1 diremos que es de nivel
(de significacién) a si Py, (A1) < a.

Definicién 3.1.3 Dado un test con region critica Ay diremos que es de poten-
cia 8 si Py, (A1) = 0.

El propdsito es buscar entre los test de nivel « el de mayor potencia. Sea
L(z;0) la verosimilitud de nuestro modelo, en el caso que consideramos 6 sélo
puede tomar dos valores 0y y 1. Escribamos

Lo(x) = L(x;00)
Li(x) = L(x;01),
Una regién critica razonable seria
A1 = {IL‘,Ll(l’) > KL()(SC)},

con K > 0 y suficientemente grande, es decir nos quedamos con la hipdtesis de
que 6 = 01 si 1 es mucho mas verosimil que 6y. En realidad esto nos va a dar
test 6ptimos. Tenemos el siguiente teorema conocido més bien como Lema de
Neyman-Pearson
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Teorema 3.1.1 ( Lema de Neyman-Pearson) Sea un test con region critica Ay
tal que
{z,L1(z) > KLo(z)} C A (3.1)
{.I‘, Ll(ﬂl‘) < KL()(J,‘)} - AQ,
donde K > 0, supongamos que Py, (A1) = «, entonces es de mdzima potencia
entre los test de mivel de significacion a.

Demostracion. Vamos a suponer que nuestro modelo es de observaciones
con densidad. Sea Ay otra region critica, tenemos que

/X (14, (2) — 14 (2)(In (2) — KLo(2))de > 0

ya que el integrando es siempre no negativo:

Six € Al,
Li(z) = KLo(z) > O0yla(z)—1z(x)=1-14(z)>0
Six € A,

Li(z) = KLo(z) < 0yla(z)—14(x)=0-14 (x)<0.
Por tanto
[ @) = L, @)L = K [ (@)~ 14, (@) Lo(o)dz,
x x
equivalentemente
P91 (Al) - P01 (Al) 2> K(PQO(Al) - Peo(‘zh)) >0

ya que K >0 y Py, (A1) — Py, (A1) = o — Py, (A1) >0 ya que A, es de nivel a.
[

Observacién 3.1.1 Los test anteriores, que verifican (3.1), los llamaremos
test de Neyman.

También tenemos cierta unicidad de los test de maxima potencia.
Teorema 3.1.2 Todos los test de mdzrima potencia son test de Neyman.
Demostracion. Sea un test de maxima potencia a nivel « con regién critica

Aj. Sea Aj la regién critica de un test de Neyman. Entonces sabemos, por la
demostracién anterior, que

/X (1a, () — 14 (2))(Ls(2) — KLo(x))dz > 0
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pero al ser A, de maxima potencia, la desigualdad no puede ser estricta ya que
llegariamos a que ~
Pgl (Al) — Pgl (Al) > 0.

Por tanto se debe verificar que
[ (@) = 14, @)(La(@) ~ KLofw))do = 0
x

pero el integrando es no negativo (lo hemos visto en la demostracién anterior)
y por tanto, salvo conjuntos de medida de Lebesgue cero (longitud cero)

(La, () =14, (2))(La(2) = KLo(x)) = 0,

de manera que si L;(x) — KLo(r) > 0,14,(r) — 14 () = 0 y como entonces
xz € A; x también estd en fll. Asi que

Ay D {z,Li(z) — KLo(z) > 0}.

Andlogamente si Li(z) — KLo(z) < 0, 14,(z) — 14 (z) = 0 y como entonces
x ¢ Ay (es decir ¢ € Ag) x tampoco estd en Ay (es decir x € Ay), asi

/10 B {I,Ll(l‘) — KL()(I) < O}
]

Ejemplo 3.1.1 Supongamos un modelo de observaciones iid con distribucion
N(p,0?) donde o es conocida y p puede valer py 6 py (uy > pg). Queremos
test dptimos para contrastar

Hy : p=pgy versus
Hy @ op=p.
Tenemos que
@) = e exp{— Yl — )
(z) = exp{—=— Ty —
( 2”U)n 207 i=1 '

Lo(@) = e exb{= 5y D (0 — D) b exp{— 5 (7 — po)?)

Entonces, como

Li(z) > KLo(z) <—
exp{— g% (& — 11)?)
exp{— 5% (7 — o)?}

(g — po)T > Cte <—= T>C

>K <= (T—pg)?®—(Z—p)?>Cte



3.1. TEST DE HIPOTESIS SIMPLES J.M. Corcuera

Una region critica dptima vendrd dada por
Ay ={z,z > C}.

Ahora la constante C' se puede determinar de manera que
P, {X>C}=qa.

Como, bajo 1,

— 0'2

X ~ N(N’Ov?)

P {X O}ZPHO{\/H(X—HO)>\/H(O_'UJO)}

Ho o o

— P, {N(0,1)> M} —a

o
Y wtilizando la notacion habitual

V(€ — )

g

= kav
con lo que finalmente
o

C= ko )
MO+ \/’E

_ o
Al = {.’17,.7} > Ho + kaﬁ}
Podemos ahora calcular la potencia del test

g

B = Pul(Al):Pul{X>;“0+ka\/ﬁ}
_ PIL{\/E(X*M) V(g — 1)

g

> ko +

}
— P, {N(, 1)>ka+M}
= 1 ®(ka + \/ﬁ(ﬂ(()j_/il))

donde ® es la funcion de distribucion de una normal estindar. Notemos que

lim =1,

n—oo
cuando esto ocurre se dice que el test en cuestion es consistente.
Observacién 3.1.2 Notar que si hacemos el contraste anterior pero con iy <
1o entonces la region critica optima de nivel a es

g

Al :{.T,i'<ﬂo—ka%

}
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Observacion 3.1.3 Una vez construido un test para ver si aceptamos o rechaz-
amos Hy se toma una muestra x y se mira si estd en la region de aceptacion o
en la region critica correspondientes a un nivel de significacion prefijado a. Otra
manera de indicar que tan significativa es la muestra observada para rechazar
la hipdtesis nula es dar su p-valor, consiste en el nivel de significacion del test a
partir del cual la muestra observada estaria en la region critica. Si el p-valor es
mds pequeno que 0.05 nuestra muestra estaria en la region critica de nivel 0.05.
Esto es, cudnto mads pequeno es su p-valor menos se valida la hipdtesis nula.

Ejemplo 3.1.2 Sea un modelo de observaciones iid con densidad U(0,0) donde
0 puede ser 0y 6 01. 01 > 0y. Queremos construir test optimos para contrastar

Hy : 0 =0 versus
H1 0= 91.
1
Li(z) = @1[0,911(93(71))
1
Lo(xz) = Wl[o,eo] (T(n))
0

de manera que los test con region critica

1 K

A 2z gmlpe0(@m) > galiosn (@m)} (32)
1 0
1 K

Ay 2 {x7@1[0,91](x(n))<@1[0790](‘T(n))}7 (3.3)

son optimos. En particular si tomamos

Ay ={z, 23, > C}

n

con C < 0, serd un test optimo. En efecto, basta tomar K = %, entonces si
1
si w(ny < C resultard que

0,0, ((n)) = 1p0,00] ((m)) »
con lo que
1 K
Ay CA{z, ﬁl[o,el](m(m) = 971[0,00](97(71))}’
1 0

lo que implica que

1 K
Al :_) {.’I;, 071[0,91](1:(71)) > 071[0700](1:(”))}
1 0
Podemos bucar ahora C' para un nivel de significacion «. Se debera cumplir que

PgO(X(n) > C) = qQ,
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ahora bien
PQO{X(H) >C} = 17P90{X(n) SC}
= 110, Py {X; < C}
C n
= 1 — —_ =
(90> “
con lo que

C=0pV1-oa.

Podemos ahora calcular la potencia del test
8 = Pgl (X(n) > C) =1- Pgl{X(n) <

= 1-IL, P {X;i<C}=1- (9C>
1

_ 00 n

= 1-1-a) (01)

lim =1,

n—00

Notemos que

con lo que el test es consistente.

3.2 Hipdtesis compuestas

En el caso de hipdtesis compuestas tenemos probabilidades de error de primera
especie, en plural:
Py (Al), 0 € Oq

y lo mismo para el error de segunda especie
Py(Ay),0 € O,.
Definicién 3.2.1 Llamaremos tamano del test (con regién critica Ay) al valor

sup Py(A1)
0€0y

Definicién 3.2.2 Diremos que un test es de nivel (de significacién) « si

sup Py(dr) < a
0€0

Definicién 3.2.3 Liamaremos funcién de potencia del test a

B(0) = Pp(A1),0 € Oy
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Siguiendo el enfoque de Neyman, buscaremos entre los test de nivel a pre-
fijado los que son uniformemente mds potentes (UMP), es decir que para todo
valor de 6 € ©; su potencia es superior.

Desafortunadamente no tenemos un resultado general que nos permita con-
struir test UMP, pero veremos que en muchos casos los test de Neyman nos
permiten construir test UMP.

Proposicién 3.2.1 Fijemos un nivel a € [0,1], y sea A1 un test de Neyman
de nivel o para contrastar

Hy : 6 =0y versus
H1 0= 01.

y que A; no cambia al variar ¢ € ©1. Supongamos también que supyce, Po(A1) =
Py, (A1) (donde 0y € ©g ). Entonces el test con region critica Ay es UMP al
nivel o para contrastar

Hy : 6€ 0y versus
H1 : 96@1.

Demostracién. Sea A; una regién critica en el contraste

Hy : 6 € 0O versus
Hl : 96@1.

y que tiene las propiedades anteriores.

Supongamos que NO es UMP a nivel «, esto implicard que existe algin
valor de la alternativa, pongamos 61, tal que su potencia es superada por otra
region critica (otro test), pongamos fll, de nivel «. Si restringimos ambos test
a constrastar

Hy : 60=10y versus
H1 . 0:01

resultard que son de nivel v y que S(A;) > B(A;) pero A; es un test de Neyman
por tanto llegamos a una contradiccién. =

Ejemplo 3.2.1 Consideremos un modelo de observaciones iid con distribucion
N(u,0?) donde o es conocida. Queremos contrastar

Ho @ p<p
Hy o op> .

Sabemos por el ejemplo (3.1.1) que un test de Neyman de nivel « para contrastar

Ho : p=pg
Hy @ p=py.
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con [y > [y viene dado por la region critica
o
Vn

y esta region critica No depende de . Por otro lado si tomamos p < i tenemos
o

\/ﬁ}

P V) k)

}

Al :{$7E>M0+ka

Pu(A1) = Pu{X > g+ ke

BANO1) > Y2 (g~ 1) + ko)
P,{N(0,1) > ko} (ya que pg —p >0)

= Q.

IN

Con lo que sup,,<,, Pu(A1) = Py (A1). Por tanto A1 es una region critica (de
un test) UMP.

Observacion 3.2.1 Notemos que No podemos utilizar el procedimiento ante-
rior para construir un test UMP para el contraste

Ho : p=pg
H1 : :U‘#/“LO7

con observaciones iid N(u,0?) donde o es conocida. De hecho podemos deducir
que no existe test UMP, ya que el test UMP, a nivel a, para contrastar

Ho : p=pg
H1 : U>[L07

tiene region critica
_ o
A1:{$,$>M0+ka%}
y el test UMP para contrastar
Ho @ p=pg
H1 Cop< Hos

tiene region critica
~ _ o
Ay ={z,2 < Ho — ko—=1.
vn
No coinciden, de manera que st quisiéramos mdxima potencia “por la derecha”
no la tendriamos por la izquierda (de la unicidad del test de mdzima potencia
en simple contra simple) y viceversa.

A priori no sabemos c6mo construir una region critica en le caso de hipétesis
compuestas. En algunos casos la metodologia de intervalos de confianza nos
permite construir test de hipdtesis.
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3.2.1 Construccion de test a partir de intervalos de confi-
anza

Supongamos que tenemos que contrastar

Hy : g(0) = Ao versus
H1 : g(@) §é )\0.

Notemos que en este tipo de contrastes tanto la hipdtesis nula como la alterna-
tiva pueden ser compuestas. Sean I(z), x € X intervalos de confianza ~ para
g(0). Definamos la regién critica

Ay ={x, o & I(x)}

entonces se trata de una regién critica de nivel « = 1 — v . En efecto, por
construccién

Po{z,9(0) € I(z)} = 7,¥0 € ©

Esto es
Pi{z,9(0) ¢ I(2)} <1—7=a,¥0 € ©

en particular
Py{z,g(0) & I(z)} < a, V0 tal que g(d) = Ao
Por tanto
Py(A1) = Po{w, Ao & 1(x)} < a, V6 tal que g(f) = Ao

y al regién critica A; es de nivel @ = 1—+. Notemos que en principio no podemos
concluir nada acerca de la potencia del test correspondiente, necesitariamos
saber

Po{x, Ao & I(x)} para g(0) # Ao.
Ejemplo 3.2.2 Supongamos un modelo n de observaciones iid N(u,o?), o
conocida. Queremos contrastar
Hy : p=pq
Hy o p# po,

En este caso la hipdtesis nula es simple. Ya vimos que los intervalos de confianza
v para p, venian dados por

NG

De manera que una critica de nivel a vendrd dada por

f—ka/Q%SMSE—Fka/Q

o
Ay =A{w, g < T —kajo—=06 pg > T + ka2

7 Vo
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En este caso podemos calcular facilmente la funcidn de potencia ().
_ o — g
Py(A1) = Pu(X - ka/2ﬁ > pg) + Pu(X + ka/Z% < fp)

P, (W > ?(No — ) +ka/2>
+P, <\/ﬁ()§“) < g(ﬂo —p) = ka/?)

- P, <N(O, 1) > g(ﬂo — )+ ka/2>

+2, (0.1 < Loy - ) ko)
Vo

= 1 0 g ) ) + Pty — ) — i)

Ejemplo 3.2.3 Supongamos un modelo n de observaciones iid N(p,0?), o de-
sconocida. Queremos contrastar

Ho : p=pg
H1 : :u#/“‘b07

En este caso la hipdtesis nula es compuesta. Ya vimos que los intervalos de
confianza y para p, venian dados por

_ 5(x) _ 5(x)
T — tn—l;a/2% S H S T+ tn—l;a/2%~

De manera que una critica de nivel a vendrd dada por

- s(x) | _ 5(x
A = {(E7/1,0 <rT-— tn—l;a/Z\(/ﬁ)O Mo > T+ tn—l;a/Q\(/ﬁ)}'

Si intentamos calcular la funcién de potencia B(p) solo obtenemos in valor
aproximado:

S S

P,u,a(Al) = Pp.,o(X - tn—l;a/Q \/ﬁ > .uO) + F),IL,U(X + tn—l;a/2% < :U’O)
n(X —pu n
= Puo (\F( 3 ) > {(Mo — W) +tn1;a/2>
n(X —pu n
+Pu0 (f( 3 ) < g(ﬂo —p) - tnl;a/2)

= Puo <tn—1 > (o — 1) +tn—1;a/2>

n
+PH7U (tn—l < \/§>(:u0 - /’L) - tnl;oc/Q)

n
%(MO - /1') + tn—l;a/?) + Ftnfl(

B

Q

1-F,

5

(MO - ,LL) - tn—l;a/Q)u
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donde F} es la funcion de distribucion de una t,_, de Student.

n—1

Observacion 3.2.2 Podriamos utilizar los intervalos que vimos en los proble-
mas de dos muestras para obtener los test de hipdtesis correspondientes.

Si las hipétesis no tienen la forma anterior no podemos utilizar los inter-
valos de confianza para obtener test. Sin embargo vamos a ver que existe un
procedimiento general para construir test cuando las hipdtesis son compuestas.

3.2.2 Test de la razén de verosimilitudes.

Supongamos el problema de contrastar

Hy : 6 € 0 versus
H1 : 96@1.

el test de la razén de verosimilitudes (abreviaremos TRV) es el que tiene por
region critica
Ay ={z, M) < K}
donde
SUpgee, L(z;0)

by =
(2) Supgeo L(z;0)’

y 0 < K < 1. Notemos que A(z) < 1 para todo z y que si 0 es el estimador
maximo verosimil también podemos escribir

SUpgee, L(z;0)

MO = )

incluso si @ es el estimador maximo verosimil con la restriccion de que 6 € O
podemos escribir méas simplemente

Proposicion 3.2.2 Si las hipdtesis son simples el test de la razon de verosimil-
itudes es un test de Neyman.

Demostracion.
L(.’E;e(])) L()(l’)

MO = Ta60) v L(wi61) ~ Lo(e) v L1(w)

de manera que

Lo(x)
Lo@) VL) = &
Lo(z) < K(Lo(w)V Li(z)) <= Lo(x) < KLy (7)),

AMz) < K<<=
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yva que K < 1. En efecto si = es tal que Lo(xr) < Li(x) la equivalencia es
inmediata y si x es tal que Lo(z) > Li(z) no se puede cumplir ni la condicién
de la izquierda ni la de la derecha. Por tanto

A = {2, L1(2)) 2 7= Lo(2)}
con lo que se trata de un test de Neyman. m

Ejemplo 3.2.4 Consideremos un modelo de observaciones iid con distribucion
N(u,0?) donde o es conocida. Queremos contrastar

Hy : p<pg
Hy o p> py.

como en el ejemplo (3.2.1). Vamos a construir el test de la razén de verosimil-
itudes.

L(zyp) = (\/%m)n exp{—ﬁ Z(l‘

B (\ﬁo) exp{— 222 = 7) }eXp{_%(j_'u)Q}

de manera que el denominador del TRV
Llait) = o= exp{- Z
s H ( ) exp 292
y el numerador

oup L = (W %

de manera que

exp{— QZ i — )%} sup exp{—f(‘—uf}-

H< g

A(w) = sup exp{—5 (& - )’}

H<pyq
Ahora bien
- 2 n - 2
__ Y (s — _ " inf (7 —
sup exp{—7 7 (7 =)} =exp{—g 5 inf (z—p)7}
Y 2
T — >
inf (fﬂ)2{ ( Ho) ST T = [
1<pqg 0 81X < g
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Ast la region critica vendrd dada por
A = {z,Mz) < K}
_ no _
= {w,2 > po y exp{—5 5 (% — 1)’} < K}
= {z,22p yz=>C}

donde C es una constante mayor que i, ya que K < 1. de manera que final-

mente
A1 = {.’L‘, T > C}

Obtenemos las mismas regiones que en el ejemplo (3.2.1) donde ya vimos que
eran optimas.

Ejemplo 3.2.5 Supongamos un modelo n de observaciones iid N(u,o?), p,o
desconocidas. Queremos contrastar

Hy : o=o0g
H, : o # o0y,

Vamos a construir el TRV.
L 1,0) L exp{— i(
Ti,0) = ——exp{———= T; —
a (\/27T0’)n 202 4

- <ra) exp{—5 QZ — &)y exp{—55 (@ — 1)}

FEl numerador serd

1 1 .9
sup L(z; u, o = ———exp{——= T, — %
W L(ein0) = (s esp{= gy Yl %)

y el denominador

L(x; f1,6)

\
o)
]

kel
—~—

de manera que
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y resolviendo la inecuacion tendremos

~2
(o

c1 < < Co

2
<)

donde c1 y co son las soluciones de la ecuacion
uexp{—u} =C.

Notemos que obtendriamos lo mismo a partir de intervalos de confianza. Sin
embargo aqui dado «, c1 y co quedan fijados, en cambio los intervalos de coefi-
ciente v = 1 — a se pueden escoger de muchas maneras, de hecho ya vimos que
el procedimiento mas simple era dejar a/2 en cada “cola” y en la prdctica esto
es lo que se utiliza.

Comportamiento asintético del test de la razén de verosimilitudes

Consideremos los siguiente ejemplos

Ejemplo 3.2.6 Sea un modelo de n observaciones iid N(u,0?), o conocida y
queremos constrastar

Hy @ p=p
Hy : p# po,

_ Lz )
) = T
e el S — 0 expl— 5t (7 - 10)’}

m exp{—g7 (2 — 7)?}
= exp{— 55 (&~ 1))
de manera que
W(x):=—2logA(x) = (\/M>2
y consecuentemente bajo Hy
W(X) ~ (N(0,1))* = X7,
Ejemplo 3.2.7 Sea un modelo asociado a variables iid
X1, X2, ..; Xpy ~ N(py,0%),
Xy 415 Xy 125 ooos Xy na ~ Ny, 03), s

2
Xy tnat oo tnm 141 Xnydngtotnm—1425 -+ Xngdnotootnm—1tnm ~ Ny 0)
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es decir m muestras independientes de variables normales independientes con
medias diferentes y varianzas conocidas. Supongamos el contraste

Ho o (pys By oo i) = (Box, Hozs -5 Hom)
Hy o (s fgs oo an) 7 (Ho,Ho2s -5 Hom)-

Es fdcil ver que

—2log \(z) = Em: <M>2 ~ X2 (bajo Hy).

O
i—1 i

~

Si ahora hacemos el contraste
Ho =+ (py, pe) = (Ho1, to2)
Hy o (pg, pg) # (N01,ﬂ02)-

obtenemos

2 ) 2
—2log A(z) = Z <M> ~ X2 (bajo Hy)

o
i=1 v

notemos que los grados de libertad de la Ji cuadrado coinciden con la dimension
del espacio total de pardmetros con la dimension del espacio de pardmetros bajo
la hipotesis nula:

dim® =

m
dim®, = m-—2.
Lo mismo ocurre en el caso anterior. De manera que la regla es:
2
—2log A(z) ~ Xiim ©—dim ©,-

El resultado general que vamos a ver a continuacion es que si el tamarno muestral
es grande esto se cumple aproximadamente.

Proposiciéon 3.2.3 (Wilks) Supongamos el problema de contraste

Hy : 6 € 0Oq versus
H1 : 96@1.

y que el modelo es regular (en el sentido del comportamiento del EMV). Sea
dim© =d y dim©y = [. Vamos a suponer asimismo que cualquier punto 6 € ©
se puede coordenar de la forma

0= (01,02,....,01,0,41,...,04)

de manera que
©0=1{0€0,0141 =kiq1,..,0q0 = kq}
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para ciertas constantes k;. Sea n el tamarno de la muestra iid = y A, (x) la razon
de verosimilitudes correspondiente entonces, bajo Hy,

—2log A\ (X) = Xiimo—dim O

Demostracién. Sea 0 el EMV de 0,
d A
O, 10g L(X;0) = =Y dp,0, log L(X; 0% (X))(0;(X) — 0,), i=1,...d

Jj=1

donde 0*(X) = af(X) + (1 —a)f, 0 < a <1, esto es

d —1
Vi) =0) = Y (~Lonlos LG0°(0))  =0n,log LOX:0),
1 7k

k—
i = 1,...d

que el modelo sea regular va a significar que 0 es un estimador consistente de 6

Y que

£ 100

n—oo

—%899 log L(X; 9*(X))
donde
1(9) = Ey(~33log L)

matriz d X d que se conoce como matriz de informacion de Fisher. Como con-
secuencia y ya que, también debido a la regularidad,
L dplog L(X:0) 5 N0, 1(0))
— o . £
\/’Tl 6 108 ) N eo d\Y,

tendremos que

VaB(X)—6) 5 Na(0,171(0))

n—oo

FEscribamos

£=(01,02,....,01),n = (0141, -.,0a), 1m0 = (ki41, ., ka)
de manerna que ©g = {(§,n),n =1y}, ¥y
I 1
10— ( e e ) ,
( ) ( 1175 Inn

vamos a suponer también, sin pérdida de generalidad, que la parametrizacién
es ortogonal de manera que

Ien = 0,1Ipe =0

Izt 0
1—1(9):( ST >
0 vt

y por tanto
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Entonces, sea éno (z) = (01(x),0(z), ..., 0:(x)) el EMV bajo Hy, tendremos

l

Op; log L(X;01,...,01my) = _Zagioj IOgL(XJé*(X)an)(éj(X) —05),
j=1
i = 1,...1

donde é;(X) =af;+(1—-a)8j(X),j=1,..,1,0 < a <1, esto es
Vi(0;(X) = 0;)

l
1 -
> <—n‘9§9 log L(X; 0 (X)ﬂ?o)>
k=1
io= 1.1,

Op, log L(X;04,...,0
i \/ﬁ 9, 108 ( 3y Uly ooy 1,7]0)7

por la reqularidad del modelo, bajo H

1 ~%
(- 2o tou LOXE (X000 ) 2 Fectem)

Y
Vi, (X) =€) 5 Ni(0,15")
Ahora bien
log L(X;€,m9) = log L(X;&(X),7(X))

J
log L(X;&,mp) = log L(X:€, (X),m,)

~ ok . . ,
where 0** and 0 son puntos intermedios, de aqui obtenemos restando las dos
expresiones, que bajo H

—2log A\ (X) = —2(log L(X;§, (X),n,) — log L(X;£(X),7(X)))

d
= D0 0B, log L(X; 07 (X)) (B(X) — 0;) (B:(X) — 6:)
l
— 3" 03,5, 10g L(X; 07 (X)) (0;(X) — 0,)(B:(X) — 6)

Q=1
d l
L
S > 1iZiZi = Y (e, ZiZ
i.j=1 ij=1
d

= > Iy, ZiZ,

i,j=l+1
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y donde (Z;), 1 <; j<a ~ Na(0, 1.,1(0)), por tanto

d

Z (Iml)ij ZiZj ~ Xd{l
i,j=l+1

Observacion 3.2.3 Notemos que del resultado anterior para calcular la region
critica del TRV lo haremos en funcion del estadistico de Wilks W (x) = —2log A(z),
ast

= {z,—2log\(z) > C}
= {z,W(x)>C},

entonces hallaremos C' con la condicion supgeg, Po(A1) = a. Pero

sup Py(A1) = P{X}n 6 _dme, = C} = a,
[ASSH

de manera que se toma como region critica
_ 2
A1 - {.’E, W(Q?) > Xdimefdimeo;a}

que tendrd aproximadamente nivel a.
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Capitulo 4

Test Ji-cuadrado

4.1 El modelo multinomial

Sea X una variable aleatoria que puede tomar m valores distintos, z1, 22, ..., Zm
con probabilidades respectivas pi,pa, ..., Dm, tales que p; > 0 y por supuesto
Z?;l p; = 1, diremos que X es una variable multinomial. Sea ahora el modelo
correspondiente a n observaciones iid con la ley X, diremos que nuestro modelo
es un modelo multinomial. La verosimilitud, dada una muestra x vendra dada
por

L(z;p1,p2, s Pm)
P(X]_ = l‘]_,XQ = T2, ;Xn = xn)

n n m 1.y (xi) m N.
I P(Xi = ;) = Hizlﬂjzlp,{ ER R 7 p; i(@)

(2

Notemos que N;(z) = Y"1 1(.,}(2;) cuenta el niimero de veces que ha ocurrido
el resultado z; en los n experimentos. Es facil ver que

n!

P(N; = ey Ny, = = pMph? plm
( 1 N1y .oy Nm nm) nllngl...nm!pl D™Dy s

esta distribucidn se conoce como distribucidn multinomial. Observemos asimismo
que el espacio de parametros del modelo multinomial

n
0= {(p17p27"'7pm)7pi > Ovzpz = 1}

i=1
de manera que su dimensién es m — 1.

69
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4.2 Test de ajuste en el modelo multinomial

4.2.1 Ajuste a una mutinomial concreta

En el modelo multinomial queremos hacer el contraste

Hyo : (p1,p2,sPm) = (Po1,P02, - Pom)
Hy : (p1,p2,-,Pm) # (Po1,P02; s Pom)-

Vamos a construir el TRV,

L(z;po) _ L(x;po)
sup L(z,p)  L(z,p)

Ax) =
donde utilizamos notacién vectorial: p = (p1,p2, ..., Pm). Tenemos que
N;
L(z;p) = ILZ, p; @ = =172, py

de manera que, tomando como variables libres, pi p2,...,pPm—1 ¥y como p,, =

1—p1, —p2... — Pm—1, las condiciones de extremo son
0Op, log L(x; p) = i Tmo_ 0,i=1,....m
Pi  Pm
esto da
A n; .
bi=—7,1= 1a , M
n

podemos suponer que todos los n; son positivos, entonces L(z;p) = II[% p;"
serd cero si algin p; es cero con lo que el maximo estarad en el interior de Oy
corresponderd a la tinica solucién que hemos encontrado. Tenemos entonces que

I O\ T np;
o) = it () e, ()
=1DP; bi Di

Ys bajo HO

W(z) = —2log \(z) = —2712]31 log =L~ X2 (aprox.)

Z
yva que dim©® = m — 1 y dim Oy = 0. La regién critica de nivel o sera

Ar={a,W(z) > X7 1.}
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Sin embargo en la practica se utiliza otro estadistico para construir la region
critica. Tenemos que

—~2n sz log -

’L

= 2nzp01710g7

W(z)

C.8
sabemos que pp—l %% 1y si desarrollamos la funcién ulogu en torno del valor

01 n—oo

u = 1, tenemos
1 , 11 s
ulogu:u—1+§(u—1) _EW(U_U

con u* un punto entre 1 y u. Tenemos asi que

= ZanOZ (—1) —|—an01 (—1)2

3
_721701 *2 <p02_1) )

donde los u] son puntos entre 1 Y b . El primer sumando se anula
m
zpm ( - 1) S (i — por) zpz zpm —1-1=0,
0i i=1
el tercero se va a cero cuando n tiende a infinito:

3
1 &S (1=p0oi)¥? [ /n(pi — poi) P
HZPOv *2 (1) nz w2 1/2 ) njooo

Poi Vi = U “po; P0i (1 — poi)

ya que
Poi(1 — pos)

En definitiva W(z) y

tienen el mismo comportamiento asintético, se acercan a una X2 _ ;. Este tiltimo
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estadistico se llama estadistico de Pearson, que se puede escribir

Dy, ()

I
3
NE
5
VS
=
|
~
N——
[\)

m Oi_EiQ
_ Z( )

donde O; es la frecuencia observada y F; la esperada bajo Hy. Entonces la
regién critica de nivel « (aproximado) serd

Al = {$,Dn($) 2 Xm—l;(x}~
La aproximacién funciona bien si npy; > 5 para todo i.

Ejemplo 4.2.1 Ejemplo 4.2.2 Se lanza un dado 2000 veces con los siguientes

resultados:
1 2 3 4 5 6

388 822 314 816 344 816

Se puede pensar que el dado estd equilibrado? Es decir queremos hacer el con-
traste:

111111
H, = (2,2, 2,22
0 p (6’6’6,67676)
111111
H& : p#(=, = > > >
1 p#(63676767676)
Calculamos
L (pi— §)?
Dn(x):nE L (4.1)
i=1 6
donde
388 322 314
hy = —— =0.194, pp = —— = 0.161, p3 = —— = 0.1
P 5000 ~ 0194 P2 = 5550 = 0-161, ps = o550 = 0157,
316 344 316
py = —— =0.158, p5s= —— = 0.172, P = —— = 0.158.
pa 5000 ~ 198 Ps = ga0g = 0172, Pe = o555 = 0-158

FEsto da un valor

6
1
Dy (x) = 2000 x > (i — 6)2 X 6 =12.6. (4.2)
1=1
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La aproximacion asintdtica funciona bien ya que npy; = % > 5. Si miramos
las tablas de una x% obtenemos que Xg;o.os = 11.07. Por tanto Dp(z) > Xg;o‘og,
y rechazamos Hy.Los datos habian sido simulados con una distribucion teorica
po1 = 0.2, po2 = pos = Poa = Pos = pPos = 0.16. Notemos que 1/6 = 0.167.

4.2.2 Ajuste a una familia de mutinomiales

En el modelo multinomial anterior podemos contrastar si nuestra multinomial
pertenece a una familia de mutinomiales. Es decir podemos contrastar las
hipétesis

Hy (p17p27 ~-~7p’m) = (pl((s)’pQ((S)’ "'7pm(5))
Hl : (Phpz, ~-~7pm) 7& (pl(é),pz((s), "'ﬂpm(é))'

donde § € A C Rl < m — 1 donde p(A) es una subvariedad de dimensién [
(de manera que podemos coordenar todos los valores de p con los valores de
0 y m — 1 —1 coordenadas adicionales), sabemos que en tal caso y bajo Hy el
estadistico de Wilks W (z) = —2log A(x) tiene una distribucién aproximada (si
n es grande) X31—1—1- Tenemos que

n; fy mn;g < ’ﬂﬁ;
_ supsea Lpi(O)" _ IEZapsD)™ _ (m(cs))
1=
Di

Az) = — = e
sup,ce 7 p;" I, pi
con p; = 7+. Haciendo desarrollos de Taylor andlogos a los anteriores, se puede
ver que
(5~ n®))”
|\ Pi —Np; )
W(z) = —2log A(z) = nz -
i=1 pl(a)
donde op(1) indica términos que convergen en probabilidad a cero cuando n va
a infinito. En la practica se utiliza entonces el estadistico de Pearson

A'—niA 2
Dn(x):niw

i=1 pi(0)

para construir la regién critica del test, y como Dy, (z) ~ X2 , | (aprox.) sin
es grande tendremos que una regién critica de nivel aproximadamente o vendra
dada por

+op(1)

Al - {.’L’,Dn(l‘) Z stflfl;a}
y la aproximacién funciona bien si np; (= n;) > 5.
Ejemplo 4.2.3 Queremos contrastar:

<2+5 1-0 1-6 6

HO : p(5) = 4 ’ 4 ’ 4 71

Hy : p#p(d)

),56(0,1)
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en la muestra se obtuvieron los siguientes resultados:

ny %) ns Ny
1997 906 904 32

Necesitamos calcular §. La verosimilitud bajo Hy viene dada por

- (5 () Q) e

de manera que

ny ng+ng Ny
—_ — 4.4
5+0  1-9 "5 0 (44)

Os log L(x; ) =
implica
(TL1 “+ng +n3 + n4)52 — (’I’L1 —2n9 — 2ng3 — n4)5 —2n4 = 0. (45)

FEsto es:
38390% + 16656 — 64 = 0. (4.6)

Las soluciones son: § = 0.0355281 y § = —0.469235. Por tanto 6 = 0.0355281
)

npr(6) = 3839 x Wﬂ =1953.77
npa(8) = nps(d) = 3839 x Po'zﬂ = 925.652
nps(8) = 3839 x w = 34.0981
FEntonces:
Dy ()

4 .
_ (ni —npi(9))?
B ; np;(9)

(1997 — 1953.77)2 (906 — 925.652)2 (904 — 925.652)2 (32 — 34.0981)2

1053.77 T o652 92652 34.0981
= 2.00931,

y si miramos las tablas de una x3 obtenemos X3.q o5 = 5.9914 por tanto estamos
en la region de aceptacion.
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4.2.3 Test de independencia de dos multinomiales

Sean X e Y dos variables con r y s valores distintos respectivamente. Supong-
amos n observaciones independientes del par (X,Y) queremos saber si X e
Y son independientes y esto lo traduciremos en un problema de contraste de
hipétesis. En primer lugar notemos que podemos indicar que el resultado de la
observacién de (X,Y") ha sido (z;,y;) de la siguiente forma

XNY yi .oy . Ys
1 0 0 0
T 0 1 0
Ty 0 0 0

de manera que podemos pensar que observamos una muestra de tamano n de
una Bernoulli » X s-dimensional, con probabilidades

pij =PX=x,Y=y;), i=1,..mj=1,..,s.

El resultado de las n-observaciones independientes se puede escribir en la forma
de lo que se llama una tabla de contingencia

€1 n11 nij Nis | N1

T N1 N Nis | My

Ly Tr1 Toyj Nys Ty
n.g n.; Nn.g n

Escribamos

Pij = Pi- X P.j, 1=1,.,m75=1,..,s.

de manera que contrastar esta condiciéon de independencia es equivalente a con-
siderar en el modelo multinomial  x s-dimensional asociado, el contraste

Ho : (pij)i<i<r = (Di X Dj)i<i<r
1<j<s 1<j<s

Hy : (pij)i<i<r # (Dio X pj)i<i<r
1<j<s 1<j<s
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Notemos que se trata de un test de ajuste a una familia de multinomiales.
Utilizaremos entonces el estadistico de Pearson

_ 3y ()
i1 =1 npng

donde p;. y p.; son los EMV de p;. y p.; respectivamente. Para calcularlos hay
que escribir la verosimilitud bajo Hy que vendra dada por

L(z,y; (pij)) = T IG_ypy7 =T 5, (pipy)™™
mn. g

= ILp; IG5 =1P.;

2
donde n;. = 37, n;j y n.; = >, n;j. Entonces es inmediato que

—~ 10—~ Tl]

n
n n
De manera que finalmente

~ - (g = ning/n)®
I .
W=

i=1 j=1

Este estadistico, cuando n es grande (la regla es que n;; > 5) se comportara
como una Ji-cuadrado con grados de libertad dim © — dim ©g,pero

dim©® =7rs—1
y
dimBg=r—1+s—1,
de manera que
dim® —dim©®y = rs—1—-r+1—-s+1
= rs—r—s+1
= (r—=1)(s—1)

y la region critica de nivel « (aprox.) vendrd dada por

A1 ={(z,y), Dn(z,y) = X(zr—l)(s—l);a}

Ejemplo 4.2.4 La siguiente tabla nos da el numero de mugjeres, de un grupo de
7477, de edades comprendidas entre 30 y 40 anos con un grado de vision entre
1y 4 en cada uno de los ojos. Queremos contrastar, a nivel « = 0.05 si hay
independencia entre la vision de ambos o0jos.

Ojo izquierdo—
Ojo derecho] 1 2 3 4 Totales
1 ni1 = 1520 nip =266 ni3 =124 nia =66 0. = 1976
2 n2i1 = 234 N2 = 1512 Nno3 = 432 n24 = 78 ng. = 2256
s ng1 =117 n32 =362 naz =1772 n3s =205 nz = 2456
4 na1 = 36 N4z = 82 na3 =179 nga =492 ng. =789

Totales n.g =1907 np=2222 n3=2507 ng4=841 n=7477
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Queremos hacer el contraste de hipotesis:

Hy : pij =pi. xp,; (independencia) (4.7
Hy : pij #pi Xp.j (4.8)
Por tanto

Dy (z,y)

N (= ps)? :
_ ij — i-D-j _ i i T

i=1 j=1 j=1
1976x 1907 \2 1976x 2222 \2 1976 X 2507 \2 1976 x841 12
_ (1520 7azr ) + (266 virr ) (124 7izr ) + (66 ZEaa)
- 1976x 1907 1976 x 2222 1976 %2507 1976 x841
7477 7477 7477 7477
2256x 1907 \2 _ 2256x222212 _ 2256x2507)2 _ 2256x8412
(234 2] (1512 Tar ) (432 rirr ) + (78 Zea)
2256 x 1907 2256 %2222 2256 %2507 2256 x841
7477 7477 7477 7477
2456x 1907 \2 24562222 \ 2 2456 X 2507 |2 2456 x 841 \2
(117 7irr ) (362 7ar7 ) (1772 Tirr ) (205 7atr )
2456 x 1907 2456 x 2222 2456 x 2507 2456 x 841
7477 T4TT T4TT 7477
789x1907 \2 789 %2222 \2 789 %2507 |2 789% 841 \2
_|_(36 7atr ) + (82 7arr ) + (179 7arr ) + (492 Tazz )
789% 1907 789 % 2222 789 %2507 789 %841
7477 7477 7477 7477
= 8096.88

Sabemos que D,, tiene aprozimadamente una distribucion x3 y si vamos a las
tablas obtenemos que P{x2 > 16.92} = 0.05 y el valor de D,, es muy superior
a 16.92, de hecho sdélo con calcular el primer sumando hubiéramos obtenido
2048.32 y esto ya nos hubiera conducido a rechazar la hipdtesis nula, esto es la
hipdtesis de independencia.

Antes de continuar adelante notemos que la razén de verosimilitudes en el
caso del contraste anterior de independencia viene dado por

b TG py" T ()™ 16, (54)™

(=
Mz,y) = = = 2
' S ATV j r s Naj \ Tij
Hi:lnjzlpij Hi:1ﬂj:1 (*)
LM TS n.;
i ng M oy n "

T s L Mij
Hizlﬂjzlnm ij

n

= n

Test de homogeneidad de varias multinomiales.

Supongamos r variables multinomiales independientes, Z1, Z, ..., Z, que pueden
tomar cada una s valores z1, 29, ..., zs con probabilidades (desconocidas obvia-
mente)
P(Zi = zj) = pij,  pij > O,Zpij =1,
J

queremos saber si las variables Z; tienen la misma distribucién, esto es si

Dij = P4, Vi, ]
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de manera que la probabilidad de observar el valor z; es la misma para todas
las variables Z; esto es, P(Z; = z;) s6lo depende del indice j. Supongamos que
tenemos una muestra con n; observaciones de la variable Z;. Escribiremos n;. en
lugar de n;; nuestro modelo estadistico sera el de r mutinomiales s-dimensionales
independientes con pardmetros p;;, j = 1,...,s, y tamanos muestrales n;., re-
spectivamente. Se trata de un problema de r muestras. La verosimilitud del
modelo serd

L(z; (pij)) = W, 15y pi”

donde Y by =1y > jNij = M. El resultado de las observaciones se puede
escribir también en forma de tabla de contingencia

Variable\resultado 2z, 7 el Zg

Zy ni1 nij Nis | N1

Z; N1 nij Nis | M.

Z’r‘ Tr1 Torj Nrs Ny
n.q n.; Nn.s n

En este modelo queremos hacer el contraste

Hy - (pij)lgjgn = (pj)lgjgn =17

Hy @ paraalgini, (pij)i<;c, 7 (Pj)1cjcn -

La verosimilitud bajo la hipdtesis nula es

L@; (Pi)icjen) = Mimallioipy”

= H?:lpj-z:i "= I5_yp; 7.

Podemos construir el TRV y obtenemos

o
)\(I) = —Hj:lpj Jn“
I 15y pig ™

I, (5)"

n
Nij
T s Nij
Hi:lnjzl (nl>
T ni-TTS n.j
L

r s Tij
I M5y

= n

la misma expresién que en el caso del contraste de independencial. Si aplicamos
el teorema de Wilks tendremos que —2log A(X), si los tamanos muestrales
son grandes, tendra un distribucién ji-cuadrado con grados de libertad dim © —
dim ©,pero

dim® =r(s—1)
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y
dim©y =s—1,

de manera que
dim©O —dim®y = r(s—1)—(s—1)
= (r=1(s—1),

igual que en el caso del contraste de independencial. Al igual que en el caso de
independencia se utiliza el estadistico de Pearson en lugar de —2log A\(x), por
comparacién con el caso de independencia, tendremos que

r S = Mg ’I’L2
Dn(:v)zzz(n”m‘ i/m)”

i=1 j=1 n.j/n

seguird aproximadamente una ji-cuadrado con (r —1)(s — 1) grados de libertad.

Ejemplo 4.2.5 Disponemos de dos muestras de estudiantes, la primera de es-
cuelas privadas, la sequnda de escuelas publicas. Los resultados son relativos a
un determinado test de conocimientos.

Puntuacion del test—

Tipo de escuela) 0-275  276-350 351-425 426-450 Totales

Privada 6 14 17 9 46
Publica 30 32 17 3 82
Totales 36 46 3 12 128

Como hemos visto, contrastar la hipdtesis de homogeneidad corresponde a con-
trastar la independencia entre las variables ”Puntuacion del test” y ”Tipo de
escuela”. Por tanto hay que calcular

Dy ()
2 4
_ Z Z (nij — ni.n.j/n)2
i=1 j=1 ni.n.j/n
(6 'S80 | (14— (7 (9 tgpey
= 46 X 36 + 46 x 46 + 46 x34 + 46x12
128 128 128 128
(30— S50 (32— S5 (-2 (- Sy
+ 82x36 + 82x46 + 82x34 + 82x12
128 128 128 128
= 17.2858

Entonces como P{x% > 7.815} = 0.05 resulta que estamos en la region critica y
rechazamos la hipotesis de homogeneidad.

4.3 Test Ji-cuadrado de ajuste, independencia y
homogeneidad.

Si partimos de la observacién de variables iid cualesquiera siempre podemos
substituirlas por variables multinomiales de manera aproximada agrupando los



80 CAPITULO 4. TEST JI-CUADRADO

datos cuando sea necesario. Una vez aproximadas las variables por multinomi-
ales podemos hacer los test anteriores y tendremos los llamados test Ji-cuadrado.
Vamos a ver un ejemplo de test Ji-cuadrado de ajuste a una familia.

Ejemplo 4.3.1 Disponemos de los tiempos de vida de 50 componentes electrdonicos
del mismo tipo, queremos ver si se ajusta a una distribucion exponencial.

262.8 1.0 364 4.0 594 353 0.5 22.6 3.7 5.8
32.1 0.5 174 716 46.7 1824 716.7 8.5 134 29.7
6.1 151 110.5 459 31.7 224 27.8 10.0 33.0 26.7
8.0 6.8 63.0 70.9 380.0 12.2 29.6 8.3 32.2 12.3
128.2 2.6 7.0  39.8 7.1 194 54 44 544 24.8

Hacemos una particion del intervalo [0, 00) mirando que el nimero de observa-
ciones en cada intervalo sea superior o igual a 5. Una posible es

I, =[0,20), I, = [20,40), Is = [40,70), I, = [70, 00) (4.9)
entonces el numero de observaciones en cada intervalo es, respectivamente,
ny = 20,712 = 167713 = 57714 =0. (410)

Bajo la hipdtesis nula de que los datos siguen una exponencial de pardmetro p
de manera que la probabilidad de observar resultados en un intervalo (a,b) viene

por
b

p((a,b)) = / pe Midy = e~ — e~ OK (4.11)

Ast las probabilidades de observar resultados en los intervalos Iy, I, I3,y 14, bajo
Hy, serdn, respectivamente,

—20p 20p 6740M’ 40 6770;1,’ 70;4.

pa(p) =€~

(4.12)
Para estimar p utilizaremos los datos sin agrupar, esto es calcularemos la esti-
macion mdximo-verosimil de p suponiendo que los 50 datos son exponenciales
en lugar de que los cuatro datos, n;,i = 1,2,3,4, son multinomiales con
pardmetros p;(p),i = 1,2,3,4. Esto no cambia el comportamiento asintdtico del
estadistico de Pearson:

pi(p) =1—e " pa(p) =€ p3(p) =e”

n; — np; (1))?
Dy (z) = z;( npf()ﬂ()“ ) (4.13)

c 4
esto es D, = X3, donde n = >_;
n—oo

1=

1ni = 50 es el tamanio muestral. La

estimacion mdzimo-verosimil de p es I = = 0.0243. Esto hace que

n
21521 T

np1 (i) = 19.25,p2 (i) = 11.8, ps(ft) = 6.35, p4 (1) = 12.6. (4.14)
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Y
Dy (z)
4 ~
_ Z (ni — npi(f2))?
—~  npi(ft)
~ (20-19.25)2 (16 —11.8)? N (5 —6.35)2 N (9 —12.6)2
B 19.25 11.8 6.35 12.6
= 2.80162.

Coémo P{x3 > 5.99} = 0.05, resulta que x3.0.05 = 5.99 con lo que Dy(z) <
X%;0.0S y estamos en al region de aceptacion. Asi es razonable pensar que los
datos siguen una distribucion exponencial.
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4.4 Test de ajuste y homogeneidad no paramétricos.

4.4.1 La distribucién empirica

Los test de ajuste y homogeneidad anteriores se basan en discretizar la variable
original, entonces uno se pregunta si no podriamos crear test que no requieran
este paso. Una funcién que caracteriza la ley de las observaciones es la funcién
de distribucién y tenemos el equivalente ”empirico”.

Definicion 4.4.1 Sean n observaciones iid denominaremos funciéon de dis-
tribucién empirica a la funcion de distribucion, que depende de la muestra
x = (21,22, ...,Zn), dada por

. 1 &
Fn(xay) = E Z 1(—oo,y] (xz)vy eR
i=1

Es una funcién escalonada continua por la derecha, que pega un salto % en
% (1), otro del mismo tamaifio en x () y asi sucesivamente hasta llegar al valor 1.

Si las n observaciones iid tienen funcién de distribucién F, tenemos las
siguientes propiedades de ﬁ'n(gm Y).

Proposicion 4.4.1
Fo(X,y) =5 F(y),VyeR

Demostracién. Por la ley fuerte de los grandes ntimeros
Fa(X,9) %% Ep(l(—y) (X)) = Pr(X: < y) = F(y).
]

Observacion 4.4.1 Notemos que también tenemos que

n—oo

Fu(X,y-) = %Z Lcoo)(Xi) =5 Er(L—oy)(X1)) = Pr(X1 <y) = F(y-)

Incluso la convergencia es uniforme. Definamos el estadistico

Ap(z) = ?elg Fn(x,y) - F(y)l,

tenemos el siguiente resultado,
Teorema 4.4.1 (Glivenko-Cantelli)

Ap(X) <20

n—oo
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Demostraciéon. Utilizamos el convenio habitual F'(£00) := lim, 45 F'(y).
Escribamos

F~Y(2) :=inf{z, F(z) > 2}

Sea m > 2 entero y consideremos los puntos

m k
ylm Fo (). k=0,..m
Notemos que y(()m) = —00 y que F‘n(X, y)=F(y) =1 (cs.)siy > yy(nm). Sea
entonces y € [—y,(cm),y,(cnj)l), k=1,..,m—1. Tenemos
Falwy) = Fy) < Fuo,yl)-) = ™)
< Bueyho) - Fulh-) + Feh-) - F™)
. m m k+1 &k
< Fn(xayl(ch)l_) - F(yz(€+)1—) t——
I m m 1
< Fn(mvyl(ch)l_) - F(yl(c+)1_) + m

3
&
s
|
=
s
v

Bz, yi™) = Fy-)

> Fu(z,yy™) = F{™) + Fy™) — F(y)—)
-~ m m 1
> (e, y™) — Fy™) — —

En definitiva

>

Fuley) = F@)| < max max {| B (™) - Flo™)| | Fule ) -) - F-)|}
1
+—.

m

De manera que, con probabilidad uno,

. 1
limsupsup |F,(X,y) — F(y)| < —
y m

b

el resultado se sigue tendiendo m a infinito. m

4.4.2 Test de Kolmogorov-Smirnov

A la vista de estas propiedades parece razonable comparar la funcién de dis-
tribucién empirica con la que suponemos es la tedrica para ver si realmente lo
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es. Por ejemplo, supongamos que en un modelo de observaciones iid con funcién
de distribuciéon F' queremos contrastar

HO : F = F()

H1 . F # FO

donde Fj representa una funcién de distribucién concreta. Entonces una region
critica razonable consistiria en

Ay ={z,A,(z) > K}

donde

An(x) = Sl;;p Fn(xay) - FO(y)

es decir, si la funcién de distribucién empirica difiere mucho de la teérica rechaz-
amos la hipdtesis nula. Pero para poder aplicar este test necesitamos conocer
la distribucién de A,, al menos bajo Fy y asi poder calcular K para que

PFO (An Z K) =
y asi poder tener un tets de nivel a. Afortunadamente tenemos la proposicion:

Proposicion 4.4.2 Si tenemos una muestra iid de tamano n de una variable
con una distribucion continua Fy, A, tiene una distribucion que no depende de
Fy.

Demostracién. Como Fy(y) y n( y) son ambas crecientes

sup [ (X,9) = Folw)| - = sup (| (X, Xo) = Fo(X00) s [F(X, X9 -) = Fo(X00))
= sup ( L , i1 FO(X(i)>D
n
= Sup < % — Fo(X) )| » =l Fo(X) @) > ;
pero Fy(X) ~ U(0,1) de manera que
1—1

R i
sup |Fy, (y) — Fo(y)’ ~ sup ( - - - U
Y 7

n

)

donde U; son observaciones iid de una variable U con ley uniforme en (0,1).
]

Esta distribucion estd tabulada y permite construir lo que se llama el test
de ajuste de Kolmogorov-Smirnov.

Ejemplo 4.4.1 Queremos contrastar si el conjunto de datos siguiente se ajusta
a una distribucién N(2,1),

0.3,0.7,0.9,1.2,1.3,1.4,1.5,1.6,1.9,2.0,2.1,2.2,2.3, 2.5, 2.6,
2.7,3.0,3.8,3.9, 4.0.
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En este caso n = 20. Escribamos
5(%(1)) :max( Fn(x,x(i)—) —E)(.’E(l))D
y ® para indicar la funcidn de distribucion de una N(0,1). Tendremos

x—2 1.7 -1.8 -1.1 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.1
10xFy(zy) 0.5 1 1.5 2 25 8 35 4 45
10x®(zy) 04 1 1.3 21 24 27 3.1 84 4.6
100x6(zy) 4 5 8 6 4 3 4 6 6

x—2 0.1 0.2 08 05 06 07 1 1.8 1.9 2
10><13’n(x(i)) 5.5 56 6.5 7 7.5 8 85 9 9.5 10
10x®(x ;) 54 58 62 69 73 76 84 96 9.7 9.8
100x6(x ;) 4 3 3 4 3 4 4 11 7 3
Por tanto Ago(x) = 0.11, si vamos a las tablas obtenemos que Agp.05 = 0.291
por tanto estamos en la region de aceptacion.

Fo(z,23y) — Fo(z))

b

Qo v ©

También se puede contrastar la homogeneidad si tenemos dos muestras inde-
pendientes X1, Xo, ..., Xy, ¥ Y1,Y5,...,Y,, con distribuciones continuas F}, Fs,
esto es

HO : Fl = FQ
H1 . F1 75 FQ

entonces la regién critica que propone el test de Kolmogorov-Smirnov es

A= {(xvy)7An1,n2(x7y) > K}
donde R R
Am,nz (xay) = sup F'r(L}) (ZE,Z) - F(2)(y7z)

na

Ejemplo 4.4.2 Los datos siguientes corresponden a las longitudes en cm de
plantes obtenidas en dos cultivos de manera independiente, fertilizadas con dos
tipos de adobe. Se quiere contrastar la hipdtesis de que la distribucion de las
longitudes es las misma en ambos casos.

Ejemplo 4.4.3

Adobe A 7 8§ 10 12 10 13 9 10
Adobe B 11 10 12 13 10 15 17 16

Tenemos entonces

Y 7 8 9 10 11 12 18 14 15 16 17
F0) S IR B A
20) CECEE N
FPw-Fw) 3 8 88 8 8 8 8 8 5 0
por tanto Asgs(z,y) = %. En las tablas se obtiene que Agg.0.05 = g, con lo

que estamos en la region de aceptacion y podemos decir que ambos fertlizantes
producen el mismo efecto.
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Capitulo 5

El modelo lineal

Supongamos un modelo estadistico que corresponde a n observaciones Y7, Y3, ..., Y,
independientes y tales que

E(Y;) = 8o + B1zi1 + oo + Bp_1Tip—1

y Var(Y;) = 02,i = 1,...,n(n > p). Donde los 3; son pardmetros desconoci-
dos (coeficientes de regresién, parametros,... los x;; (regresores, covariables

) ) ¥ ) 9
factores,...) son valores conocidos. Esto es

Yi = Bo+Bimia+ .+ By 1Tip-1 + &,
E(g;) = 0,Var(e) =0%i=1,..,n

Diremos que tal modelo es un modelo lineal. Con notacién vectorial

Y=X0+¢
donde

Y, 1 i S Tipi

Yy = , X = ;
Yn 1 Tnp—1 e Tnp—1
51 €1

B = : €= :
B, En

Si la wvariable respuesta, Y, y las covariables x, son cuantitativas, diremos que
se trata de un modelo de regresion, si las covariables son cualitativas (0 6 1)
el modelo se suele llamar de andlisis de la varianza, si en las covariables hay
variables cuantitativas y cualitativas se suele llamar modelo de andlisis de la
covarianza.

Estos modelos fueron introducidos por Legendre en 1805 (obtuvo lo que se
llama las ecuaciones normales) estudiados por Gauss (1823) y Fisher (1922) que
introdujo los modelos de andlisis de la varianza.

87
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5.1 Estimacion de los parametros

Notemos que no hay verosimilitud ya que sélo esté definida la estructura de la
media de las Y pero no su ley (modelo semiparamétrico). Sin embargo podemos
buscar § de manera que las observaciones y; difieran de (B, + Byzi1 + ... +
Bp—1Tip—1 lo minimo posible. Més concretamente

> (Wi — By + Brais + oo + By 1 Tip-1))* = min
También podemos escribir, la condicién anterior como

lly — X5]|* = min,

donde || - || representa la norma euclidea en R™.Notemos que
1 T T1p—1
Xﬁzﬁo +51 +"'+/6’p71
1 Tnl Tnp—1

De manera que {X 3, 5 € R™} es el subespacio vectorial de R™ generado por las
columnas de X := R(X). Entonces [ es una solucién a nuestro problema si X3
es la proyeccién ortogonal de y en R(X), en efecto

y— XBLR(X)
implica que

ly — X8|

ly — X3+ X3 — Xp|?
ly — XB|]> +||XB — XB|* + 2y — X3, X3 — XB|)
ly — XB|1* + [|X58 — X8> > |ly — XB|*.

Si X es de rango pleno, es decir sus p columnas son linealmente independientes,
0 se puede determinar de manera unica:

y— XBLR(X)

equivale a

X'(y—XB)=0
donde la prima indica traspuesta. De manera que
X'XB3=X'y
y como X’X es no singular al ser X de rango pleno, resulta
B=(X'X)"Xy.

Esta estimacién se denomina minimo-cuadrdtica.
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5.1.1 Propiedades del estimador minimo-cuadratico
B=(X'X)"'XY

es lineal en Y :

1

3=BY, con B=(X'X)"" X/,

es insesgado:

Es(X'X)"" X'Y)

= (X'X) " X'Es(Y)
(X'X) ' X'X3=3.

Es(B)

Su matriz de varianzas-covarianzas viene dada por

Varg(B) = Varg(BY)= BVars(Y)B’
= 2X'X) ' x'x(x'x)"!
= 2 (X'X)".

Teorema 5.1.1 (Gauss-Markov) Sea ¢ € RP, consideremos la funcion lineal de
B,c' B, donde la prima indica traspuesta. Entonces C’B es el mejor estimador
lineal insesgado (BLUE: Best linear unbiased estimator).
Demostracion. Sea 'Y un estimador lineal insesgado de c'3, se deberd
cumplir que
Es(\'Y) =B, VB,

de manera que
NEs(Y)=NXp =B,V
de manera que
NX =/.

Comparemos su varianza con la de 3,

Varg(N'Y) = XNVarg(Y)\
= o2\,
por otra parte
Varg(clﬁ) = c’Varg(B)c

= o2 (X'X) e
Por tanto
PNA=¢ (X'X) o)
= AWA-NX(X'X) o)
= A= X(X'X) " ¢|? >0,

Vars(N'Y) = Varg(dB)
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en efecto
IN=—X(X'X) P = O-XX'X) 0= X(X'X) "¢
/
= MA-NX(X'X) le— (X (x'x)" c) A
/
+ (X (x'x)~" c) X(X'X) te
= MA—2VX(X'X) e+ d (X'X) XX (X'X) e
NA—2XX (X'X) e+ d (X'X) e
NA—2XX (X'X) e+ NX (X'X) e
= MA-NX(X'X) e
]

Observacion 5.1.1 Notemos que habrd igualdad si y sélo si A—X (X'X)f1 c=
0, de manera que N'Y = ¢ (X'X)' X'Y = 3.

5.1.2 Estimacién minimo cuadratica de o?2.

Vamos a suponer que o es también un parametro a estimar. Notemos primero
ciertas propiedades. En primer lugar é := Y — X3, es una estimacion de los
errores, y como X[ es la proyeccién de Y sobre R(X) , tenemos en particular
que

1
Y-XxpL| : |,
1
con lo que
Se= X (- (x9)) =0
Asimismo
XB=X(X'X)"'X'Y =PY
donde

P=XX'X)"Xx

Proposicién 5.1.1 P=X (X’X)_1 X' es la matriz proyeccion ortogonal sobre

R(X). Es por tanto una matriz, simétrica, idempotente y existird una matriz
ortogonal @, (n x n) tal que

ro( b 3)e

donde I, es la matriz identidad de dimension p.
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Demostracién. Sea u € R™, entonces
Pu=X(X'X)""X'u=XheR(X)

con h = (X'X)”" X'u € R?, ademés

X'(u— Pu) X'(I, - X (X'X)"" X' )u
(X’ - XX (x'x)7 X’) u

= (X'=X)u=0.

Por tanto es la matriz de proyeccién ortogonal sobre R(X).
Sea () una matriz ortogonal cuyas p primeras columnas son vectores ortonor-
males que constituyen una base de R(X). Obviamente tendremos

ara-(1 1)
]

Observacion 5.1.2 Es obvio que I, — P serd la matriz proyeccion ortogonal
sobre R(X)*L (el complementario ortogonal) y existird una matriz ortogonal R

tal que
_ Ly 0 /
In—P_R<O 0>R

Lema 5.1.1 Sea A una matriz n X n determinista y Z un vector aleatorio n-
dimensional con E(Z) = p y matriz de varianzas-covarianzas Var(Z) = X.
Entonces

E(Z'AZ) = traza(AX) + ' Ap

Demostracion.
E(Z'AZ) = E((Z-p) A(Z—p)+p Ap
= E(traza((Z — p) A(Z — p) + ' Ap,
ahora bien
traza((Z — ) A(Z 1) = S (Z— )y Ay (Z - ),

i,J

ZAij (Z - H)jl (Z - 'U‘)li
- Z(SilZAlj (Z—,u)j1 (Z — 1)y
il J

= traza(A(Z — ) (Z — )",
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de manera que

E(Z'AZ) E(traza(A(Z —p) (Z —p)') + 1/ Ap
traza (ABE((Z — p) (Z — p)')) + 1/ Ap

= traza (AX) + p/ Ap.

[
Proposicién 5.1.2 (Gauss)

Y — X[|2
52 I Bl

n—p
es un estimador insesgado de o2.
Demostracién.
B(lIlY - XBI?) = B~ P)YIP)

= EXY'(I, - P)'(I,— P)Y)

= EY'(I, - P)Y)

traza(o*(I, — P)I,) + 3’ X'(I,, — P)Xp3
= o*(n—p)

yvaque al ser X € R(X), [ —P)X3=0. m

5.2 El modelo lineal normal

Hasta ahora las hipétesis en el modelo lineal sobre € eran E(¢) = 0 y matriz
de varianzas-covarianzas V(e) = o2I,. Si afiadimos que ¢ tiene distribucién
Gaussiana tendremos el modelo lineal normal. Notemos que como Y = X3 + ¢,
resultard que Y ~ N, (X3,021I,). Tenemos una generalizacién del teorema de
Fisher.

) B~ Ny(B,0%(X' X))
i) (8- 8)XE(8-8) ~ A2
iv) 3y &2 son independientes

(n—p)&* 2
v) e
Demostracién. i) es trivial. ii):

G- X = G-pVE -5

= (B-B/V(B)VFV(B)V(B - B)
VAN

o2
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con

Z=V(B) (B~ B) ~ Np(0,1).

iii): Si demostramos que §y & =Y — X son independientes ya estd entonces
como la conjunta de 8 y cualquier subconjunto de las &; es normal, bastara ver
que la covarianza es cero.

Cov(B,Y — XB) = Cov((X'X) ' X'Y,(I-P)Y)
= (X'X)"'X'Cou(Y,Y)(I - P)
= A2X'X)'x'1-pP) =0

iv)
i Y - X8> Y'(I-P)Y
g = =
n—p n—p
_ (Y =Xp)(U - P)Y - X
n—op ’
ahora bien
_ Lip 0 /
I—P_R( 0 0 )R

con R ortogonal y
1
U= ;(Y — XpB) ~ N,(0,1,)

por tanto
(n_p)&Q _ 7§)U2 ~ X2
g2 i n—p
i=1
[ |

5.2.1 Estimacién maximo verosimil
Es inmediato comprobar que el EMV de § y el estimador minimo-cuadratico
coinciden. Y que el EMV de o2 es
2 1 2112
6" = —[|Y — X5l
n

y que por tanto tiene sesgo.

5.2.2 Prediccion

e 20 v/ vy -1 (n—p)&* 2 . ;
Sabemos que 3 ~ Np(83,0%(X'X)™") y +—5— ~ A;_, independiente de 3. De
esta manera ai queremos dar un intervalo para la media de las observaciones
cuando los regresores son (1,1, %2, .., Tp—1) 1= &’ bastard tener en cuenta que

'3~ N(@'B, 0% (X' X)),
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y asi
m',éfz'ﬁ
o2z (X' X)) 1z
—_ ~ _
(n—p)&? "
(n—p)o?

esto es ~
B —ap
72 (X' X))z

~tnp.

Esto nos dard intervalos de confianza para z’(3 :

B+ tnepias2\/ 02 (X' X)Lz

Si quisieramos dar un intervalo para una observacion futura Y11 = '8+ ¢€ni1,
entonces

Yn+1 - l’/ﬁ = .'Elﬁ - Jf/ﬁ + En+1
de manera que

Y1 — '~ N(0,02(2' (X' X) 'z + 1))

tendremos asi que un intervalo de prediccion para Y, 11 vendra dado por

2B £ty pias2 \/52(1 + /(X' X))

5.2.3 Contraste de hipédtesis

Sea H una matriz g X p de rango q y ¢ € R%. Consideremos el problema de
contrastar

HO : Hﬁ:C
H1 : Hﬁ;«éc

Vamos a calcular el TRV.

1 1
L(y;ﬁﬂf) = (\/ﬁ)" eXp{—ﬁ (yi _ (Xﬁ)l)2}
entonces
Az) = SUPg, o1 9—c L(Y; 5, 0)
L(y; B,5)
L(y; 3,0)

donde BH es el EMV con la restriccién H(3 = c¢.Es inmediato que

o 1 .
6% = ~IIY = XpylP,
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RSS =Y — X@H2 y RSSyg =Y — XBHH2 (RSS: residual sum of squares),

¥y que

Se acostumbra a escribir

de manera que

o - ()

¢ (RS54 _R55)/q
I+ S T RSS/tn

Entonces

(RSSy — RSS) /q
Mz) < K& RSS/(n—p) >C

De manera que la regién critica del TRV serfa

(RSSy — RSS) /q

A= RS )

> C},

resulta que C' lo podemos calcular ficilmente si fijamos el nivel de significacién
« por le siguiente resultado.

Proposicion 5.2.1 Bajo Hy
(RSSy — RSS) /q I
RSS/ (n—p) LnTp

Lema 5.2.1 SiU~X? yV ~X? conr>1yV yU—V son independientes,
entonces U —V ~ Xf_l.

Demostracién. Sea ¢ (A) la funcién generatriz de momentos de U. En-
tonces ¢y (A) = h(A\)" para una cierta funcién h. Entonces ¢y (\) = h(\)!.Por
otro lado, al ser V' y U —V independientes ¢y (A) = ¢p_v (M) ey (A) con lo que
oy (N) = A, .

Demostracién. (De la proposicién). Sabemos que RSS/o? ~ X2_ (esto

n—p
se cumple bajo la hipdtesis general en particular bajo Hp). Veamos que bajo
H07RSSH/02 ~ Xii p—q)" Basta considerar el caso ¢ = 0, si ¢ # 0 podemos
tomar 3, tal que HfB, = c y tomar

Y © =Y -XBy=X(B-0) +¢

= Xf+e¢
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y ahora Hy : H3 = 0, ademas |[Y =X B|* = [|[Y =X 8= X (B —Bo)||* = |[Y -
XBy||> = RSSH. Notemos ahora que H := {X 3, H3 = 0} es un subespacio de
dimensién p — g de R(X), por tanto el estimador minimo-cuadrético )(=EMV)
sera un BH tal que XBH = PxY y tendremos

= |[(In — Pr)Y|]?
— Y'(I, — Pp)Y
= (Y -XBy)In—Pr)(Y —XBy)

o= XL (g ) ) - X

con L ortogonal, y como bajo Hy, Y_fﬂH ~ N(0,I,), resultard que
Y = XBull® _ 4o
o2 ~ X (o0
Por ltimo,
RSSy = |[Y = XByll® =Y = XBII” + [|X5 - X Byl

RSS + ||(I, — Pr) X J||?

de manera que R
RSSy — RSS = ||(I, — Pr)XB|?

independiente de RSS (por el teorema de Fisher) de manera que por el lema
anterior RSSy — RSS ~ qu y como es independiente de RSS,

(RSSy — RSS) /q P
RSS/ (n — p) on=p

Observacién 5.2.1 Particularmente interesante es el llamado test de la re-
gresion

Hy ﬂ1:52:"':6p7120
Hy :  no todos los 3,,1 > 1 son cero.

Es un caso particular de los anteriores con ¢ = 0y H = (0,1,-1) (toda la
primera columna ceros). De esta manera ¢ = p — 1. Bajo Hy el modelo es

Y:/80+E

v Bo,, = Y, de manera que RSSy = ||Y - Y||? y RSSy = RSS + || X3 — Y%
Una medida del ajuste de la regresion es
R RSSy — RSS
RSSy



