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Abstract

Since every finite extension over the field @, of p-adic numbers is solvable, any degree
5 polynomial can be solved by radicals over the field of p-adic numbers. Using Panayi’s
algorithm we describe a method for expressing any root of an irreducible quintic over Q,
as a Qp-linear combination of radical expressions over the rationals.

Resum

Com que tota extensio finita sobre el cos Q, dels nombres p-adics és resoluble, qualsevol
polinomi de grau 5 és resoluble per radicals sobre els cos dels nombres p-adics. Utilitzant
l'algoritme de Panayi, descrivim un métode que permet expressar qualsevol arrel d’una
quintica irreductible sobre Q, com una Q,-combinacié lineal d’expressions radicals sobre
els racionals.
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1 Introduccid

El projecte

Es ben conegut que Abel va demostrar la impossibilitat de resoldre per radicals el polinomi
general de grau 5 i que Galois va donar un criteri per decidir quan una quintica és resoluble
per radicals. Ara bé, tota extensio finita d’un cos p-adic és resoluble i, per tant, tots els
polinomis en una indeterminada sén resolubles per radicals sobre Q. El projecte consisteix
en un estudi exhaustiu de la resolubilitat efectiva per radicals de les equacions quintiques
i irreductibles sobre els cossos p-adics.

Tot i que hi ha férmules generals per a la resolucié de les quintiques que son resolubles,
I’estudi de les equacions de les extensions de grau 5 sobre @@, ens permet fixar un objectiu:
poder expressar les arrels d’un polinomi de grau 5 de coeficients racionals, irreductible
sobre Q,, com Q,-combinacions lineals d’expressions radicals sobre Q. En la memoria
presentem tota la maquinaria per poder assolir aquest objectiu.

Estructura de la Memoria

Estructurem la memoria en tres parts ben diferenciades.

En la primera part s’exposa la teoria necessaria per demostrar que tota extensié finita
sobre @, és resoluble. A més a més, presentem la teoria que necessitarem per tal de poder
dur a terme un estudi exhaustiu de les quintiques en Q.

La segona part la dediquem a la resolubilitat de les quintiques, i en ella exposem la
primera resolucié completa de les quintiques resolubles, donada per Dummit 'any 1991,
per contrastar-la amb la resolucié publicada el 2014 per Faggal i Lazard, que obtenen
férmules molt més senzilles.

Laltima part se centra en I'estudi de les quintiques en ), on reproduim la feina feta per
Pauli i Roblot per tal de determinar polinomis generadors de totes les extensions de grau
5 sobre Q,. Amb l'ajuda de l'algoritme de Panayi, som capacos de determinar polinomis,
resolubles per radicals sobre els racionals, que generen totes aquestes extensions. Aixo ens
permet assolir 'objectiu fixat.

Conclusions

Aquest projecte ens ha permés estudiar amb detall els cossos p-adics i les seves extensions.
Tot i que en el treball ens centrem en les extensions de grau 5, es tenen resultats analegs
per a extensions de grau un nombre primer. El fet de considerar el 5 només ens ajuda en
el fet que el nombre d’extensions que obtenim sigui petit.

Quant a la resolubilitat de polinomis de grau un nombre primer, tindriem resultats
analegs, pero s’obtindrien unes féormules cada vegada més complicades, a mesura que
augmentem el nombre primer. D’altra banda, la resolucié que acabem obtenint sobre
Qp per als polinomis de grau 5 de coeficients racionals és totalment coherent amb la
impossibilitat de resoldre per radicals sobre els racionals la majoria de quintiques.

Per ultim, notem que en el projecte només ens centrem en els polinomis de grau 5 que
son irreductibles sobre @Q,. Obtenir una resolucié similar per a les arrels d'un polinomi
que descompon sobre @, comportaria bastanta més feina a nivell de calculs.



PART I : COSSOS p-ADICS

2 Enters algebraics

Ens centrem en l'estudi de la ramificacié dels ideals primers de l'anell dels enters d’un
cos de nombres. Comencem introduint I'anell dels enters d’un cos de nombres i establim
certes propietats dels seus ideals. A més a més, introduim el concepte de discriminant i
acabem fixant-nos en els anells de valoraci6 discreta.

Tots els anells que considerem sén commutatius i amb element unitat. Anomenarem
domini tot anell commutatiu amb element unitat i sense divisors de zero. Els resultats,
amb les seves demostracions, es poden trobar en [I7], [I8] o [25]. L’apartat d’anells de
valoraci6 discreta també esta basat en [23].

2.1 Anell dels enters d’un cos de nombres

Definicio 2.1.1. Siguin A C B dos anells. Es diu que b € B és enter sobre A si b és
arrel d’un polinomi monic de coeficients en A. Quan tot element de B és enter sobre A,
diem que B és enter sobre A (o que l’extensio B|A és entera).

Proposicio 2.1.2. Sigui B|A una extensic d’anells. Aleshores, un element b € B és enter
sobre A si, i només si, existeix un A-modul M C B no nul i finitament generat tal que
bM C M.

Enunciem algunes propietats basiques dels elements enters.

Proposicio 2.1.3. Siguin A C B dos anells, i sigui B enter sobre A.

(1) Siguin A un domini i K el seu cos de fraccions. Si x és algebraic sobre K, aleshores
existeiz un element a € A, a # 0, tal que ax és enter sobre A.

(2) Si C és un anell enter sobre B, aleshores C' també és enter sobre A.

(3) Si o és un homomorfisme de B, aleshores o(B) és enter sobre o(A).

Definicioé 2.1.4. Sigui B|A una extensid d’anells. Els elements de B que son enters sobre
A conformen un anell que s’anomena clausura entera de A en B.

Es diu que A és integrament tancat en B quan tot element de B enter sobre A és de
A. Es diu que un domini és integrament tancat quan ho és en el seu cos de fraccions.
Com que en un domini els coeficients d’'un polinomi sén polinomis simétrics en les arrels,
podem obtenir el resultat segiient.

Proposicio 2.1.5. Siguin A un domini integrament tancat, K el seu cos de fraccions i
L|K una extensio finita. Per a qualsevol element b € L enter sobre A, el polinomi minimal

Irr(b, K) de b sobre K és de coeficients en A.

Es facil demostrar que tot domini de factoritzacié tnica i, per tant, tot domini d’ideals
principals, és integrament tancat. A més a més, les extensions enteres tenen un bon
comportament per localitzacio.

Proposicié 2.1.6. Siguin B|A una extensio entera d’anells i S un subconjunt multiplica-
tivament tancat de A. Aleshores, Uanell localitzat de B en S, S™'B, és enter sobre STLA.
Si A és integrament tancat, aleshores S~'A també ho és.



Si p és un ideal primer de A, anomenem localitzat de A en p l'anell Ay, localitzat
de A en A —p. Aquest anell és un domini local, és a dir, té un tnic ideal maximal: p.

Es diu que un domini és noetheria si tota cadena creixent d’ideals és estacionaria.
Per a extensions L|K separables es té un resultat fonamental pel fet que la forma bilineal
traga Tprx : L x L — K, definida per Tr g (2,y) = Trp g (2y), és no degenerada.

Proposicio 2.1.7. Siguin A un domini noetherida i integrament tancat, K el seu cos de
fraccions, L|K una extensio finita i separable, i B la clausura entera de A en L. Aleshores,
B és un A-modul finitament generat.

Corollari 2.1.8. 57, a més, A és un domini d’ideals principals, llavors B és un A-modul
lliure de rang [L : K].

Considerem 'anell Z dels enters racionals. Un cos extensi6 finita dels nombres racio-
nals Q s’anomena cos de nombres, i la clausura entera de Z en un cos de nombres K
s’anomena ’anell dels enters de K, i es denota per O. En virtut d’aquest corollari,
I'anell Ok d’un cos de nombres K és un Z-modul lliure de rang el grau de extensio K|Q.

2.2 1Ideals i anells de Dedekind

Siguin A C B dos anells, B un ideal primer de B i p =P N A la seva contraccié a A. La
inclusi6 A < B indueix una injecci6 entre els anells A/p < B/P, de manera que l'ideal
p és un ideal primer de A. A més a més, el segiient diagrama commuta:

B — B/y
i i

Per 'apartat de si B és enter sobre A, llavors B/ és enter sobre A/p.

Lema 2.2.1 (Nakayama). Siguin A un anell, a un ideal contingut en tots els ideals maxi-
mals de A, 1 M un A-modul finitament generat. St aM = M, aleshores M = 0.

Proposici6 2.2.2. Siguin A un anell, p un ideal primer, i B|A una extensié entera d’a-
nells. Aleshores, pB # B i existeiz un ideal primer B de B tal que p =[N A.

Notem que si B és enter sobre A i b és un ideal no nul de B, aleshores b N A # 0.
La demostraci6é de es fa per a l'anell localitzat de A en p, ja que la proposici6 [2.1.6
permet reduir la demostracié al cas en queé I'anell A és un anell local. El lema de Nakayama
permet concloure la prova. De se’n deriva el resultat segiient.

Proposicioé 2.2.3. Sigui B|A una extensio entera d’anells. Sigui P un ideal primer de B
i p la seva contraccié a A. Aleshores, B és maximal si, i només si, p ho és.

Un dels resultats més tutils pel que fa a ideals és el teorema xinés del residu.

Teorema 2.2.4 (Teorema xineés del residu). Siguin A un anelliay, ..., a, ideals coprimers
dos a dos, €s a dir, tals que a; +a; = A, si i # j. Donats x1,...,z, € A, evisteir un
element x € A tal que x = x; (mod a;) per a tot i.

Definici6 2.2.5. S’anomena anell de Dedekind tot domini noetheria, integrament tan-
cat, que no és un cos i en qué tot ideal primer no nul és mazimal.

Observacié 2.2.6. Del corollari es dedueix que l'anell dels enters Ok d’un cos de
nombres K és un domini noetheria i integrament tancat, i la proposici6 [2.2.3| ens assegura



que tot ideal primer no nul és maximal, ja que 'extensi6 Ok|Z és entera i en Z tenim
aquesta propietat. Aixi, ’anell dels enters d’un cos de nombres és un anell de Dedekind.

Definicio 2.2.7. Siguin a,b C A dos ideals. Es diu que lideal b divideix l’ideal a si
existeiz un ideal ¢ C A tal que a = bec.

Definici6 2.2.8. Siguin A un domini i K el seu cos de fraccions. Un ideal fraccionari a
de K és un A-submodul de K per al qual existeix un element a € A, a # 0, tal que aa C A.

Teorema 2.2.9. Siguin A un anell de Dedekind i K el seu cos de fraccions. Els ideals
fraccionaris no nuls de A conformen un grup abelia lliure respecte de la multiplicacio de A-
submoduls de K. A més, els ideals primers no nuls de A formen un sistema de generadors
liure d’aquest grup, i un ideal b C A divideiz un ideal a C A si, i només si, a C b.

Aixi doncs, per als anells de Dedekind tenim un analeg del teorema fonamental de
I'aritmética a nivell d’ideals.

Proposicio 2.2.10. Tot anell de Dedekind amb un nombre finit d’ideals primers és un
domini d’ideals principals.

Proposicio 2.2.11. Sigui A un anell de Dedekind i S un subconjunt multiplicativament
tancat de A. Aleshores, ST'A és un anell de Dedekind i Uaplicacié a — S~ 'a és un
morfisme exhaustiv del grup dels ideals fraccionaris de A en el dels de S™'A, que té per
nucli els ideals fraccionaris de A que tenen interseccid no buida amb S.

2.3 Ramificacio

Siguin K un cos de nombres i O el seu anell d’enters. En I’apartat anterior hem vist que
si p és un ideal primer no nul de Ok, aleshores p N Z és un ideal primer no nul de Z, és
a dir, existeix un nombre primer p tal que pZ = p NZ. A més a més, pel teorema [2.2.9
I'ideal primer p divideix I'ideal pOf . Ens interessa estudiar la descomposicié de I'ideal pZ
en producte d’ideals primers de 'anell O

Més generalment, si K és un cos de nombres i L|K és una extensio finita, ens interessa
estudiar la descomposicio dels ideals primers de O en producte d’ideals primers de 'anell
Op. Ja sabem que O i Of, sén anells de Dedekind, perd de fet, tenim encara més.

Proposicio 2.3.1. Oy, és la clausura entera de Ok en L.

Del teorema [2.2.9] deduim que si p C Ok és un ideal primer no nul, aleshores I'ideal
extensio pOp, (per la proposicic') pOr # Or) descompon en producte d’ideals primers
de manera tunica. Si pOr = P .. .‘ng, on els PB; son ideals primers diferents de Oy, i
els e; sén enters positius, és aquesta descomposicié, I’exponent e; s’anomena index de
ramificacio6 de B; sobre p, i el denotem per ey,

Com que l'ideal p és maximal, anell O /p és un cos, que s’anomena el cos residual
de Ok en p, i el denotem per k,. Si ‘P és un ideal primer no nul de O que divideix
p, Pextensio de cossos residuals wgp|rp és finita i, atés que Z/pZ és un cos finit, aquesta
extensi6 és de cossos finits. El grau d’aquesta extensié s’anomena el grau residual en B
de L|K i el denotem per fi,.

Proposicié 2.3.2. Els indexs de ramificacio i els graus residuals son multiplicatius per a
cadenes d’extensions.

Definicié 2.3.3. Es defineiz la norma de  com Np g (F) = pfl  sestén a tots els



ideals per multiplicativitat. St l'ideal B és principal, generat per un element Il € B, llavors
Nzx(B) = Ny (1) B.

El bon comportament dels anells de Dedekind (2.2.11]) i dels cossos residuals per loca-
litzacié permet definir tots aquests conceptes per a anells localitzats dels anells d’enters.

Proposicio 2.3.4. Sigui S un subconjunt multiplicativament tancat de Ok . Aleshores,
expp = es-ipls—tp L Sy = fspis-tp:

Definicié 2.3.5. Siguin A := S~ 'O i B := S™'Oy, i siguin B un ideal primer no nul

de B ip=PNA la seva contraccidé a A.

Es diu que P ramifica en [’extensic B|A quan egpp > 1. En cas contrari es diu que B
no ramifica en B|A.

Es diu que p ramifica en l’extensio B|A quan existeiz algun primer R de B que divideiz
p que hi ramifica. En cas contrari es diu que p no ramifica en B|A.

Proposicié 2.3.6. Siguin n = [L : K|, pB = B ... By’ la descomposicié de pB en
factors primers de B i f; el grau residual en PB; de l’extensic L|K. Aleshores,
g
> eifi=n. (2.1)
i=1

Per tal de demostrar aquesta igualtat, primer es redueix la demostraci6 al cas en qué A
és un anell local. Llavors, B només té un nombre finit d’ideals primers i, per la proposicié
2.2.10, és principal. Amb el teorema xinés del residu, s’observa que n’hi ha prou de
demostrar que B/%;" és de dimensio e; f; sobre A/p i, per altim, que [ky : K] = n.

2.4 El discriminant

Un invariant molt important d’extensions de cossos de nombres és I’ideal discriminant.
Siguin K un cos de nombres, A un localitzat del seu anell d’enters, L|K una extensio
finita i de grau n, i B la clausura entera de A en L.

Definici6é 2.4.1. Sigui {b1,...,b,} una K-base de L. El discriminant de {by,...,b,}
és l’element de K* definit per

d(bl, c. ,bn) = det(TI'L|K(blb]))

Observaci6 2.4.2. Els discriminants de K-bases de L diferents coincideixen modul qua-
drats de K*, ja que fem un canvi de base a la forma bilineal traca.

Proposicio 2.4.3. Sigui o € L un element primitiv de ’extensio L|K i sigui f(X) =
Irr(a, K)(X) el polinomi minimal de o sobre K. Aleshores,

dise(f) = d(1,a...,a" ) = (=) V2N (@),
on disc(f) denota el discriminant de f i f' denota el polinomi derivat de f.

Definicié 2.4.4. Es defineiz el discriminant de l'extensic B|A com lideal Apj4 de A
generat pels discriminants d(by,...,b,), quan els conjunts {b1,...,by} recorren totes les
possibles K-bases de L formades per elements de B. Quan no hi ha confusid de l’extensio
d’anells que considerem, el denotem per Ay k.



Si S és un subconjunt multiplicativament tancat de A, aleshores se satisfa la igualtat
S_lAB‘A = AS*lB|S*1A~

Proposici6 2.4.5. Si A és un domini d’ideals principals, aleshores lideal Ap4 ésta ge-
nerat pel discriminant de qualsevol A-base de B.

El discriminant permet caracteritzar els ideals primers de A que ramifiquen.

Proposicio 2.4.6. Sigui p un ideal primer no nul de A. L’ideal p ramifica en ’extensio
B|A si, i només si, divideiz el discriminant Ap|4.

Per demostrar aquest resultat, es redueix la demostracio al cas local i es fa ’estudi del
discriminant modul p, on el paper de la forma bilineal traga torna a ser clau.

Corollari 2.4.7. Només un nombre finit d’ideals primers de A ramifiquen en B|A.

2.5 Extensions de Galois de cossos de nombres

Siguin K un cos de nombres, A un localitzat del seu anell d’enters, L|K una extensio finita
i de Galois, G el seu grup de Galois i B la clausura entera de A en L. Siguin també P un
ideal primer no nul de B i p =P N A la seva contraccié a A. Per a qualsevol o € G, o(°B)
és un ideal primer no nul de Bio(B)N A =o(P N A) = o(p) = p, de manera que o(P)
també divideix p. A més, se satisfa el resultat segiient.

Proposicio 2.5.1. El grup de Galois G opera transitivament en el conjunt dels ideals
primers P de B que divideizen p.

D’altra banda, la igualtat ([2.1)) se simplifica de la manera que enunciem a continuacio.

Proposicio 2.5.2. Tots els ideals primers de B que divideizen [’ideal primer p C A tenen
el mateix index de ramificacid e i el mateix grau residual f. Per tant,

efg=n. (2.2)

Definicié 2.5.3. Si P és un ideal primer no nul de B, el subgrup d’isotropia de 3,

Dy = {o € G:0(F) =%},
s’anomena el grup de descomposicio de B en [’extensid B|A.

Proposici6 2.5.4. L’extensio de cossos residuals ksp|kp €s normal i el morfisme de grups
Dy, — Gal(ksp|kyp), definit de manera natural, és exhaustiu.

Es defineix el grup d’inércia de B en B|A com el nucli d’aquest morfisme.

Observacié 2.5.5. Per la féormula de les orbites de 'accié d’un grup en un conjunt,
el nombre g, d’ideals primers diferents de B que divideixen p és I'index del grup de
descomposicié Dy, en el grup de Galois G de I'extensi6. Aix{ doncs, # Dy, = ef. Com
que el grau de I'extensi6 residual de cossos finits wg|sp coincideix amb I'index del grup
d’inercia en el grup de descomposicié de l'extensio, aleshores # Iy, = e.

2.6 Anells de valoracié discreta

Un anell de valoracié discreta és un domini d’ideals principals que conté un tnic ideal
primer p no nul. En un domini d’ideals principals A, els ideals primers no nuls sén de



la forma A, on 7 és un element irreductible. Per tant, si A és un anell de valoracid
discreta, A conté un tnic element irreductible 7 modul multiplicaci6é per unitats i p = wA.
L’element 7 s’anomena un uniformitzant de A.

Els ideals no nuls de A sén de la forma 7" A isi a € A és no nul, podem posar a = 7",
amb r € Z>p i u € A* una unitat. L’exponent r s’anomena la valoracié p-adica de a, el
denotem per vp(a) (o simplement v(a)) i no depén de I'uniformitzant escollit.

Si ara considerem el cos de fraccions K de A, i prenem & = a/b un element de K*,
podem posar x = 7"u, amb r = v(z) € Z i, clarament, v(z) no depén de l'eleccié de a i b.
D’aquesta manera, tenim un morfisme de grups exhaustiu v : K* — Z que satisfa:

v@+y) > nt{o(@),v(y)}, Yoy e K. (2.3)
Amb el conveni v(0) = 400, podem estendre aquesta aplicacié a tot el cos K. Amb
aquesta valoracié definida, A = {z € K :v(z) >0} i7A ={z € K : v(z) > 0}.

Definici6 2.6.1. Tot morfisme de grups exhaustiu v : K* — Z verificant s’anomena
valoraci6 discreta. El conjunt v(K™*) s’anomena el grup de valors de la valoracid.

Si v és una valoraci6 discreta definida en un cos K, els elements z € K de valoracié no
negativa conformen un anell de valoracié discreta: podem considerar un element = € K tal
que v(m) = 1 i, llavors, tot element a € A s’escriu de la forma a = 7@, amb v(u) = 0.

Es clar que tot anell de valoracié discreta és un anell de Dedekind i, per tot
anell de Dedekind amb un tnic ideal primer és un anell de valoracié discreta. Si A és un
anell de Dedekind i p és un ideal primer, llavors el localitzat de A en p, A(,), és un anell
de valoraci6 discreta i tenim definida una valoracié discreta en el cos de fraccions K de A.

Donada una valoraci6 discreta v, en un cos K, podem definir un valor absolut | - |, :
K — R associat a aquesta valoraci6 com |z], = e™"@) Vz € K* i |0], = 0. Per (2.3),
aquest valor absolut és un valor absolut no arquimedia, és a dir,

|z + ylp < max{|z|p, |ylp}, Vo,ye K. (2.4)

Definicié 2.6.2. Diem que dos valors absoluts |- |1, | - |2 definits en un cos K son equi-
valents si defineizen la mateiza topologia en K.

Proposicié 2.6.3. Els valors absoluts | |, definits per |z|. = ¢ %@ VYV € K, amb
c € Ry, defineizen valors absoluts equivalents al valor absolut | |,.

Algunes de les propietats que utilitzarem sén les segiients.
Proposicié 2.6.4. Sigui v, una valoracio discreta definida en un cos K. Aleshores:
(1) El parell (K,| |p) és un espai ultramétric.
(2) L’anell de valoracio discreta A = {x € K :vy(x) > 0} = {x € K : |z|, < 1} és tancat.
(3) Sil|xly > |ylp, aleshores |x + ylp = |x|p.
(4) Siguin x; € K tals que vp(x;) > vy(x1), per a i > 2. Aleshores 1 +x2+ - -+ x, # 0.

Definici6é 2.6.5. Es diu que un espat métric és complet si tota successic de Cauchy
convergei.

Hem vist que la clausura entera de l'anell d’enters d’un cos de nombres és un anell
de Dedekind, perd la clausura entera d’'un anell de valoracié discreta no és, en general,
un anell de valoraci6 discreta. Ara bé, per a espais métrics (K,| |[;) complets, aquesta
propietat si que se satisfa.



3 Teoria de valoracions

Estudiem les valoracions p-adiques. Comencem introduint els nombres racionals p-adics
i continuem amb l’estudi de les valoracions p-adiques i complecions d’un cos de nombres.
També estudiem les extensions de cossos p-adics per tal de demostrar el lema de Krasner
i, a continuaci6, introduim el lema de Hensel. Per tultim, estudiem en detall les extensions
no ramificades i les totalment i moderadament ramificades. Els resultats, amb les seves
demostracions, es poden trobar en [11], [I7], [18] o [25].

3.1 Els nombres p-adics

El matematic alemany K. Hensel (1861-1941) va introduir els nombres p-adics a principis
del segle XX per introduir en teoria de nombres eines de desenvolupament de funcions
en seriés de poténcies. Hensel va veure una analogia entre ’anell Z dels enters racionals
i 'anell C[X] dels polinomis de coeficients complexos. Tot enter descompon de manera
tnica com =+ 1 vegades un producte de primers (positius), i tot polinomi descompon de
manera tnica com a € C vegades un producte de polinomis lineals X — o € C[X].

En el cas d'un polinomi f(X) € C[X], el seu comportament local en un punt o € C
es pot conéixer pel seu desenvolupament en série de Taylor al voltant del punt a. I més
generalment, per a funcions racionals f(X) € C(X), el seu comportament local en o ve
donat pel desenvolupament en série de Laurent. Amb els nombres enters passa una cosa
similar. Primer, tot enter positiu n € Z admet una expansié p-adica

n=ap+ap+---+app", amba; €{0,1,...,p—1};

i aquests coeficients a; son tnics. Quan volem escriure aquestes expansions p-adiques per
a nombres negatius o racionals, ja hem d’incloure sumes infinites.

Definicié 3.1.1. Fizat un nombre primer p, un enter p-adic és una série formal
ap+ ap+ap® + ..., amba; €{0,1,...,p—1}.
El conjunt de tots els enters p-adics el denotem per Zjy.

Tot nombre racional z € Z,) amb denominador no divisible per p defineix una successi6
de classes de residus x =5, (mod p") ambn >11i3, € {0,1,...,p" — 1}, de manera que
podem trobar una tnica successié (ap)p>0, amb a, € {0,1,...,p — 1}, tal que

Sn=aot+ap+-+ap—1p" " (modp”), Vn>1.

La successi6 de sumes » ;" a;p’ defineix el nombre p-adic hra a;p’ € Zy,, que s’anomena
P’expansi6é p-adica de z. Amb analogia amb les séries de Laurent, podem estendre els
nombres p-adics acceptant també les séries formals de la forma > 2 a;p', amb m € Z.
El conjunt d’aquestes séries s’anomena el conjunt dels nombres p-adics.

Ara, per a qualsevol y € Q, podem posar y = p~ "'z, amb x € Z;), i obtenir I'expansi6
p-adica de y. D’aquesta manera, tenim una injeccié Q — Q, que envia Z a Z,. Per tal de
definir una suma i una multiplicacié que converteixi Z;, en un anell i Q, en el seu cos de
fraccions, és convenient veure els nombres p-adics Z, com el limit projectiu dels anells
Z]p"Z:

lgnZ/p”Z = {(Tn)n>1 € H Z]p"Z : Ap(Tps1) = Tp, Y0},

n=1



on les aplicacions A, sén les projeccions A, : Z/p" "' Z — Z/p"7Z, i podem definir la suma
i la multiplicacié component a component. Es pot comprovar que les classes de residus
Sy = Z?:_ol a;p’ (mod p™) definieixen una bijeccié entre Z,, i lim Z/p"Z.
n
Donat un nombre primer p € Z, l'anell Z,) és un anell de valoraci discreta i ja hem
vist en que a tot element z € Q li podem associar una valoraci6 v,(x), que s’anomena
la valoraci6é p-adica de .

Definicié 3.1.2. Per a tot x € Q, es defineiz el valor absolut p-adic de x com |z|, =
p @) six £ 0, i definim |0[, = 0.

Aixi, en Q coneixem el valor absolut trivial, que ve donat per |z| =1, Y € Q; el valor
absolut usual, que denotem per |- |; i els valors absoluts p-adics que acabem de definir.
Es pot demostrar que tots aquests valors absoluts defineixen topologies diferents en Q i,
per tant, no sén equivalents. Un resultat fonamental pel que fa als valors absoluts de Q
és el teorema d’Ostrowski, que determina quins sén els valors absoluts que hi ha.

Teorema 3.1.3 (Ostrowski). Qualsevol valor absolut not trivial de Q és equivalent a un
dels valors absoluts | - |p, on p és un nombre primer o bé p = co.

Els nombres racionals no sén un cos complet respecte de cap valor absolut no trivial, i
el cos Q, dels nombres p-adics és el que s’anomena la complecié de Q respecte d’aquest
valor absolut. A continuacié entendrem millor el concepte de complecio.

3.2 Valoracions p-adiques i complecions d’un cos de nombres

Siguin K un cos de nombres, A el seu anell d’enters i p C A un ideal primer no nul. En
hem vist que tenim definida una valoraci6 v, : K — Z U {400} associada a l'ideal p i
que aquesta valoraci6 indueix un valor absolut no arquimedia |- |, : K — R, definit per
|z|, = e~ i que anomenem valor absolut p-adic.

Si K és un cos dotat d’un valor absolut | |, podem completar K de la mateixa manera
que es construeixen els nombres reals a partir dels racionals. Considerem el conjunt C(K)
format les successions de Cauchy de K. Aquest conjunt és un anell i el subconjunt Zy(K)
de les successions de Cauchy de K que tenen limit zero és un ideal maximal de ’anell.
Aleshores, el quocient K = C(K)/Zo(K) és un cos. Si identifiquem cada element = € K
amb la successi6é constant de valor z, aquest cos K conté K com a subcos, el valor absolut
de K s'estén a K per continuitat, K és dens en KiK és complet. A més a més, un cos
amb aquestes propietats és tnic llevat d’isomorfismes que respecten els valors absoluts i
s’anomena la complecié de K respecte del valor absolut | |.

Definicié 3.2.1. Un cos p-adic és la complecio Ky d’un cos de nombres K respecte d’un
valor absolut p-adic.

Siguin A un anell de valoracio discreta, p el seu ideal maximal i K el seu cos de fraccions.
La valoraci6 v, s’estén a una valoraci6 0, de K per continuitat: si a = lim,_ oo @y, € K
amb (ap)n>1 C K, es defineix

tp(a) = lim vy(apn).

Sia # 0, la successio (vp(an))n>1 és estacionaria , ja que, per a n prou gran, Uy(a — ap) >

Up(a) i, per la propietat de[2.6.4]

0p(an) = Byl — a+ a) = min{iy(a, — a), 3p(a)} = Byla).



de manera que vy(K*) = 9,(K*). Aquesta valoracio 9, de K és I'inica que estén la
valoracio vy 1 tal que el valor absolut de K ve definit per aquesta valoracio.

Proposicio 3.2.2. Siguin A un anell de valoracio discreta, p = wA el seu ideal maximal,
K el seu cos de fraccions i K la complecio de K respecte del valor absolut p-adic. Definim
A={zecK:|z|,<1}ip:={z e K:l|z|, <1}. Aleshores, A és un anell de valoracic
discreta amb ideal mazimal p i cos de fraccions K, i

(i) pr =a"A i AJp" ~ A", Vn € Zso; i
(1) A és la complecid de A respecte del valor absolut p-adic.

Observacié 3.2.3. L’anell A és el limit projectiu dels anells A/p™. Si K és un cos de
nombres, el cos residual x, de A és un cos finit i els anells A/p™ també son finits. Es a dir,
son anells topologics discrets, compactes i Hausdorff. En la pagina 91 de [22] es demostra
de manera senzilla que, en aquest cas, A també és compacte.

Proposicio 3.2.4. Siguin A un anell de valoracid discreta, p = wA el seu ideal mazimal,
K el seu cos de fraccions i K la complecié de K respecte del valor absolut p-adic. Sigui
R C A un sistema de representants per al cos residual ky, amb 0 € R. Tot element no nul
z € K* es pot escriure de manera unica com

[o.¢]
T = Z apm", amb ap € R, an, # 0, ng € Z.

n=ng

Sigui K un cos de nombres dotat d’un valor absolut | |. La restriccio de | |a Q hade
ser un dels valors absoluts de Q, de manera que, en virtut del teorema d’Ostrowski ,
0 bé és el trivial, o bé és I'usual, o bé és un valor absolut p-adic per a un cert nombre
primer p. Es pot demostrar que si K'|k és una extensi6 algebraica de cossos, aleshores
I"inic valor absolut de K’ que estén el valor absolut trivial de k és el trivial. A més a més,
un valor absolut arquimedia de K’ es restringeix a un valor absolut arquimedia de k.

Aixi doncs, si | | és un valor absolut no trivial i no arquimedia de K, aleshores | |
és Iextensié d’un dels valors absoluts p-adics de Q. Veiem com es poden estendre aquests
valors absoluts p-adics a un cos de nombres.

Siguin K un cos de nombres, O el seu anell d’enters, p un ideal primer de O, A el
localitzat de Ok en p i L|K una extensio6 finita. Sabem que A és un anell de valoracié
discreta i, de deduim que I'anell B localitzat de pOy, en O, és un anell de Dedekind
que, a més, és la clausura entera de A en L.

Llavors, tenim que pB = P7* .. SBg7, on e; > 1,1 *P; son els tnics ideals primers de B.
Els anells localitzats de B en els ideals 3; son anells de valoracié discreta que contenen A,
i podem considerar la valoracié B3;-adica de L. Normalitzant aquesta valoracié de manera
que el seu grup de valors sigui el-_lZ, obtenim una valoracié que estén la valoracié p-adica
de K. Es a dir, per a cada ideal primer 8 de B que divideix p obtenim un valor absolut
en L que estén el valor absolut p-adic de K. El resultat que enunciem a continuacid ens
assegura que, modul valors absoluts equivalents, aquests sén els tinics valors absoluts de
L que estenen el valor absolut p-adic de K.

Proposicié 3.2.5. Tot valor absolut de L que estén el valor absolut p-adic de K és un
dels valors absoluts B;-adics. A més a més, els valors absoluts P;-adic i P;-adic de L no
son equivalents, si i # j.
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3.3 Extensi6é de cossos p-adics

Siguin K un cos de nombres, A el seu anell d’enters, L|K una extensi6 finita i B la
clausura entera de A en L. Siguin també B un ideal primer no nul de B, p = PN A la seva
contraccié a A, 1ei f I'index de ramificacio i el grau residual de I’extensio, respectivament.
Considerem Ly, la compleci6 de L respecte del valor absolut B-adic, i K, la compleci6 de
K respecte del valor absolut p-adic. Per 2| aquests cossos son els cossos de fraccions de
les complecions dels anells de valoraci dlscreta localitzats de B en*3ide A en p. Denotem
per €i3 i p els seus ideals maximals, respectivament. Tal i com hem fet en l’apartat
podem considerar I'index de ramificacio € i el grau residual f de I'extensié completada.

Proposmlo 3.3.1. Ly conté K, i lextensio Lyp|K, €s finita de grau ef. La valoracio
‘13 adica és Iinica valoracio de Ly que estén la valoracid p-adica i, a més, e =€ i f = f

Aquest resultat és, en part, conseqiiéncia del lema que enunciem a continuacio.

Lema 3.3.2. Siguin K un cos p-adic i A el seu anell de valoracid discreta. St L|K és una
extensid finita, aleshores la clausura entera B de A en L és un anell de valoracid discreta,
1 L és complet per la topologia definida per B.

Vist aix0, podem estudiar com es relacionen els grups de Galois d’extensions de Galois
L|K amb els de les seves completades Li| K.

Proposicié 3.3.3. Si L|K ¢és una extensio de Galois, aleshores 'extensid LK, també
ho és v el seu grup de Galois és Dy, el grup de descomposicio de P en LK.

Demostracid. Sigui o € Dyy)p. En ser Ly la compleci6 de L en B, i o(F) = ‘B, aleshores o
s’estén per continuitat a un automorfisme de Lgz. A més a més, com que o és la identitat
en K, també ho és en K, de manera que o defineix un element de Gal(Lg|K}). D’altra
banda, dos elements diferents de Dy, defineixen elements diferents de Gal(Lg|Ky), ja
que actuen diferent en L. Per Ly« Ky =ef = # Dy, amb el que concloem que
Dgjp =~ Gal(Lyp|Ky). O

Observacio 3.3.4. Més endavant definirem els grups de ramificacié superior d’una ex-
tensié de Galois. D’aquest resultat es dedueix que els grups de ramificacié superior de
I'extensié Log| K, coincideixen amb els de I'extensio L|K.

Com que K} és un cos complet respecte d'un valor absolut no trivial i no arquimedia,
llavors en tot Kp-espai vectorial de dimensi6 finita dues normes qualssevol sén equivalents.
Aixo permet deduir que si Ly| K, és una extensio finita de cossos, dues extensions del valor
absolut de K}, en Ly son equivalents, fet que és clau en la demostracio del . Fixada una
clausura algebraica Q,, de Q, aquest argument també permet provar el resultat segiient.

Proposicié 3.3.5. Ewisteir una tnica extensio del valor absolut de Ky a un de @p.

Corollari 3.3.6. Sigui o € @p. Per a tota Ky-immersid o de Ky(o) en @p, se satisfa
que |o ()| = |a|. Consegiientment, sin = [Ky(a) : K], aleshores |a| = |N(a)|/".

El lema de Krasner déna un criteri per establir quan dues extensions finites i del mateix
grau coincideixen.

Teorema 3.3.7 (Lema de Krasner). Siguin a, § € @p 1 suposem que per a tots els conju-
gats, o(a) # o, de o sobre K tenim que |5 —al < |o(a) —af. Aleshores, Kp(a) € Kp(f).

Demostracid. Només cal provar que si 7 és una K, (8)-immersié de Ky(3,a) en Q,, ales-
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hores 7(a) = . Per la unicitat de I'extensi6 de valors absoluts sobre cossos complets, se
satisfa que |8 — 7(a)| = |[7(8 — a)| = |8 — a i, si 0 és una Kp-immersi6 de Ky(a) en Q,
diferent de la identitat, aleshores |8 — 7(«)| < |o(a)) — . Per hipotesi,

[7(a) —al = |7(a) = B+ B — o] <max{|7(a) = 8], |6 — o} <[o(a) —al,

i ha de ser 7(a) = a. O

Sigui f(X) € K,[X] un polinomi monic i siguin a1, ..., a, € @p les seves arrels, totes
diferents. Sigui g(X) € K,[X] un altre polinomi monic de grau n. Denotem per |g| el
maxim dels valors absoluts dels coeficients de g. Tenim el resultat segiient.

Lema 3.3.8. Posem g = X" 4+ b, 1 X" 1 .. 11X + by € Kp[X] i sigui € @p una arrel
de g. Aleshores, |5 < |g|.

Suposem que f i g son propers, és a dir, que |f — g| < € < 1, amb ¢ petit. En ser f
monic, aleshores |f| > 11 |g| = |f + (9 — f)| < max{|f],e} = |f|. En virtut del lema, si
(3 és una arrel de g, les poténcies 1,4,...,3" ! estan fitades per |f|*~!, de manera que
1F(B) = [f(B) — g(B)| < |fI""'e. Es adir, si fig son propers, |f(5)| és petit i, per la
continuitat de les arrels dels polinomis, 3 esta a prop d’una arrel de f. Com que totes les
arrels de f son diferents, la distancia de [ a les altres arrels de f esta fitada inferiorment.

Ara, d’entre els polinomis g tals que |f — g| < &, sempre n’hi ha de separables. En
efecte, un polinomi g no és separable si, i només si, el polinomi resultant de g i el seu
derivat ¢’ és nul, i aquest resultant — que és un polinomi en els coeficients de g — no pot
ser idénticament nul en un entorn obert de f perqué K, no és finit.

Aixo ens assegura que si f i g son dos polinomis prou propers i r és la multiplicitat de
« com a arrel de f, aleshores hi ha exactament r arrels de g que s’apropen a « i mantenen
distancia afitada inferiorment amb les altres arrels de f. Si no fos aixi, podriem construir
una successio de polinomis separables g, de limit f i amb tantes arrels que s’apropen a
a com les de g. Per pas al limit, arribariem a una contradiccié. Per tant, se satisfa el
resultat segiient.

Proposicio 3.3.9. Si f és un polinomi monic i irreductible, aleshores qualsevol polinomsi
g monic i del mateix grau prou proper a f també és irreductible. A més a més, per a tota
arrel o de f, existeiz una arrel B de g tal que Ky(a) = Ky(f5).

Corollari 3.3.10. Sigui K, un cos extensio finita de Qp. Aleshores, existeiz un cos de
nombres K contingut en K, de grau [K : Q] = [K} : Qp] i dens en K. De fet, K, = KQ,.

Demostracio. Posem K, = Qp(«), sigui f el polinomi irreductible de o sobre Q,, i sigui
g un polinomi prou proper a f de coeficients racionals que satisfaci les condicions de la
proposici6 anterior. Prenent K = Q(f), hem acabat. O

Observaci6 3.3.11. De fet, el cos K, és la complecié de K respecte d'un valor absolut
p-adic, amb p un ideal primer no nul de 'anell dels enters de K que divideix I’ideal pZ.

Del lema de Krasner i del fet que els anells de valoracié de cossos p-adics son compactes
(observaci6 [3.2.3)), s’obté un resultat molt important.

Proposicié 3.3.12. Siguin K, C @p un cos p-adic 1 n > 1 un enter. El conjunt de les
extensions de K, de grau n incloses en @p és finit.
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3.4 Lema de Hensel

Pel que fa a l'estudi de polinomis de coeficients en un cos p-adic, el lema de Hensel és
un resultat fonamental. Primer, donem una versié del lema de Hensel que ens permet
trobar les arrels d’un polinomi en un cos p-adic per mitja d’un métode iteratiu; de fet,
és un analeg del métode de Newton. Acabem amb l'enunciat de la versio del lema de
Hensel que ens permet factoritzar un polinomi en 'anell de valoraci6 discreta a partir
d’una factoritzaci6 en el cos residual.

Lema 3.4.1 (Hensel). Siguin A un anell de valoracio discreta, p el seu ideal maximal, i
suposem que el cos de fraccions K de A és complet respecte del valor absolut p-adic. Sigui
f(X) € A[X] i suposem que existeix un element ag € A tal que

|f(a0)| < |£'(a0)?,
on [’ és el polinomi derivat de f. Aleshores, existeiz un element a € A tal que f(a) = 0.

La demostraci6 d’aquest resultat es pot trobar en [3], i no és res més que I'analeg del
metode de Newton per a valors absoluts p-adics.

Corollari 3.4.2. (i) Sigui p # 2 un nombre primer. Una unitat a € Z; és un quadrat de
L, si, i només si, existeir un element o € Zy tal que a? =a (mod pZ,).

(ii) Una unitat a € Z; és un quadrat de Z5 si, i només si, a =1 (mod 8Zs).
Una altra versio del lema de Hensel, que podem trobar en [27], és la segiient.

Teorema 3.4.3 (Lema de Hensel). Siguin A un anell de valoracio discreta, p el seu ideal
maximal, i suposem que el cos de fraccions K de A és complet respecte del valor absolut
p-adic. Sigui f(X) € A[X] un polinomi primitiu i suposem que G(x) i H(x) son polinomis
de k[ X] primers entre si tals que la reduccic modul p de f(X) és

Aleshores, existeizen polinomis g(X), h(X) € A[X] tals que

f(x) = g(x)h(z).
A més a més, g(X) = G(x), M(X) = H(X), i deg g(X) = deg G(X).

En aquest cas, els polinomis g i h s’obtenen com els limits de dues successions de
polinomis que es construeixen inductivament a partir dels polinomis G i H.

Corollari 3.4.4. El cos Q, només conté les arrels (p — 1)-ésimes de la unitat, sip # 2; i
les arrels quadrades de la unitat, 1, —1, si p = 2.

3.5 Extensions no ramificades

Siguin @p una clausura algebraica fixada de Q,, K C @p un cos p-adic i A el seu anell de
valoracié discreta. Ens disposem a estudiar les extensions de K que sén no ramificades.

Recordem que si L| K és una extensio finita i B és la clausura entera de A en L, aleshores
B és un anell de valoraci6 discreta, amb ideal maximal 8 tal que B N A = p. Denotem
per kp i kg els cossos residuals (finits) de K i L, respectivament, i siguin e i f 'index de
ramificacio i el grau residual de 'extensié L|K, respectivament. La definicio també
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serveix aqui, per tant, I’extensié és no ramificada si, i només si, e = 1. Per la igualtat
(2.1), [L : K] = ef il'extensio és no ramificada si, i només si, [L : K| = [kg : kp]. Denotem
amb una barra a sobre les reduccions dels elements dels anells en els cossos residuals.

Proposicié 3.5.1. L’extensid L|K és no ramificada si, i només si, L = K(a), on a és
una arrel d’un polinomi monic f(X) € A[X] i @ és una arrel simple de f(X) € kp[X]. A
més a més, kyp = Kp(Q).

Demostracio. Suposem que 'extensié L|K és no ramificada. Com que 'extensio residual
és separable — és de cossos finits —, existeix un element o € B tal que kg = kp(@). Sigui
f(X) el polinomi minimal de « sobre K, que és de coeficients en A per Com que
I'extensi6 és no ramificada,

degIrr(@, kp) = [k : Kp] = [L: K] > deg f = deg f,

de manera que f = Irr(a@, Kp), 1 la desigualtat anterior es converteix en una igualtat, amb
el que aconseguim la primera part.

Reciprocament, si « satisfa les condicions de ’enunciat, podem suposar sense pérdua
de generalitat que f = Irr(a, K) i, llavors, @ és una arrel simple de f. Ara, pel lema de
Hensel (teorema , f és una poténcia d’un polinomi irreductible, pero en ser @ una
arrel simple de f, aleshores f és irreductible. Per tant,

L K] = [K(a) : K] = deg f = deg T = [1p(@) : p] < [ : 5] < [L.: K.
Aixi doncs, les desigualtats anteriors es converteixen en igualtats i rp(@) = k. O

Proposici6 3.5.2. Sigui K C K' C L una cadena d’extensions finites de cossos p-adics.
(i) LIK és no ramificada si, i només si, K'|K i L|K' son no ramificades.

(ii) Si LIK és no ramificada, aleshores LK'|K' és no ramificada.

(i11) Si LIK i K'|K son no ramificades, aleshores LK'|K també ho és.

Demostracio. La primera propietat és conseqiiéncia de la multiplicativitat dels indexs de
ramificaci6 per a cadenes d’extensions. De la proposici6 anterior es dedueix (ii), i (iii) és
conseqiiéncia de (i) i (ii). O

Teorema 3.5.3. Siguin L|K una extensid finita i kyp el cos residual de L. L’aplicacio
L +—— kg indueir una bijeccio entre les extensions finites no ramificades de K i les
extensions finites de Ky.

Demostracio. La proposicié ens assegura que tota extensio finita de sy s’obté com el
cos residual xyp d'una extensié finita i no ramificada L|K. Provem-ne la unicitat. Siguin
Li|K, Ly|K extensions no ramificades. Podem posar L; = K(«;), amb i = 1,2, on o
és tal que f;(X) = Irr(ay, K)(X) € A[X] i @; és una arrel simple de f;. Aleshores,
L = L1Ly = La(a) i o satisfa condicions similars respecte de Lo. Per tenim que
Kp = R, (01) = Kp(Qi1, G2) = K, Kp,. S1 Kep, = kg, , aleshores kg = K, 1, com que L|Lo
és no ramificada, ha de ser [L : L] = [k : mp] = 1. Per tant, Ly = L i oy € Ly, de
manera que L C Lo. Analogament s’obté Ly C L1, i hem acabat. L]

En ser s, un cos finit, qualsevol extensio és ciclica. Si #kp, = ¢, el grup de Galois de
I’extensio residual esta generat per 'automorfisme de Frobenius o : z — x9. Tota extensio
no ramificada L|K és de Galois, ja que si «,a’ sén conjugats, aleshores sy (@) = kp(@') i
K(a) = K(); i també és ciclica ja que, en ser no ramificada, el grup d’inércia L)y és el

trivial (aixo es dedueix de [2.5.5)) i, per i Gal(L|K) ~ Gal(kg|kp) = (o).
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Corollari 3.5.4. Sigui ¢ = #ryp. Per a cada enter f > 0, existeiz una tunica extensio
L|K no ramificada de grau f. Aquesta extensido és de la forma L = K((), on  és una
arrel (¢f —1)-¢sima primitiva de la unitat.

Demostracid. Per a cossos finits, existeix una tnica extensié de grau f i aquesta ve donada
per una arrel (qf — 1)-ésima primitiva de la unitat. Com que ( satisfa les condicions de

13.5.1], hem acabat. O

3.6 Extensions totalment i moderadament ramificades

Seguint amb les notacions de 'apartat anterior, diem que 'extensié L|K és moderada-
ment ramificada si la caracteristica residual p de s, no divideix e. En cas contrari,
diem que l'extensio és salvatgement ramificada. També diem que lextensio L|K és
totalment ramificada si [L: K| =e.

Proposicio 3.6.1. Suposem que l’extensio L|K és totalment ramificada de grau e i sigui I1
un uniformitzant de B. Aleshores, L = K(II) i IT és una arrel d’un polinomi d’Fisenstein
de grau e, és a dir, d’un polinomi de la forma

X4 ae 1 X 4+ a1 X + ap,

ona; =0 (mod p), Vi > 1 iag#0 (mod p?). Reciprocament, tot polinomi d’Eisenstein
és irreductible i qualsevol arrel seva genera una extensio totalment ramificada.

Demostracio. Per tots els conjugats de II sobre K tenen el mateix valor absolut,
de manera que, si Irr(Il, K)(X) = Y% a; X" € A[X], aleshores ap € p. Siguin II; =
I1,...,1II,,, amb m < e els conjugats de II. Sabem que IT; ... II,,, = (—1)"ap 1 |II|™ = |ao].
Si posem p = wA, existeix una unitat u € A* tal que ag = un”, amb r > 0. Atés que
I'extensio L|K és totalment ramificada de grau e, podem posar I1° = v, amb v € B*.
Aixi doncs, |II|*" = |ag| = |II|™ i er = m. Pero, en ser m < e, aleshores r =11 m = ¢;
amb el que tenim la primera part.

Reciprocament, pel criteri d’irreductibilitat d’Eisenstein, qualsevol polinomi d’Eisens-
tein és irreductible, i si 8 és arrel d’'un polinomi d’Eisenstein de grau e i p = wA, llavors
181 = [ml. O

Proposicié 3.6.2. Si L|K és una extensié totalment i moderadament ramificada de grau
e, aleshores existeix un uniformitzant de B amb polinomi minimal X¢ — 1, on m € p — p2.

Demostracio. Sigui II un uniformitzant de B, de manera que L = K(II). Si mg és un
uniformitzant de A, aleshores |II|® = |m|; és a dir, existeix una unitat u € B> tal que
I1¢ = umy. Com que I'extensio6 és totalment ramificada, I'extensio de cossos residuals és de
grau 1, de manera que podem trobar una unitat ug € A* tal que u = ug (mod B). Posem
T = moug. Aleshores, II® = 7+ 7z, per a algun element = € B. Aix{ doncs, |II¢ — 7| < |7].
Siguin f(X)=X®—m,1aq,..., . les seves arrels. Aleshores,

IfID)]| =T —ag|...[IT—ael, 1 |az| =], Vi.

Si fos [II — ;| = ||, Vi, seria |11 — 7| = |II|® = x|, i tindriem una contradicci6. Aixi
doncs, podem suposar que |[II — a1| < |ay|. Ara bé,

[/ (an)] = loa|* ™ = a1 — azl ... Jar — ae| < |ag|7h

Per tant, ha de ser |y —a| = |aa|, Vi > 1, i en virtut del lema de Krasner, K («o;) C K(II).
Com que el polinomi f(X) és irreductible i de grau e, K(ay) = K(II) = L. O
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4 Ramificaci6é superior

Aprofundim en la ramificacié d’ideals primers en extensions de cossos de nombres. Co-
mencem per 'estudi de 'ideal diferent, i introduim els cossos de descomposici6 i d’inércia.
A més a més, obtenim una resolucié del grup de descomposicié d’extensions de Galois de
cossos de nombres. Per dltim, donem una relacié entre el diferent i els grups de ramificacio
superior per a cossos p-adics. Els resultats, amb les seves demostracions, es poden trobar
en [18], [23] o [25].

4.1 El diferent i el discriminant

Siguin L|K una extensio finita de cossos de nombres (resp. de cossos p-adics), A un loca-
litzat de l'anell d’enters de K (resp. l'anell de valoracio discreta de K), i B la clausura
entera de A en L. Hem vist que el discriminant de I'extensié B|A determina els ideals pri-
mers de A que ramifiquen. En aquest apartat introduim un altre invariant que determina
els ideals primers de B que ramifiquen sobre A.

Observacié 4.1.1. Notem que en estudiem el discriminant quan Uextensi6é L|K és de
cossos de nombres. Per a extensions de cossos p-adics, la mateixa definicié serveix i totes
les propietats esmentades en també se satisfan.

Definici6 4.1.2. El conjunt Cgja = {b € L : Trpg(bc) € A, Vc € B} s’anomena el
codiferent de [’extensic B|A.

Es facil comprovar la inclusié B C C Bl4, 1 la linealitat de la traca ens assegura que el
codiferent és el més gran dels B-submoduls M de L tals que Trp (M) C A.

Proposicié 4.1.3. El codiferent Cp 4 €s un ideal fraccionari de B.

Definici6é 4.1.4. El diferent Dp 4 de lextensic B|A és l’ideal fraccionari invers del
codiferent, és a dir, Dgja = {b € L : bCpa € B}. Quan no hi ha confusié de l’extensio
d’anells que considerem, el denotem per Dp .

Notem que, com que B C Cpa, el diferent és un ideal enter no nul de B. També
tenim que CpaDpja = B i Dpjg = | ‘Bgi, per a certs ideals primers 3; de B, amb d;,
I’exponent diferencial de 93;, un enter no negatiu. A més a més, el diferent es comporta bé

per localitzacié i per cadendes d’extensions. Donem també una manera de calcular l'ideal
diferent que ens sera util quan lextensié L|K és de cossos p-adics.

Proposicioé 4.1.5. Siguia € B tal que L = K(a) i B = Ala] i sigui f(X) = Irr(a, K)(X).
Aleshores, Dpja = f'(a)B, on f" és el polinomi derivat de f.

Establim ara les relacions del diferent amb la ramificacié i el discriminant. Siguin
B C B un ideal primer no nul de B, p = BN A la seva contraccio a A, i siguin dyp
I'exponent diferencial de B i e, I'index de ramificaci6 de B sobre p. Denotem també per
Kp el cos residual A/p, i per kg el cos residual B/P.

Proposicié 4.1.6. Un ideal primer B de B ramifica en l'extensio B|A si, i només si, B
dwideir Dpa. A més, se satisfa que dyg > e, — 1 @ es 1€ la igualtat si, 1 només si, ey,
no €s divisible per la caracteristica residual de k.

PI‘OpOSiCi() 4.1.7. AB|A = NL|K(DB|A>-

En aquests dos tltims resultats, la forma bilineal traga és clau a ’hora de fer la demos-
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tracio. Aquesta ultima proposicié també ens condueix cap al resultat segilient.

Corollari 4.1.8. Siguin K C K’ C L una cadena d’extensions finites de cossos de nom-
bres o cossos p-adics, i A" i B les clausures enteres de A en K' i L, respectivament.
Aleshores,

Apja = A[jﬁ N i (Ap ).

4.2 Cossos de descomposicié i d’inércia

Deixant de banda el diferent, aprofundim en la ramificacié d’ideals primers per mitja dels
grups de descomposicié i d’inércia.

Seguint amb la notacié de suposem que lextensié L|K és de Galois, i sigui G =
Gal(L|K) el seu grup de Galois. Siguin també 8 C B un ideal primer no nul de B i
p =P N A la seva contraccié a A. Hem definit el grup de descomposici6 de P sobre p:

G1(Blp) = Dy = {0 € G: o(P) =B},

i també el seu grup d’inércia Go(Blp) = Ijp, de manera que la successio de grups segiient
és exacta:

1 — Go(Blp) — G1(Blp) — Gal(rgplrp) — 1.

Si K/ C L és un cos que conté K, A’ és la clausura entera de A en K’, i posem
P =P nA; lavors, G;(PBIP') = Gi(B|p) N Gal(L|K'), per ai = 0,1.

Continuem estudiant l’extensio de Galois L|K i sigui n el seu grau. Per alleugerir la
notacio, escrivim D = Dy, i I = Iy, 1 siguin e, f i g 'index de ramificacié de 3 sobre
p, el grau residual de L|K en B i el nombre d’ideals primers diferents de L que divideixen
p, respectivament.

Com que D i I sén subgrups del grup de Galois de L| K, podem considerar els respectius
cossos fixos L i L. El cos L s’anomena el cos de descomposicié en P i el cos L, el
cos d’inércia en 3. Passem a estudiar les diferents subextensions de la cadena de cossos
KCILPCLICL

En ser L|K una extensié de Galois, les extensions L|L! i L|L” també ho séon. A més,

I'extensio L!|LP també es de Galois ja que I és un subgrup normal D. Quant als graus
de les extensions, en ser efg = n i en virtut de aleshores

[LP:K]|=|G:D|=g, [L':L”]=|D:I|=f, [L:L]=e
Siguin B; i Pp les contraccions de P en els cossos L’ i L, respectivament. Siguin
també By i Bp les clausures enteres de A en aquests cossos, respectivament.

Proposicioé 4.2.1. L’ideal P és lunic ideal primer de B que divideix P i també és inic
ideal primer de B que divideiz *Fp. A més a més,

(i) BB ="P° i fgp, =1, 1
(i) BoPr = PBr1, fy,p, = f 1 Pp no ramifica en By|Bp.

D’aquesta proposicid, on s’han de tenir en compte els grups de descomposici6 i d’inércia
de les extensions L|LP, L|L' i L'|LP, aixi com els grups de Galois de les respectives
extensions residuals, es dedueix el corollari segiient.

Corollari 4.2.2. Sigui K un cos p-adic. Per a tota extensid finita i de Galois L|K, el
cos d’ineércia €és el subcos mazximal no ramificat.
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4.3 Grups de ramificacié superior

L’objectiu d’aquest apartat és trobar una resolucié del grup de descomposicié d’extensions
de Galois de cossos de nombres. Per fer-ho, introduirem els grups de ramificacié superior
i n’enunciarem algunes propietats, que ens portaran al resultat desitjat. Seguim amb les
notacions de ’apartat anterior.

Definici6 4.3.1. Per a k € Z, amb k > —1, es defineix el k-ésim grup de ramificacid de
B sobre p com el conjunt

Gr(Blp) = {o € G_1(Plp) | o(b) = b (mod P**), Wb € B}.

Per tal d’alleugerir la notacid, posem G = Gr(B|p). Els grups de descomposicio i d’i-
neércia es corresponen, tal i com els haviem definit, amb G_1 i Gq, respectivament.

El grup Gy, amb k > 0, és el nucli del morfisme de grups G_1 — Auty, (BpF),
de manera que és un subgrup normal de G_;. Com que, per a tot k > —1, Giy1 és un
subgrup de Gy, llavors G és un subgrup normal de Gy, i tenim la cadena

G.12G)2G12...2G, G412 ...

Es un resultat conegut d’algebra commutativa que si B és un domini noetheria, aleshores
NisoB* = {0}. Com que G_; & un grup finit, la successi6 de subgrups ha de ser
estacionaria, és a dir, per a algun ng se satisfa que G,, = G, Yk > ng. Ara, G,, =
Nis>_1 Gk 1, per tant, o € Gy, si, i només si, 0(b) —b € (5o B = {0}, Vb € B. D’aquesta
manera, Gy, = {1}. Hem vist, doncs, que existeix una cadena finita de subgrups

G.12Gy2G1D...2 Gy, ={1}

tal que, per a —1 < k < ng— 1, Gx41 és un subgrup normal de Gy. Per veure si aquesta
cadena de subgrups conformen una resolucié del grup de descomposicié G_1, s’ha de
comprovar si els quocients Gy /Gg11 son abelians per a tot —1 < k < ng.

Proposici6 4.3.2. (i) Go/G1 és isomorf a un subgrup del grup multiplicatiu /<;§53.
(i) Si k> 1, el grup Gi/Grs1 €s isomorf a un subgrup del grup additiv de rsp.

En la demostraci6 del resultat s’utilitza el bon comportament dels grups de ramificacio
i dels cossos residuals per localitzacio en p per tal de poder suposar que A és un anell
local principal i que B és principal. Donat un generador m € B de l'ideal P i o0 € G_1,
és facil adonar-se que o(m) = u,m, per a un cert u, € B —B. Llavors, es demostra que
aplicaci6 Go — Ky definida per o — U, és un morfisme de grups que té G per nucli.
De manera similar, per a k > 11i 0 € Gy, es pot posar o(7) — 7 = u,m**! per a un cert
us € B. Llavors, es demostra que 'aplicaci6 G — (ky, +) definida per o + Uy és un
morfisme de grups que té G4 per nucli.

Corollari 4.3.3. El grup Go/G1 és ciclic i, si la caracteristica de ks és p > 0, aleshores:
(i) El grup Go/G1 és d’ordre primer amb p.

(ii) Per a k > 1, els grups Gi/Gry1 son sumes directes de grups ciclics d’ordre p i el
grup Gy és un p-grup.

(11i) El grup Gy és el trivial si, i només si, l’extensio és moderadament ramificada.

Corollari 4.3.4. El grup d’inércia és resoluble. Si els cossos residuals son finits, aleshores
el grup de descomposicid és resoluble.
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D’aquest resultat i de [3.3.3] s’obté el corollari que enunciem a continuacio.

Corollari 4.3.5. Les extensions de Galois finites de cossos p-adics son resolubles.

4.4 Grups de ramificacié superior i diferent

Siguin K un cos p-adic, A el seu anell de valoracié discreta, p el seu ideal primer i sy el
seu cos residual. Si L|K és una extensio finita, siguin B la clausura entera de A en L —
que és un anell de valoracié discreta complet per —, B l'ideal primer de B i kg el seu
cos residual.

Lema 4.4.1. Ezisteiz un element x € B tal que B = Alz|. Si l'extensic B|A és totalment
ramificada, qualsevol uniformitzant de B satisfa aquesta propietat.

Aquest lema permet demostrar la proposicié segiient.

Proposici6 4.4.2. Si l’extensio L|K és de Galois, Dy i denota el diferent de l'extensio i
vy denota la valoracio B-adica del cos L, se satisfa que

o0

vp(Drix) = D (#Gi — 1). (4.1)

=0

Com a conseqiiéncia de [3.6.1] [4.1.5] [£.1.7] i [£.4.7], obtenim com és el discriminant en un
cas particular.

Proposicio 4.4.3. Si l’extensio L|K esta generada per una arrel d’un polinomi d’Eisens-
tein, aleshores el discriminant de lextensio B|A és justament l'ideal generat pel discrimi-
nant del polinomi.
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PART II : RESOLUCIO PER RADICALS DE QUINTIQUES RESOLUBLES

5 Resoluci6 per radicals de les quintiques resolubles

Estudiem la resolubilitat per radicals dels polinomis irreductibles de grau 5. Comencem
amb un resultat de Galois que ens permet caracteritzar els polinomis resolubles, i introdu-
im les bases de Grobner, que s6n un element clau per trobar les férmules de la resoluci6.
Exposem la resolucié (la primera resolucio explicita publicada) que fa Dummit en [7] 'any
1991, i comentem breument les formules publicades per Faggal i Lazard en [9] Pany 2014.

5.1 Subgrups transitius resolubles del grup simétric S5

Sigui p un nombre primer i considerem el grup simétric .S, és a dir, el grup format per totes
les permutacions del conjunt C), = {0,1,...,p — 1}. Siguin o, 7; € S, amb 1 <i < p—1,
les permutacions definides per

x> odx (mod p), Vz e Cp,

o x — x+1 (mod p), Vz e C),.

Sigui GA(p) := (o, {7 : 1 <1i < p—1}) C S el subgrup generat per aquestes permutacions.
Es facil comprovar que, de fet,

GA(p) ={o/om:1<i<p-1,0<j<p-—1}
1 #GA(p) = p(p — 1). Aixi, el grup GA(p) esta format per les permutacions de la forma
x v ar+b (mod p),ambac {1,...,p—1}, b€ {0,1,...,p—1}.

Galois, en les seves memories, demostra que aquest grup GA(p) és, essencialment, 1’anic
subgrup transitiu resoluble de S,,.

Teorema 5.1.1 (Galois). Tot subgrup transitiu de S, és el conjugat d’un subgrup de
GA(p). Reciprocament, tot subgrup de S, que €s el conjugat d’un subgrup de GA(p) és
resoluble.

Per tal de demostrar aquest resultat, necessitem dos lemes previs.

Lema 5.1.2. Siguin G un subgrup transitiu de Sy i N # {Id} un subgrup normal de G.
Aleshores, N també és transitiu.

Demostracio. Per la formula de les orbites, tenim que

p=#Cp=> |N: N,

z€ER

on R designa un conjunt de representants de les orbites i |N : N;| és I'index del grup
d’isotropia de x en N. Com que G és transitiu, donats x,y € C), existeix una permutaci6
o € G tal que o(x) = y. Ara, per la normalitat de N, N(y) =coNoo (y) =coN(z)i
o indueix una bijecci6 entre N(x) i N(y). En particular, #N(z) = #N(y) i [N : Nz| = ¢
per a tot x € R. Aixi doncs, p = ¢(#R) i en ser p un nombre primer i N # {Id}, ha de
ser #R = 1. Es a dir, hi ha una tnica orbita i el grup N és transitiu. ]

Lema 5.1.3. Sigui p € Sy tal que 0, := pocop ! € GA(p). Aleshores, p € GA(p).
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Demostracio. Demostrem primer que 6, és una potencia de o. Si no fos aixi, 6, seria de
la forma 6, : © — ax + b (mod p), amb a # 0,1 (mod p). Llavors,

Hg_l cxadP e+ (aP2 4+ +a+1)b (mod p)

i, com que a #Z 0 (mod p), aleshores a?~! =1 (mod p). Ara,
(a—1)(a" 2+ ---+a+1)=a”'—-1=0 (mod p)

i, atés quea Z1 (mod p), hadeser a? 2+---+a+1=0 (mod p). Aixi doncs, 015_1 = Id.
Ara bé, 9571 = pooP~lop™t de manera que oP~! = Id, pero #(c) = p, amb el que
obtenim una contradiccio.

Per tant, 0, = ol per a alguna 1 < i < p — 1. Aixo implica que po o = o’ o p,

o el que és el mateix, p(x + 1) = p(z) + i (mod p), Vo € Cp. D’aqui es dedueix que
p(z) = p(p+x) = iz + p(0) (mod p), Yz € C, i, per tant, p = o) o 7, € GA(p). O

Demostracio (del teorema [5.1.1). Sigui G un subgrup transitiu resoluble de S,. Sabem
que existeix una cadena de subgrups

G=Gy>G D--DG=A{1}

tal que G;41 és un subgrup normal de G; i el grup quocient G;/G;4+1 és ciclic d’ordre
primer. Com que G ¢és transitiu, pel lema[5.1.2] els grups G1,. .., Gy—1 també ho son. Per
la formula de les orbites, p | #Gy—1, perd #G;_1 és un nombre primer, de manera que
#Gi—1 = p. Aixi doncs, Gy_1 estd generat per un p-cicle. Llevat de conjugacions, podem
suposar que Gy—1 = (o) C GA(p). Ara, G;_; és un subgrup normal de G;_o, és a dir,
Vp € Gyo, pooopt €Gy1 CGA(p)i, pel lema Gi—2 C GA(p). Recursivament,
s’obté G = Gy C GA(p), com voliem veure.

Reciprocament, n’hi ha prou amb demostrar que GA(p) és resoluble. Sigui g una arrel
primitiva modul p. Per a d | p — 1, definim

Hy:={z—g%c+c (modp):0<c<p—-1,0<i<(p—1)/d—1} C GA(p).

Es facil comprovar que Hy és un subgrup normal de GA(p) i que #Hy = p(p —1)/d. Si
d|d |p-—1, aleshores Hy C Hyi|Hy : Hy| = d'/d. Posem p—1 = q...q., amb
¢; nombres primers (que, potser, no son diferents) i sigui dp := 1,d; = q1,...,dr—1 =
qi...qr—1,dr = p— 1. Aleshores la cadena

GA(p) = Hd() DHy D---DHy D {Id}

conforma una resolucié del grup GA(p). O
Corollari 5.1.4. Els subgrups transitius resolubles de S5 son els conjugats a un d’aquests
grups:

(i) (o), que és un grup ciclic Cs d’ordre 5.

(ii) (o, 73), isomorf al grup diedral Do.5 d’ordre 10.

(1ii) Fao := GA(5) = (0, T2), que es diu que és un grup de Frobenius d’ordre 20.
Demostracio. Com que #F5y = 5 - 4, els seus subgrups transitius propis sén d’ordre 5 o

10. L’anic grup d’ordre 5 és el ciclic i, per Sylow, els tnics grups d’ordre 10 son el ciclic
C1p i el diedral Do.5. Com que S5 no té 10-cicles, hem acabat. O
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5.2 Bases de Grobner

Una eina molt important per a la resolucié de les quintiques son les bases de Grobner.
Els resultats que esmentem, amb les seves demostracions, es poden trobar en [4]. A més a
meés, exposem tambeé els resultats que utilitza Lazard en [16] per tal de donar una resolucié
de les quintiques resolubles.

Sigui k un cos i sigui k[z1,...,z,] Panell de polinomis de coeficients en k i n inde-
terminades. Podem identificar el conjunt format pels monomis de k[x1,...,z,] amb ZZ,
de la manera segiient: a cada monomi z® = 2" ...z} li fem correspondre la n-tupla
a=(mi,...,my) € Z%,.

Definicié 5.2.1. Un ordre monomial en lanell k[z1,...,z,] és una relacic > en Z%
tal que:

(i) > és un ordre total.

(i) Sia> B i~y €ZL, aleshores a+v > B +7.

11) Tot subconjunt no buit de Z2%, té un element minim sota l’ordre >.
] >0

Estenem aquest ordre a k[z1,...,2,]: donats dos polinomis no nuls f = ). a;x,
g = Zj ajx5j€ k[x1,...,zy], ordenem els seus termes de manera que z* > %2 > ...
i 2% > 272 > .. Diem que f > ¢g quan z® > zP, on r és el primer index tal que els

monomis % i 2" sén d’ordre diferent.

Definicié 5.2.2. Siguin f = Y aqx® un polinomi no nul de k[x1,...,xy,] i > un ordre
monomial. Definim el multigrau i el terme lider de f, respectivament, per

multideg(f) := max{a € Z%; : aq # 0}, LT(f) := amultideg(f)xmultideg(f)_

Teorema 5.2.3 (Algoritme de Divisio). Fizat un ordre monomial > en Z%, i donada
F = (fi,...,fs) una s-tupla de polinomis de k[x1,...,x,], aleshores tot polinomi f €
klx1,...,xy] es pot escriure com

f=a1fi+ - +asfs+r,

on aj,r € klxy,...,xn] 3, 0 bé r =0, 0 bé r és una k-combinacid lineal de monomis, cap
dels quals és divisible per LT(f1),...,LT(fs). Anomenem r el residu de la divisié de f
per F'. A més a més, si a;f; # 0, aleshores multideg(f) > multideg(a; f;).

Observacio 5.2.4. La demostracié és constructiva. A més, el residu depén de 'ordre dels
polinomis fi,..., fs en qué fem la divisio.

Definicié 5.2.5. Un conjunt finit G = {g1, ..., gt} generador d’un ideal I de k[z1,...,Zy)
és una base de Grobner si (LT (g1),...,LT(g:)) = (LT(1)).

Proposicié 5.2.6. Sigui G = {g1,...,9:} una base de Grébner de I C k[xyi,...,xpn] 1
sigui f € klx1,...,xy,]. Aleshores existeiz un inic polinomi r € k[xy, ..., x,] tal que

(i) cap terme de r és divisible per cap dels monomis LT (g1),...,LT(g¢); ¢

(ii) existeir un polinomi g € I tal que f =g+ r.

En particular, v és el residu de la divisio de f per G, sense importar l'ordre dels elements
de G en Ualgoritme de divisid. Aquest residu r s’anomena la forma normal de f per G

1 el denotem per ?G.
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Corollari 5.2.7. Si G és una base de Grobner de I, llavors f € I si, i només si, ?G =0.

Definici6 5.2.8. Una base de Grébner G d’un ideal I es diu que és reduida si el coeficient
del terme lider de tot polinomi de G és 1 i, si per a qualsevol f € G, cap monomi de f és
de Uideal generat pels termes liders de G — {f}.

Donat un subgrup G del grup simétric Sy, el podem fer actuar en el conjunt de les
indeterminades {z1,...,2,}. Es diu que un polinomi f € k[z1,...,x,] és invariant per G
si o(f) = f, per a qualsevol permutacio o € G.

Teorema 5.2.9. Per a tot subgrup G de Sy, l'anell k[xl,...,a}n}G dels polinomis in-
variants per G és un k[x1, ..., z,]5"-modul lliure que té per base polinomis homogenis

invariants de grau com a molt n(n — 1) /2.

Reproduim la demostracié que en doéna Lazard en [16], ja que ens serd ttil per a
resoldre les quintiques resolubles. Considerem els polinomis simétrics elementals s;, i
siguin ey, ..., eq noves indeterminades, que faran el paper de ‘noms’ per a les s;. Sigui
I V'ideal de k[z1,...,2n,€1,...,6,] generat per s; — e;. Primer, en calculem una base de
Grébner per a qualsevol ordre monomial de les indeterminades x; tal que

(i) v1 <xa < -+ < Ty,
(ii) m1 < mg per a qualsevol parella de monomis tals que els seus graus totals en les x;
satisfan la mateixa desigualtat.

Lema 5.2.10. Per a un ordre monomial satisfent aquestes propietats,

J= {27 —era? o ()" lepoian + (1) e,

O = 1Oy + o+ (1) 2enaC) + (<1)" ey,
én—l) - elen_l) + e2,
O —e1 = 51— e},

on C’,Sf) és la suma de tots els monomis de grau k en x1,...,x;, és una base de Grobner

reduida de [ideal I.

La demostracié d’aquest lema utilitza conceptes basics de bases de Grobner i de geometria
algebraica que podem trobar en [4].

Lema 5.2.11 (Lazard). Sigui G C S, un subgrup del grup simétric S,. Aleshores, el
klei, ..., en]-modul dels polinomis en les x; invariants per G esta generat pels seus elements
tals que el monomi lider de la seva forma normal per J és independent de les e;.

Demostracio. Per tal de demostrar aixo, demanem que 'ordre ordeni primer els monomis
del mateix grau total en les x; d’acord amb les e;.

Sigui f € k[x1,...,Zp,€1,...,e,] un polinomi invariant per G i sigui g = ?J la seva
forma normal després de reduir-lo per J. Sigui £ el monomi en les e; que apareix en el
terme lider LT (g) de g, i sigui h el polinomi homogeni en les z; tal que hE és la part de g
que consisteix en tots els monomis que sén el producte de F per un monomi en les z;, del
mateix grau que LT(g). L’eleccio que hem fet de I'ordenacié fa que els monomis de g que
no es troben en hE sén més petits que qualsevol monomi de hFE, és a dir, hE és la part
lider de g.

Veiem que la forma normal per J de ) .~ 0(g) és (#G)g. En efecte, si J; son els
polinomis de J, podem posar f =), h;J; + g, per a certs polinomis h;. En ser o(f) = f,
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aleshores g — o(g9) = >, hiJi — > _;0(hi)o(J;). Quan substituim les e; per s;, és facil
veure que J; = o(J;) = 0 i, per tant, g — 0(g) = 0. Com que el lloc de zeros de I és
V() ={(z1,...,Tn,€1,...,6n) € k" : e; = 5;}, aleshores V(I) C V(g — 0(g)) de manera
que g —o(g) € IV(I) = I, ja que I és un ideal primer de k[z1,..., 24, €1,...,6,]. Aixi
—J =)

doncs, g —o(g)” =013 ,cqo(g) = (#G)g.

El polinomi H := ) . o(h) és invariant per G. Atés que g = hE+ ¢, on tot monomi
de ¢’ és estrictament estrictament més petit que qualsevol monomi de hE, podem posar

Y olg)=EH+> old)

ceG ceG
i, reduint per J, obtenim que la part lider de H és (#G)h.

Aixi doncs, f — EH/(#G) (que també és invariant per ) redueix per J a un polinomi
amb un terme lider més petit que g. Iterant aquest procés, anem obtenim polinomis

H = Hy,H,,...,H,_; invariants per G i satisfent la condici6 de ’enunciat, de manera
que
E Eq E.
=—H+—H{+--- H,._ ,
f G +#G 1+ +#G r—1+ fr
on f, és un polinomi tal que el monomi lider de la seva forma normal per J és independent
de les e;. O

Demostracio (del teorema . Com que els termes liders de J son {z7, x’g_l, cey Tty
qualsevol polinomi irreductible per J — és a dir, tal que la seva forma normal per J és ell
mateix — és de grau, com a molt, n(n — 1)/2 en les x;, de manera que els polinomis H
del lema anterior també, perqué els polinomis h sén irreductibles per J. Aixi doncs, per
provar el resultat només cal extreure una kfey,...,eq]-base del conjunt dels polinomis H
i substituir les e; per les s;.

Per a cada monomi m de grau com a molt n(n—1)/2 en les z;, sigui M := - 0o(m)
i R el resultat de reduir M per J. Si el terme lider de R és independent de les e; i és
diferent dels termes liders d’'un R anterior, afegim M a la base.

Es facil comprovar que el conjunt format per aquests polinomis M genera i, mirant els
termes liders, es comprova immediatament que sén linealment independents. ]

Aquesta demostracié indueix un algoritme per calcular una base d’invariants de G i per
expressar qualsevol invariant en aquesta base. Per trobar la base, es calculen els polinomis
M =3 cqo(m) per a cada monomi m € k[z1,...,,] de grau com a molt n(n—1)/2 en
les z;. En la prova del teorema hem vist com saber si el polinomi M apareix en una base.
Quan s’han considerat prou d’aquests polinomis amb terme lider linealment independents,
s’obté una base.

Per expressar qualsevol invariant f € k[zq,... ,xn]G, es calcula la seva forma normal
per J. Aleshores, el seu terme lider serd un miltiple d’un terme lider d’un invariant F} de
la base. Definim una nova indeterminada f;. Podem posar ?J = 01?{] + g, amb ¢ € k,
per a algun polinomi g de grau estrictament més petit que ?J, o el que és el mateix,
TJ =q (?1‘] — f1) + c1f1 +¢. Per a una base d’invariants F1, ..., F,, si apliquem aquest

procés reiteradament i substituim les indeterminades f; per F;, i les e; per s;, obtenim

f=akh+...c.F..

Tot i que no hi entrarem, per tal de calcular la base, no cal considerar molts monomis.
Existeix el que s’anomena la série de Molien d’un anell d’invariants que déna immedi-
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atament el nombre d’invariants d’un grau donat en una base. Aquesta série és de la
forma P(t)/ T, (1 — %), on P(t) és un polinomi en ¢. El coeficient ¢* de P és el nombre
d’elements de la base de grau 7, i hi ha métodes que permeten calcular aquest polinomi.

En [16], Lazard veu que el k[s1,...,ss]-modul k[zq,...,z5]720 té una base formada
per 1 i les sumes, per a p recorrent Fyg, dels monomis p(x?zoxs), p(x3xezs), p(rizazs),
p(a3x32?), p(zizdz?). Aleshores, tot polinomi invariant per Fhy es pot expressar com a

k[s1,...,ss]-combinaci6 lineal d’aquests.

5.3 Dummit (1991)

L’any 1991 Dummit publica en [7] un criteri per a la resolubilitat d’una quintica d’acord
amb si existeix una arrel racional d’un resolvent de grau 6 associat a la quintica i, quan
aix0 és aixi, dona una férmula per a les arrels i en determina el grup de Galois. Dummit
treballa sobre el cos Q dels nombres racionals dins de C, pero els resultats que obté sén
valids sobre qualsevol cos de caracteristica diferent de 2 1 5.

Siguin 1, T2, 23, T4, x5 les arrels del polinomi general de grau 5, X° — 51 X% 4+ 5o X3 —
s3X2 + 54X — s5, on les s; son els polinomis simétrics elementals en les z;. Veiem S5 com
el grup de les permutacions de {z1,x2,z3, 4, x5}, de manera que ens sera util pensar en
les permutacions de {1,2,3,4,5}. Sigui Fy el grup de Frobenius d’ordre 20 generat per
0=(12345)17=(2354). Aleshores, Fy és l'estabilitzador en S de 1’element

0 =0, = x%x2x5 + x%xgm + x%xlxg + x§x4a}5 + 56%.7511‘5 + $§$2x4 + :L‘lel‘Q

+mix3x5 + x%:z:lm4 + :E%l‘gﬂfg.

D’aquesta manera, 0 satisfa un polinomi de grau 6 sobre Q(s1, s2, s3, s4, S5), amb conju-
gats 92 = (1 23)91, 93 = (132)91, 94 = (1 2)91, 95 = (2 3)91 i 96 = (1 3)91.

Mitjancant el métode de Waring, podem expressar els polinomis simétrics elementals
en les 0;, que s6n polinomis simétrics en z1, T3, 3, T4, T5, en funcié de s1, so, s3, S4, S5, per
obtenir el polinomi resolvent fog de grau 6 que té 0 per arrel. A més a més, per mitja
d’una translacid, sempre podem suposar que s; = 0, és a dir, que el polinomi quintic que
estudiem és f(X) = X° +pX3+qX2+rX +s, cosa que simplifica molt els calculs. Aquest
polinomi fap es pot trobar en [7] i ocupa un espai considerable, perd es pot programar
facilment per obtenir-lo en tots els casos particulars que calcularem.

Teorema 5.3.1 (Dummit). Un polinomi irreductible f(X) = X5+ pX3+¢X?+rX +s €
Q[X] és resoluble per radicals si, i només si, fao(X) té una arrel racional. Si aixo és airi,
f20(X) factoritza en el producte d’un polinomi lineal i d’un irreductible de grau 5.

Demostracio. En virtut del corollari el polinomi f(X) és resoluble per radicals si, i
només si, el seu grup de Galois G esta contingut en Fhg o en un dels seus conjugats, és a
dir, en els estabilitzadors de 61, ..., 0. Ara, 6; € Q si, inomés si, Q = LF207C i aixo passa
només quan G C Fyy. Demostrem ara la segona part de ’enunciat.

Sense pérdua de generalitat, podem suposar que 6 = 6; és racional, de manera que
G C Fy. Com que f(X) és irreductible, G ha de ser un subgrup transitiu del grup
simétric S5 15 | #G. En ser (o) un subgrup normal de Fy, (o) és 1'anic subgrup d’ordre

5 de Fy i, per tant, (o) C G. Com que aquest o és transitiu en 6y, ..., 0, o bé aquests 6;
son les arrels d’un polinomi de grau 5 irreductible sobre Q, o bé #y = --- = 6. Es senzill
demostrar que aix0 ultim només pot passar quan una de les arrels x; és racional. O
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Ara ens disposem a resoldre per radicals les arrels de f quan és resoluble, és a dir,
resoldre les arrels z1, ..., x5 per radicals sobre el cos Q(sq, ..., s5,6). Suposem que l'arrel
racional de fop és 8 = 61, de manera que el grup de Galois G de f estd contingut en
Fyy = (o, 7). Aixi, tenim determinades les arrels z; llevat de permutacions de Fb.

Tornem a suposar que f és el polinomi general de grau 5. Fixem ¢ una arrel cinquena
primitiva de la unitat, i definim &k := Q(s1,...,s5), K := k(0), F := Q(z1,...,x5), de
manera que F'(¢)|K és una extensio de Galois amb grup de Galois Fao x (Z/5Z)*. Estenem
o,7 a automorfismes de F (deixen K(¢) fix) i definim w : ¢ + (3 (deixa F fix). Sigui
A =], ;(zi — z;) una arrel quadrada fixada del discriminat D de f.

Lema 5.3.2. Si f(X) € Q[X] és un polinomi irreductible i resoluble de grau 5, aleshores
D > 0.

Demostracid. Si el grup de Galois G de f és el diedral o el ciclic, D és un quadrat.
Si el grup de Galois és el grup de Frobenius Fjg, tenint en compte que tots els seus
elements son de la forma x +— az + b, amb a € F) i b € F) és facil comprovar que
(o,72) és el seu tnic subgrup d’index 2. Si F és el cos de descomposicié del polinomi,
tenim la cadena de cossos Q € Q(vD) = F (07 c plo) (o) és un subgrup normal
de Fy, de manera Q(v/D) és un subcds d’una extensio ciclica de grau 4. Sabem que
F = Q(vD,Va+b/D) = Q(Va+b/D), per a certs a,b € Q. Com que l’extensio
F9)|Q és de Galois, aleshoresv/a —bv'D € Q(Va +bv/D) i, en ser ciclica de grau 4, és
senzill comprovar que \/5\/(1 + b\/ﬁ\/a —bVD € Q, és a dir, D(a? — v¥’D) = 22 per a
algun x € Q. Aixi doncs, D = (z/a)? + (bD/a)? > 0. O

Recordem que estem suposant que les arrels del polinomi general satisfan la igualtat
r1 4+ 22 + x3 + x4 + x5 = 0. Definim els resolvents de Langrange:
11 = 1+ 22 + 3¢ + 24 + 25,
rg = x1 + 220 + w3¢* 4 24¢ + 5¢3,
r3 =1+ 29¢% + w3¢ + 24(t + w52,
ra =21 +2(" + 23C° + 2aC? + w5(;
de manera que
x1 = (r1+r2+1r3+74)/5,
xo = (C*r1 + C3ry + CPry 4 Cry) /5,
w3 = (311 + (ra + Chrs + (Pry) /5, (5.1)
x4 = ( )
z5 = ( )

= (C%r1 + o + Crs + 3ry) /5,
= (¢r1 4 Cra + Grs + (*ra) /5.
Escrivim

(x1,2) =21 + 222 + x32° + x42° + 252°,

on z és una indeterminada. Desenvolupant (x1,2)°, obtenim que
Ry = 7"‘;) =lo+ 11+ 12C2 + l3C3 + l4C47

on I; € F és, per definicié, la suma dels termes de (1, 2)® que contenen poténcies 2k de z
amb k =14 (mod 5). Les expressions explicites d’aquests /; es poden trobar en [7]. En ser
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lo+ 1 +1o+ 13+ 1y = s3, tenim que lo = — (I + Iz + I3 + [4). De la mateixa manera,

Ry =13 =1y +15¢+ L+ 13 + 1Y,
Ry =15 =lp + o€ + 1aC® + 11 (3 + 13¢%,
Ry =15 =lo+ 14¢ + 3¢ 4 153 + 11¢

Veiem com actua el grup de Galois G sobre tots aquests elements. Notem que, si definim
els indexs modul 5, aleshores o(r;) = (~'r;, 1 7(r;) = w(r;) = r3;. D’aqui es dedueix que
lo,l1,12,13,14 sOn fixos per o i, a més,

T(lo) :lo, T(ll) :lg, T(lg) :l4, T(lg) :ll, T(l4) :lg.

Aixi doncs, lp € K i, en ser l; # [, si ¢ # j, llavors Iy, 12, 13,14 son les arrels d’'un polinomi
de grau 4 sobre K iel cos L = K(l;) és una extensio ciclica de grau 4 sobre K, amb grup
de Galois generat per la restriccio de 7. En efecte, tenim K C L C K(ly,l2,13,14) C Fto)
i [F9): K] = [L : K] = 4. L’anic subcos quadratic de L sobre K (corresponent a 1inic
subgrup d’index 2 de Fyg) és K(A), de manera que tenim la cadena de cossos

k¢ K=For ¢ K(A)=Fo™) c L=F° c F
6 2 2 5

Ateés que el grup de Galois de L| K és ciclic d’ordre 4, 11,12, 3,14 son les arrels d’un polinomi
de grau 4 sobre K, que factoritza sobre K (A) com el producte de dos polinomis quadratics
conjugats:

(X2 + (Tl + TQA)X + (T3 + T4A)) (X2 + (T1 — TQA)X + (Tg — T4A)) , (5.2)

amb T; € K. Les arrels d’aquests polinomis quadratics son {l1,ly = 72(l1)} i {lo =
7(l1),13 = 73(I1)}. Fixem ara I'ordre d’aquests polinomis quadratics per determinar els
coeficients T; explicitament. Suposem, doncs, que les arrels del primer factor de son
{l1,14}. Aleshores,

htly=-T—TA, Iy+l3=-T1+DA, Lly=T5+T4A, Il3="T;5—T4A.

Per tal de trobar les expressions dels T; en funcié de €, Dummit utilitza métodes d’a-
proximacié numeérica p-adica. Seguint la idea de Lazard, pero, es poden calcular aquests
T; utilitzant bases de Grobner i sense haver de fer cap aproximaci6é. En efecte, ja hem
vist que Lazard déna una base d’invariants de (o, 7) i, a més, també expressa @, ...,6° en
funcio d’aquesta base. Com que Lf20 = K, resolent el sistema que obté, pot expressar els
elements de la base en funcié de 6. Tenim que

Tl = 10/2, Tg = (lz + l3 — l1 — l4)A/(2D), T3 = lll4 + lzlg, T4 = (l1l4 — lglg)A/(QD)

i el métode de Lazard permet obtenir els numeradors d’aquestes expressions com polinomis
de coeficients en el cos Q(s1, s2, s3,54) 1 amb indeterminada 6. En [§], es poden trobar
totes aquestes expressions.

Una vegada calculats els T; en funci6 de 6, el fet d’haver fixat A, una arrel quadrada
del discriminant D de f, ens permet assegurar que les arrels del primer factor de
son {l1,14} 1 les del segon, {l2,l3}. Per poder resoldre els resolvents Ry, Ry, R3, R4, hem
d’imposar més restriccions (si canviéssim Iy per I3 i no canviéssim [; per Iy, aleshores no
obtindriem una permutaci6 dels R;). Notem que (I — l4)(l2 — l3) = OA per a algun
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O € K, jaque K((I1 — 13)(ly — I3)) = L&) Com que O = (I; — ly)(l2 — I3)A/D, podem
calcular O en funci6é de 6 pel métode de Lazard.

Per a un polinomi especific, sigui A’ una arrel quadrada del seu discriminant D. De-
finim 1} i I} les arrels del primer polinomi quadratic de , i1, 115, les del segon,
de manera que (Ij — I})(l, —15) = OA’. Si A" = A, aleshores (I1,15,15,1}) és o bé
(ll,lg,lg,l4), o bé (l4,l3,l2,l1). Si A = —A, aleshores (lll, é,lé,lﬁl) és o bé (lg,l4,l1,lg),
o bé (I3, l1,14,12). Els resolvents R; que s’obtenen sén, en cada cas, (Ri, Re, R3, Ry),
(R4, R3, R2, R1), (Rs, R1, Ry, R2), (R2, R4, R1, R3), respectivament. Veurem més enda-
vant que aixo només comporta una permutacié de les arrels x; que s’obtenen amb .

Nomeés cal considerar 1’eleccié de les arrels cinquenes de R; per tal d’obtenir els resol-
vents r;. Veurem que fixada una arrel cinquena de Ry, les altres queden completament

determinades. Els productes ri74 i 7973 queden fixos per o,7w™! i 72, de manera que

rirg,rors € F(O)@™ ) = K(A(C+¢1) = K(AV5). Pel lema m el discriminant
D de qualsevol polinomi quintic resoluble és un nombre racional positiu, de manera que,
per a qualsevol polinomi especific, r174, 7013 € (@(\/@) C R. Com que els resolvents r;
estan completament determinats llevat de multplicaci6é per una arrel cinquena de la unitat,

aleshores r| determina r4 i ro determina r3. Només queda per veure que r{ determina ro.

Ara, els productes 7"17"%, 7‘37“%, r4r§, rzri son invariants per o i es permuten ciclicament
per 7 i w, de manera que son les arrels d’un polinomi ciclic de grau 4 sobre K i existeixen
elements u,v € K tals que

173 + r4r2 = u + vAV5, (5.3)
rar? + ror? = u — vAVS, '

on ¢ es pren de manera que ¢ + ¢! = (=14 /5)/2.

Lema 5.3.3. Donat 1 només existeix una unica eleccié de ro,r3,r4 tal que riry,ror3 €
K(AV5) i tal que se satisfan les equacions de .

Demostracié. Només hem de provar que r1 determina r9. Si substituissim ro per ero, on
¢ és una arrel cinquena primitiva de la unitat, aleshores r3 se substituiria per e~!r3 ja
que rorg € R. Si aquesta nova eleccio per a ro i r3 també satisfés les equacions de ,
aleshores,

7'17’% + r47"§ =u+ vAV5, r1(£r2)2 + r4(g*1r3)2 = u+ vAV5,
7"37’% + 7’27’2 = u — vAV5, (5_17’3)7’% + (67’2)7”2 =u — vAV5;

i igualant les expressions per a u + vAv/5 i per a u — vAV/5, obtindriem que

_ 5
73 1—¢e2 o Tirg 1—-¢ 71
T4T 1—c¢ riT2 1—c¢ T4

i r1/ry seria una arrel cinquena de la unitat. Ara bé, del fet que o(ry/ry) = (3r1/ry es
dedueix que r;/ry genera una extensié de grau 5 sobre L(¢). Com que l'ordre del grup de
Galois de f és divisible per 5, aquesta extensié no collapsa per a cap polinomi especific,
amb el que arribem a una contradicci6 i provem el resultat. O

Aquests elements u, v es calculen amb el mateix métode de Lazard.

Observacio 5.3.4. En cas que volguéssim resoldre la quintica sobre un cos @) diferent
dels racionals, 'argument de 7174, 7273 € R podria no servir. El que si que es pot utilitzar
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és que existeixen a,b € K tals que miry = a + bAV5 i ror3 = a — bAV5 i a,b es poden
calcular pel métode de Lazard. Amb aquesta modificacio, el lema se segueix complint. A
més a més, podria ser que Gal(Q(¢)|Q) € (Z/4Z)*, perd aixd no influiria en la férmula
final.

Teorema 5.3.5 (Dummit). Suposem que el polinomi irreductible f(X) = X° + pX3 +
qX%+rX +s € Q[X] és resoluble per radicals, i sigui 0 [inica arrel racional del resolvent
f20(X). Fizem una arrel quadrada A del discriminant D de f i sigui ¢ una arrel cinquena
primitiva de la unitat. Denotem perly,ly i lo,l3 les arrels dels factors quadratics de
satisfent les condicions (I1 — l4)(la — l3) = OA. Aleshores, el grup de Galois de f és:

(i) El grup de Frobenius Foy d’ordre 20 si, i només si, D no és un quadrat, o el que és
el mateiz, els factors quadratics de son irreductibles sobre Q(v/D).

(11) El diedral Do.5 d’ordre 10 si, i només si, D és un quadrat i els factors quadratics son
wrreductibles sobre Q.

(i11) El ciclic Cs d’ordre 5 si, i només si, D és un quadrat i els factors quadratics des-
componen sobre Q.

Sigui 1 una arrel cinquena qualsevol de Ry i siguin r9, 13,74 les arrels cinquenes correspo-
nents de Ra, R3, Ry, com en el lema anterior. Aleshores, les formules de expressen
per radicals les arrels de f i x1,x2,x3, T4, T5 €s permuten ciclicament per algun 5-cicle del
grup de Galois.

Demostracio. Les propietats (i), (ii) i (iii) son immediates.

Ja hem vist que leleccié de A i dels I; determina els R; llevat de les permutacions
(R1, R2, R3, Rq) 0 (R4, R3, Ro, Ry), si l'eleccio de A és la mateixa que en els calculs que
hem fet, i (R3, R1, R4, R2) o (Ra, R4, R1, R3) si hem canviat el signe de A respecte dels
calculs anteriors. Es facil comprovar que els corresponents resolvents r; sén (ri,7m9,73,74),
(ra,rs,ro,r1), (r3,71,74,72), (r2,74,71,73), respectivament. Les férmules de expres-
sen les arrels x; en els ordres (z1,x9,x3,24,75), (1,5, 24, x3,22), (T1,23,T5,T2,T4),
(1,4, 2,25, 3). En termes del 5-cicle o, aquestes permutacions corresponen a les per-
mutacions donades per 0,071, 0%, 03, respectivament. Per tltim, qualsevol eleccio de
¢ produeix les mateixes permutacions en les x;, de manera que les arrels de f(X) que
s’obtenen estan permutades ciclicament per algun 5-cicle, independentment de totes les
eleccions. O

5.4 Faggal, Lazard (2014)

Hem estudiat la manera com Dummit resol la quintica: utilitzant una arrel d’un polinomi
resolvent de grau 6. Ara bé, els diferents invariants involucrats en la formula de Dummit
tenen expressions gairebé monstruoses en funcié de I'arrel. A més a més, el métode de
Dummit requeriria considerar un polinomi resolvent de grau 120 per resoldre les equacions
de grau 7. Lazard, 'any 2004, també publica en [I6] una formula una mica més senzilla
perd que només refina la idea de Dummit.

L’any 2014, pero, Faggal i Lazard en [9] donen una féormula extremadament més simple
per tal d’expressar per radicals les arrels d’un polinomi quintic (i, de fet, també d’un
polinomi de grau 7). En el cas del polinomi de grau 5, el que fan és utilitzar la segiient
caracteritzacié dels polinomis resolubles.

Proposicio 5.4.1. Sigui f(X) un polinomi quintic de coeficients en un cos K tal que el
seu discriminant és un quadrat i sigui fip el polinomi de grau 10 que té per arrels les

29



sumes de dues arrels diferents de f. Aleshores, [ €s resoluble per radicals si, i només si,
f10 descompon en dos polinomis irreductibles de grau 5.

Demostracid. Siguin x1, xo, x3, T4, T5 les arrels de f, G el seu grup de Galois, D el seu
discriminant i L el seu cos de descomposicié. Siguin o = (12345), 7 = (2354) € S5,
i podem suposar que o € G. El polinomi fo5(X) = [[0_;(X — (2 + zis2)) té x2 + x5
per arrel i queda fix per G'N (o, 72), de manera que podem considerar la cadena de cossos
seglient:

K = LG — K(\/E) C LGﬂ<0’,7—2) C K(ZEQ +$5) C LGQ<7-2> C I

A més a més, fo5(X) és irreductible sobre K Gm(‘”2>, ja que o actua transitivament en
les seves arrels i, si fossin totes iguals, aleshores f no seria irreductible. Aixi doncs,
[K (2 + x5) : LGﬂ<"772>] = 5. Per ultim, podem suposar que G és resoluble si, i només si
G C (0,7). Ara, en ser G C As, la inclusio G C (o, 7), és equivalent a G C (o, 72), i aixo
nomeés se satisfd quan fp 5 és irreductible i de grau 5 sobre K. Per al polinomi f34(X) =
[T, (X — (i 4 iy1)) tenim exactament el mateix, de manera que f és resoluble per
radicals si, i només si, el polinomi fi9 = f2,5f34 descompon en dos polinomis irreductibles
de grau 5. O

D’aqui deduim facilment que un polinomi f de grau 5 és resoluble per radicals si, i
nomeés si, f1p descompon en dos polinomis irreductibles de grau 5 sobre el cos generat per
una arrel quadrada del discriminant de f.

En [9], es torna a utilitzar el métode de Lazard per tal d’expressar un invariant, que
sera 1util a 'hora de resoldre les arrels del polinomi, en funcié d’un conjunt d’invariants
que son facils de calcular. Ja hem vist que els lemes i permeten obtenir un
procediment per calcular invariants.

Sigui F1 un invariant i calculem la seva forma normal EJ per la base de Grobner J,
definida en el lema [5.2.10] Si el seu terme lider només depén de les z;, afegim F a la
base i considerem una nova indeterminada f; i el polinomi P; := F;” — fi. Suposem que
tenim calculats Fi,..., F, invariants linealment independents. Donat un altre invariant
Fi41, considerem F;{ 41 1 mirem si el seu terme lider és el producte del terme lider d’un
dels P; per un monomi independent de les x;. Si aix0d no és aixi, afegim F,.;1 a la base
d’invariants.

Una vegada calculada una base, podem expressar un invariant f qualsevol en aquesta
base: en calculem la forma normal per J i sabem que el seu terme lider és el producte del
terme lider d’un dels P; per un monomi independent de les z;. Llavors anem aplicant el
procediment que hem explicat al final de 'apartat

Sigui f(X) = X5 — 51 X* + 55X3 — 53X2 + 59X — 51 el polinomi general de grau 5 i
siguin 1, x9, T3, T4, x5 les seves arrels. Considerem també els polinomis

5

(X = (@it ziy)), Fo(X) =[](X = (i + wit2)).
=1 i=1

&
E

I
—

Es facil comprovar que o(F;) = 72(F;) = F; i 7(F;) = Fj, amb {i,j} = {1,2}. Denotem
per B; i C; els coeficients de X°~% en F i Fy, respectivament; i definim D; := B; — C;.

El métode descrit anteriorment, amb ’ajuda de la série de Molien de ’anell dels po-
linomis en les z; invariants per (o, 72), que té per polinomi P(t) = t'0 + 8 +¢7 + 2¢° +
2t5 4+ 2t 4+ 13 + 2 + 1, ens permet provar el resultat segiient.

30



Proposicié 5.4.2. El conjunt {1, Dy, D3, Dy, D5, By + Cy, Bs + Cs, D3, D3, DyDs,
D3, DaD3Ds} és una base del modul lliure dels invariants del grup (o, 72).

Sigui f(X) = X%+ pX?3+ ¢X2 +rX + s un polinomi irreductible i resoluble de grau
5, de coeficients en un cos K que conté les arrels cinquenes de la unitat. Sabem que el
seu grup de Galois esta contingut en Fyy. Considerem l'extensié K(vD)|K, on D és el
discriminant de f. Sobre aquest cos, el grup de Galois de f és C5 o Da.5. Per tant, les
especialitzacions f1 i fo dels polinomis F; i F5 sén de coeficients en aquest cos i, com que
el grup de Galois és transitiu en les seves arrels, s6n irreductibles. A més a més, si el
discriminant no és un quadrat de K, el seu grup de Galois és transitiu en les sumes de
dues arrels diferents de f, 1 f1 i fo sén conjugats.

Proposicio 5.4.3. El polinomi minimal fig de la suma de dos arrels diferents de f fac-
toritza sobre K(\/E) com el producte de dos polinomis irreductibles de grau 5. A més a
més, si el discriminant de f no és un quadrat de K, els polinomis f1 i fo sén conjugats.
En qualsevol cas, els coeficients de fi + fo i de (fi — f2)V/D son de K.

A més a més, es pot comprovar que

fr(X) = X' 4+3pX® +¢X7 4+ 3(p* — 1) XO + (2pg — 115)X° + (—=2rp + p* — ¢*) X*
+  (—4qr +p?q — 4sp) X3 + (Tsq + rp? — 4r? — pg®) X% + (4rs — p?®s — ¢®) X
— 2 + pgs — rq2.

Denotem per e; i d; els coeficients de X®~ dels polinomis fi 4+ fo i fi — fo, respectiva-
ment. Aleshores, 7(e;) = e; i 7(d;) = —d;. La proposicio ens assegura que qualsevol
invariant de (o, 72) s’expressa com un polinomi de coeficients en K[p, ¢, r, s] i indetermi-
nades d;,e;. Com en 'apartat anterior, considerem els resolvents r; = Z?:o & Tiy1 €
K(x1,x9,x3,24,%5). Es facil veure que 74, T? + ’I“Z, TZTQ + T’%Tg i 7":137‘2 + 7‘27‘3 son fixos
per {0, 72) i, amb el métode descrit anteriorment, trobem:

V5 5

rry=——-dz = 5p, (5.4)
ol = 17;5\/&55 +125¢;5 — %\/56131) - %x/ﬁcbq - 1—;E)pq - 3?87 (5.5)
rire +rirs = —g\/gds - %q, (5.6)
Tiry + Ty = %\/5@ + ?64 - ?\/561210 —40r — SPQ, (5.7)

on (24 (72 = (=1 —/5)/2. Denotem per h;_3 la part dreta de la igualtat de I'equaci6
(5.7). Les equacions i mostren que 77 i 7§ sén les solucions d’una equacié
quadratica. Per tant, la podem resoldre i extreure’n 'arrel cinquena per obtenir r;. Si
r1 # 0, equacio ens permet obtenir r4. Llavors, s’obtenen ro i 73 com les solucions

del sistema lineal de les equacions (5.6 i (5.7)).

Si les dues solucions de I'equacié quadratica sén zero, aleshores podem intercanviar f;
i fo per tal de canviar els signes de tots els d; en les equacions —. Si la nova
quadratica també tingués dues solucions nulles, aleshores tots els r; serien zero i les cinc
arrels de f serien iguals, cosa que no pot passar ja que f és irreductible.

Si una arrel de I'equacié quadratica és zero, aleshores escollim r4 = 0, de manera que
r1 és una arrel cinquena de la part dreta de la igualtat de (5.5]).

31



Ara, el determinant del sistema lineal en ro, 73 és 79 — 3. Si fos 7§ = r} # 0, tindriem

r4 = C'rq per a alguna i. Aleshores, 72 = hy /" iroCi+73 = hz. Com que 113 = 7(r1714) =
da\/5/2 — 5p/2, aleshores r2 € K, r3 € K(r2) i, per 7} € K(ry), de manera que tots
els resolvents r; viurien en una extensioé de K de grau coprimer amb 5 i, per tant, les arrels
x; de f, també i f no seria irreductible.

Com hem fet amb el Dummit, no és complicat demostrar que, independentment de com
elegim l'arrel ¢ de la unitat, els polinomis f; i fo, i els resolvents r; a partir de resoldre les
equacions (5.4)-(5.7)), les arrels x1,x9,x3, 4,5 de f s’obtenen amb les equacions (5.1)).

Aixi doncs, els passos per resoldre les arrels son:

o Llegim f, un polinomi irreductible de grau 5 de coeficients a;.
o Definim ¢ := a4/(5a5), g(X) := f(X —t), D := disc(g).

« Factoritzem f19 en I'extensi6é generada per v/ D i anomenem f1, fo els polinomis monics
de grau 5 que en resulten.

« Definim e; com els coeficients de (f1 + f2)(X) = 2X5 +e; X* + 2 X3 +e3X2 +e4 X +es.
« Definim d; com els coeficients de (f1 — f2)(X) = di X* 4+ do X3 + d3 X? + dy X + ds.

e Si h1 = hg =0, canviem d; per —d;.

e Si b1 =0, definim rq := hé/s, rg:=01d:= ho.

« Si hy #0, definim d := \/h3 — 4h3, r1 := ((hg +d)/2)Y/>, r4 := h1/r1.

« Definim w = (V=10 — 2v/5 + V5 — 1)/4, rg 1= (har? — hgr3) /d, 5 := (hsr? — har?)/d.

« Les arrels de f son:

vy = —t+(ri+ro+r3+r4)/5,

ry = —t+ (wry +w?ry +wirs +wiry) /5,
r3 = —t+ (w?r +whry +wrs +wiry)/5,
zy = —t+ (Wi +wry + wirs + w?ry) /5,
r5 = —t+ (wr +wdry + wrs +wry) /5.

Com que la féormula obtinguda per Faggal i Lazard és molt més senzilla que la de
Dummit, és la que hem utilitzat a 'hora de calcular els exemples que donem al final del
treball.

Malgrat que, tedricament, amb les férmules de Dummit ja podriem resoldre per ra-
dicals qualsevol polinomi f(X) € Q[X] de grau 5 i irreductibble sobre un cos p-adic, les
comprovacions que s’han de fer per tal d’elegir adequadament cada invariant de la férmula
semblen inviables de dur a terme. Es cert que amb les férmules de Lazard en [16] aixo és
més senzill de fer, perd no resoldrem les quintiques d’aquesta manera. Notem que, amb
les formules donades per Faggal i Lazard el 2014, a més, necessitariem descompondre un
polinomi sobre una extensié p-adica, cosa que ja s’ha fet en [2], perd no ens n’ocuparem.

El que farem nosaltres és demostrar que tot polinomi de grau 5 irreductible sobre Q,
es pot expressar com una Q,-combinacié lineal d’expressions radicals sobre els racionals i,
gracies a l'algoritme de Panayi, podrem trobar aproximacions tan bones com vulguem d’a-
quests coeficients p-adics. Per tal de fer aix0, necessitem estudiar amb detall les extensions
de grau 5 sobre Q.
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PART III : ESTUDI DE LES QUINTIQUES EN Q,

6 Extensions moderadament ramificades sobre Q, de grau 5

Per a les extensions de grau 5 sobre @, només podem tenir 3 tipus diferents de ramificacio.
En efecte, I'index de ramificacié de ’extensié ha de dividir-ne el grau i, conseqiientment,
o bé és 1 i I'extensié és no ramificada; o bé és 5 i I'extensié és totalment ramificada.
En aquest segon cas, I'extensi6é és moderadament ramificada si p # 5, i és salvatgement
ramificada si p = 5. En aquesta secci6 estudiem els dos primers casos.

6.1 Extensions no ramificades sobre Q,

Siguin f(X) € Qp[X] un polinomi de grau 5 irreductible sobre @Q,, « una arrel d’aquest
polinomi i suposem que 'extensio Q,(«)|Q, és no ramificada, és a dir, que el grup d’inércia
és el trivial. Per sabem que, en aquest cas, Q,(a) = Q,(¢), on ¢ és una arrel (p® —1)-
ésima primitiva de la unitat i, a més a més, I'extensio Q,(a)|Q, és ciclica.

Observacié 6.1.1. Notem que no sempre cal considerar una arrel (p° — 1)-ésima primitiva
de la unitat com a element primitiu de l'extensié. L’extensié de cossos residuals Fy(¢)|F,
és ciclica de grau 5, de manera que IFP(Z) =TFp5. Si e F;s és un element d’ordre d, amb
d|p®—1idtp—1, aleshores Fys = Fj(€) i Qp(a) = Qp(&), on £ és una arrel d-ésima
primitiva de la unitat.

6.2 Extensions ramificades sobre Q,, amb p #5

Siguin p # 5 un nombre primer, f(X) € Q,[X] un polinomi de grau 5 irreductible sobre
Qp, o una arrel d’aquest polinomi i suposem que 'extensio Q,(«)|Q, és ramificada. Sabem
que, aleshores, 'extensi6 és totalment i moderadament ramificada i que el grup d’inércia
Gy coincideix amb el grup de Galois de I'extensio.

Lema 6.2.1. Tota extensio totalment i« moderadament ramificada de grau n sobre Q, esta
generada per una arrel d’algun dels polinomis

Xn_Crpv OSTSP_L
on ¢ € Qp és una arrel (p — 1)-ésima primitiva de la unitat.

Demostracid. Sigui K|Q)p una extensi6 d’aquesta forma. Per sabem que K = Qp(ﬁ),
on [3 és una arrel d’un polinomi g(X) de la forma X™ —up, amb u € Z;, una unitat de Z,,.
Si ¢ és una arrel (p — 1)-ésima primitiva de la unitat, podem posar v = (" + Z]Oil a;p’,
amb a; € {0,1,(,.. ., (P72}, Seguint la demostracié de es veu que, per a alguna
arrel 3 del polinomi g(X) = X™ — ("p, se satisfa que Q,(3) = Q,(5). O

En [21], es demostra un resultat encara més fort.

Proposicié 6.2.2. Sigui ¢ = med(p — 1,n). Hi ha exactament n extensions totalment i
moderadament ramificades de grau n sobre Q,. A més a més, aquestes n extensions es
classifiquen en g classes de n/g extensions conjugades, i totes les extensions de la mateiza
classe estan generades per una de les arrels del polinomi

X"—(p, 0<r<g-1.
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Demostracid. Si f és una arrel del polinomi X — (*p, aleshores i ("3 generen la mateixa
extensio, ja que ¢ € Q,. A més, el polinomi minimal de ¢ h3 sobre Qp és X™ — ¢ty

Sigui 0 < r < g tal que r =i (mod g). Podem escollir h tal que nh +i =17 (mod p —
1). Per tant, en termes de l'extensio, considerar el polinomi X" — (’p és el mateix que
considerar el polinomi X™ — (™ *ip. per a qualsevol h, i aquest h el podem prendre de
manera que nh + i = r (mod p — 1), per a algun 0 < r < g. Aix{ doncs, només cal
considerar els polinomis
X"—=(p, 0<r<uy.

Ara, siguin « i o/ arrels dels polinomis X" — ("p i X" — C’"/p, respectivament, amb
0 <r <71 <g. Suposem que i generen el mateix cos. Aleshores, (a/a/)" = (™"
ia/d € Qp(a) és una arrel n-ésima de ¢"="". Perd aixd no pot ser, ja que Qp () només
conté les arrels (p — 1)-ésimes primitives de la unitat (I’extensi6 és totalment ramificada)
i, com que r Z 1’ (mod g), aleshores r — r/ no és un miltiple de n modul p — 11 o/’ no
pot ser una arrel (p — 1)-ésima de la unitat.

Per tant, a i o/ generen extensions diferents de Q,. Si w és una arrel n-ésima pri-

p—1 . .
mitiva de la unitat tal que w™9 = (¢ 9 , aleshores els conjugats de « sobre Qp son
n—1 : n/g =1 (g-1)% (-1 i
a,wa, ..., w e, 1 g, wa = (9 .., w sa = ¢ 9 « generen el mateix
cos i, en canvi, o, wa, ..., w9 lq generen extensions diferents. Tenint en compte la
proposicié anterior s’acaba la demostracio. ]

Observacié 6.2.3. De fet, el resultat que apareix en [2I] és més general: amb una de-
mostracié molt similar s’aconsegueix un resultat analeg per a extensions K|k totalment i
moderadament ramificades de grau n, on k|Q, és una extensio finita.

Aixi doncs, si L denota el cos de descomposicié d'una extensié totalment i moderada-
ment ramificada de grau n sobre @), se satisfa que L = Q,(5,w), on B és una arrel d'un
dels polinomis X™ — ("p i w és una arrel n-ésima primitiva de la unitat. Ara, en virtut de
, 'extensio Q,(w)|Q, és no ramificada i, pel teorema i la teoria de cossos finits,
el grau de I'extensi6 Q,(w)|Q, és 'enter positiu més petit f tal que p/ =1 (mod n). En
resum, per a les extensions de grau 5, tenim el resultat segiient.

Corollari 6.2.4. Siguin p # 5 un nombre primer, f(X) € Q[X] un polinomi de grau 5
irreductible sobre Qp, L el cos de descomposicio del polinomi sobre Qp, oo € L una arrel
d’aquest polinomi i suposem que l'extensio Qp(a)|Q, €s (totalment) ramificada. Aleshores:

(1) Qp(a) = Qp(B) per a una determinada arrel 5 d’algun dels polinomis
X?—('p, 0<r<g-1,
on g =mcd(5,p—1) i ¢ € Q, és una arrel (p — 1)-ésima primitiva de la unitat.
(i) L =Qp(B,w), on w és una arrel cinquena primitiva de la unitat.
(iii) Si definim o(8) = Bw i T(w) = w?, aleshores

(
Gal(L|Qp) = (o) ~ C5 < p=1 (modb),

Gal(L|Q,) = (0,7?) ~ Dy & p=-1 (mod 5),

Gal(L|Qp) = (0, 1) ~ Fy & p==£2 (mod?H).

Corollari 6.2.5. En les condicions de la proposicid anterior, el discriminant de f és un
quadrat de Q) si, i només si, p=£1 (mod 5).
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7 Extensions ramificades sobre Q5 de grau 5

Ja hem estudiat les extensions de grau 5 moderadament ramificades sobre Q,: tenim un
element primitiu per a cada extensio i en coneixem el grup de Galois. Es tracta de fer el
mateix per a les extensions que son (totalment i salvatgement) ramificades sobre Qs.

En [I5], Krasner és capag d’obtenir una férmula per calcular el nombre d’extensions p-
adiques d’un grau donat i, en [20] i [21], Pauli i Roblot adapten els métodes de Krasner per
construir un conjunt de polinomis generadors d’aquestes extensions. Reproduim aquesta
construccié per tal d’obtenir aquest conjunt per a les extensions de grau 5 ramificades
sobre Qs.

Siguin @p una clausura algebraica fixada de Q,, K C @p una extensié totalment
ramificada de grau n sobre un cos p-adic £ amb anell de valoracié discreta A. Sigui
p = mA l'ideal primer de k, i e I'index de ramificaci6 de l'extensio k|Q,. Denotem per v,
I'tnica extensio de la valoracié p-adica vy, en k tal que vy(m) = 1. Sigui ¢ el cardinal del
cos residual de k.

7.1 Meétrica en els polinomis d’Eisenstein

Tal i com fa Krasner, Pauli i Roblot comencen introduint una meétrica en el conjunt dels
polinomis d’Eisenstein de grau i discriminant donat.

Proposicié 7.1.1 (Condicions d’Ore). Sigui k una extensio finita de Q, amb ideal mazi-
mal p. Donat j € Z, siguin a,b € Z tals que j = an+b 10 < b < n. Eristeizen ertensions
K|k totalment ramificades de grau n i discriminant p"=1 si, i només si,

min{vy (b)n, vp(n)n} < j < vp(n)n.

Demostracio. Per tota extensié totalment ramificada K de k estd generada per
una arrel IT d’un polinomi d’Eistenstein f(X) = X" + f, 1 X" 1+ .-+ X + fo, i
per , Ak = disc(f)A. A més, de deduim que vy(disc(f)) = vp(f'(I))n, ja
que |f/(IT)| = |NK|k(f’(H))|1/". Com que vy(IT) = 1/n, les valoracions de if;II""! per a
1 <i<ninII™ ! sén totes diferents i, per la propietat de

WU/M) = I 4 (= 1) fu P24 )
. n—1 . 1—1
= minrsicnn o)+ "t i) + ) + )
nvp(n) n(vp(i) +vp(fi) — 1) +i} Lt

= minj<i<p_1 ;
n n n

Si definim j := vp(disc(f)) — n + 1 = nvp(f'(II)) — n + 1, aleshores

J= 1§?§f},1{mp(n)’"(v’“(z) +op(fi) — 1) +i}
D’aquesta manera, o bé j = nvp(n), o bé j = n(vy(b) + vp(fy) — 1) + b, per a algun
1<b<n-—1 FixembeZ 1<b<n-—1idefnim a = vy(b) + vp(fp) — 1. Com que
vp(fp) —1 > 0 perqué f(X) és un polinomi d’Eisenstein, aleshores nvy(b) +b < j =an+b
i nvy(b) < j = an+b. Aixi doncs, min{nwv,(b), nvp(n)} < j < nvy(n).

Reciprocament, per a qualsevol j = an + b, amb min{nv,(b), nv,(n)} < j < nvy(n)

podem construir un polinomi d’Eisenstein f(X) amb discriminant p"*/~!. En fecte, si b =
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0, aleshores j = nwvp(n) i només cal prendre els f; de manera que vy (f;) > max{1, vy(n) —
vp(i) + 1}, per a1 < i <n—1. En cas que b # 0, només cal prendre f, amb v,(fp) =
a—vp(b) +11iwv(fi) > max{l,vy(n) —vp(i) +1—i/n}, peral <i<n-—1,i#b. O

Sigui 7 un enter satisfent les condicions d’Ore respecte de n, de manera que 0 < j <
vp(n)n i sigui j = an + b la divisié euclidiana de j entre n. Aleshores, n divideix j si, i
només si, b = 0, que equival a tenir a = vy(n).

Fixat un enter j € Z, denotem per K, ; el conjunt de les extensions K|k totalment
ramificades de grau n i de discriminant p”*~1, que ja sabem que no és buit. Sigui E,;

el conjunt dels polinomis d’Eisenstein de grau n sobre k, i de discriminant p"*/—!. Per

[3.6.1] les arrels dels polinomis de Ey, ; generen tots els cossos K € Kp ;.

Siguin f,g € Ep j dos polinomis d’Eisenstein de grau n i discriminant p"*/~1. Siguin
a1, ...,0p lesarrels de fif1,..., 0B, les arrels de g. Definim d(f, g) := | f(51)| i veiem que
no depén de 'eleccio de 'arrel de g: si o és una k-immersié de k(3) tal que o(51) = fi,

aleshores |f(51)] = |o(f(B1))] = [f(e(B1))] = |f(Bi)]. A més a més,

n

e =111re= 11 18 —ajl =l

=1 1<7,5<n

de manera que d(f,g) = d(g, f). Fixem ara una arrel a de f i suposem que (3 és una arrel
de g tal que la distancia |5 — a| és minima. Aquesta distancia no depén de I'eleccio de a.
En efecte, sigui o una k-immersio de k(«, 8) tal que o(a) = a;. Aleshores |f—al = |o(8)—
o(a)] = |o(8) — a4 i, ates que |3 —a| < |B; —af per a tot j, llavors |o(8) — ou| < |65 — ay]
per a tot j. Aixi doncs,

n
d(f.9) = 1f(B =]]15 - ail.
i=1
Si |8 —a;| # |8 — «al, aleshores [ — ;| > |B—a|i|la—ai| =|a— B8+ 5 —ai| = |5 — ail,
per la propietat de D’aquesta manera, queda demostrat que

d(f,g) = [ [ max{|g - al,lo — aul}. (7.1)
=1

Si ara prenem h € E,, ; i considerem «y (resp. 7) una arrel de h tal que la distancia |3 — 7|
(resp. |a —~']) és minima, aleshores

d(f,n) = J[max{la -+ la - al} < [max{la -yl a - al}
=1 =1

[[max{max{|o: - 8],|8 — 71}, | — ]}

=1

< max {Hmax{\a — Bl 1o = al}, [ max{18 = 41, o - air}

i=1 =1
< max{d(f,g),d(g,h)}.

Clarament, d(f,g) = 0 si, i només si, f = g, amb el que s’obté el resultat segiient.

IN

Proposicié 7.1.2. Siguin f,g € E, j, o una arrel de f i 3 una arrel de g. L’aplicacio
d(f,9) = 1f(B)| = |lg(a)| defineix una distancia ultramétrica en Ei, ;.
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Lema 7.1.3. Si posem f(X) = >0 fi X' i g(X) = 3" X%, amb f, = g = 1, i
definim
we= min {vy(g; = fi) +1/n},

aleshores d(f,g) = |m|*.

Demostracio. Notem que g(a) = g(a) — f(a) = E?:_ll (9i — fi)a'. En ser vy(a) = 1/n, tots
els sumands tenen valoracions diferents i, per la propietat de hem acabat. ]

7.2 Polinomis generadors de les extensions
Presentem ara els polinomis que construeixen Pauli i Roblot que generen tots els cossos
de K, j, amb j = an + b satisfent les condicions d’Ore.

Siguin m > [ > 1 dos enters, i R, ,, un sistema de representants del quocient pl/pm™.
Denotem per R, el subconjunt dels elements de R;,, tals que la seva valoraci6 vy és .
Per a1l <i<n-—1, definim

(i) = max{2 +a—vy(i),1} si i<b,
0= max{l +a —vy(i),1} si i>b.

Sigui ¢ un enter tal que ¢ > 1+ 2a+ 2b/n = (n+ 2j)/n.
Definim € com el conjunt de n-tuples (wy, ..., w,—1) € k™ que satisfan:
le st i=0,
w; € ¢ Ryye si 1<i<n—11i#b, (7.2)
R;‘(b%C si i=b#0.

A cada element w = (wp,...,wp—1) € §, li associem el polinomi A,,(X) € A[X] definit
per Ay (X) = X" +wp, 1 X" P+ Fun X + wp.

Lema 7.2.1. Els polinomis A, (X) son polinomis d’Eisenstein de discriminant p"+i—1.

Demostracio. En ser [(i) > 1, aleshores vy (w;) > 11, per (7.2)), vp(wp) = 1, de manera que
Ay és un polinomi d’Eisenstein. Sigui « una arrel de A,,. Per[2.4.3]1[£.4.3] el discriminant
de A, és p"t7~1 si, i nomeés si,

wp(Ay(@)) = (n+j—1)/n=1+a+(b—1)/n.

Ara bé, A'w(a) = na™ 1 + (n — Dw,—10" 2 + -+ +w; i, com que les valoracions de tots
aquests sumands son diferents, aleshores vy (A, (cv)) és el minim d’aquestes.

Per la definici6 de {(7) i per (7.2)), és facil comprovar que
vpliw;a™ ) > 14a+(b—1)/n, si i#b, (7.3)
vp(bwpa™) = 14+a+B—1)/n, si i=b#0.

Si b # 0, les condicions d’Ore ens asseguren que vp(na™ 1) > v, (bwpa®1) i, per tant,
wp(Al(a) = 1+a+ (b 1)/n.

Si b = 0, aleshores les condicions d’Ore ens asseguren que a = vy(n) i, per (|7.3)),
vp(na™ ) = vp(n) + (n — 1)/n < vp(iw;a’ ™),

amb el que aconseguim que vy(A) (o)) =14+a+ (b—1)/n. O
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Teorema 7.2.2 (Krasner). Sigui c un enter tal que ¢ > 14 2a+2b/n. El conjunt E,, ; és
la unié disjunta dels discs tancats Dy, := D, ;(Aw,r) de centre Ay, i radi v := |7¢|, per
a tot w € ).

Demostracio. Ja sabem que A, € E, j per a tot w € . Siguin w,w’ € Q dos elements
diferents i sigui ¢ un index tal que w; # w}. Per com hem definit el elements de ,
w; — w} € p¢, de manera que vp(w; — w}) +i/n < c—1+i/n < c. Ara, pel lema[7.1.3] ha
de ser d(Ay, Ay) > 1 1, en ser d una distancia ultrameétrica, aleshores D,, N D!, = ().

Sigui ara f € E,, jiposem f(X) = X"+ fr 1 X" 1+ -+ f1 X+ fo. Llavors, v,(fo) = 1
1 existeix un element wo € Rj . tal que fo = wo (mod p©).

Amb un raonament analeg al del lema anterior, es pot demostrar que vy (f;) > I(2), per
a tot ¢ > 0. Aixi doncs, existeixen w; complint i tal que f; = w; (mod p©). Sigui
w = (wo, ..., wn—1). Aleshores, v,(fi—w;) > ¢ per a tot i i, per tant, vy (fi—w;)+i/n > ¢,
de manera que, per [7.1.3] f € D,,. O

Corollari 7.2.3. Un cos K és de Ky, ; si, i només si, existeizen un element w € € i una
arrel a de Ay (X) tals que K = k(a).

Demostracid. Siguin o un uniformitzant de K, f el seu polinomi irreductible sobre k,
a = ai,...,an les arrels de f i df la distdncia minima entre « i les altres arrels de f.
Aleshores,

@) =[Tla il < af - =27
=2

ja que els a; també son uniformitzants de K. Ara bé, per ()] = |[x(Hi=D/"| de
manera que df > [7UTD/"|. Sigui ara w € Q tal que d(f, Ay,) < 7 := |7 i sigui 8 una
arrel de A,, tal que la distancia | — 8| és minima. Si fos | — 3| > 0 f, per (7.1)), seria

d(f, Aw) = [[max{la = 81,18 = Bil} = [Jmax{sf, (8 = Bil} = 611/ (8)] = |« T2/,

=1 =1

perod |7 F2)/7) > 1 Aixi doncs, | — B| < 6f i, pel lema de Krasner, K = k(). O

7.3 Nombre d’extensions
Lema 7.3.1. Sigui t > j + 1 un enter i s := | HI=1H0/" | Gigy; #Dg, ;(s) el nombre
de discs tancats disjunts de radi s en Ey, j. Aleshores, el nombre d’elements de Ky, j €és

n

(¢—1g—>

Demostracio. Sigui II,, ; la unio dels conjunts 3 — P2, on P recorre els ideals primers dels
cossos de Ky, j. Definim una aplicacié exhaustiva x : II,, ; = Ey, ; per x(a) := Irr(e, k) (X).

#Knj=#Dg, ;(s)

Sigui u := |7t/"

|, 1siguin o, B € II,, ; tals que |oo — B3] < u. Aleshores
o = B < u=|7"/"| < |7 < Sy (),

com hem vist en la demostracio de Pel lema de Krasner, k(a) = k(B) € K, ;. Ara,

d(x(a), x(8)) = [ [ max{lo = 8], |a — aul} < ulx/ ()] = ulz"H =1/ =,
i=1
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de manera que x(Dn(a,u)) € Dg, ;(x(a),s), on Dr(a,u) és el disc tancat de centre « i
radi u en II, j. Reciprocament, siguin f € E, j, i a una arrel de f. Aleshores f = x(«)
i Dg, ;(x(a),s) € x(Dn(a,u)). En efecte, siguin g € Dg, ;(x(«),s) i 8 € Il ; tals que
x(8) = g. Llavors,

s 2 d(f,9) = [[max{la— Bl |a — al} = |a = B||f'(a)] = | = B|[x" =D/

i=1
i |a— B <u. Aixi doncs, Dg, ;(x(a),s) = x(Dn(a,u)), per a tot a € Il ;.

L’aplicacié y és exhaustiva. A més, 'antiimatge de x(«) son els conjugats de a sobre
k i, en ser t > j + 1, els discs tancats de radi u centrats en els conjugats de « sén tots

disjunts. Per tant,
n

(D, (x(@), ) = X" ((Du(e, ) = |- Duas, u). (7.4)
i=1
Atés que tots els elements del disc Dr(a;,u) generen la mateixa extensio, aleshores
Dri(ag,u) € P —P2 per a algun K € K, j, iel nombre de discs tancats disjunts de radi u
en IL, ; ha de ser #K,, ; vegades el nombre de discs tancats disjunts en 3 — B2, Calculem
aquest nombre. Siguin a@ € P — P2 i R un sistema de representants del cos residual de
K, format per q elements. Per a tot 8 € 8 — B2, podem posar

B=aa+axa®+ - +a_107 + Ajal, amb a; € R, a1 #0, vgp(Ag) > 0.

Si B—pB = (A —A})al, aleshores |f— f'| < [7¥/™| = u. Per tant, només hem de considerar
q'7%(q — 1) elements. Siguin 8 # ' i sigui j el primer index tal que aj # a’;. Aleshores,
18— B = |7/™||(aj — al) + ()| = |73/ > u, si j < t. La igualtat ens permet
concloure que #K,, j¢"%(¢—1) = n#Dg, ,(s). O

Lema 7.3.2. El nombre de discs tancats disjunts de radi r := |n¢| en E, j ve donat per

(g — 1)gren—i- L en/p’ si b=0,
(q — 1)2gren—i—1+ S en/ptt (= la/elen—1)ple/1¥1] i 5

#Dg, ,(r) = {

Demostracio. Es facil adonar-se que #Ri,. = (¢ — 1)qc2, #Ryi),c = ¢MD sii £ b, i
#Rf(b) .= (g— 1)g¢~t®)=1 Per tant,

upy (= | gD e si b=0,
En;\T") = (q_l)zqc72+(n71)0*2?;11(l(i)*l) si b>0.

Només cal calcular la suma 77" 1(i). Tal i com es demostra en [21], els termes (i) es
poden manipular per tal d’obtenir el resultat de ’enunciat. O
Amb aquests dos lemes obtenim directament el resultat segiient.

Teorema 7.3.3 (Krasner). Sigui k una extensio finita de Qp, p lideal primer de k, e
Uindex de ramificacid de ’extensid, i q el nombre d’elements del cos residual de k. Sigui
j=an-+b, amb0 < b < n, un enter que satisfa les condicions d’Ore. Aleshores, el nombre
d’extensions totalment ramificades de k de grau n i discriminant p"ti~1 és

#K o nqzz‘ti/fj en/Pi si b— 07
e n(q — 1)qZ}i{eJ en/p'+|(j—la/elen—1)/ple/el 1] )
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7.4 Algoritme de Panayi per determinar les extensions

En [20], Pauli continua treballant sobre un cos p-adic k per tal de trobar un conjunt
minimal de polinomis generadors d’extensions totalment ramificades de grau p sobre k.
Nosaltres ens reduirem al cas en qué [k : Qp] = 1. A T'hora de trobar aquest conjunt
minimal, Pauli utilitza com a eina principal I'algoritme de Panayi, que se sosté sobre el
resultat segiient.

Lema 7.4.1. Sigui K un cos p-adic, A el seu anell de valoracié discreta i m un unifor-
mitzant. Sigui f(X) = £, X" & . X+ fo € ALX] i definim v3(f) i= minasicn{tp(£))
i f# = f/W”P . Denotem amb una barra a sobre les reduccions dels elements de l’anell
en el cos reszdual
(i) Sigui B € A tal que B és una arrel de f, i sigui g(X) = f(xX + ). Aleshores,
deg(g#) < deg(f#).
(ii) Si deg(f#) =0, aleshores f no té cap arrel en A.

(iii) Si deg(f#) =1, aleshores f té una arrel en A.
) =

(iv) Si TE(X) = (X — BY"h(X), on med(X — B,h(X)) = 1, i si g(X) = f(xX + ),
aleshores deg(g#) < m.

Demostracid. (i) Sigui d = deg(f#). Aleshores, vp(fa) < vp(fo), Yo < d, ivp(fa) <vp(fo),

Yv > d. Ara,
N~ () i g
gi ; (i)f]ﬂ— B
ivp(ga) = vp(fa) +dive(gn) > vp(fa) +v, Vv > d. Aixi doncs, deg(g?) < deg(fi#).

(
(ii) Es evident.

(iii) En ser deg(f#) = 1, aleshores vp(f1 ) =01 Up(f,, ) > 1, Vv > 1. Aixi doncs,
f#(8) #0 (mod p) i f#(3) =0 (mod p). Peru f# i f tenen una arrel en A.
(iv) Podem suposar que f = f#. Considerem el desenvolupament de Taylor

F98)

7!

’LXZ

f(rX +3) = Z

1=0

Com que f(X) = (X — B)™h(X), ha de ser v,(f™(8)/m!) =0, i vp(f(i)(ﬁﬁi/i!) >4 >
vp((F7™(B)/mY)7™) = m per a i >m, ja que £ (B)/i! € A. Per tant, deg(g#) <m. O

Suposem que f té una arrel a € A, amb a = 3 (mod p). Sigui f1(X) := f#(7X + B).
En ser a = B (mod p), podem posar a = 3 + S (mod p?). A més, fi(B1) = f?(ﬁlw +
B) = f#(@) = 0. De la mateixa manera, el polinomi fo(X) := fl#(ﬂ'X + p1), reduit
modul p té Be per arrel, on (o és tal que a = B+ B 7 + Bor? (mod p3). En efecte,

F2(B2) = fI(Bom + B1) = f#(Bor? + Pim + B) = f#(@) = 0. Vist aixo, definim les
successions (f,), 1 (by), de la seglient manera:

for=1% bo:=8, fo1(X):=fF@X+8)), bopr=Bpaam ™ +by;

on (3, € A és tal que B, és una arrel de f,, si existeix. A cada pas de la successié, podem
trobar una arrel de f — si, de fet, f té una arrel en A congruent amb 5 modul p —, i b, és
congruent amb aquesta arrel modul poténcies creixents de p. El lema segiient ens assegura
que, amb un nombre finit de passos, o bé 7 no té arrels en A/p, o bé deg(f,) < 1, de
manera que les propietats (ii) i (iii) de 1| permeten concloure si f té o no arrels en A.
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Lema 7.4.2. Si v > vy(disc(f)), aleshores deg(f,+1) <1

Demostracio. Tenim que
forr(X) = fFxX 4+ 8)) = (@ X + 778, + -+ 7B+ B) = [F(E X +by).

Considerem el desenvolupament de Taylor del polinomi
@ (p .y
f(ﬂ_z/JrlX + b,,) _ Z f Z(' U)W(V+1)1XZ,
i=0

Si fos deg(f,41) > 2, aleshores vy(f(b,)) > 2(v + 1) i vp(f (b,)) > v + 1. En particular,
f tindria com a minim una arrel doble modul p**!; pero aixd no pot passar ja que el
discriminant de f no és zero modul p*+1. O

Algoritme 7.4.3 (Panayi).
o Llegim K i f.
« Definim el conjunt C := {f*}.
o Inicialitzem m = 0.
o Mentre C' no és buit:
« Per a tot polinomi c de C:

o Traiem c del conjunt C.
« Definim R := { arrels de € en ky}.
o Peratot B de R:
o Definim h(X) := c(n X + f).
o Substituim h pel polinomi h¥.
« Sidegh =1, aleshores m passa a ser m + 1.
« Sidegh > 1, aleshores afegim el polinomi h al conjunt C.

o Retornem el nombre m d’arrels de f en ’anell de valoracié discreta A de K.

Observaci6 7.4.4. Fent una petita modificacié6 d’aquest algoritme, també podem trobar
aproximacions per a les arrels de f. Enlloc d’aturar l'algoritme quan degh = 1, el fem
continuar i anem calculant les diferents arrels 8 de h. D’aquesta manera, obtenim la
successio de (b)), definida anteriorment que té per limit una arrel de f.

Ara ja podem utilitzar aquest algoritme de Panayi per trobar un conjunt minimal de
polinomis generadors. Sigui j = ap + b un nombre que satisfa les condicions d’Ore per a
extensions ramificades de grau p sobre Q. Aleshores, del teorema @ es dedueix que

2 si b=0,

_[p
#&W{p@—u si b#0. (7.5)

Teorema 7.4.5. Tota extensio de grau p sobre Q, de discriminant p2plep esta generada
per una arrel d’exactament un dels polinomis

‘Pa(X):XpﬂLerapZ, amb 0<a<p-—1.
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Demostracio. Siguin ¢g, , @q, dos d’aquests polinomis, amb a; # ap. Siguin g una arrel de
©a, , (g una arrel de ¢g, 1 A I'anell de valoracié discreta de Q,(cv1). Mitjancant 1'algoritme
de Panayi veurem que Qp(c1) # Qp(a2). En ser ¢q,(X) = XP (mod pZ,[X]), definim
f1(X) == @7 (01 X). Llavors,

Par (1 X) = AAXP 4 p+agp® = (—p — a1p®) XP + p + agp?,
f1(X) = (-1—aip)XP+1+ap = —-XP+1 (modajA[X])).
Notem que, d’acord amb com hem definit f#, f1(X) hauria de ser ¢,, (a1 X)/af enlloc de

©Ya, (1 X)/p, perd a I'hora d’aplicar I'algoritme de Panayi aixo no té cap influéncia. Aixi
doncs, si definim fo(X) := ff(alX + 1), obtenim

filar X +1) = (-1—ap)(aa X +1)P+ 1+ ap=p(XP 4+ a2 —ay) (mod paj A[X]),
f2(X) = ﬁ(oq;(-i-l) = XP+taz—a (mod ajA[X]).

Com que A/ay A ~ T, definim f3(X) := fz#(alX + a1 — az). Llavors,

fo(an X + a1 — az) = plaz —a1)ag (mod pa%A[X]),
f3(X) = falan X + a1 = az) =  ay—a; (mod ajA[X]).
aqp

En ser a; # ap (mod p), aleshores Q,(c1) # Qp(az). Atés que Q, no conté les arrels
p-ésimes de la unitat, amb la familia de polinomis de ’enunciat obtenim p - p extensions
diferents (tenim p polinomis i hem de considerar els p conjugats d’una arrel d’aquests
polinomis), que, per (7.5, son totes les extensions de discriminant p2p+1Zp que hi ha. O

Teorema 7.4.6. Tota extensio de grau p sobre Q, de discriminant p’”b*lZp esta generada
per una arrel d’exactament un dels polinomis
Yap(X) = XP+apXP+p, amb 1<a,b<p-—1, i ab# (p—1)%
va(X) = XP—pXPlqap?+p, amb 0<a<p—1, i b=p—1.

Només les extensions generades per un polinomi de la segona familia son de Galois.

Demostracio. Per a i = 1,2, considerem el polinomi ¢;(X) := X? + a;ipX? + p+¢;p?, amb
a;, b, c; € Z tals que el polinomi és un dels de I'enunciat. Sigui «; una arrel del polinomi
@i, 1 sigui A l'anell de valoraci6 discreta de Qp(cv1). Veurem que Qp(aq) # Qp(a2). En
ser p2(X) = XP (mod a1 A[X]), definim fi(X) := gpf(alX). Llavors,

pa(1X) = (—ar1pal —p —c1p®) XP + agpaf X + p + eop?,
f1(X) = (—a1a —1—c1p)XP + a2 X +1+cp = —XP+1 (mod a1 A[X]).
Ara,

filarX +1) = ab(az —a1) +plea — 1 + XP) 4 agba™ X (mod ofT2A[X]).
L’algoritme de Panayi ens assegura que, per tal que o tingui una arrel en A, ha de

ser ag = a1 (mod p). Si a; #Z —1 (mod p) 0 a; = ay = p — 1, per tal que p1 i P2
siguin polinomis de l'enunciat ha de ser ¢; = co = 0 i, conseqlientment, @1 = @s. Si

42



a1 =ag = —1, ha de ser b=p—11i, per tal que 3 tingui una arrel en A, ha d’existir un
element x € F,, tal que

co—c1+aP —(=1)(p—1)z=0 (modp)<ce=c; (modp)

i hauria de ser ¢; = c. Notem que si a; = —1, a; =p — 1 per a {i,j} = {1, 2}, aleshores
b =p—11un dels polinomis ¢1, @2 ja no seria de I’enunciat. D’aquesta manera, hem vist
que arrels de polinomis de I'enunciat diferents generen extensions diferents.

Siguin ara o una arrel del polinomi ¢, i A anell d’enters de Q, (). Hem de veure que
Qp () conté totes les arrels de ¢q. Definim f;(X) := of (aX) i fQ#(ozX +1). Aleshores,

filaX+1) = (& t—ap—1)(aX+1)P —aP HaX+1)Ptap+1
= pX(XP71—1) (mod apA[X)),

de manera que f3(X) = XP — X (mod aA[X]), que té p arrels diferents en A/aA. Si
éeﬁnim f3(X) = f2# (aX + ), per a cadascuna d’aquestes arrels 3, es pot comprovar que
f3 és de grau 1; per tant, ¢, té p arrels en A i 'extensio Q,(a)|Q, és de Galois.

En canvi, per als polinomis ¢, el mateix algoritme de Panayi permet comprovar que
cada arrel genera un cos diferent. Amb les families de polinomis de ’enunciat obtenim
p(p — 1) extensions diferents que, per ([7.5]), son totes les que hi ha. O

Observacions 7.4.1. (1) Els polinomis dels teoremes i ja van ser trobats per
Amano [I] 'any 1971. A més a més, descriu explicitament el cos de descomposicio dels
polinomis i déna elements generadors del cos d’inércia i del cos fix per G.

(2) L’any 2003, Jones i Roberts en [I3] descriuen una base de dades en linia creada
per ells mateixos que, donat un primer p i un grau n (petits), dona totes les extensions de
grau n sobre Q,. A més a més, donat un polinomi monic i separable de coeficients enters,
identifica 'extensié que genera. Aquesta base de dades es troba en [14].

Amb tot aix0, estudiem ara les extensions ramificades de grau 5 sobre Q5, que sabem
que vénen definides exactament pels polinomis

X° 4 5%a + 5, amb 0<a<4,
X% —5X*+5%a+5, amb 0<a<4,
X% 4+ 5aX?+5, amb 1<a,b<4, ab#16.

7.5 Extensions d’ideal discriminant 5°Z;

Proposicié 7.5.1. Siguin 7 una arrel del polinomi p,(X) = X®+5%2a+5, amb 0 < a < 4,
L el seu cos de descomposicio, G = Gal(L|Qs) i@ G; els grups de ramificacio. Aleshores,
L = Qs(m,w), on w és una arrel cinquena primitiva de la unitat i

G=G_1=Gy~Fy, G ~Cs5, L% =Qsw).

Demostracio. Sabem que L = Qp (7, w), on w és una arrel cinquena primitiva de la unitat.
Sigui ®5(X) el cinqué polinomi ciclotomic. Com que ®5(X + 1) és 5-Eisenstein, l'extensio
Q5(w)|Q5 és totalment ramificada de grau 4 i, conseqiientment, I'extensio L|Qs també és
totalment ramificada, i de grau 20. D’aquesta manera, tenim que G = G_1 = Gy =~ Fby.
Per 51 #Gy/G1 1 Gy és 'anic 5-subgrup de Sylow de G (perqué G és normal en
G). Aixi doncs, Gy ~ C5. En ser [L : Qs(w)] = 5, també ha de ser L& = Q5 (w). O
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7.6 Extensions d’ideal discriminant 5**°Zs, amb b # 0

Proposicié 7.6.1. Siguin ™ una arrel del polinomi p,(X) = X5 — 5X* + 5%a + 5, amb
0<a<4, L el seu cos de descomposicio, G = Gal(L|Qs) i G; els grups de ramificacid.
Aleshores L = Qs(m) i lextensio Qs(m)|Qs és ciclica de grau 5. A més a més,

G:G71:G0:G1ZC5.
Demostracid. Només queda per veure que G1 ~ Cj, que és conseqiiéncia de [£.3.3] O

A continuacio, estudiem els cossos de descomposicié dels polinomis ¢qp(X) = X 54
5aXb +5, amb 1 < a,b <4, ab # 16.

Proposicié 7.6.2. Siguin m una arrel del polinomi ¢, p(X), K = Qs(m) ¢ L el seu cos
de descomposicio. Siguin G el grup de Galois del polinomi i G; els grups de ramificacid.
Aleshores, existeir un element o € L tal que L = Qs(m, ), a* € Qs i LG = Qs(a). A

5s, G1 ~ C5 i
més, G 51 Das, si (a,b) €{(1,4),(2,2),(3,2)},

F5y, altrament.

Gal(L|Qs5) = {

Demostracio. Com que 'extensio L|Q5 és salvatgement ramificada, G no és el grup trivial
i, com que és un 5-grup, ha de ser #G1 = 5; de manera que G1 ~ Cs i 'extensié L| L& és
ciclica de grau 5. A més a més, extensié LE1 |Q5 és de Galois, perqué G és un subgrup
normal de G_; i podem posar L&' = Q5(c) per a algun o € L tal que o € Qs, ja que
Gaul(LG1 |Q5) és isomorf a un subgrup de Cy4 i Q5 conté les arrels quartes de la unitat. En
ser [L:Qs(a)] =51 Qs(a) € Qs(m, ) C L, aleshores L = Qs(m, ).

Calculem-ne ara el grup de Galois. Ja sabem que G = G_1 # C5 ja que l'extensio
Qs5(7)|Qs5 no és de Galois. Per tant, només pot ser G~ Da.s, si el discriminant de ¢qp és
un quadrat de Q5; 0 G ~ Fy, si no ho és. Tenint en compte el corollari [3.4.2] 1 que

disc(pa1(X)) = 55(5% +28a%),  disc(pa2(X)) = 55(5% + 223%a%),
disc(pa3(X)) = 57(5% + 223%a%), disc(paa(X)) = 5%(5 + 28a°);

s’obté el resultat de '’enunciat. O

El lema segiient, que podem trobar demostrat en [5], permet determinar el grup d’i-
nércia — i, de fet, tots els grups de ramificacié — de la clausura galoisiana de K|Qs.

Lema 7.6.3. Siguin p un nombre primer, K|Q,, una extensid totalment ramificada de grau
p it L la clausura galoisiana de K. Denotem per AK|QP el discriminant de 'extensio K|Q,
i definim t := #(Go/G1). Aleshores, existeiz un enter d > 0, amb mcd(d,t) =1 tal que

w(Biig,) = (0= 1) (14).

Demostrar que existeix un enter d > 0 que satisfa la igualtat és prou senzill. Es
suficient considerar alguns resultats de [4.1] 1 el teorema Per demostrar que d i ¢
sén coprimers, s’utilitzen resultats que es poden trobar en la seccié 2 del capitol IV de
[23], aprofundint una mica més en l'estudi dels grups de ramificacio. D’aquest ultim lema
obtenim immediatament com sén els grups d’inércia per a cada extensio.

Proposicio 7.6.4. Seguint amb les notacions de [iltima proposicid,
C5, st b= 4,
Gy = Dys, si b=2,

F5, altrament.
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8 Resolucié per radicals de quintiques en Q,

Utilitzem ’algoritme de Panayi per poder expressar les arrels de qualsevol polinomi de
grau 5 irreductible sobre Q, en funcié d’expressions radicals sobre Q.

8.1 Polinomis generadors resolubles per radicals sobre Q

Fixem @p una clausura algebraica de Q,. Hem vist que les extensions no ramificades de
grau 5 sobre Q, estan generades per una arrel (p® —1)-ésima primitiva de la unitat i que les
moderadament ramificades estan generades per una arrel d’un dels polinomis de la forma
X?—("p,amb 0 <7 <mecd(p—1,5)—1, i una arrel (p— 1)-ésima primitiva de la unitat.
Es a dir, que en tots dos casos, les extensions estan generades per elements algebraics que
es poden resoldre per radicals sobre Q. De fet, aix0 és cert per a qualsevol extensio.

Proposicié 8.1.1. Sigui K C @p una extensio de grau 5 sobre Q, i sigut a € K un
element primitiu de 'extensid. Aleshores, existeix un polinomi g(X) € Q[X] resoluble per
radicals tal que, per a alguna de les seves arrels B, se satisfa que

Qp(a) = Qp(B), i ol =1Bl.

Demostracio. Pel lema de Krasner, podem suposar que « és arrel d’un polinomi f(X) de
grau 5 i de coeficients en Q, irreductible sobre Q. Sigui f20(X) el polinomi resolvent
sextic de f(X) que defineix Dummit. Si f(X) és resoluble per radicals en Q, prenem
g = f. En cas contrari, foo(X) té una arrel p-adica no racional, que anomenem 6.

Sabem que « es pot escriure com « = R(), on R és una funci6 radical. Si 0 € Q és una
aproximaci6 p-adica prou acurada de 6, aleshores, en virtut del lema de Krasner, tenim
que @ = R(A) € Q,(a). A més a més, podem prendre § de manera que Q,(&@) = Q,(a). En
efecte, com que l'extensio Qp(a)|Q, és de grau primer, o bé @ € Qp, 0 bé Q,(&) = Qp().
Suposem que, per a un nombre infinit de 6, & e Qp. Aleshores, podem construir una
successio (an)n>1 C Qp tal que oy, 7 a. Com que @, és un cos complet, hauria de ser

a € Qp i arribem a una contradiccio.

Per ultim, només cal comprovar que podem prendre 6 de manera que |o| = |&|, que
és conseqiiéncia del fet que, per a tota successio (an)n>1 C Qp(a) tal que o, — a, se
- n

satisfa que |a,| = ||, per a tot n prou gran. O

Ara bé, aquest resultat no és eficient a ’hora de trobar un generador que sigui resoluble
per radicals sobre Q. Per a les extensions no ramificades ja n’hem trobat i, de fet, en [10],
Gauss explica com resoldre per radicals les arrels de la unitat. Per a les moderadament
ramificades, de la demostraci6 del lema deduim que podem substituir els polinomis
X3 — ("p pels polinomis X5 —a"p, on a € {1,...,p — 1} és una arrel primitiva modul p.
Aixi doncs, només falta trobar polinomis de coeficients racionals i resolubles que generin
totes les extensions de grau 5 ramificades sobre Q5. Els de la forma X° + 5%a + 5, amb
0 < a < 4 s6n resolubles per radicals sobre Q. Per tal de trobar-ne la resta, demostrem el
resultat segiient.

Proposicié 8.1.2. Sigui p un nombre primer i siguin f(X),g(X) € Z,[X] dos poli-
nomis d’Eisenstein de grau p que generen extensions isomorfes sobre Q,. Si definim
v = vp(disc(f(X)) = vp(disc(g(X))), aleshores

disc(f(X)) _ disc(g(X))
o DY

(mod pZ,).
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Demostracio. Siguin  una arrel de f i o una arrel de g tals que Q,(7) = Qp(a). En virtut
del corollari i del lema sabem que {1,7,..., 7771} i {l,a,...,aP"!} son bases
de l'anell d’enters Z,[n] de Qp(7), de manera que existeixen enters p-adics a; ; € Z, tals

que
1 1 0 .. 0 1
™ ap,1 ai,1 e ap—1,1 «
—1 —1
P agp—1 QAaip-1 --- Gp—1p—1 aP

Sigui A aquesta matriu del canvi de base. Com que 7 i o so6n uniformitzants de Zpy[r],
les igualtats " = ag, + a1,a + -+ + ap_1,0P71 amb 1 < r < p — 1, comporten les
congruencies

ai, =0 (mod pZ,) Vi: 0<i<r—1, a" =an,a" (modpt),

on p és I'ideal primer generat per o. Ara bé, com que 7 també genera aquest ideal, existeix
una unitat u € Zy[r]* tal que m = ua, i I'altima congruéncia equival a

u'a” = a;pa” (mod p'tY) & W =a,, (modp).

A més a més, podem escriure u = ug + ura + ...upflozp_l, amb u; € Zp, i u" = ap,
(mod p) si, i només si, uy = a,, (mod pZy). Desenvolupant el determinant de la matriu
A per la primera columna, obtenim que

ai,1 e Gp—1,1 az.2 e ap—1,2
detA = : : =] : (mod pZ,)
a1p—-1 - Ap-1,p-1 a2p-1 ... Op—1,p—1
as.s e ap—1,3
= a1,1022 . = 01,1022 .- Gp—1p—1 (mod pr).
azp-1 ... Op—1,p—1
Aixi doncs,
1 p(p—1) 1 p—1
— 2 p—1 _  Soan _ 2 — (B — T2
det A =woug...uqg  =uy™™™' =uy = (up) 2 =1 (mod pZy)

i (det A)2 =ub~' =1 (mod pZ,). En ser
dise(f(X)) =d(1,7,..., 771 = (det A)%d(1,q,...,aP7t) = (det A)*disc(g(X)),
hem acabat. O

A T’hora de trobar els polinomis resolubles per radicals sobre Q, ens interessa que siguin
polinomis 5-Eisenstein per poder aplicar després ’algoritme de Panayi. Considerem el
polinomi

f(X):a5X5+5a4X4+5a3X3+5a2X2+5a1X—|—5a0EZ[X], amb 5{as, 51ag.

Es pot comprovar que

5, si a #Z 0 (mod 5),

vs(disc(f)) = 6, si ag = 0 (mod 5) i a2#0 (mod5),
7, si aj,az = 0 (mod 5) i a3#0 (mod5),
8, si aj,az,a3 = 0 (mod 5) i a4#0 (mod 5).
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A més a més, si definim v := vs(disc(f)), aleshores

arai (mod 5), si v=5

disc(f) 3agaza? (mod 5), si v =6,
Y 3adasas (mod 5), si v=T,
aday (mod 5), si v=S8.

Fent el mateix per als polinomis generadors de les extensions, obtenim:

1 1

gdisc(X5 +5aX +5)=a (mod 5), Eolis,c(X5 +5aX?+5)=3a (mod 5),

1 1

ﬁdisc(X5 +5aX3+5)=3a (mod 5), gdisc(X‘r’ +5aX*+5)=a (mod 5),

1

gdisc(X5 —5X*+5%a+5)=4 (mod5).
En virtut de la proposicié per tal que el polinomi f generi I’extensioé que volem, hem
d’imposar que

alag =aq, aoagag =a, a3a3a5 =aq, aga4 =a o a3a4 =4 (mod 5).

Per trobar aquests polinomis f(X) € Z[X] resolubles per radicals sobre Q, fem correr els
coeficients a; de f de —10 a 10, imposant totes les condicions necessaries que hem vist.

Quan el polinomi resolvent fo0(X), a més, té una arrel racional, el polinomi f és un dels
polinomis que busquem.

Per a les extensions generades per arrels de polinomis diferents de X% —5X% 4 52 + 5,
la proposici6 [8.1.2] ens assegura que n’hi ha prou amb aquest calcul del discriminant per
trobar un polinomi per a cada classe de conjugacié de les extensions. En cas que 'extensié
estigui generada per una arrel d’'un dels polinomis X?® — 5X% 4 52a + 5, haurem de trobar
polinomis diferents (per a 0 < a < 4) i aplicar 'algoritme de Panayi per saber quina de
les classes de conjugaci6 de les extensions generen.

D’aquesta manera, obtenim la segiient llista de polinomis resolubles per radicals sobre
Q, que generen totes les extensions que ens falten:
X°+5X+5 ~ X°+5X3+5X+5,
X?4+10X +5 ~ 2X°4+15X%4+40X34+40X2 +20X + 10,
X°4+15X+5 ~ 2X°—10X*—45X — 35,
X 4+20X +5 ~ X°+4+10X3+4+20X +5,

X°+5X24+5 ~ X°—10X3+20X2— 25X + 20,
X°4+10X2+5 ~ X°+5X3+10X?+5,

X°4+15X%24+5 ~ X°4+5X%4+30X2+ 40,
X54+20X2+5 ~ X°—-5X3+30X2%—25X + 20,
X54+5X3+5 ~ X°4+20X3+25X? 425X — 10,

X5 4+10X%3+5 ~ X°+10X°%+5,

X5+ 15X3+5 ~ X545X*+15X34+25X2 +25X 45,
X5420X34+5 ~ X5 45X4—45X3 —250X2% + 25X — 15,
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X5 4+5X%+5

X? +10X* +5
X5+ 15X4+5
X5 —5X%4+5
X5 —5X%+30
X5 —5X% 455
X5 —5X4 480

X5 - 5X*+105

8.2 Exemples

X% —10X*+25X2 — 35,
X% +10X* —50X3 — 175X2 4+ 200X — 20,
X% —10X* +50X3 — 75X2% — 75X — 20,

X5 - 5X*4+25X2% — 25X +5,

X% —10X* — 75X3 4+ 200X — 40,

X% —15X* —175X3 +175X2 — 10,

X5 —20X* - 75X3 — 50X2 + 50X + 45,
X5 —5X* + 100X — 20.

Exemple 8.2.1 (Cas moderadament ramificat). Considerem el polinomi

f(X)

Veiem primer que aquest polinomi no és resoluble per radicals sobre Q. Es facil comprovar
que té exactament dues arrels complexes no reals, de manera que el seu grup de Galois G
conté una transposicié. En ser un polinomi 11-Fisenstein, és irreductible sobre Q i, per
tant, el seu grup de Galois també conté un 5-cicle. També és senzill demostrar que el
grup simétric S5 esta generat per una transposicié i un 5-cicle qualssevol, de manera que

X5 121X +11 sobre Q.

G = S5 1 f no és resoluble per radicals sobre Q.

Sigui a € Qy; una arrel de f. Com que f és un polinomi 11-Eisenstein, 1'extensi6
Q11()|Q11 és totalment ramificada i, per tant, estd generada per alguna arrel d’un dels
polinomis X® — 2711, amb 0 < r < 4. L’algoritme de Panayi ens permet identificar que el
polinomi és X° — 11. Per a una arrel 7 d’aquest polinomi el mateix algoritme de Panayi

ens permet trobar la segiient aproximacié de a:

a =
+
+

2 + 1078 + 877 +4n1l + 7183 1 9716 L 9xl7 4 3418 4 7419 4 221 4 922 4 gp23
T2t 4+ 2726 4 3727 4 728 4+ 10720 + 1073 4+ 7733 + 573t + 6736 + 2737 4 438

6730 + 742 + x4 5746 4 2747 4 9748 2749 (mod 7°0Z14 [7)),

i tenint en compte que 7° = 11, aleshores, modul 1119Z; [r],

(07

Aixi, si w = (v/ =10 — 2¢/5 4+ /5 — 1)/4 és una arrel cinquena primitiva de la unitat, per
a cada 7 = v/11w’, amb i = 0, 1,2, 3,4, podem obtenir aproximacions de cadascuna de les
5 arrels de f expressada com una Q,-combinacié lineal d’expressions radicals sobre Q.

+
_|_
_l’_

24+10-11+4-1124+9-113 4114 +2-11°+10- 11+ 6 - 117 + 5 - 1197

(

(8-114+9-1134+9-114+3-115 +2- 117 + 118 + 2. 119) 72

(112 4+3- 113 +9- 114 + 1154 7-1164+4-117+9- 11973

(7T- 113 +7-1144+10- 115 +5- 11546117 +4- 118 + 2. 119) 7.

Exemple 8.2.2 (Cas salvatgement ramificat). Considerem el polinomi

El polinomi resolvent de grau 6 que defineix Dummit és fao(X) = X® + 15625X3 —
10390 625X — 3906 250, que no té arrels racionals. Per tant, el polinomi no és resoluble

f(X)=X°+5X3+5 sobre Qs.
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per radicals sobre Q. Ja hem vist que 'extensié generada per una arrel a de f coincideix
amb 'extensié generada per alguna arrel 7 del polinomi X° + 20X3 4+ 25X2 4+ 25X — 10.
Com abans, l'algoritme de Panayi ens permet trobar la segiient aproximaci6 de a:
a = 2r 437 + 37 +27° + 4n0 + 4x7 + 278 + 70 + 37 4+ 4n12 4 3714 4 2715
716 + 4719 4 47?2 4 4x? 4+ 2775 4 720 4 2727 4 3728 + 729 4 3730 4 2731
+ 4m3 4 4rdt 4 2790 4 2730 4 2787 4 3% 4 w0 4 2713 4 27t 4 30 4 2740

+ 77+ 18 4 470%  (mod 7%y [n]),
i, tenint en compte que 7° + 2073 + 2572 + 257 — 10 = 0, aleshores, modul 5'9Zs[x],

4-54+3-524+2-534+2.5142.5° 4+ 56 4+ 2.57 +3.58 +3.59)

a =
+ (243545545 +4-5°4+4-564+2.554+3.5%x
+ (3-54+3-524+2-534+4-5*+3.5%)n?
+ (B45+5°+3-5°+2-50 457 45973
+ (B+5+2-52+3-53+2.-54+3.554+2.504+2.57T +4.5% +4.5%)7%.

Ara, amb les formules de Faggal i Lazard, obtenim que les arrels del polinomi X°+20X3 +
25X?% 4+ 25X — 10 sén

wiry + w?ry + w3rs + whry
5 M

on w = (/—10 — 2¢/5 4+ /5 — 1)/4 és una arrel cinquena primitiva de la unitat, i

amb 0<1¢<4,

5| 5+ 4V/17 + 1/5(85 + 8/17) 50
= 5 y T4 = —,
2 1
(15T 4+ G+ VIDE (54 VI — 5(-1+ 5T
2 = s '3 = .
2.52,/5(85 + 8V/17) 2.52,/5(85 + 8V/17)

Si substituim aquestes expressions per 7w en l'aproximacié de «, obtenim aproximacions
per a les cinc arrels de f expressades com Q,-combinacions lineals d’expressions radicals

sobre Q.

Exemple 8.2.3 (Cas no ramificat). Considerem el polinomi
f(X)=X°+2X +1 sobre Q.

Aquest polinomi és irreductible sobre Q, i el seu polinomi resolvent foq és X6 + 16X° +
160X + 1280X3 + 6400X2 + 13259X — 2366, que no té arrels racionals. Per tant,
el polinomi no és resoluble per radicals sobre Q. Sigui « una arrel de f. Com que
disc(f) € Agy(a)gs 1 3 1 disc(f) = 11317, aleshores l'ideal generat per 3 no divideix
A, (o), 1 Vextensio Q3(a)|Qs és no ramificada.

Com hem destacat en 'observaci6 atés que 11 | 35 — 11 1142, si ¢ és una arrel
onzena primitiva de la unitat, aleshores I'extensio Q3(¢)|Qs és 'extensioé no ramificada de
grau 5 sobre Q,. Amb l'algoritme de Panayi es comprova que f no té arrels en Q3 i que
a € Q3(¢), de manera que [Q3(a) : Q3] =51 el polinomi f és irreductible sobre Qs.
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Per trobar I'expressié de «, hem de considerar el polinomi irreductible de ¢ sobre Q3.
Notem que

p11(X) = (X°+2X3 + X2 42X + 2)(X° + X* +2X3 + X2 +2) (mod 3),

i podem suposar que la reduccié de ¢ a F3s5 és arrel del primer polinomi. La demostracio
del lema de Hensel, que podem trobar en [27], ens permet construir el polinomi de grau
5 irreductible sobre Q3 que té ¢ per arrel. De fet, el programa PARI [19] té un algo-
ritme implementat que permet obtenir una aproximacié tan bona com vulguem d’aquest
irreductible:

g(X) = Ir(¢,Q3)(X) =X+ (3+32+2-33+2.-31+2-304+3%+2.30)x* - X3
+X2 4+ (2+4324+2-334+2-31+2-30 438 4+2.39)X — 1 (mod 3'9Z3).
Si denotem per A l'anell de valoraci6 discreta de Q3(¢), implementant l’algoritme de
Panayi amb aquesta aproximaci6 de g, trobem:
a = (2-324+2-3342-304+384+2.3)+ (33 +2-31+2.38+2.3%)¢
+ (2:32+2-33+2-30 435 4+30 437+ 38 +2.39)¢?
+ (1+2-32+314+3°+2-39)C3+(2+3+2-32+33+3°4+3%¢* (mod 3'°A).

Ara, ens proposem expressar ¢ per radicals. Per fer-ho, descomponem el polinomi @17 (X)
sobre Q(/disc(®11)) i obtenim:

P11 (X) = <X5 - % Vol va _ xe + X2~ % Vol 1)
1— /11 1+ /11
(X5+2X4—X3+X2—+2X—1>

i, com que v/—11 € Qs, prenent una determinaci6 de 'arrel quadrada adequada, aleshores
el primer factor, que anomenem h(X), es correspon amb g(X). Les formules de Faggal i
Lazard ens permeten resoldre per radicals el polinomi h(X — (14 +/—11)/10) per obtenir
C = (7“1 + 1o+ 13 +T4)/5 — (1 + \/—11)/10, amb

B §/363+55\/5—|—98\/—11—1—30\/5\/—11 L _ VAI(-1+45)
r = 4 9’ T4 = 27.1 3
har? — hgr hgr$ — har} —33 — 115 — 7/—11 — 9v/5/—11
r2 = y T3 = , hs= )
d d 4
b 33— 33v/5 — 75/—11 — 5/5y/—11
4 = )
4
g 5\/11(—15 — 45/5 + 140v/— 11 + 68v/51/—11)
- 5 :

Com que Gal(Q(¢)|Q) = (w : ¢ — ¢2), aleshores Q(¢)“*) és I'inic subeds quadratic de
Q(¢) i les altres arrels de f s’obtenen substituint ¢ per ¢, amb i = 3,4, 5,9 en l’expressio
de a.
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