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Abstract

It is common to find the necessity of identifying the characteristics that allow to
distinguish two or more groups of individuals. The discriminant analysis consists
in studying and analyzing these characteristics that you can use at the time of
classifying in two or more groups. To know how to distinguish the groups you need
to get the information, evaluated in variables in how it is suposed to distinguish.
With the discriminant analysis you can find these variables and which of these are
necessary to achieve the best classification. You use the name of class to identify the
groups as an answer, for example, a categoric variable with as many discreet values
as groups they have. The variables that are used to distinguish the groups are used
as predictors or discriminant variables. There are several ways to deal with these
analysis. In particular, this work is focused on the classical discriminant analysis:
Fisher’s linear discriminant and quadratic discriminant. Another technique is the
canonical analysis of populations that it is applied in the case of more than two
populations with the objective of representing them in orthogonal axes that allow
to explain better the relation between the different groups. It will also be treated

the logistic’s regression model and the discriminant based on distances.



Resum

Es freqiient trobar-se amb la necessitat d’identificar les caracteristiques que per-
metin diferenciar a dos o més grups d’individus. L’analisi discriminant consisteix a
estudiar i analitzar aquestes caracteristiques que es poden utilitzar a ’hora de fer
una classificacié en dos o més grups. Per coneixer en que es diferencien els grups
es necessita disposar de la informacio, quantificada en unes variables, en la que se
suposa que es diferencien. Amb 'analisi discriminant es troben aquestes variables
i quines d’aquestes son necessaries per aconseguir la millor classificacié. L’etiqueta
de classe que identifica els grups s’utilitza com a resposta, és a dir, una variable
categorica amb tants valors discrets com grups hi hagin. Les variables que es fan
servir per diferenciar els grups s’utilitzen com a predictors o variables discrimi-
nants. Existeixen diverses formes de tractar aquesta analisi. Concretament, aquest
treball es concentra en I'analisi discriminant classica: discriminador lineal de Fisher
i discriminador quadratic. Una altre técnica és ’analisi canonica de poblacions que
s’aplica en el cas de més de dues poblacions amb 1’objectiu de representar aquestes
en uns eixos ortogonals que permeten explicar millor la relacié entre els diferents
grups. També, es tractara el model de regressié logistica i el discriminador basat

en distancies.
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1 Introduccio
Que és l’analisi discriminant?

L’analisi discriminant és una tecnica estadistica multivariant amb la finalitat
d’analitzar si existeixen diferencies significatives entre grups d’objectes respecte a
un conjunt de variables mesurades sobre aquests. Es tracta d’identificar les carac-
teristiques que permetin diferenciar a dos o més grups d’individus a I’hora de fer
la seva classificacié. Es a dir, donada una poblacié, dividida en grups, I'analisi
discriminant troba una funcié que permet explicar aquesta divisi6. Una vegada
obtinguda, pot utilitzar-se per classificar nous individus en algun dels grups en que

esta dividida la poblacié.
Motivacié

La motivacié per aquest Treball Final de Grau va sorgir pel meu interés per
I’Estadistica i, en concret, per 'analisi de dades, dins de ’analisi discriminant mul-

tivariant.

L’Estadistica sempre ha sigut un tema pel qual he mostrat molta atencié i em

semblava interessant aprofundir més en aquest ambit.
Objectius

L’objectiu d’aquest treball és fer un estudi de I'analisi discriminant classica: el
discriminador lineal de Fisher, tant en el cas de la classificacié en dos grups com
en el cas de més de dos grups, el discriminador quadratic o la regla de Bayes, entre

d’altres.

Una vegada estudiats els discriminadors, I’'objectiu del treball és aplicar la teoria
estudiada a un problema real donades unes dades on s’implementaran diferents
funcions discriminants amb el programa R per identificar les variables que millor

discriminin dos o més grups i fer la corresponent classificacio.

Per mesurar la qualitat dels resultats obtinguts s’analitzara la matriu de confusio

que s’explica en el capitol corresponent als exemples d’aplicacions en R.



2 Distribucions

Abans de comencar amb la teoria del tema, es defineixen alguns conceptes previs

referents a les diferents distribucions que s’utilitzaran més endavant.

2.1 Distribucié normal multivariant

2.1.1 Definicio

Sigui X una variable aleatoria amb distribucié N(u,o?), és a dir, amb mitjana

i variancia o2. La funcié de densitat de X és:

1 1 2/ 2 (O’2>_1/2 Tip N (e
. 2y —z@—pw?/o® _ (x—p) =5 (x—p)
T, 0°) = ———=e 2 = ———¢2 o . 2.1
f( a ) o\ 2w V2T ( )

Efectivament, es verifica:
X=p+oYonY ~ N(0,1), (2.2)

on el simbol ~ significa “distribuit com”.

S’introdueix la distribucié normal multivariant N,(u, ¥) com una generalitzacié
de la normal univariant. D’una banda, (2.1) suggereix definir la densitat de X
= (X1, ..., Xp) ~ Np(u, X) segons:

|z‘71/2
X3, ) =

on x = (z1,...,xp), p = (p1, ..., ftp)’ 1 £ = (0y;) una matriu definida positiva, que

e~ (X—n) ST (X—p) (2.3)

és la matriu de covariancies. D’altra banda, (2.2) suggereix definir la distribucié
X = (X1,....X,) ~ N,(u,X) com una combinacié lineal de p variables Y7, ..., Y,
independents amb distribucié N(0, 1)

X1 = U1 + CL11Y1 + ...+ ale;,,

Xp = tp +ap Y1+ ...+ apY)
que es pot escriure com:
X =pu+ AY, (2.5)
sent Y = (Y7,...,Y,) 1 A = (a;;) una matriu p x p que verifica AA" = 3.

bt



2.1.2 Propietats
1. De (2.5) és immediat que F(X) = p i que la matriu de covariancies és
El(X — p)(X — p)] = E(AYY'A') =ALA = ¥%.

2. La distribucié de cada variable marginal X; és normal univariant:

Xi~ N(pi;03),i=1,...,p
Es conseqiiencia de la defincié (2.4).

3. Tota combinacié lineal de les variables Xy, ..., X,

Z =0by+ b0 X1+ ... +b,X,

és també normal univariant. En efecte, de (2.4) resulta que Z és combinacid
lineal de N (0, 1) independent.

4. Si ¥ = diag(o11, ..., 0pp) és matriu diagonal, és a dir, o;; = 0, ¢ # j, llavors
les variables (X7, ..., X,) son estocasticament independents. Efectivament, la
funcié de densitat conjunta resulta igual al producte de les funcions de densitat

marginals:
FQ@rs o ap;p, 5) = faas i, o) X X f (23 i, Opp)
5. La distribuci6 de la forma quadratica
U=(x—pS(x—p

és khi-quadrat amb p graus de llibertat. En efecte, de (2.5) U =Y'Y=XF_ V2

és suma dels quadrats de p variables N (0, 1) independents.

2.2 Distribucio de Wishart

2.2.1 Definicio

Si les files de la matriu Z,,x, sén independents N, (0, ¥) llavors la matriu Q = Z'Z

és Wishart W, (3, n), amb parametres ¥ i n graus de llibertat.

Quan Y és definida positiva i n > p, la densitat de Q és

6



F(Q) = Q" P Vexp(—5tr(27'Q))

p
1
-1 — onp/2 p(p-1)/4 0 n/2 T[T | = 1—17)].
on ¢ vis |Z| | | 2(n+ i)

i=1
2.2.2 Propietats

1. Si Q;, Q, sén independents Wishart W,(X, m), W,(3,n), llavors la suma
Q; + Q, és també Wishart W,(X,m + n).

2. SiQés W,(X,n), es separen les p variables en dos conjunts de p; i py variables

i es considera el seglient

SIE TR Q= Qu Qu
Yo Yoo Qa Qao
lavors Qqq és W, (E11, 1) 1 Qqgy és W, (a2, n).

3. 81 Q és Wy(X,n) i T és una matriu p x ¢ de constants, aleshores T'QT és
W,(T'ST, n).

2.3 Distribucio lambda de Wilks

Si les matrius A, B d’ordre p x ¢ s6n independents Wishart W, (3, m), W, (2, n),

respectivament, amb m > p, la distribucié del quocient de determinants

_ 14
|A + B|

és la distribucié lambda de Wilks, que s’indica com A(p, m,n).



3 Analisi discriminant

Siguin {2y, €2y dues poblacions, Xj, ..., X, variables observables. S’indica com
x = (21,...,x,) les observacions de les variables sobre un individu w. Una regla
discriminant és un criteri que permet assignar w on es coneix (zy,...,%,) 1 que
es planteja mitjancant una funcié discriminant D(xq,...,z,). Llavors, la regla de

classificacié és:
{ Si D(z4,...,x,) > 0 s’assigna w a ()

En cas contrari s’assigna w a {1y

Amb aquesta regla resulta la divisié6 de RP en aquestes dues regions:
Ry ={x|D(x) >0} i Ry = {x |D(x) <0}

A T’hora d’identficar w, pot haver errors si s’assigna w a una poblacié a la que

no pertany. La probabilitat de classificaci6 erronia (pce) és:
pce = P(Rl/Ql)P(Ql) + P(RQ/QQ)P(QQ)

La Figura 1 mostra un exemple hipotetic on es consideren les variables X7 i X5
que es mesuren en un conjunt de 13 individus. Es tracta de trobar la recta que

millor separi en dues regions els 13 individus analitzats.

Xy

Xz

Figura 1: Nuvol de punts resultants on es veu la separacié en dues regions.



3.1 Classificacié en dues poblacions

3.1.1 Discriminador lineal

Siguin 1, po els vectors de mitjanes de les variables en 2y, {29, respectivament, i
es suposa que la matriu de covariancies X és comuna. Les distancies de Mahalanobis

de les observacions x = (1, ..., z,)" d’un individu w a les poblacions sén
2 _ 1 .
M (X7 Iul)_(x_lul)z (X_,ui)vz_LQ'
Un primer criteri de classificacio consisteix a assignar w a la poblacié més proxima:

{ Si M2(x, p1) < M?(x, po) s’assigna w a (3.1)

En cas contrari s’assigna w a {2y

Expressant aquesta regla com una funcié discriminant, es té:

MP?(x, ) = MP(x, pig) = X8 7% + o7 gy — 2x'57 g —
— X/E_lx — /“E_lul + 2X/Z_1/L1 =
= (2 — p1)'S7 (p2 — p1) + 2xX'S 7 (pa — pia)

Es defineix la funcié discriminant com

L) =[x = gt + 2) 7 — o) (3.2)
Aleshores, M?(x, p) — M?(x, p1) = 2L(x) — L((ptq — p12)/2) i el criteri (3.1) és

{ Si L(x) >0 s’assigna w a ()

En cas contrari s’assigna w a ()

La funci6 (3.2) és el discriminador lineal de Fisher (basat en l'article de Fisher,

1936: The use of multiple measuraments in taxonomic problems).

A la Figura 2 es mostra la idea de Fisher. Hi han dues classes que estan ben
separades a l’espai original (z1, z3) pero hi ha un solapament quan es projecta sobre
la linea unint les seves mitjanes. La idea proposada per Fisher és maximitzar una
funcié que donara una llarga separacio entre les mitjanes de les classes projectades
a la vegada que es dona una petita variancia dins de cada classe, minimitzant aixi

el solapament de classes.



Figura 2: El dibuix de ’esquerra mostra les dades de dos classes, representades en
blau i verd, amb la projeccié sobre la recta que uneix les mitjanes de les classes.
S’observa que hi ha un solapament de classes a ’espai projectat. El dibuix de la
dreta mostra la projeccié corresponent basada en el discriminant lineal de Fisher

on es veu la millora de la separacio de classes.

3.1.2 Regla de la maxima versemblanca

Es suposa que f1(x), f2(x) son les densitats de x en €y, s, respectivament. Un
criteri de classificacio consisteix a assignar w a la poblacié on la versemblanca de

les observacions x sigui més gran:

{ Si fi(x) > fa(x) s’assigna w a

En cas contrari s’assigna w a )

La funcié discriminant és V' (x) = log fi1(x) — log fa(x).

3.1.3 Regla de Bayes

Hi ha casos en que es coneixen les probabilitats a prior: de que w pertanyi a cada
una de les poblacions, és a dir, ¢ = P(£21), g2 = P(€22), ¢1 + ¢2 = 1. Una vegada
que es disposa de les observacions x = (1, ..., ), les probabilitats a posteriori de

que w pertanyi a les poblacions (teorema de Bayes) sén:

%’fz‘(X) i—1.9

PO = Mt ehty T

10



La regla de classificacié de Bayes és

{ Si P(]x) > P(Qy]x) s’assigna w a

En cas contrari s’assigna w a {2y

El discriminador de Bayes és B(x) = log fi(x) — log fa(x) + log (¢1/g2). Quan

@1 = ¢ = 1/2, llavors B(x) = V/(x) i aquest discriminador és optim.

Teorema 3.1.3.1. La regla de Bayes minimitza la probabilitat de classificacié

erronia.

Demostracio. Es suposa que es té una altre regla que classifica a €2; si x € R}, i a
2y si x € R, on R} i R} sén regions complementaries de I'espai mostral. S’indica

que dx = dz, ..., dx,, llavors la probabilitat de classificacié erronia és:

pee* =q | fix)dx+q [ fa(x)dx =
e R’y
=/ (@1(x) = @fa(x)dx+ (| fx)d+ [ fax)dx) =
1 Ry 13
:/ (q1f1(x) — g2 fa(x))dx + g2
1
Sigui z = q1 f1(x) — g2 f2(x), es té que I"iltima integral és minima si R} inclou totes

les x tals que z < 0 i exclou totes les x tals que z > 0, és a dir, pce* és minima si

R; = RQ, on R2 = {X‘B(X) < 0} Ol

3.2 Classificaciéo en poblacions normals

Es suposa ara que les poblacions sén normals, és a dir, que la distribucié de

X, ., Xpen Qp és Ny(pq, 1) 1en Qy és Ny(u2, Xo) 1, per tant, que
_ 1 _
fi() = @m) PRS2 exp{ =g (e — )27 (x — i)}

3.2.1 Discriminador lineal

Si es suposa que fr; # g, 21 = X = 2, es té que

V(x) = —g 0 — i) — ) 5 (x — )57 x — o) = L)

11



i, per tant, els discriminadors maxima versemblanca i lineal coincideixen.

Sigui « la distancia de Mahalanobis entre les dues poblacions

a= (1 — p2) T (o1 — pe)

Es considera que U = (x — 1) Y7 (g — pa). Si x prové de N,(p1,), lavors
B(U7) = 0, var(U) = Bl — o)~ (x — ) (x — i)' S"(jin — )] = v, per ser
Bl(x — )(x — m)] =%

1
D’altra banda, de x —3 (pu1 +p2) = X —p1 43 (11 — p12), es veu que L(x) = U+ 50
Aleshores, E(L(x)) = a/2, var(L(x)) = a.

De X —py = X —pg + g — pi1, s té que U = (x — p2)'27H(x — po) + . Llavors,
si x prové de Np(2, ), es veu que E(U) = —a, var(U) = o. Alser L(x) = U+ 5%
es dedueix que F(L(x)) — a/2, var(L(x)) = a.

Amb aixo s’ha trobat la distribucié de la funcié discriminant L(x):

L(x) és N(+3a, ) si x prové de N,(p1, )
L(x) és N(—3a, ) six prové de N,(us, %)

3.2.2 Regla de Bayes

Es suposa que p; # o, X1 = Yo = X, 1 que ja es coneixen les probabilitats
¢ = P(1), ¢ = P(s), ¢1 + g2 = 1, aleshores la funcié discriminant de Bayes és
el discriminador lineal més la constant log(q1/gz), és a dir, la funcié és la segiient
B(x) = L(x)+log(q1/q2)-

3.2.3 Probabilitat de classificacié erronia

La probabilitat d’assignar x a s quan prové de N, (1, X) és
P(L(x) < 0[) = P((L(x) — 30)/ Vo) = ®(—3v/a)

on $(z) és la funcié de distribucié N(0,1). La probabilitat de classificacié erronia

6s pce = 1 P(L(x) < 0|Q1) + 2 P(L(x) > 0|%) = ®(—3/a).

12



3.2.4 Discriminador quadratic

(Mardia et al, 1979). Es suposa que p; # fio, 31 # 3o. Aleshores, el criteri de

maxima versemblanga proporciona el discriminador quadratic Q(x):

1
Q) =5X' (5" = B )x (T i — 2y o)+
1, 1, 1 1
+ 5#’222 Yig — 5#'121 Y + §log|22| - §1Og|21|

3.2.5 Classificacié quan els parametres son estimats

A Thora de fer un cas practic es tindra que gy, o, 21, 2o seran desconeguts
i s’Thauran d’estimar a partir de mostres de mides ny, ny de les poblacions. Aixo
es fa substituint 1, ps pels vectors de mitjanes Ty, To i 21, 29 per les matrius de
covariancies Sy, So. Si s’agafa ’estimador lineal, llavors I'estimacié de ¥ sera S =

= (n151 + n2S2)/(n1 + n9) i la versié mostral del discriminador lineal quedara aixi
L(x) = [x—1@ +7)/S ™7 — T»)
La distribucié asimptotica de Z(x) és normal, on a = (T; — T2)'S™H(T) — Ta):

E(X) és N(+3a, a) si x prové de Np(p,X)
L(x) és N(—3a, a) si x prové de Npy(ug2, 2)

3.3 Exemple amb dues poblacions

(Penia 2002, pp. 401-402). Es desitja classificar un retrat entre dos possibles
pintors. Per fer aixo, es mesuren dues variables: la profunditat del trag i la proporcio
que ocupa el retrat sobre la superficie del llen¢. Les mitjanes d’aquestes variables
pel primer pintor, A, sén 2 i 0.8, i pel segon pintor, B, 2.3 1 0.7. Les desviacions
tipiques d’aquestes variables en tots dos pintors sén 0.5 i1 0.1, i la correlacié entre
aquestes mesures és 0.5. L’obra a classificar té mesures d’aquestes variables 2.1 i
0.75. Calcular les probabilitats d’error.

Solucié:

Sigui x = (2.1,0.75) les observacions de les variables, s = (2,0.8) el vector de
mitjanes de les variables respecte del pintor A, ug = (2.3,0.7) el vector de mitjanes
de les variables respecte del pintor B i la matriu de covariancies calculada com el

producte de la correlacié per les desviacions tipiques és la segiient:

13



(025 0.025
0.025 0.01

Les distancies de Mahalanobis sén:

2.1-2.3,0.75 - 0.7)27 (2.1 — 2.3,0.75 — 0.7) =
0.2,0.05)'Y71(—0.2,0.05) = 0.8133

ME(x, pa) =(x — pa) 57 x — pa) =
=(2.1-2,0.75—0.8)271(2.1 — 2,0.75 — 0.8) =
=(0.1,—0.05)271(0.1, —=0.05) = 0.52
M3 (x, up) =(x — pp)' S~ (x — pp) =
=(
=(—

Si s’aplica el criteri de classificacié es té que:
M3(x, ua) = 0.52 < 0.8133 = M3(x, up) = s’assigna l'obra al primer pintor, A.

Ara, es calcula la probabilitat de classificacié erronia. La distancia de Mahalanobis,

a, entre les dues poblacions és:

(fa — pB)'E" I(MA — pB) =
(2-23,0.8—-0.7)%71(2-23,08—-0.7) =
(—0.3,0.1)%71(—0.3,0.1) = 2.6133

Llavors, resulta que la pce és:

pee = B(—1/@) = B(—11/2.6133) = B(—0.808) = 0.1894

2

De manera que la classificacié mitjancant aquestes variables no és molt precisa, ja

que es pot tenir un 18.94 % de probabilitat d’error.

Per tltim, es calcula la probabilitat a posteriori de que el quadre pertanyi al

pintor A suposant que, a priori, els dos pintors séon igualment probables.

_ PAWAE ! =
P(Alx) - PAA) + P(B)f3(x) 14 S Bexp{—L(M} — M3)}
1

14l P Blexp{—1(0.8133 —0.52)}  1.863

= 0.5376

Aquesta probabilitat indica que al classificar 'obra com pertanyent al pintor A
existeix molta incertesa en la decisio, ja que les probabilitats de que pertanyi a
cada pintor sén semblants (0.5376 i 0.4624).
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3.4 Discriminacié en el cas de k poblacions

En aquest cas es suposara que I'individu w pot provenir de k poblacions €24, ..., 0,
on k > 3. Es vol establir una regla que permeti assignar w a una de les k£ poblacions
a partir de les observacions x = (1, ..., z,)" de p variables.

3.4.1 Discriminadors lineals

Sigui p; la mitjana de les variables en €); i es suposa que la matriu de covariancies

3 és comuna. Considerant les distancies de Mahalanobis de w a les poblacions
M2(x, ) = (x — i)' S x — ), i=1,...,k
un criteri de classificacié consisteix en assignar w a la poblacié més proxima:
Si M?(x, j1;) = min{ M?(x, j11), ..., M*(x, px) }, s’assigna w a € (3.3)
Introduint les funcions discriminants lineals (Figura 3)
Lij(x) = (i — p13)' 57" x—5 (s — 1) 57 (i + p15)
resulta que (3.3) equival a:

Si Lij(x) > 0, Vj # 4, s’assigna w a €.

Figura 3: Discriminacié entre més de dues poblacions normals.
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3.4.2 Regla de la maxima versemblancga

Sigui f;(x) la funcié de x en la poblaci6 €);, la regla de classificacié s’obté

assignant w a la poblacié on la versemblanca és més gran:
Si fi(x) = max{ fi(x), ..., fe(x)}, s’assigna w a §;

I les funcions discriminants V;;(x) = log fi(x) — log f;(x).

En el cas de normalitat multivariant i matriu de covariancies comuna, es verifica
que V;j(x) = L;;j(x), és a dir, els discriminants versemblants coincideixen amb els
lineals. Pero si les matrius de covariancies son diferents X1, ..., Xk, aleshores aquest

criteri resultara als discriminants quadratics

1 - - —_ —
Qij(x) :ixl(zj P+ X (5 — 35 e+
1 -1 1 -1 1 1
+ 5#;2]- My — 5,%21- i + 510g|2j| — 510g|2i|

3.4.3 Regla de Bayes

Sigui f;(x) la funcié de densitat i es suposa que es coneixen les probabilitats a
priori g = P(), ...,qr = P(). Aleshores, la regla de Bayes que assigna w a la

poblacié tal que la probabilitat a posteriori és maxima és la segiient:
Si ¢ fi(x) = max{q f1(X), ..., @rfx(X) }, s’assigna w a €
que esta associada a les funcions discriminants
Bij(x) = log fi(x) — log f;(x) + log (¢i/q;)

Sigui P(jli) la probabilitat d’assignar w a €2; quan en realitat és de €Q;, llavors,

la probabilitat de classificacié erronia és
k k
pee =Y g <Z P(J’IZ’))
i=1 i
3.5 Exemple amb tres poblacions

(Pena 2002, pp. 404-406). Una maquina que admet monedes realitza tres me-

sures de cada moneda per determinar el seu valor: pes (x;), gruix (x9) i la densitat
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d’estries en el seu cant (x3). Els instruments de mesurament d’aquestes variables no
son molt precises i s’ha comprovat en una amplia experimentacié amb tres tipus de
monedes utilitzades, My, Ms, M3, on les mesures s’atribueixen normalment, amb

mitjanes per cada tipus de moneda donades per:

1 = (20,8,8)
1y = (19.5,7.8,10)'
1z = (20.5,8.3,5)’

i matriu de covariancies:

4 08 =5
V=108 025 —0.9
-5 =09 9

El que planteja el problema és indicar com es classificaria una moneda amb
mesures (22,8.5,7) i analitzar la regla de classificacié. Calcular les probabilitats
d’error.

Solucio:

Observant les dades, la moneda a classificar esta més proxima a Mz en les dues
primeres coordenades, perd més proxima a Mj per x3, la densitat d’estries. La

variable indicador per classificar entre M; i M; és:
21 = (1 — p3)'Vix = 1.77z; — 3.3125 + 0.9823

la mitjana d’aquesta variable per la primera moneda, My, és 1.77 x 20 — 3.31 X 8 +
0.98 x 8 = 16.71 i per la tercera, M3, 1.77 x 20.5 — 3.31 x 8.3+ 0.98 x 5 = 13.65. El
punt de tall és la mitjana d’aquestes dues quantitats, 15.17. Com per la moneda a

classificar es té:
1.77x22—-331 x85+098 x 7=17.61

es classificara com M;. Aquest analisi és equivalent a calcular les distancies de
Mahalanobis a cada poblacié que resulten ser M7 = 1.84, M2 = 2.01 i M2 = 6.69.
Per tant, es classifica primer en M;, després en Mo, i per tltim, com Mj3. La regla

per classificar entre la primera i la segona és

2 = (1 — po)'Vx = —0.937; + 1.74z5 — 0.5673
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de les dues regles per obtenir 27 i 25 es dedueix la regla per classificar entre la segona

i la tercera, ja que
2= (po — ) VIx = (= p3)' V7Ix = (i — o) VT ix = 21 — 29

S’analitzen les regles de classificacié obtingudes. S’expressa la regla inicial per
classificar M, i M; per les variables estandaritzades, i aixi s’evita el problema de
les unitats. S’anomena ; a les variables dividides per les seves desviacions tipiques

Ty =121/2, Ty = x9/2 1 T3 = x3/2, 1 la regla en variables estandaritzades és:
Z1 = 3.5421 — 1.65T5 + 2.9473

que indica que les variables amb més pes per decidir la classificacié sén la primera
i la tercera, que son les que tenen majors coeficients. Es veu que amb variables

estandaritzades, la matriu de covariancies és la de correlacio

1 0.8 —0.83
R = 0.8 1 —0.6
—0.83 —0.6 1

L’origen d’aquestes correlacions entre els errors de mesura és que si la moneda
adquireix bruticia i augmenta lleugerament el seu pes, també augmenta el seu gruix
i fa més dificil determinar la seva densitat d’estries. Per tant, hi ha correlacions
positives entre pes i gruix, si augmenta el pes augmenta el gruix, pero negatives amb
les estries. La moneda que es vol classificar té bastant pes i gruix, i aixo indicaria
que pertany a la classe 3, pero llavors la densitat d’estries hauria de mesurar-se com
baixa, ja que hi ha correlacions negatives entre les dues mesures i, pero, es mesura
relativament alta en la moneda. Les tres mesures sén coherents amb una moneda

bruta del tipus 1, i per tant es classifica amb facilitat en aquest grup.

Ara, es calcula la probabilitat a posteriori de que I'observacié sigui de la classe
M;. Suposant que les probabilitats a priori sén iguals, aquesta probabilitat sera:

B exp(—M7/2) _
PO = M2 + exp(—M3/2) + exp(—M3/2)
B exp(—1.84/2)
exp(—1.84/2) 4 exp(—2.01/2) 4 exp(—6.69/2)
)

i, analogament, P(2|xq) = 0.46 i P(3|x¢) = 0.04.

= 0.50

Es pot calcular les probabilitats d’error de classificar una moneda de qualsevol
tipus en una altre classe. Per exemple, la probabilitat de classificar una moneda

M; amb aquesta regla com tipus M; és:
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15.17 - 13.64

P(z > 15.73|N(13.64,V/3.07)) = P (y >

) — P(y > 0.87) = 0.192

com es veu, aquesta probabilitat és bastant alta. Si es vol reduir, s’ha d’augmentar
la distancia de Mahalanobis entre les mesures dels grups, i aixo suposa “augmentar”
la matriu V=1 o “reduir” V. Per exemple, si es redueix a la meitat I’error en la mesura
de les estries introduint mesuradors més precisos, i es manté les correlacions amb

les altres mesures, s’obté la matriu de covariancies segilient:

4 08 =25
Vo=108 025 —-045
-1 =02 225

Aleshores, ara la regla de classificacio entre la primera i la tercera és:
21 = (1 — ps)'V'x = 344w, — 4.57x + 4.2413

i la distancia de Mahalanobis entre les poblacions 1 i 3 (monedes M; i M;) han
canviat de 3.01 a 12.38, la qual cosa implica que la probabilitat d’error entre aquestes
dues poblacions ha disminuit a ®(—11/12.38) = ®(—1.76) = 0.04 i s’observa que la
probabilitat d’error ha disminuit considerablament. Es calculara aixi la precisio en

les mesures necessaria per aconseguir unes probabilitats d’error determinades.
Comentari respecte el capitol:

El métode per minims quadrats ordinaris és un altre model classic de 'analisi
discriminant, encara que a efectes de comparacio, és un métode sense interés ja
que hi ha métodes més interessants i millors a 1’hora de fer una classificacié. Com
es veura més endavant, aquest métode s’utilitza al capitol d’exemples d’aplicacions

amb R i es compara amb els altres discriminadors quan es fa la classificacio.
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4 Analisi canonica de poblacions

L’analisi canonica de poblacions és una tecnica que s’aplica si es tenen diverses
matrius de dades, com a resultat d’observar les variables en diverses poblacions, i

el que es vol és representar les poblacions.

Es suposa que de 'observacié de p variables quantitatives X, ..., X,, en g pobla-
cions s’obtenen g matrius de dades X = (Xj,...,X,)’, on X; és la matriu n; x p
=/

de la poblaci6 7. Siguin X, ...,X; els vectors fila de les mitjanes de cada poblacié.

X és d’ordre n x p, on n = Y 7 n;. La matriu g x p amb les mitjanes de les g

poblacions és X = (X} =X/, ...,X; —X')". Les dues formes de quantificar matricialment

la dispersid entre les poblacions sén:

e La matriu de dispersié no ponderada entre grups:
A=XX=) ®-%)E-%
i=1

e La matriu de dispersié ponderada entre grups:

La matriu A és proporcional a una matriu de covariancies prenent com a dades
només les mitjanes de les poblacions. Aleshores, aquesta matriu sera la matriu de
covariancies entre les poblacions. La matriu B participa, juntament amb W que

és la matriu de dispersi6 dins de grups, en el test de comparacié de mitjanes de g

1 g
Z n;S; que sera la matriu de
n—g*

=1

poblacions. D’altra banda, es té la matriu S =
covariancies dins de les poblacions.

Continuem definint les variables canoniques. Siguin V = [vy,...,v,] els vectors
propis d’A respecte de S amb valors propis A; > ... > \,, és a dir, Av; = \;S;v;,
normalitzats segons v,S;v; = 1.

Els vectors vy, ...,v, sén els vectors canonics i les variables canoniques sén les vari-

ables compostes Y; =Xv;.

Sivi = (Vi) 1 X = [Xy,..., Xp], la variable canonica Y; és la variable

composta

Y; = XVZ‘ = Ulin + ...+ UpiXp
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que té S-variancia 1 i A-variancia \;, és a dir:

vary(Y;) = viAv; = N, varg(Y;) = viS;v; =1

4.1 Distancia de Mahalanobis i1 transformacidé canonica

En aquest apartat es definira la distancia entre dues poblacions quan hi ha
més de dues poblacions. Es consideren mostres multivariants de g poblacions amb
vectors de mitjanes X, ...,X, i matriu de covariancies comuna S. La distancia al

quadrat de Mahalanobis entre les poblacions i, j és
M2(i,j) = (% — %87 — X))

Si X és la matriu centrada amb els vector de mitjanes i V = [vq,...,v,] és la
matriu amb els vectors canonics, la transformacié canonica és Y = XV, que és una

matriu d’ordre g X p que conté les coordenades canoniques de les g poblacions.

Teorema 4.1.1. La distancia de Mahalanobis entre cada par de poblacions 1,
coincideix amb la distancia euclidea entre les files 4, j de la matriu de coordenades

canoniques Y. Si y; = X;V aleshores

d3(i,5) = (v, — ;) (vi —v;) = (% — %;)S7' (% — %)

Pel que fa a la representacié mitjancant les coordenades canoniques Y amb la
metrica euclidiana, es realitza al llarg d’eixos ortogonals. Si, a més, es prenen les m
primeres coordenades canoniques, la representacié és totalment factible i és optima

en dimensié reduida, en el sentit que maximitza la variabilitat geometrica.

Teorema 4.1.2. La variabilitat geometrica de les distancies de Mahalanobis entre

les poblacions és proporcional a la suma dels valors propis:
)= 3 a7 =230
i,j=1

SiY = XV, on V és la matriu de la transformacié canonica d’ordre p x m en

dimensio m i

03 (m) = (vi — ¥;)( = (yin — i)’

h=1
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és la distancia euclidea al quadrat entre dos files de Y, la variabilitat geometrica en

dimensié m < p és

1 &, 1<
Vs(X)m = 25 Z:l@j(m) = Ezl)‘z
1,]= 1=

i aquesta quantitat és maxima entre totes les transformacions lineals possibles en

dimensio m.

4.2 Aspectes inferencials

Ara es suposara que les matrius de dades Xj, ..., X, provenen de g poblacions
normals N, (pt1, 1), ..., Np(fg, Xg)-

e Comparacio de mitjanes. Es construeix el test segiient per decidir si es

pot acceptar la hipotesi d’igualtat de mitjanes

HO:/’“:M?:'-':,Ug
Siguin

9

B = Z ni(% — %) (X% — %) (dispersi6 entre grups)
i=1

g ng

W= Z Z(Xia — %) (Xia — %)’ (dispersi6 dins de grups)
i=1 a=1
g9 g

T= Z Z(Xia — X)(Xia —X)' (dispersi6 total)
=1 a=1

el test es decideix calculant V'estadistic A = |[W|/|B + W| amb distribuci6
lambda de Wilks, és a dir, A(p,n —g,9 — 1).
Si s’accepta Hy, les mitjanes de les poblacions son teoricament iguals i ’analisi

canonic no tindria sentit. Per tant, és convenient rebutjar H.

e Comparacié de covariancies. El test
H(/)ZEl:EQ:...:Zg
es resol mitjancant el test de la rad de versemblanca
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N S |™1/2 x .. x [Sy|me/?
R = S|/

on S; és la matriu de covariancies de les dades de la poblacié i, estimacié
maxim versemblant de 3; i S = (151 + ... + n,S,)/n = W/n és l'estima-
cié6 maxim versemblant de 3, matriu de covariancies comuna sota H|. Es

rebutjara H| si I'estadistic
—2logAr ~ X;

és significatiu, on ¢ = gp(p+1)/2 —p(p+1)/2 = (g — V)p(p + 1)/2 sén els
graus de llibertat de la khi-quadrat. Si es rebutja H{), resulta que no es disposa
d’uns eixos comuns per representar totes les poblacions i ’analisi canonic és
teoricament incorrecte. Aleshores, és convenient acceptar H|. Aquest test

s’anomena test de Bartlett.
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5 Discriminador de Fisher per k£ > 2 poblacions

En aquest capitol, es considerara K > 2 poblacions. Es suposa que la dimensio
D de T'entrada és major que el nombre K de les classes. Sigui D' > 1 i que els
elements lineals y; = ajx, on i = 1,..., D’. Aquests valors es poden agrupar junts
formant el vector y. De la mateixa manera, els vectors de ponderacié {a;} poden

ser considerats com les columnes d’una matriu A, de manera que y = = A'x.

Es considera una mostra amb n; casos en cada grup, i la mida total de la mostra

K
ésn = E n;. Es denotara per x;; I'observacié i-esima en el grup j-esim. Aleshores,
i=1
definim:
K n; K n;
_ 1 - 1 _ I B
X == E Xij = — niXi, Xi:_g Xij
i=1 j=1 i=1 7=1

i la matriu total de covariancies és

T=>)" Z(Xij — X)(xij — X)’

i=1 j=1

La matriu total de covariancies es pot descomposar en la suma de la matriu de

covariancies dins de grups i de la matriu de covariancies entre grups, B, és a dir:
T=W+B

Aleshores, resulta que:

B=D m(% %)% %/

Per tant, el criteri pot ser escrit com una funcioé explicita de la matriu de projeccid

A de la forma:
J(a) = Tr{(A'BA)"1(A'WA)}
és a dir, el procediment de Fisher determina el vector a que maximitza el quocient
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SRR
Zin [a/ D it (¢ = ii)i| a'BBa

Derivant aquesta expressio respecte a a s’obté
(B=—AW)a=0
Donat que W té inversa, la igualtat anterior és equivalent a
(W'B - Md)a=0

Aquesta igualtat té solucié per valors A i vectors a que sén respectivament valors i

vectors propis de la matriu W™'B.

La matriu B té rang com a maxim o igual a (K — 1) i, per tant, hi ha (K — 1)
valors propis no nuls. Aixo demostra que la projeccié sobre el subespai dimensional

(K — 1) travessat pels vectors propis de B no altera el valor de J(a).

Per 1ultim, s’observa que hi ha una relacié entre la solucié anterior i els resultats
obtinguts al capitol 4. Es a dir, ’analisi canonica de poblacions i el discriminador
de Fisher sén el mateix. Sén métodes per determinar aquell vector unitari v que
separa millor els grups que formen el vectors x;, és a dir, es tracta de trobar aquella

direccio al llarg de la qual els grups quedin més separats.
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6 Discriminacio logistica

6.1 Analisi discriminant logistic

(McCullagh i Nelder, 1989). El model de regressié logistica permet estimar la

probabilitat d’un succés que depen dels valors de certes covariables.

Es suposa que un succés d’interés A pot presentar-se o no en cada un dels indi-

vidus d'una certa poblacid. Considerem una variable binaria y que pren els valors:
y=1si A es presenta, y = 0 si A no es presenta

Si la probabilitat d’A no depen d’altres variables, indicant P(A) = p, la versem-

blanca d’una tnica observacié y és
L= py(l - p)l—y’

doncs, L=psiy=1,L=1—psiy=0.

6.1.1 Model de regresié logistica

Es suposa ara que la probabilitat p depen dels valors de certes variables X7, ..., X,,.
Es a dir, si x = (z1,...,x,) s6n les observacions d'un cert individu w sobre les va-
riables, llavors la probabilitat per esdevenir A donat x és p(y = 1| x) = p(x). La

probabilitat contraria de que no succeeixi A donat x sera p(y = 0] x) = 1 — p(x).

Es suposa un model lineal per la transformacié logistica de la probablitat

p(x) :
In|———| =060+ bix1+ ... + Bpx, = Po + BX 6.1
|:1 —p<X>] 50 /Bl 1 Bp D /80 6 ( )
on 3 = (f, ..., Bp) sén els parametres de regressié. El model (6.1) equival a suposar
les seglients probabilitats per A i el seu contrari, ambdues en funcié de x
Bo+B'x 1
e
P = g 1PN = G
Suposant que y és una variable resposta quantitativa i que e és un error amb

mitjana 0 i variancia o2, el model de regressié lineal és y = By + 121+ ... + Bz, +e.

Si es considera que els parametres son coneguts o estimats i sigui w un individu,
la regla de discriminacié logisitica només decideix que w posseeix la caracteristica

A sip(x) > 0.5, y no la posseeix si p(x) < 0.5.
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S’introdueix la funcid discriminant

L) = |20

1 —p(x)

llavors, la regla de decisio logistica queda aixi
Si Ly(x) > 0, aleshores y = 1; si Ly(x) < 0, llavors y = 0.

A la Figura 4 tenim un possible exemple corresponent al model de regressié logistica.

Figura 4: El dibuix de I'esquerra mostra les dades de dos classes (blau i verd)
juntament amb la frontera de decisié trobada per minims quadrats (recta taronja) i
també pel model de regressio logistica (recta vermella). El dibuix de la dreta mostra
els resultats corresponents obtinguts a ’afegir punts de dades addicionals a la part
inferior dreta del diagrama, on es veu que els minims quadrats és molt sensible als

valors atipics, a diferencia de la regressio logistica.

6.1.2 Distribucié asimptotica i test de Wald

S’indica per B = (50, B\l, . B\p)’ Iestimacié dels parametres. Aplicant la teoria
asimptotica dels estimadors maxim versemblants, la matriu d’informacié de Fisher
és Iz = X'VX, sent

0 o p(xn) (1 = p(xn))
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La distribucié asimptotica de B és normal multivariant N, (5, Igl). En particular,
la distribuci6 asimptotica del parametre 3; és normal N (6, V&Y(B\i)), on Var(@) és

el corresponent element diagonal de la matriu inversa Igl

El test de Wald per la significacié de §;, utilitza I'estadistic
z = fB;/1/var(B;)

amb distribucié asimptotica N(0,1), o bé z? amb distribucié khi-quadrat amb un

grau de llibertat.

Si es desitja estudiar la significacié de tots els parametres de regressio, el test de
Wald calcula w = B’ 153 , amb distribucié asimptotica khi-quadrat amb p + 1 graus
de llibertat sota la hipotesi nul-la § = 0.

6.1.3 Ajust del model

L’ajust del model en regressié logistica s’obté estimant els parametres per

maxima versemblanca L del model i utilitzant I'estadistic de desviacié:
D = —2 In L(model de regressio)

Es pot interpretar D de la segiient manera:

L(model de regressié)
L(model saturat)

D=-21In
on el model saturat és el que posseeix tants parametres com observacions:

L(model saturat) Hy (1—y) %=1

Es suposa ara que es vol estudiar la significacié d'una o diverses covariables. En
particular, la significacié d'un coeficient de regressié: Hy : 5; = 0. Utilitzant la

desviacido D es calculara

G = D(model sense les variables) — D(model amb les variables) =

— o L(model sense les variables)

L(model amb les variables)

Si es vol estudiar la significacié de k variables, llavors la distribucié asimptotica
de G és khi-quadrat amb k graus de llibertat.
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6.1.4 Corba ROC

(Curva ROC, 2015, Wikipedia). L’analisi ROC (Receiver Operating Characte-
ristic) és una metodologia desenvolupada per analitzar un sistema de decisié. Les
corbes ROC s’utilitzen, per exemple, en 'ambit sanitari per avaluar la qualitat
d’un procediment diagnostic. Aquest analisi treballa amb les corbes de sensibilitat
i d’especificitat. Es suposa que la poblacié consisteix en individus que posseixen un

tumor, que pot ser maligne (succés A), o benigne (contrari de A), aleshores:

e Es diu sensibilitat a la corba Se(t) = P(p(x) > tly =1),0 <t <1, queésla

proporcio d’individus als quals es detecta tumor maligne.

e Es diu especificitat a la corba Es(t) = P(p(x) < tly =0), 0 <t < 1, que és

la proporcié d’individus als quals es detecta tumor benigne.

La corba ROC resumeix les dues corbes de sensibilitat i especificitat variant
la probabilitat de tall. Es la corba que resulta de representar els punts (1 —
Es(t),Se(t)), 0 <t < 1, és a dir, 1-Especificitat a 'eix OX, i la sensibilitat a
I'eix OY. La corba ROC esta per sobre de la diagonal, i com més s’allunya de la

diagonal, millor és la discriminaci6. A la Figura 5 veiem una representacio de la

corba ROC.
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Figura 5: Corba ROC que representa les corbes 1-Especificitat i Sensibilitat. La

corba 2 indicaria que les dades tenen millor capacitat de discriminacié que la corba

1.

Quan la corba coincideixi amb la diagonal, resultara que:
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Se(t) = P(p(x) > tly=1) =1— Es(t) = P(p(x) > tly = 0)

Aleshores, no és possible distingir entre les dues poblacions. Es a dir, s’obtindria
que la funcié discriminant logistica L,(x) = In[p(x)/(1 — p(x))] té exactament la

mateixa distribucié tant si y = 1 com si y = 0.

L’area per sota de la corba ROC és sempre major o igual que 0.5. Un valor a
partir de 0.8 es considera com que la discriminacié és bona. Un valor a partir de

0.9 es consideraria com molt bé. La discriminacio seria perfecta si I'area val 1.

A continuacio, es tenen dos grafics que mostren les corbes ROC de dos tests
diagnostics hipotetics on cada punt de les corbes corresponen a un possible punt de
tall del test diagnostic corresponent, i ens informa de la seva respectiva Sensibilitat
(eix Y) i 1-Especificitat (eix X).
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6.2 Analisi discriminant basat en distancies

(Cuadras et al, 1997). Els metodes descrits anteriorment funcionen bé amb va-
riables quantitatives o quan es coneix la densitat. Pero, moltes vegades les variables
son binaries, categoriques o mixtes. Suposant que sempre és possible definir una
distancia entre observacions, és possible donar una versié de I'analisi discriminant

utilitzant només distancies.

6.2.1 La funci6é de proximitat

Sigui €2 una poblacié, X un vector aleatori amb valors en F' C RP i densitat

f(x1,...,xp), 0 una funcié de distancia entre les observacions de X. Llavors, es
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defineix la variabilitat geométrica com:

Vi) = 5 [ 8200 £ 5) dody

que és el valor esperat de les distancies al quadrat entre observacions independents
de X.

Sigui w un individu de Q i x = (21, ...,2,)" les observacions de X sobre w. La

funcié de proximitat de w a {2 en relacié amb X és:

60 = B[P X)] -0 = [ Frfod-vix)  (©62)
F
Teorema 6.2.1.1. Es suposa que existeix una representacié de (F,d) en un espai L
(Euclidia o de Hilbert) (F,6) — L, amb un producte escalar < .,. > i una norma
|1z]|* =< z,2 >, tal que 0*(x,y) = [[(x) —(y)[|*, on ¥(x), ¢ (y) € L sén les imatges

de x, y. Es verifica:
- Vs(X) = E(Jv(X)I1?) = IE@ X))
- 03(x) = [lv(x) — E((X)|1?

A partir d’aquest teorema, es pot afirmar que la variabilitat geometrica és una
variancia generalitzada, i que la funcié de proximitat mesura la distancia d’un in-

dividu a la poblacié.

6.2.2 La regla discriminant DB

Siguin €2y, dues poblacions, § una funcié distancia que és formalment la
mateixa en cada poblacid, pero pot tenir diferents versions d;,ds, quan estem en
1, €y, respectivament. Si les poblacions sén normals N,(p;, X;), ¢ = 1,2, i es

consideren les distancies de Mahalanobis

07 (xy) = (x—y)E (x—y), i =12
I'inic que canvia és la matriu X. S’observa que ¢ depen del vector aletori X, que
tindra diferent distribucié en €2 1 €2.

Mitjancant (6.2), es trobaran les funcions de proximitat ¢?, ¢3, corresponents a

4, Q. Sigui w un individu que es vol classificar, amb valors x = X(w).
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La regla de classificacié basada en distancies (DB, distance-based) és:

{ Si ¢%(x) < ¢3(x) assignem w a €

En cas contrari  assignem w a 2

A partir del teorema 6.2.1.1, es compleix

97 (x) = [[¥(x) — Eo,(v(X))[|?, i = 1,2

i, per tant, la regla DB assigna w a la poblacié més proxima.

6.2.3 La regla DB comparada amb altres

Els discriminadors lineal i quadratic sén casos particulars de la regla DB.

1. Siles poblacions sén N, (p1, 21), Np(pa, 32) i 6% és la distancia de Mahalanobis
entre observacions §2(x,y) = (x — y)’S7!(x — y), aleshores les funcions de

proximitat sén ¢?(x) = (x — p;)’2 "1 (x — ;) 1 el discriminador lineal és

L(x) = 5 [63(x) — 63()]

2. Si les poblacions s6n N, (p1, 1), Ny(p2, Xo) 1 67 és la distancia de Mahalanobis

més una constant

07(x,y) = (x —y)'E; (x —y) +log[Til /2, x#y
07 (x,y) =0, x=y

aleshores el discriminador quadratic és

Q) = 5 [#5(x) — #1(x)]

1
2
3. Sid és la distancia ordinaria entre observacions, la regla DB equival a utilitzar

el discriminador euclidia

E(x) = [x = §(pm — p2)] (111 — p12)
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6.2.4 La regla DB en el cas de mostres

En el cas practic no es disposa de les densitats fi(x), f2(x), siné de dos mostres
de mides ny,ny de les variables X = (X7, ..., X,) en les poblacions €2y, . Sigui
Ay = (9;;(1)) la matriu nqy xny de distancies entre les mostres de la primera poblacid,
i Ay = (0;;(2)) la matriu ny Xny de distancies entre les mostres de la segona poblacié.

S’indiquen les representacions euclidianes de les mostres com:

X1,X2,...,X,, mostra de €
Y1,Y2) - Yn, mostra de €y

és a dir, 51’]’(1) = 5E(Xi7Xj)75ij(2) = 6E<Yi7Yj)'

Les estimacions de les variables geometriques son:

~ 1 & ~ 1 &
h=gm D0, h=gay B
i,j=1 hj=1

Sigui w un individu, 6;(1), i = 1,...,nq, les distancies als n; individus de € i
0i(2), 1 =1, ..., ng, les distancies als ny individus de 2. Si x s6n les coordenades de
w quan es suposa que és de €21, i analogament y, les estimacions de les funcions de

proximitat sén
~ 1 & ~ ~ 1 &2 ~
¢%(X):n—1253(1)—‘/1, ¢§(Y):n—225i2(2)—v2
i=1 i=1

La regla DB en el cas de mostres és

Si gg%(x) < (E%(y) s’assigna w a Oy
En cas contrari  s’assigna w a {2y
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7 Exemples d’aplicacions en R

En aquest apartat s’aplica la teoria explicada en els capitols anteriors a diferents
exemples amb dades reals. S’utilitza el programa R per implementar les funcions
necessaries a 1’hora de fer 'analisi discriminant, on el codi d’aquests es troba a
I’annex d’aquest treball. El capitol consta de tres exemples, a dos d’ells es fa la
classificacié en dues poblacions i en el tercer es té una discriminacié en el cas de

més de dues poblacions.

Per poder fer I’analisi i obtenir els resultats d’aquest, es necessita tenir un conjunt
comu d’entrenament i de test, per aquest motiu es divideixen les dades dels exemples

que es mostren a continuacio en dues parts:

e E160% de les dades totals s’assignen a I’entrenament dels models seleccionats,

on es reajusten els parametres necessaris.

e El 40% de les dades totals restants s’utilitzen per al testeig i validacié de la

capacitat de prediccié dels models.

Per mesurar la qualitat dels resultats de les classificacions s’utilitza la matriu de
confusié. Cada columna d’aquesta matriu representa el nombre de prediccions de
cada classe, mentre que cada fila representa cada categoria en la classe real. Amb

aixo es podra veure si el sistema esta confonent dues classes.

7.1 Classificacio en dues classes

7.1.1 Package ElemStatLearn: SAheart

Les dades SAheart que s’utilitzen en aquest apartat es troben al package Elem.S-
tatLearn del programa R. Es una mostra dels homes en una regié d’alt risc de malal-
ties cardiaques de Western Cape a Sud Africa. Les dades s’han pres d'un conjunt de

dades més gran' que conté 462 observacions on es mesuren les 10 variables segiients:

! Aquest conjunt de dades esta descrit a Rousseauw et al, 1983, South African Medical Journal.
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Variable Definicié de la variable

sbp Pressié arterial sistolica
tobacco  Tabac acumulat en Kg
1dl Colesterol de les lipoproteines de baixa densitat
adiposity  Adipositat (vector numeric)
famhist ~ Antecedents familiars de malalties del cor amb dos factors:
Absent i Present
typea Comportament tipus-A
obesity  Obesitat (vector numeric)
alcohol Consum actual d’alcohol
age Edat d’inici

chd Reaccié malaltia cardiaca coronaria

Taula 1: Variables corresponents a les dades SAheart.

Classificacio lineal per minims quadrats

Una vegada feta la divisié de les dades en dues parts (train i test) s’ajusta el

model lineal per minims quadrats amb les dades d’entrenament utilitzant la funcié

Im de R.

A partir dels resultats que es mostren a la Taula 2, s’observa que les variables
significatives? del model que millor expliquen que una persona tingui una malaltia
cardiaca o no (variable chd) sén el tabac acumulat de la persona (tobacco), la
preséncia de malalties al cor en familiars (famhist), el comportament del tipus A

(typea) i el factor d’obesitat (obesity).

El valor del coeficient de determinacié® R? és de 0.2405 que és més proper a 0 que
a 1, la qual cosa vol dir que aquest model no és gaire bd per explicar la presencia

de malalties cardiaques als homes d’aquesta regié.

2El p-valor d’aquestes variables és menor a 0.05.
3Mesura quina proporcié de la, variabilitat total de la variable independent chd es veu explicada

pel model.
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Variable Coeficient “No” | Coeficient “Si” | p-valor
constant 1.4718787 -0.4718787 4.32e-08
sbp -0.0014161 0.0014161 0.284909
tobacco -0.0232002 0.0232002 0.000145
1dl -0.0198592 0.0198592 0.155454
adiposity -0.0092048 0.0092048 0.141987
famhistPresent -0.1298728 0.1298728 0.018890
typea -0.0106754 0.0106754 8.50e-05
obesity 0.0231084 -0.0231084 0.016887
alcohol 0.0006646 -0.0006646 0.575449
age -0.0047264 0.0047264 0.060184
R? 0.2405 R? ajustat 0.215

Taula 2: Resultats del model obtinguts per minims quadrats.

S’analitza ara la matriu de confusié (Taula 3) resultant d’aquest model per me-
surar la qualitat dels resultats obtinguts. Com es pot veure el percentatge d’ob-
servacions ben classificades ha sigut d'un 67% = ((97 + 27)/184) - 100, i 'error de
classificacié és d’'un 33% = ((22 + 38)/184) - 100. El valor de l'error de classificacié

és baix, encara que amb altres discriminadors es pot baixar més aquest valor.

Prediccié
No | Si | Total
Reals
No 97 | 22| 119
Si 38 | 27 65
Total 135 149 | 184

Taula 3: Matriu de confusié.

Discriminador lineal de Fisher

El segiient discriminador que s’utilitza és el discriminador lineal de Fisher a
partir de la funcié lda del package MASS de R. Els coeficients que s’obtenen al

realitzar aquesta funcié es mostren a la Taula 4.
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Variable | Coeficient

sbp 0.009343471
tobacco | 0.071723532
1d1 0.194603181
adiposity | -0.016381495

famhist | 0.890616833

typea 0.033528875
obesity | -0.045344312
alcohol | -0.009916705

age 0.039003451

Taula 4: Coeficients del discriminador lineal de Fisher.

Per mesurar la qualitat dels resultats obtinguts s’analitza la matriu de confusié
resultant (Taula 5). El percentatge d’observacions ben classificades és 70% = ((98+
31)/184) - 100, i l'error de classificacié és d'un 30% = ((19+ 36)/184) - 100. El valor
de lerror de classificacié ha baixat comparat amb 1’obtingut per minims quadrats.
També, el percentatge d’observacions ben classificades ha augmentat, aleshores, es
pot dir que amb aquest model s’han classificat més observacions correctament, en

concret, 5 observacions més.

Prediccié
No | Si | Total
Reals
No 9 [ 19| 117
Si 36 |31 67
Total 134 | 50 | 184

Taula 5: Matriu de confusié.

Discriminador quadratic

Utilitzant el discriminador quadratic amb la funcié qda del package MASS de
R s’obté una nova matriu de confusié (Taula 6). El percentatge d’observacions

ben classificades és de 71% = ((100 + 30)/184) - 100, i lerror de classificaci6 és
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d'un 29% = ((19 + 35)/184) - 100. El valor de 'error de classificacié ha baixat
si es compara amb l’obtingut per minims quadrats i per Fisher. El percentatge
d’observacions ben classificades ha augmentat, aleshores, es pot dir que amb aquest
model s’han classificat més observacions correctament, en concret, 1 observacié més

que amb Fisher.

Prediccié
No | Si | Total
Reals
No 100 | 19| 119
Si 35 | 30 65
Total 135 |49 | 184

Taula 6: Matriu de confusié.

Regressio logistica

A continuacio, s’usa la regressié logistica amb les dades SAheart i resulten les es-
timacions de les variables amb els corresponents p-valors que mesuren la significacio
dels coeficients (Taula 7). S’observa que les variables que resulten significatives sén
el tabac acumulat (tobacco), el colesterol (ldl), la presencia de malalties cardiaques
en familiars (famhist), el comportament tipus A (typea) i 'edat d’inici (age). Ales-
hores, s’eliminen les restants variables que no sén rellevants i s’ajusta novament el

model per regressio logistica obtenint els resultats de la Taula 8.

Per tltim, s’analitza la matriu de classificacié (Taula 9) i es veu que el percen-
tatge d’observacions ben classificades és 71% = ((99 + 31)/184) - 100, i l'error de
classificacié és d’'un 29% = ((18 4 36)/184) - 100. El valor de l'error de classificacié
ha baixat si es compara amb l'obtingut pel discriminador lineal de Fisher. El per-
centatge d’observacions ben classificades ha augmentat, aleshores, es pot dir que
amb aquest model s’han classificat més observacions correctament, en concret, 1
observaciéo més que amb Fisher. Si es comparen els resultats amb el discriminador

quadratic, els percentatges resulten iguals.
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Variable Coeficient | p-valor
constant -6.635288 | 0.000104
sbp 0.009613 | 0.215686
tobacco 0.073551 | 0.017822
1d1 0.222067 | 0.009221
adiposity -0.013623 | 0.705192
famhistPresent | 0.959274 | 0.001528
typea 0.044715 | 0.008097
obesity -0.054487 | 0.317948
alcohol -0.011163 | 0.082221
age 0.051903 | 0.001283

Taula 7: Resultats de la regressié logistica.

Variable Coeficient | p-valor
constant -6.81967 7.3e-08
tobacco 0.06248 0.030528

1dl 0.18793 0.012834
famhistPresent 0.92510 0.001739
typea 0.04110 0.012401

age 0.05124 0.000167

Taula 8: Resultats de la regressié logistica amb les variables significatives.

Prediccié
No | Si | Total
Reals
No 99 |18 | 117
Si 36 |31 67
Total 135 149 | 184

Taula 9: Matriu de confusié.
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7.1.2 Package ElemStatLearn: Spam

Aqui s’utilitzen les dades spam que també es troben al package ElemStatLearn
de R. Es tracta de classificar correus segons siguin spam o missatge. Conté 4601
observacions i 58 variables on la 1ltima variable denota si I’email es considera spam
(1) o no (0), és a dir, que és correu comercial no sol-licitat pel correu electronic. La
major part de variables indiquen si una paraula o caracter particular apareix amb
freqiiencia en el correu. Les variables 55-57 son els atributs d’execucié que mesuren

la longitud de les seqiiencies de lletres majuscules consecutives.

S’ha aplicat el mateix procediment de classificacié que s’ha utilitzat amb les

dades SAheart, amb els mateixos discriminadors.

Classificacié lineal per minims quadrats

Amb la classificacié per minims quadrats s’obté un model on el coeficient de
determinacié és R? = 0.5626, que vol dir que la variable que determina si el correu
és spam o missatge es veu explicada un 56% per les variables explicatives. No és un

percentage molt elevat, pero es pot dir que explica bastant de la variable dependent.

Per mesurar millor la qualitat d’aquests resultats, es pot analitzar la matriu de
classificacié exposada a la Taula 10. El percentatge de correus electronics ben clas-
sifcats és d’un 89%, molt elevat, i el percentatge d’error de classificacié és d’'un 11%.
Per tant, I'error de classificacio és bastant baix, pero amb els segilients discrimina-

dors es pot baixar més aquest percentatge.

Prediccio
Email | Spam | Total
Reals
Email 1055 51 1106
Spam 144 590 734
Total 1199 641 1840

Taula 10: Matriu de confusid.

Discriminador lineal de Fisher

La matriu de confusié que resulta de fer la classificacié aplicant el discriminador

lineal de Fisher és la que es mostra en la Taula 11. Si es calcula el percentatge de
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correus electronics ben classificats s’obté un 90% i el percentatge d’error de classifi-
caci6 és d'un 10%. Comparant aquest resultat amb l'obtingut amb el discriminador
anterior, ’error de classificacié ha baixat i, en concret, s’han classificat correctament

5 correus més.

Prediccié
Email | Spam | Total
Reals
Email 1045 49 1094
Spam 141 605 746
Total 1186 | 654 | 1840

Taula 11: Matriu de confusid.

Regressio logistica

La matriu de classificacié que s’obté quan es realitza la regressié logistica és la
que es mostra a la Taula 12. El percentatge d’emails ben classificats ha pujat a
un 93% 1 lerror de classificacié ha baixat fins un 7%. Amb aquest procediment
s’han classificat més observacions que amb els discriminadors per minims quadrats
i Fisher. En concret, s’han classificat 66 emails més que amb el discriminador lineal

de Fisher. Per tant, aquesta classificacié és bastant bona amb només un 7% d’error.

Prediccio
Email | Spam | Total
Reals
Email 1042 52 1094
Spam 72 674 746
Total 1114 726 1840

Taula 12: Matriu de confusid.

7.2 Classificaciéo en més de dues classes
7.2.1 Package car: Skulls

En aquest exemple s’aplica I'analisi canonica de poblacions explicat al capitol 4

d’aquest treball. Recordem que és una tecnica amb I'objectiu de representar diversos
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grups d’individus de forma optima a partir d’uns eixos canonics ortogonals. Aixo
s’aconsegueix de forma que la dispersié entre aquests grups sigui maxima en relacio

a la dispersi6 dins de cada grup.

L’exemple tracta de dades sobre cranis d’egipcis masculins de cinc epoques
historiques diferents.* Les dades consten de 150 observacions, on es mesuren 30

cranis de cada periode de temps, i les 5 variables segiients:

Variable Definicié de la variable

epoch Es un factor que correspon a ’any aproximat de formacio del crani.

Trobem cinc anys diferents: 150, -200, -1850, -3300, -4000

mb Es la maxima amplitud del crani

bh Es laltura basi-bregmatica del crani
bl Es la longitud basi-alveolar del crani
nh Es l'altura nasal del crani

Taula 13: Variables corresponents a les dades Skulls, on les quatre tltimes variables

son les mesures biometriques dels cranis.

En primer lloc, es realitza un MANOVA per contrastar la diferencia de mitjanes

entre els nivells del factor o poblacions. La hipotesi nul-la és

Ho:pn = pio = pis = pa = ps

és a dir, que els cranis no han canviat amb el temps. Els resultats obtinguts per

aquesta funcié es resumeixen en la segiient taula:

Df | Wilks | aprox F | num Df | den Df | Pr(>F)
epoch | 4 | 0.66359 | 3.909 16 434.45 | 7.01x1077

L’estadistic de Wilks és 0.66359 i el p-valor és 7.01x10~7 que és menor a 0.05,
aleshores es pot concloure que les mitjanes no sén totes iguals i que els cranis han

canviat amb el temps. Per tant, justifica ’analisi canonica de poblacions.

4Les dades “skulls”es poden trobar a la pagina web segiient:

http://lib.stat.cmu.edu/DASL/Datafiles/EgyptianSkulls.html
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Figura 6: Grafic on es veu la separaci6 de les poblacions en forma cronologica.

Ara, es realitza 'analisi canonica discriminant amb el package candisc de R.
Per fer aix0, es necessita com objecte principal un model lineal. En el grafic de la
Figura 6 es representen les variables amb un biplot que explica millor les diferencies
entre les poblacions que es separen de forma cronologica. Pero, aquest no és un
autentic grafic de 'analisi canonica de poblacions, on els cercles han de ser regions
de confianga amb les dades sense escalar. Amb els resultats de skulls.canl es disposa
dels coeficients sense escalar que proporcionen les variables canoniques i, aixi, es

pot calcular les mitjanes de cada poblacié (Figura 7).

Per tltim, es determinen els cercles de confianga per un nivell de confianca del
90 %. Per fer aixo es calculen els radis de cada cercle segons la mida de la mostra de
cada poblacié (Figura 7). D’acord amb aquest resultat, s’observa que la proximitat
entre les poblacions 11 2 és bastant alta, i passa el mateix amb les poblacions 4 i 5,
i amb la 314. En canvi, les poblacions 11 5 es troben bastant separades. Tot aixo
indica que com més avancen els anys, més canvia la forma dels cranis. Es a dir, els
anys transcorreguts entre diferents epoques determinen el grau de canvi dels cranis.

A més anys, més canvi i viceversa.
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Figura 7: Al grafic de I'esquerra hi ha la representacié de les mitjanes de cada

poblacié i a la figura de la dreta, la representacié canonica de les 5 poblacions.

D’altra banda, es poden aplicar els discriminadors utilitzats als exemples ante-
riors per veure com resulta la classificacio en aquest cas. A partir de les matrius de
confusi6 resultants, es pot concloure que la classificacié feta usant aquests discri-
minadors és suboptima ja que els percentatges de cranis ben classificats sén molt
baixos amb percentatges d’error bastant elevats. Per exemple, en el cas de la discri-
minacié per minims quadrats el percentatge d’error és d'un 75% (Taula 14), en el
cas del discriminador lineal de Fisher, d'un 72% (Taula 15) i amb el discriminador
quadratic és d'un 77% (Taula 16).

Prediccio
112131415
Reals

1 413141111
2 51113112
3 213131110
4 01213142
5 110171413

Taula 14: Matriu de confusi6 resultant per minims quadrats.
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Prediccio
112131415
Reals

1 61210131
2 713101310
3 21212172
4 110|134
5 41110133

Taula 15: Matriu de confusié resultant per Fisher.

Prediccio

Reals

NN W
[\

U | = | W | DN
—
o | =
S | Ot | W | W W
ot | W | DN
[\

Taula 16: Matriu de confusio utilitzant el discriminador quadratic.
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8 Conclusions

Des del comencament d’aquest treball, s’ha fet un estudi de diversos discrimina-
dors basats en 'Estadistica multivariant classica: el discriminador lineal de Fisher,
el discriminador quadratic o la regla de Bayes. Amb aquest estudi s’ha fet possible
tenir una idea bastant completa, tant teorica com practica, d’alguns métodes de

classificacid estadistica.

S’ha observat que hi ha discriminadors que fan una millor classificacié que uns
altres on els percentatges d’errors son més baixos. Per exemple, amb els resultats
obtinguts a la part d’aplicacions en R, es veu que el metode per minims quadrats fa
una pitjor classificacié amb percentgaes d’errors més elevats que amb altres discri-
minadors. A més, en el cas de la discriminacié en més de dos grups és preferible fer
la classificacié mitjancant I’analisi canonica de poblacions. Pel que fa a la regressié
logistica, s’ha arribat a veure quines sén les variables rellevants per fer una bona

classificaié de les observacions.

D’altra banda, hi ha moltes altres tecniques de classificacid, sobretot no lineals,
que solen agrupar-se sota el nom d’Aprenentatge Automatic i Mineria de Dades,
tals com Xarxes Neuronals, Arbres de Classificacié, Maquines de Vectors Suport,

que queden fora de ’abast del present treball.
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Annex

A continuacié es detallen els codis del programa R que s’han utilitzat per I'ela-
boracié dels calculs i grafics exposats al capitol 7.

Dades SAheart

#MINIMS QUADRATS

library(ElemStatLearn)

require(ElemStatLearn)

data(SAheart)

#Preparem les dades SAheart

y<-SAheart$chd

Y<-cbind ((y=="0"), (y=="1"))*1

colnames (Y)<-c("No","Si")
SAheart2<-data.frame(SAheart [!names(SAheart) %in% c("chd")],Y)
#Subdividim el conjunt en dues parts
n<-nrow(SAheart2)

ntrain<-ceiling(0.6%n)

ntest<-n-ntrain
Itrain<-sample(l:n,ntrain,replace=FALSE)
SAheart?2.train<-SAheart2[Itrain, ]
SAheart?2.test<-SAheart2[-Itrain,]

#Ajustem el model lineal

SAheart2.1m1<-1m(cbind (No,Si)~.,data=SAheart2.train)
#Prediccid
SAheart2.test.to.predict<-SAheart2.test[,-c(10,11)]
Yhat<-predict(SAheart2.1lml,newdata<-SAheart2.test.to.predict)
#Calcul de la matriu de confusié

y.test<-y[-Itrain]
yhat<-as.factor(apply(Yhat,1,which.max))

C<-table("True"=y.test,"Predicted"=yhat)
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#FISHER

library(ElemStatLearn)

data(SAheart)
SAheart$famhist<-as.numeric(SAheart$famhist)
SAheart.lda<-SAheart
SAheart.lda$chd<-as.factor(SAheart.lda$chd)
n<-nrow(SAheart)

ntrain<-ceiling(0.60%*n)
Itrain<-sample(l:n,ntrain,replace=FALSE)
n<-nrow(SAheart)

ntrain<-ceiling(0.60%n)
Itrain<-sample(l:n,ntrain,replace=FALSE)
SAheart.train<-SAheart[Itrain,]
SAheart.test<-SAheart[-Itrain,]

library (MASS)
SAheart.ldal<-1lda(chd~.,data=SAheart.train)
SAheart.pred<-predict(SAheart.ldal,newdata=SAheart.test)
C<-table("True"=SAheart.test$chd, "Predicted"=SAheart.pred$class)
#DISCRIMINADOR QUADRATIC
library(ElemStatLearn)
require(ElemStatLearn)

data(SAheart)
SAheart$famhist<-as.numeric(SAheart$famhist)
SAheart.qda<-SAheart
SAheart.qda$chd<-as.factor (SAheart.qda$chd)
n<-nrow(SAheart)

ntrain<-ceiling(0.60%n)
Itrain<-sample(l:n,ntrain,replace=FALSE)
SAheart.train<-SAheart[Itrain,]
SAheart.test<-SAheart[-Itrain,]

library (MASS)
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SAheart.qdal<-qda(chd™.,data=SAheart.train)
SAheart.pred<-predict (SAheart.qdal,newdata=SAheart.test)
C<-table("True"=SAheart.test$chd, "Predicted"=SAheart.pred$class)
#REGRESSIO LOGISTICA

library(ElemStatLearn)

data(SAheart)

n<-nrow(SAheart)

ntrain<-ceiling(0.60%*n)
Itrain<-sample(l:n,ntrain,replace=FALSE)

n<-nrow (SAheart)

ntrain<-ceiling(0.60%*n)
Itrain<-sample(l:n,ntrain,replace=FALSE)
SAheart.train<-SAheart[Itrain,]
SAheart.test<-SAheart[-Itrain,]
SAheart.logit1<-glm(chd”~.,data=SAheart.train,family=binomial)
summary (SAheart.logitl)

step(SAheart.logitl)

SAheart.logit2<-glm(chd ~ tobacco + 1dl + famhist + typea +
age,data=SAheart.train,family=binomial)

SAheart.pred<-predict (SAheart.logitl,newdata=SAheart.test,type="response")
SAheart.pred.crisp<-1*(SAheart.pred>=0.5)

C<-table("True"=SAheart.test$chd, "Predicted"=SAheart.pred.crisp)

Dades Spam

#MINIMS QUADRATS
library(ElemStatLearn)
require(ElemStatLearn)
data(spam)
y<-spam$spam

Y<-cbind ((y=="email"), (y=="spam"))*1
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colnames(Y)<-c("Email","Spam")

spam2<-data.frame (spam[!names(spam) %in% c("spam")],Y)
n<-nrow (spam2)

ntrain<-ceiling(0.6%n)

ntest<-n-ntrain
Itrain<-sample(l:n,ntrain,replace=FALSE)
spam2.train<-spam2[Itrain,]
spam2.test<-spam2[-Itrain,]

spam2.1mi1<-1m(cbind (Email,Spam)~.,data=spam2.train)
spam2.test.to.predict<-spam2.test[,-c(58,59)]
Yhat<-predict(spam2.1lml,newdata<-spam2.test.to.predict)
y.test<-y[-Itrain]
yhat<-as.factor(apply(Yhat,1,which.max))
C<-table("True"=y.test,"Predicted"=yhat)

#FISHER

library(ElemStatLearn)

data(spam)

n<-nrow (spam)

ntrain<-ceiling(0.60%n)
Itrain<-sample(l:n,ntrain,replace=FALSE)

n<-nrow (spam)

ntrain<-ceiling(0.60%*n)
Itrain<-sample(l:n,ntrain,replace=FALSE)
spam.train<-spam[Itrain,]

spam.test<-spam[-Itrain,]

library (MASS)

spam.ldal<-lda(spam”.,data=spam.train)
spam.pred<-predict(spam.ldal,newdata=spam.test)
C<-table("True"=spam.test$spam, "Predicted"=spam.pred$class)
#REGRESSIO LOGISTICA

library(ElemStatLearn)
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data(spam)

n<-nrow (spam)

ntrain<-ceiling(0.60%n)
Itrain<-sample(l:n,ntrain,replace=FALSE)

n<-nrow (spam)

ntrain<-ceiling(0.60%n)
Itrain<-sample(l:n,ntrain,replace=FALSE)
spam.train<-spam[Itrain,]

spam.test<-spam[-Itrain,]
spam.logitl<-glm(spam™.,data=spam.train,family=binomial)
spam.pred<-predict(spam.logitl,newdata=spam.test,type="response")
spam.pred.crisp<-1*(spam.pred>=0.5)

C<-table("True"=spam.test$spam, "Predicted"=spam.pred.crisp)

Dades Skulls

library(heplots)

data(Skulls)

skulls<-Skulls
skulls$epoch<-as.factor(as.numeric(Skulls$epoch))
attach(skulls)

skulls.manova <- manova(cbind(mb,bh,bl,nh) ~ epoch)

summary (skulls.manova, test="Wilks") # test="Pillai" or "Hotelling"
or "Roy"

library(candisc)

skulls.mod <- 1lm(cbind(mb,bh,bl,nh) ~ epoch)

Anova(skulls.mod, test="Wilks") # Manova

skulls.canl <- candisc(skulls.mod, term="epoch")
plot(skulls.canl, x1lim=c(-3,3),ylim=c(-1,3),conf=0.90, type="n"
scores <- as.matrix(skulls[,-1]) %x*% skulls.canl$coeffs.raw
plot(scores[,1],scores[,2],xlim=c(-6,2),ylim=c(19,25), xlab=

"1r. eix candnic",ylab="2n. eix candnic",pch=16)
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medias<-aggregate(skulls[,-1],skulls["epoch"] ,mean)

Medias <- as.matrix(medias[,-1])

scores.medias <- Medias %%’ skulls.canl$coeffs.raw

text (scores.medias[,1],scores.medias[,2],1:5,pch=15,col="red")
resumen <- table(epoch)

g <- length(resumen) #nombre de poblacions

p <- dim(skulls[,-1]) [2] #nombre de variables

n <- as.vector(resumen) #mida de les mostres de cada poblacié
radios <- function(g,p,n,conf.level=0.95) {

N <- sum(n)

F <- gf(conf.level,p,N-g-p+1)

sqrt (Fx(N-g) *p/ ((N-g-p+1) *n))

}

r <- radios(g,p,n,0.90)

plot.new()

plot.window(xlim=c(-4,-0.5),ylim=c(21.5,23.5))

axis(1)

axis(2)

box ()

title(main="Analisi candnic", xlab="1r. eix", ylab="2n. eix")
text (scores.medias[,1],scores.medias[,2],labels=levels(epoch),col="red")
symbols(scores.medias[,1],scores.medias[,2],circles=r,inches=FALSE,

add=T,1lwd=2,fg="red")
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