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Abstract

From ancient times, people have been worried about the possibility of their lineages
and surnames being extinguished. This question affected, above all, to the highest
classes. Even though they looked for social and/or biologycal conditions at the
beginning, the problem was focused from a statistic perspective during the 18th
and 19th centuries.

The main objective of our work is studying the mathematical model behind this
question, known as the branching process of Galton-Watson. Once the main results
of this theory have been developed, we will be able to calculate the extinction
probability of a population or family, though also we will be able to estimate it
from a set of empyrical observations.

Resum

Des de 'antiguitat les persones han estat preocupades per la possible desaparicio
dels seus llinatges i cognoms. Aquesta qiiestié afectava sobretot a les families de
classes socials més elevades. Tot i que al principi se’'n van voler buscar els motius
en les condicions socials i/o biologiques, en els segles XVIII i XIX es va comencar
a enfocar aquest problema des d’una vessant estadistica i matematica.

L’objectiu principal del nostre treball és estudiar el model matematic que hi ha
darrere d’aquesta qiiestié, conegut com el procés de ramificacié de Galton-Watson.
Un cop desenvolupats els resultats principals d’aquesta teoria podrem calcular la
probabilitat d’extincié d’una poblacié o familia, o bé estimar-la a partir d’'un conjunt
d’observacions empiriques.
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1 Introduccid

Els processos de ramificacié ofereixen un model matematic per a ’estudi de pobla-
cions en les que els seus membres es reprodueixen i moren, subjectes a unes lleis
de canvi. Els objectes poden ser de molts tipus diferents, depenent de la seva edat,
energia, posicio, o altres factors. No obstant, han de complir una premissa: no
poden interferir els uns amb els altres. Es a dir, ob jectes diferents es reprodueixen
independentment I'un de 'altre. Aquesta hipotesi, que unifica la teoria matematica,
sembla garantida per a algunes poblacions de particules fisiques, com ara els neu-
trons o els raigs cosmics, pero només sota circumstancies molt restrictives en el cas
de poblacions biologiques.

El procés de ramificacié més senzill és el de Galton-Watson, el qual estudiarem en
aquesta treball. Té la peculiaritat que cadascun dels objectes que formen part de
la poblacié tenen una distribucié de probabilitat comuna. Un cop desenvolupada
la teoria basica d’aquest model matematic, I’aplicarem a la resolucié del problema
de l'extincié dels cognoms.

La memoria esta dividida en dues parts. A la primera part farem ’estudi classic del
procés, per després aplicar-lo a la qiiestio original que pretenia resoldre aquesta teo-
ria, calcular la probabilitat d’extincié d’una cognom o del llinatge dels homes d’'una
familia. A la segona part ens centrarem en l'estudi de I'estimacio dels parametres
del procés de Galton-Watson, a partir d'un conjunt d’observacions d’una poblacié.

Abans de comencgar amb els resultats, pero, explicarem com i perque es va originar
aquest problema, per després presentar-ne els principals precursors i pioners.

1.1 L’extincio de families

El declivi de les families amb homes que havien ocupat posicions destacades en el
passat ha estat un tema de freqiient observacié, i ha donat lloc a diverses conjectures.
Els estudis i treballs sobre aquest problema han estat interessats en l’evidencia
estadistica de 'extincio de families, aixi com en les consideracions sobre els motius
de I'extincié. Els casos sén molt nombrosos quan es tracta de cognoms que van ser
comuns fa un temps i s’han tornat escassos o han desaparegut en la seva totalitat.

A Tantiguitat només es mostrava interes en I'extincio de les classes socials més altes.
Al mateix temps es creia que les families extingides eren reemplacades continuament
per families dels estrats socials més baixos.

Més tard es va fer evident que el fenomen també ocorria en els altres estrats de
la poblacié. En els segles XVIII i XIX aix0 va ser demostrat en pobles i ciutats.
Aparentment no es va fer cap investigacié de la poblacié rural, pero ja en el 1762
el pastor rural danes Westenholtz es va adonar que moltes families de pagesos
s’extingien. Pero, com que vivien "en la foscor”, és a dir, sense ser coneguts i sense
tenir un cognom, no es notava ni es sentia.

Les raons per a l'extincié de families van ser buscades en condicions socials o bi-
ologiques, o en combinacions de les dues. La principal de les raons biologiques era



la ”degeneracid”, i les raons socials es centraven en ’efecte de les guerres, la solteria
i els estils de vida refinats.

No obstant, el problema de I'extincié de families té també una vessant matematica
i estadistica. Breument la podem expressar de la forma segiient. Si sabem la
probabilitat que un home tingui 0,1, 2, ... fills, és possible calcular la probabilitat
que la seva familia s’extingeixi? Aquesta idea és tant simple que s’ha ocorregut de
forma independent a una serie d’investigadors. Tot seguit farem una descripcio de
com s’ha formulat matematicament el problema en diversos moments de la historia,
com s’ha oblidat en algunes eépoques i com altres investigadors 1’han repres més
endavant.

1.2 La historia del problema

Els primers indicis sobre 1'is dels processos de ramificacié es troben en el segle
XVIII, en el famés llibre de tres volums de l'investigador Thomas Malthus (1766-
1834), titulat An FEssay on the Principle of Population. En aquest llibre Malthus
va establir la idea fonamental per la qual una poblacié no controlada ha de créixer
exponencialment. En les seves propies paraules, la poblacié es duplica en intervals
regulars, és a dir, augmenta en una proporcié geometrica. Cap al final del primer
volum, Malthus relata que, a la ciutat de Berna, d'un total de 487 families burgeses
existents, 379 es van extingir en un periode de dos segles, del 1583 al 1783. Es
pot dir que la teoria dels processos de ramificacié neix del fet de reconeixer que
un descens tan notable no és una estranya coincidencia. Al contrari, reflexa una
antipoda basica i paradoxal al rapid creixement del total, i també reflexa un principi
d’extincio de linies familiars independents freqiient.

El primer en tractar d’explicar el fenomen relatat per Malthus fou I'estadistic frances
Irénée-Jules Bienaymé (1796-1878). Bienaymé va ser capag de determinar correc-
tament la probabilitat d’extincié d’una familia o, en qualsevol cas, la relacié entre
aquesta probabilitat i el nombre mitja de descendents mascles per pare. No obstant,
Bienaymé no va donar la solucié en forma matematica, siné una explicacié verbal
del seu treball. L’obra anunciada que anava a exposar els seus pensaments mai
va ser publicada, fet que va provocar que el seu treball romangués ocult fins 'any
1972, quan Heyde i Seneta van descobrir un article datat del 1845 on Bienaymé
considerava el problema de l'extincié de families. Aix{ doncs, sembla que Bienaymé
havia empres una investigacié completa sobre el problema i ja coneixia la solucié
que va ser publicada per primer cop I'any 1930 per Steffensen.

El 1869, I'angleés Francis Galton (1822-1911) va publicar el llibre Hereditary genius,
en el qual tractava 'extincié de diferents grups socials, centrant-se sobretot en el
declivi de la noblesa anglesa i d’altres families notables del moment. Galton va
atribuir-ne 'extincié als motius socials i biologics, que causaven una reduccié de
la fertilitat. L’aparicié del botanic suis Alphonse de Candolle (1806-1893), que va
publicar 'any 1873 el llibre Histoire des sciences et des savants, va fer girar I'atencié
de Galton cap a la possibilitat que hi hagués una interpretacié probabilistica. En
el llibre d’Alphonse de Candolle, el suis va comencar un analisi de la bibliografia



del moment sobre les families nobles i burgeses, presentant les dades numeriques
disponibles. De Candolle creia que, aparentment, tots els cognoms s’havien d’extin-
gir, pero no ho va poder confirmar. No obstant, en el seu treball ja va indicar que
havia de ser possible calcular la probabilitat que una familia s’extingis si les seves
circumstancies de fertilitat eren conegudes. Ell no va tractar aquest problema en el
seu llibre, i la seva formulacié del problema descartava un coneixement del treball
anterior de Bienaymé.

Abans inclis de la publicacié del llibre de de Candolle, Galton ja s’havia adonat
de la naturalesa estadistica del problema i havia intentat resoldre alguns exemples
numerics, pero els calculs de seguida es van fer complicats i va haver de desistir.
Pero I'aparicié del llibre de de Candolle va provocar que Galton tornés a revisar
el problema de l'extincié de families. El mateix any 1873, Galton va publicar el
seglient problema per als lectors de la revista Educational Times:

"Problema 4001. Una nacié gran, de la qual només ens preocuparem dels mascles
adults, que sumen un total de N individus i on cadascun té un cognom diferent,
colonitzen un districte. La seva llei de poblacié és tal que, en cada generacio,
ap% dels mascles adults no tenen descendents mascles que arribin a la vida adulta,
a1% en tenen només un, i aixi fins a5%, pels que en tenen cinc. Trobar (1) quina
proporcié dels cognoms s’haura extingit després de r generacions; i (2) quants casos
hi haura del mateix cognom estant retingut per n persones.”

Com que no va obtenir cap resposta satisfactoria al seu problema, va consultar
un amic matematic angles, el Reverend Henry William Watson (1827-1903). Uns
mesos després Watson va publicar la resposta a Educational Times. Watson va
transformar el problema en un d’iteracié de funcions generadores. No obstant,
simplement a causa d'un error algebraic, Watson va concloure erroniament que cada
familia s’extingiria, inclis quan el tamany de la poblacié, en mitjana, augmentava
d’una generacié a la segiient. Ell era molt conscient que la seva resposta estava en
desacord amb el principi del creixement exponencial de la poblacié total de Malthus,
i va argumentar, subtilment i extensament, que la poblacié total bé podia créixer
tot i que cada cognom especific es pogués perdre eventualment.

Al cap de dos anys, el 1875, Galton i Watson van publicar un article conjunt titulat
On the probability of extinction of families, amb el problema plantejat per Galton i
la resolucié per part de Watson.

Durant mig segle després aproximadament, el model matematic de Galton-Watson
semblava haver estat descuidat. Pero el 1922, el cientific, matematic i estadistic
Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) va mencionar el tema de passada en un context
genetic. Fisher va usar un model matematic identic al de Galton-Watson per estu-
diar la supervivencia de la descendéncia d’'un gen mutant i per estudiar variacions
aleatories en les freqiiencies dels gens. Cinc anys després, John Burdon Sander-
son Haldane (1892-1964) va aplicar igualment el model a la genetica. Haldane va
ser capac¢ d’esbossar la resposta correcta al problema, ja que va trobar que la pro-
babilitat d’extincié era 1 quan la reproduccié mitjana era més petita o igual que
1.

Va ser un matematic, estadistic i actuari danes, Johan Frederik Steffensen (1873-



1961), el primer a publicar, 'any 1930, un analisi complet i correcte de la proba-
bilitat d’extincié del procés de Galton-Watson. Steffensen va provar que la tant
desitjada probabilitat d’extincié d’una familia depen del nombre mitja de descen-
dents per individu, i també va justificar com calcular-la. T ho va fer responent a
un repte per part del matematic i estadistic Agner Krarup Erlang (1878-1929), que
va publicar el problema per a ser solucionat en el seu llibre Matematik Tidskrift.
Erlang no era conscient de les notes angleses sobre el tema, pero estava interessat
en el problema per motius personals, ja que la seva mare pertanyia a una familia
danesa molt coneguda que havia desaparegut.

El problema també va ser tractat per Andrei Nikolaievitx Kolmogdérov (1903-1987),
que el 1938 va determinar la forma asimptotica de la probabilitat que la familia
seguis existint després d’un gran nombre finit de generacions.

D’altra banda, ja en el 1875 Galton i Watson havien manifestat que un progrés
més gran en aquest problema seria impossible fins que no hi haguessin dades es-
tadistiques sobre la probabilitat que un home tingués 0,1,2,... fills. Doncs bé,
només 56 anys després, els resultats d’'un comput basat en dades empiriques fou
publicat pel matematic i estadistic america Alfred James Lotka (1880-1949). Lotka
va dur a terme la idea de Galton usant dades de fertilitat americanes per a de-
terminar la probabilitat d’extincié de la poblacié blanca americana de I'any 1920,
restringint-se tinicament als individus varons.

A més, les aplicacions dels processos de ramificacié a problemes del mén real re-
quereixen estimacions dels seus parametres. En conseqiiencia, 1’estadistica de la
ramificacié s’ha estat desenvolupant durant les ultimes 3 decades.

Actualment, la teoria matematica que va ser desenvolupada a partir de la base de
la solucié de Watson al problema de Galton sobre 'extincié dels cognoms es coneix
com el procés de ramificacié de Galton-Watson.

Després d’aquesta introduccié historica ja podem centrar-nos en ’analisi del procés.



2 El procés de ramificacié de Galton-Watson

En aquest capitol estudiarem el procés de ramificacié de Galton-Watson, amb temps
i espai d’estats discrets (els naturals junt amb el 0). Donarem una definicié formal
del procés, junt amb les seves hipotesis basiques, i ens ajudarem de molts resultats
teorics sobre les funcions generadores de probabilitats que aplicarem al nostre pro-
blema. Aix0 ens portara a trobar la funcié generadora del nostre procés, junt amb
unes expressions per la seva mitjana i variancia, per finalment calcular-ne la proba-
bilitat d’extincié. Un cop vistos tots els resultats del procés, comentarem 1’exemple
més destacat del procés, el cas lineal fraccionari. Aquest va ser usat per Lotka per
a determinar, per primera vegada, la probabilitat d’extincié d’una poblacié a partir
de dades empiriques. També veurem un seguit de resultats sobre el comportament
asimptotic del procés.

En general, la nostra linia de treball de I'estudi del procés estara basada en els
llibres de Harris [§], Jagers[10] i Athreya-Ney|[3].

2.1 Definicié del procés de Galton-Watson

Imaginem-nos objectes o individus que poden generar nous objectes o individus del
mateix tipus. Un conjunt inicial d’objectes, que anomenem la generaci6 0, tenen
descendents que conformen la primera generacio; els descendents d’aquesta donen
lloc a la segona generacio, i aixi successivament. Per exemplificar aquesta situacid
podem pensar en bacteris, persones, gens, neutrons en una reaccié en cadena, entre
d’altres.

El model matematic més simple per modelar aquesta situacio és el model de Galton-
Watson.

En primer lloc, només fem un seguiment de les mides de les successives generacions.
No registrem els moments (en el temps) en els quals cada individu neix, ni tampoc
les seves relacions familiars individuals.

Aixi, denotem per Zy, Z1, Zs, ... el nombre d’individus a la generacid zero, primera
generacid, segona generacio,... A més, es consideren les tres hipotesis segiients:

(i) Si coneixem la mida de la generacié n-essima, aleshores la llei de probabilitat
que governa les generacions posteriors no depen de les mides de les generacions
que precedeixen a la n-eéssima. En altres paraules, Zy, Z, Zs, ... formen una
cadena de Markov.

(ii) Aquestes cadenes de Markov tenen una propietat especial, que consisteix en
assumir que individus diferents no interfereixin I'un amb l’altre. Es a dir,
el nombre de descendents d’un individu no depen de la quantitat d’altres
individus presents, i les families de cada progenitor es desenvolupen indepen-
dentment les unes de les altres.

(iii) La funci6 de probabilitat de la descendencia és la mateixa per a cada individu,
és a dir, tots els descendents de totes les generacions tenen una distribucié de



probabilitat comuna.

2.1.1 Definicio formal

Definicié 2.1.1. Sigui {Z,},~, un procés estocastic en un espai de probabilitat
(Q,F,P), on Zy, Z1, Zs, ... és una sequéncia de variables aleatories que prenen va-
lors enters no negatius, definida recursivament per

Zn

X ) L > 0,
Zo=NeZ" i, pern>1,Z,,1 =< %
0 st Ly =0,

on { X, :n,1€{0,1,2,3,...}} és una familia de variables aleatories independents
1 identicament distribuides que prenen valors enters k > 0 1 tenen una distribucio
de probabilitat comuna {px},~,, independent de Zy, on pr = P(X,; = k), k =

o0

0,1,2,..., > pr = 1. X,,; representa el nombre de descendents que té l'individu i
k=0

de la generacio n, Z, representa el nombre dindividus que hi ha a la generacio n-

essima 1 pg €S la probabilitat que un individu de qualsevol generacio tingui k fills, que
pertanyeran a la generacio sequent. Sota aquestes condicions, el procés estocastic a
temps discret {Z,},~, $’anomena un procés de ramificacio de Galton-Watson amb
una distribucidé de la descendéncia {px},~q © Zo progenitors.

De la definici6 és obvi que el procés {Z,},-, és una cadena de Markov, és a dir,
P(Zni1 = Jni1lZo = Jo, Z1 = Ji, Zo = Joy ooy Zn = Jn) = P(Zps1 = Jns1lZn = jin).

En particular, és una cadena de Markov on el 0 és un estat absorbent, ja que si
Z, = 0 aleshores Z,, = 0 Ym > n amb probabilitat 1. En aquest cas diem que el
procés ha mort o s’ha extingit.

Si denotem per F,, = 0(Zy, Z1, ..., Zy,) la o-algebra generada per Zy, Z1, ..., Z,, ales-
hores, per la definicié de Z,,,

Zn
P(Zpi1 = k|Fp) =P (Z Xpi = k\Zn> :
=1

D’aquesta manera {Z,}, -, és una cadena de Markov homogenia amb probabilitats
de transici6

Per tant la matriu de transicié ve donada per

10 0

Pio P11 D12
D20 P21 P22



2.1.2 Hipotesis basiques

A menys que establim el contrari, sempre assumirem les 3 hipotesis seglients:

(a) Hem definit que Zy = N € Z™, perd sempre suposarem que Zo = 1 a menys que
establim el contrari. De I'assumpcié que els diferents individus no interfereixen
I'un amb T'altre (ho hem comentat a la hipotesi (ii)), és ben clar que el procés
de Galton-Watson amb N progenitors es comporta com la suma de N processos
de Galton-Watson independents, tots comengant amb un progenitor.

(b) Prendrem p, < 1Vk € {0,1,2,...}, po >01ipy+p < 1.

(c) El valor esperat F(Z;) = Z kpr ha de ser finit. Com que Zy = 1, notem que

71 = Xo1 1, per tant, 7, te la mateixa distribucié de probabilitat {px},-, que
X[)l.

2.2 La funcié generadora de probabilitat i els moments del
nombre d’individus a la n-essima generaci6

L’eina principal que tenim per estudiar els processos de Galton-Watson és la funcié

generadora de probabilitat. Primer en farem un estudi general, per després aplicar-

ho al nostre procés de Galton-Watson {Z,},-,, amb I'objectiu d’obtenir la funcié
generadora de Z,, aixi com les expressions de la seva mitjana i variancia.

2.2.1 La funcié generadora de probabilitat

Definicié 2.2.1. Considerem una variable aleatoria X que pren valors en el conjunt
{0,1,2,...}. Aleshores, la funcié generadora de probabilitat de X ve donada per

Frl) = B(s¥) = Y s"P(X =

definida per a valors complexos de s tals que |s| < 1, tot i que normalment consi-
derarem que s € [0,1] C R.

St X té la distribucio de probabilitat {pk}kzo del nombre de descendents del procés
de Galton-Watson escriurem f(s) en lloc de fx(s). En aquest cas,

Zspk, €[0,1) CR.

Observacié. La funcid generadora de probabilitat (f.g.p.) és una série de poténcies
en s. Com que, per |s| <1,

D=1 s el <D 1" pel =Y 1" ok <D e =1,
k=0 k=0 k=0 k=0



i, per|s| =1,
<> =1,
k=0

aleshores la série de poténcies és absolutament convergent per |s| < 1. Aixo implica
que la série de f(s) convergeix per tot valor complex s tal que |s| < 1 i, per tant,
f(s) és una funcid analitica per |s| < 1.

Normalment considerarem la funcié fx(S) a l'interval real [0, 1], on presenta un bon
comportament ¥s < 1. No obstant, si X no esta acotada, aleshores fx(s) podria
fallar en el fet de ser analitica, o inclis diferenciable en els reals, a s = 1.

Proposicié 2.2.1. (Propietats de la f.g.p.). Sigui X una variable aleatoria discreta
que pren valors en els enters no negatius, amb f.g.p. fx(s).

1. fx(s) i totes les seves derivades existeizen i sén no negatives en [0, 1).

2. Si U'n-éssim moment factorial de X existeix llavors

.
lim = f(s) = B(X(X 1) .. (X —n+1)),

3. fx(s) és continua, creizent i conveza a [0, 1].
b Fx(0) = PX = 0) i fx(1) = 1.
5. E(X) = f%(1), o +o0o si fi(1) no existeix.

6. Var(X) = f% (1) + f5(1) — (f%(1))?, o +o0 si f%(1) no existeiz.
Demostracio:

1. Del fet que fx(s) és analitica per |s| < 1, totes les derivades estan definides
per una serie de potencies

FO(s) = ik(k —1)...(k=n+1)s""P(X = k),
k=n

amb tots els termes no negatius quan s € [0, 1).

2. Com que les series de potencies es poden derivar terme a terme conservant el
mateix radi de convergencia, es té que

fi(s) = i ks" 1 P(X = k) = lim f5(s) = i kP(X = k).
k=0 /1 k=0

Com que per hipotesi I'esperancga existeix, aleshores

lim fi(s) = E(X).



Si tornem a derivar,

ik sh 2P(X—k):>hmfx ik X =k).
k=0

k=0

Com que per hipotesi el moment de segon ordre existeix, llavors

lim f%(s) = E(X(X —1)).
Analogament, si derivem un total de n cops,

Fo(s) = i k(k—=1)...(k—=n+1)s*"P(X = k) =

:>hmf Zk —1)...(k—n+1)P(X =k).

Com que per hipotesi el moment d’ordre n existeix, llavors

lim £ (s) = B(X(X —1)...(X —n+1)).

. Per la propietat 1, fx(s) és continua en [0, 1). Pel Teorema de convergencia
monotona,

fx(s) = B(s¥) =% BQY) = f(1),

de manera que fx(s) és continua a s = 1. La monotonia i la convexitat queden
provades ja que, per 1, f4(s), f&%(s) > 0en [0,1).

fx(0) = gjookpk =P(X=0) i fx(1)= f 1*p, = 1.

k=0

. Pel Teorema de convergencia monotona,
=Y kst IP(X = k) = B(XsYT) T B(X).

D’aquesta manera, F(X) = f4(1), o E(X) = 400 si f%(1) no existeix.

. Pel Teorema de convergencia monotona,

=Y k(k—1)s"2P(X = k) = B(X(X - 1)s*7?) 5 B(X(X —1)).
k=0

Aixi, BE(X(X —1)) = f%(1), o o0 si f%(1) no existeix. Per tant,

Var(X) = B(X*)—(BE(X))* = E(X(X—1)+E(X)—(E(X))* = fx()+fx ()= (fx(1)*,

si f5%(1) existeix, o Var(X) = +o0, en cas contrari. d



Lema 2.2.1. Siguin X1, Xs, ..., X, variables aleatories independents, que prenen va-
lors en {0,1,2,...}, amb funcions generadores de probabilitat respectives fx, (), fx,(8), .-, fx,(5).
Aleshores,

x4 Xot.ax,(8) = fx:(8) fx,(5).-. fx, (5).

En particular, si a més de ser independents les variables aleatories Xy, Xs, ..., X},
son idénticament distribuides amb f.g.p. fx(s), aleshores

X0+ X0t 4 X, (s) = (fx(s))".

Demostracio:

Siguin Xi, X5, ..., X, variables aleatories independents, que prenen valors en {0, 1,2, ...},
amb funcions generadores de probabilitat respectives fx, (s), fx,(s), ..., fx,(s). Lla-
VOrs,

fxirxan.ax, (s) = B(sTH %) = pshis® L s%) = B(sM)E(s™?) . E(s™) =

= fx:(8)fx,(5) - fx, (s).
Aixi, si les variables aleatories Xi, Xs,..., X, son idénticament distribuides amb
f.g.p. fx(s),

Ixitx01.4x,(8) = fx, () fxa(8) - fx, (8) = (fx(5))Y.

OJ
Ara suposem que y no és un nombre fixat, siné una variable aleatoria Y. Aleshores

tenim el resultat segiient.

Lema 2.2.2. Siguin Y, X1, X, ..., variables aleatories independents que prenen va-
lors en {0,1,2,...}. Assumim que les variables X1, Xs, ..., estan idénticament dis-
tribuides amb funcié generadora de probabilitat fx(s), esperanca E(X) i variancia

Y

Var(X). Considerem també que Y té f.g.p. fy(s). Aleshores, si Z = Y, X; (si
j=1

Y =0 llavors Z =0),

fz(s) = fy(fx(s))-

A més,
E(Z)=E(X)E(Y) i Var(Z)=Var(X)E(Y)+ (E(X))*Var(Y),

on les dues ultimes igualtats es conserven en el sentit que si una banda és finita
llavors laltra també ho és i son iguals.

Demostracio:

Usant el Teorema de probabilitats totals, podem escriure

Y P(Z=kY =y)PY =y).

y=0

P(Z =k)

10



D’altra banda, si Y = y és una constant, pel lema 2.2.1 tenim que

=S P2 = HY = st = (fx o)

Aixi, usant aquestes dues consideracions resulta

fals) = B(s?) =) s*P(Z=k) =) Y s*P(Z=kKY =y)P(Y =y) =
=Y P(Y=y)) "P(Z=kY =y) = ZP =y)(fx(5))" = fr(fx(s)).

Ens falta provar les expressions per I'esperanca i la variancia de Z. Les demostrarem
diferenciant ’expressié que ja hem provat i avaluant-la en s = 1.

fz(s) = fy(fx(s)) = f2(s) = fy-(fx () fx(s) = f2(1) = fi-(fx(1))fx(1).

Sabem que

o0

fx(s) =) s"P(X =2) = fx(1 ZP =) =1= fi(fx(1) = fr(1).

=0
Ara, per la propietat 5 de la proposicié (2.2.1) tenim que
fz0)=E(Z), f1)=EY) i fx(1)=EX) i

per tant,
E(Z)=E(Y)E(X).
Ens falta provar I'expressié de Var(Z).

Tornant a derivar 'expressié f5(s) = fy(fx(s))f5(s) i avaluant en s = 1 obtenim
f2(8) = [ (Fx () ([ () + 15 (Fx () [ (5) = f(1) = [FD(E(X))*+E(Y) f5(s).
Ara, per la propietat 6 de la proposicié (1.2.1) tenim que
B = BZ(Z - 1), R =B 1) i i) = BX(X ~1)).
Per tant,
E(Z*) - E(Z) = (E(Y?) - E(Y))(E(X))* + E(Y)(E(X?) - E(X)) =
= B(2%) - B(Z) = BYV)(E(X?) — (B(X))?) + E(Y*)(E(X))? — E(V)E(X)
Usant que E(Z) = E(Y)E(X), resulta
E(Z?) = E(Y)Var(X) + BE(Y*)(E(X))* =
= E(Z%) - (E(2))" = E(Y)Var(X) + E(Y?)(E(X))? — (
= Var(Z) = E(Y)Var(X) + (E(X))*(E(Y?) = E(Y))* =
EY)War(X)+ (E(X))*Var(Y).

2
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2.2.2 La funcié generadora de probabilitat i els moments de 7,

Ara apliquem la idea de les funcions generadores al nostre procés de Galton-Watson
{Zn}n>0'

Com que les variables aleatories {X,; : n,i € {0,1,2,3,...}} tenen la distribuci6 de
probabilitat comuna {py} k>0, Podem escriure la seva funcié generadora com

= iskpk, e [0,1] C R.

k=0

D’altra banda, si Vn € Z,n > 0, denotem per f,(s) la funcié generadora de Z,,
aleshores

fuls) = fz.(s) = E(s”™) =Y s*"P(Z, =k), on s€[0,1]CR.
Com que per hipotesi tenim que P(Zy = 1) = 1, aleshores

= i s*P(Zy =
k=0

Notant que la variable aleatoria Z; es distribueix igual que la variable aleatoria Xgy,
observem que

fi(s) = ZskP(Zl =k)= ZskP(Xgl =k) Zskpk = f(s
k=0 k=0 k=0

A partir d’aquestes dues observacions, podem intuir que la funcié generatiu de Z,
és la composicié de la funcié generadora f(s) n vegades. Efectivament, aixo és ben
cert. Abans de provar-ho, pero, hem de definir dos conceptes que ens seran 1itils en
la caracteritzacié dels moments de Z,,.

Definicié 2.2.2. Anomenarem reproduccié mitjana (nombre mitja de descendents

per individu) a
= Z kpr = f'(1)
k=0

Es a dir, m denota el nombre esperat de fills per individu. Recordem que, per la
tercera hipotesi basica del nostre model de Galton-Watson, m és finita. FEn con-
seqiiencia, si f"(1) és finita podem definir la variancia de reproduccié com

o? =Var(Z,) = Zk: pr—m?=E(ZY) —m? = f"(1) + f'(1) — (f'(1)%

12



Observaci6é. Com que m és el nombre mitja de fills per individu @ les variables
aleatories X,; son ideénticament distribuides, és obvi que E(X,;) = m, Vn,i €
{0,1,2,3,...}.

Per tant, directament de la definicio del procés de Galton-Watson i usant que les
variables X,; son independents 1 identicament distribuides, tenim que

E(Zps1|Z0 = k) (mew —k) E(Xp1+ o+ Xop) = km = mZ,.

Observacié. Notem que, per n = 0, P(Zy = 1) = 1 = E(Zy) = 1. A més,
Var(Zy) = 0.

Aixi, ja estem en condicions de donar la funcié generadora de probabilitat de Z,
) ny
junt amb la seva mitjana i variancia.

Teorema 2.2.1. Vn € N, la funcio generadora de Z,, és la composicio de la funcio
fn vegades, és a dir,

fon=17fo...0f
A més, la seva mitjana és E(Z,) = m™ i, si a més, 0? és finita, la variancia de Z,
és
O.an—l(mn _ 1) . 7& .
St M
Var(Z,) = m—1 ’ ’
no?, sim=1,

Demostracio:

Les variables aleatories {X,; : n,i € {0,1,2,3,...}} sén independents idénticament
Zn 1
distribuides amb f.g.p. f i independents de Z, ;. A més, Z, Z X,i. En

aquestes condicions podem aplicar el lema 2.2.2 al nostre procés de Galton—Watson
{Zn}nzm obtenint que, Vn € N,

o f,=fan10f=...=fo f,—1. Partint d’aquesta igualtat, i tenint en compte
que f; = f, per recursivitat tenim que f, = f,_10f = fo...0o f.

e E(Z,) = mE(Z,-1). Com que aquesta igualtat és certa Vn € N i, a més,
m = E(Zl),

E(Z,) = mE(Zy_) = m*E(Zp_y) = ... =m" 'E(Z)) =m

e Sio?ésfinita, Var(Z,) = 0*FE(Z,_1)+m*Var(Z,_1). Com que F(Z,) =m",
aleshores
Var(Z,) = o*m™ ' +m*Var(Z,_,).

A partir d’aqui, distingim dos casos.

13



1. Si m = 1, llavors Var(Z,) = o® + Var(Z,_1). Com que Var(Z,) = 0,

aleshores
Var(Z,) = o?+Var(Z, ) = 20°+Var(Z, ) = ... = no*+Var(Z,) = no.
2. Sim # 1, usant que Var(Z,) = o*m™ ' + m*Var(Z,_1) i pel metode

2,,n—1 n_ 1

d’induccié provarem que Var(Z,) = om <m1 )
m [—
2.0
—1
Cas inicial: n =1. Var(Z;) = Lml) = o2
m R

Suposem que es compleix la férmula de la variancia per Z,_;. Volem
comprovar que la formula es compleix per Z,,, partint del fet que
O.an—Q(mn—l _ 1)

Var(Z,-1) = —

2, N—2 n—1 __ 1
Var(Z,) = o*m"  +m2Var(Z,_y) = o*m" " +m? T (m ) _

m—1
O.anfl(m _ 1) O.an(mnfl _ 1) _0.2mn71 + O.anmnfl _
N m—1 m—1 N m—1 N
O.Zmn—l(mn _ 1)
B m—1 ’

com voliem veure.

g

Aquest teorema és de gran rellevancia en 'estudi del procés, ja que ens permet
calcular la funcié generadora de Z,, (i per tant la distribucié de probabilitat de Z,,)
de forma rutinaria, computant simplement els iterats de f. No obstant, rarament
podrem trobar I'n-essim iterat en una forma explicita senzilla.

2.3 La probabilitat d’extinci6

Ara considerem el problema que va plantejar originalment Galton: trobar la pro-
babilitat d’extincié d’una familia (equivalentment, trobar la probabilitat d’extincid
d’un cognom). Abans, pero, hem de definir queé entenem per extincié i per proba-
bilitat d’extincié.

Definicié 2.3.1. Es coneiz com extincié del procés {Z,},- a l'esdeveniment
Q= N{z=0={z,—0}.
n=1k=n

A més, com que P(Z,1 =0|Z, =0) =1 (ja que el 0 és un estat absorbent), tenim
que
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P(Q)=P(Z,—0)=P(Z,=0 per algun n) = P[(Z; =0)U(Zy =0)U...] =

= lim P[(Z, =0)U...U(Z, =0)] = lim P(Z, =0) = lim f,(0).

n—oo n—oo n—oo

Escriurem g = P(Q) per la probabilitat d’extincid. Es a dir,
qg=P(Q)=P(Z,—0)= lim f,(0).

n—oo

Es obvi que f,(0) és una funcié no decreixent respecte n. Aixo és degut al fet que
el 0 és un estat absorbent, de manera que {Z,, =0} C {Z,.1 = 0}, Vn > 1. De fet,

0= fo(0) < f1(0) < f2(0) < ... < g= lim f,(0).

n—oo
Observacié. Recordem que una de les hipotesis basiques del nostre model de Galton-
Watson és que p, < 1 Vk € {0,1,2,...}, po > 0 ipo+p1 < 1. Hem assumit aquesta
hipotesi ja que, en vas contrari, comporta implicacions trivials.
e Sipy=1, és obvi que ¢ =1, ja que Z; = 0.

e Sipy =0, llavors ¢ = 0, ja que cada individu sempre tindra descendéncia.

e 5idk > 1 tal que pp = 1, aleshores ¢ = 0, ja que cada individu sempre tindra
k fills.

o Sipy+p1 =1, llavors ¢ = 1.

Un cop fet aquest apunt ja podem passar a caracteritzar la probabilitat d’extincid
del sistema en funcié del valor de la reproduccié mitjana m. Abans, pero, enunciem i
demostrem el segiient lema, que ens fara falta a la demostracioé del teorema posterior.

Lema 2.3.1. Si pg + p1 < 1 aleshores la funcio generadora de probabilitat [ és
estrictament convexa a l'interval unitat.

Demostracio:

Sigui f la funcié generadora de probabilitat de les variables X,,;,

F(s)=> " s*pr =po+pis+ pas® +pss’ + ...
k=0

Observem que

J/(s)=p1+2p2s+3pss®+... i f'(s) =2p2+6pgs + ...

(o)

Com que pg+p1 < 11 Y pr = 1, aleshores alguna de les probabilitats ps, ps, ... ha
k=0

de ser estrictament positiva i, per tant, f”(s) > 0 a I'interval unitat. O

Teorema 2.3.1. Sim < 1, la probabilitat d’extincié q val 1. St m > 1, la probabi-
litat d’extincid és la unica solucié no negativa menor que 1 de lequacié f(s) = s.

A la Figura 1 podem veure la representacio grafica d’aquest teorema.
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m>1

Pol_—

1 q 1
s s

Figura 1: Funcié generadora de probabilitat i probabilitat d’extincio.

Demostracio:
Comencem veient que ¢ és una solucié de l'equacié f(s) = s.

Com que fry1=fof,Vn>1, f,(0) T ¢q, 1 f és continua en [0, 1], aleshores

F(@) = f o fal0) = fur(0) =F .

Aixi, f(¢) =¢q,amb 0 < s < 1.
Ara hem de comprovar que ¢ ¢és la menor solucié de f(s) = s en [0, 1].

Sigui a € [0, 1] un nombre real arbitrari tal que f(a) = a. Usant la monotonia de
totes les f,, en [0, 1], obtenim que, Yn > 1,

a = f(a) = fula) = fu(0).

En conseqiiéncia,
a> lim f,(0) =gq.
n—oo

D’aquesta manera, hem provat que q és, en efecte, el punt fix més petit de f en
[0,1].

Per acabar la demostracié, ens falta distingir entre els casos on m <1 0 m > 1.
e Sim <1, llavors, Vs € [0, 1),
(f(s)=s)=f(s)—1<f(1)—1=m—-1<0.

Aixi, f(s) — s decreix estrictament. Com que f(1) = 1 es segueix que, Vs €
[0,1), f(s) > s. Per tant, en aquest cas ¢ = 1.

e D’altra banda, si m > 1, considerem la funcié g(s) = f(s) — s, amb s € [0, 1].
Tenim que ¢'(s) = f'(s) — 11, per tant, ¢’ és continua. A més, ¢'(1) =
ff(1)—1=m—1> 0, és a dir, ¢’(1) és estrictament creixent. Com que
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g(1) = f(1) =1 =0, Isg < 1 tal que g(sp) < 0. D’altra banda, ¢g(0) =
f(0) =0 = po > 0. Aixi, podem aplicar el Teorema de Bolzano, que ens
assegura que hi haura almenys una soluci6 de g(s) =0 en [0,1).

Per 1ultim, ens falta veure que aquesta solucié és tnica. Considerem que hi
hagués dues solucions s; i s de f(s) = s, és a dir, f(s1) = s11 f(s2) = s,
amb 0 < s; < s9 < 1. Aleshores, tindriem que g(s1) = g(s2) = g(1) = 0. Pel
Teorema de Rolle, haurien d’existir a,b € (0,1), amb s; < a < s < b < 1 tals
que ¢'(a) = ¢'(b) = 0, de manera que f'(a) = f'(b). Aquesta dltima igualtat
contradiria el fet que f és estrictament convexa en [0,1]. En conseqiiéncia, ¢
és 1"inic punt fix de f en [0,1). O

Combinant aquest teorema amb els resultats de la seccié anterior, observem que tot
ique Z, - 0 quan m = 1, Var(Z,) — oo, indicant una inestabilitat substancial.
En conseqiiéncia, tenim una bona rad per diferenciar entre tres tipus de processos
de Galton-Watson segons el valor de la reproduccié mitjana m.

e Sim <1, {Z,},, sera un procés de Galton-Watson subcritic.
e Sim=1, {Z,},, sera un procés de Galton-Watson critic.

e Sim > 1, {Z,}, -, sera un procés de Galton-Watson supercritic.

A Tl'apartat 2.6 veurem alguns resultats asimptotics per cadascun dels tres casos que
acabem d’esmentar.

Observacié. Abans de sequir notem que per 0 < s < q, f,(0) < fu(s) < fulq) = q.
Com que f(s) > s quan 0 < s < q, per induccié tenim que fny1 > fn en [0,q].
Aizi, fn(s) T q. De forma similar, f,i1 < fn en (q,1), mostrant que, per q < s < 1,
fu(s) 4 cap a algun nombre estrictament més petit que 1. Com que aquest nombre
ha de ser solucié de f(s) = s, realment f,(s) | q per ¢ < s < 1. D’aquesta manera,
lim f,(s)=¢q¢, 0<s<1.
n—o0
Aixi, observem que tenim dues maneres de calcular la probabilitat d’extincié d’un
procés de Galton-Watson. La primera consisteix en iterar infinites vegades la funcié

generadora de probabilitat f, de Z, avaluada en qualsevol valor s € [0,1), mentre
que l'altre opcio és calcular la solucié més petita i no negativa ¢ < 1 de I'equacio

f(s) =s.

2.3.1 Inestabilitat del nombre d’individus a la n-essima generaci6

La seqiiencia {Z,},,5, 0 bé va a 0o o bé a 0. No roman positiva ni afitada sigui quin
sigui el valor de m, com ara veurem.

Teorema 2.3.2. Independentment del valor finit que prengui m = FE(Z;), tenim
que
lim P(Z,=k)=0, k=1,2,..

n—oo
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A més, Z, — oo amb probabilitat 1 — q i Z, — 0 amb probabilitat q. Es a dir, el
procés {Zn},so 0 bé s’extingeix o bé explota.

Demostracio:

En primer lloc hem de provar que cadascun dels estats £ = 1,2, ... és transitori. Es
a dir, si notem com ry = P(Z,4; = k per algun j > 1|Z, = k), hem de veure que
re < 1per k=1,2,.... Per veure-ho hem de distingir dos casos.

e Si py = 0, la tnica possibilitat que permet tornar a l'estat k és que cadascun
dels £k membres de la generacié n tingui exactament un descendent. Per tant,
perk=1,2..., r,=pF<1.

e Sipy > 0, aleshores 1, < P(Z,41 >0|Z, =k)=1—P(Z,;1 =0|Z,=k) =
1—pk<1
Py < L.

D’aquesta manera, tenim que

lim P(Z,=k)=0 VkeN

n—oo
i P(Z, = k per un numero infinit de valors de n) = 0. Com que Z, no pren el
mateix valor positiu infinites vegades, Z,, ha d’anar o bé a 0 o bé a co. Per tant,
P(Z, — 0)+ P(Z, — o0) = 1, i com que abans ja hem vist que ¢ = P(Z,, — 0),
aleshores P(Z, — c00) =1 —q. O

2.4 Un exemple important. El cas lineal fraccionari

Essencialment només hi ha un exemple no trivial pel qual tots els iterats f,(s)
poden ser calculats de forma explicita. S’anomena cas lineal fraccionari a causa de
la forma que pren la seva funcié generadora, com ara veurem.

Suposem que les probabilitats pi,ps,... formen una serie geometrica. Es a dir,
considerem

. 1—b—
pr=bp! perkeN i py=1-p=—0" "t
E>1 I—p

)

on els parametres b, p € (0,1) sén tals que b+p < 1.

Observem que si b = p(1 — p), aleshores tenim la familiar distribucié geometrica
amb parametre 1 — p.

Es facil de veure que la funcié generadora f de {py} k>0 €8 de la forma

b bs
f(s):Zskpkzl— + .
=0 1—p 1—ps
A més,
m=f(1) = —"
(1-p)?



Notem que, com a serie de potencies, f té radi de convergencia — > 1, ja que el
p

radi de convergencia R de la serie S s*p,, ve donat per I'expressi6
k>0

— 1 Pkt - bpk
— = 11In

R k5o |pe|  bphl

=p<l

Com que l'expressié de la funcié generadora f(s) encara no és 'apropiada per a
calcular-ne els seus iterats f,(s), procedirem a fer algunes transformacions. Per a

valors arbitraris u,v < —, tenim que
p

fls) = fu) _ (S - U) (1 —pv)

fs)=fw) \s—v/ \1-pu
El que hem de fer a continuacié és escollir aquests u i v de forma adequada. Amb
aquesta finalitat, denotem per 1 i sy els dos possibles punts fixos de f, tenint en

compte que poden ser iguals segons el valor de m. De fet, si m > 1 aleshores
so=¢q<1;sim=1llavors sy =1 =¢; isi m <1 aleshores sy > 1 =gq.

Hem de distingir dos casos, segons si m =10 m # 1.
e Suposem primer que m # 1. Aleshores, si prenem u = sy i v = 11 els substituim
a I'expressio de M obtenim que

f(s) = f(v)
f(s) = f(s0)  f(s)—s0 _ (S—So> ( I—p >

(s) = f(1)  fls)—1 s—=1/) \1-psg

11—_;0 B (?(2))_—810) (;—_510) - <fi£)—_5080) (fi?)_—l 1) '

Aplicant el limit quan s tendeix a 1 a tota la igualtat obtenim que

Aixi,

I—p

o - (50 (1) - (N5 i (5=1) -

1 1 1

fiis) — F) m

on hem hagut d’usar la regla de L’Hopital en el calcul del segon limit.

= lim
s—1

D’aquesta manera, tenim que

f(s)—s0  s—s5p

f(s)—1  m(s—1)

Iterant aquesta expressio obtenim que
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fu(s) —s0 85— 50

— VYn > 1
fa(s) =1  mr(s—1) "
Si solucionem aquesta expressio per f,(s),
o ST S=s
B mt(s—1) mn(s —1) - 1 — s B
fals) = s—sy s — So - s—syg
1—-— 1—-— 1—-—
mn(s — 1) mn(s — 1) mn(s — 1)
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Aixi doncs, ja hem trobat I'expressio explicita de la funcié generadora de Z,, quan

tenim una distribucié de la descendencia lineal fraccionaria i m # 1. En resum,

Lema 2.4.1. Sigui f la funcio generadora d’una distribucio lineal fraccionaria amb
mitjana m # 1 i punts fizos 1, sq. Aleshores,

n 1—80 2
1—sg m m" — Sy S
fa(s) =1—=m" + Vn > 1.

m" — Sy



A més, del fet que m = 5, tenim, en el cas m > 1,

b
(1-p)

1— 1 1—p)? b
p:—zﬁjl—psoz—:q:
1—psg m b 1—p

1—b—
- PPy

Sy =
"Topl-p)

De fet, hi ha una correspondencia entre els parells (m,q) € (1,+00) x [0,1) i
(p,b) € (0,1) x (0,1), p+0b < 1. Es a dir, per cada reproduccié mitjana m i
probabilitat d’extincié ¢ < 1, existeix exactament una distribucio lineal fraccionaria
amb mitjana m i probabilitat d’extincié ¢. Concretament,

1 1— )2
pom=l,_mio
m—q (m —q)

e Ens falta trobar I'expressié explicita de la funcié generadora quan ens trobem en
el cas critic. Suposem doncs que m = 1. Aleshores,

b
= ——=1=b=(1-p)?* i so=1.
m 1= p? (I—p)* i so

Aixi,
p—(2p—1)s
1—ps

f(s) =

A diferencia dels casos no critics, podem iterar directament aquesta relacié per a
trobar 'expressi6 de f,(s), obtenint el segiient resultat.

Lema 2.4.2. Sigut f la funcio generadora d’una distribucio lineal fraccionaria amb
mitjana m = 1. Aleshores,

np—((n+1)p—1)s

> 1.
(n—1)p+1—nps "

fn(s) =

Tant en el cas critic com en el no critic, es poden trobar les probabilitats P(Z,, =
k) V¥n > 1 a partir de les expressions respectives que hem trobat per f,(s). Aques-
tes probabilitats seran de nou una serie geometrica, excloent possiblement el primer
terme.

Al seglient apartat veurem la rellevancia que va tenir aquest tipus de distribuci6 en
el estudi de Lotka, que va calcular la probabilitat d’extincié de les families blanques
americanes, restringint-se als membres masculins.

2.5 El problema de ’extinci6é dels cognoms

Tot i que el problema de I'extincié dels cognoms va ser la motivacio principal per a
crear i desenvolupar la teoria dels processos de ramificacié, hi ha poques aplicacions
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publicades que tractin aquest tema. Una explicacié son les limitades circumstancies
sota les quals el model de ramificacié simple de Galton-Watson és aplicable a les
dades humanes. Aquest model simple és aplicable només sota la hipotesi que indi-
vidus diferents es reprodueixin independentment uns dels altres, de manera que les
interaccions induides per les diverses classes d’aparellament sén ignorades. A més,
en aquest model s’assumeix que la reproducci6 és asexual, és a dir, tenim homes
que per si mateixos generen altres descendents del sexe masculi. En definitiva, el
procés estandard no té lloc per a les dones en el procés de reproduccio, tot i que
és evident que si no fossin prou nombroses aleshores limitarien la descendencia dels
homes.

Com a curiositat i com a possible linia futura d’investigacié, comentar que els darrers
anys ja s’han donat casos d’estudis on es reconsidera el Problema original de Galton
usant una poblacié dels dos sexes. Aquest nou model es coneix com el procés de
Galton-Watson bisexual. Es pot trobar informacié sobre aquest model a 'article de
Hull [9].

Pero nosaltres ens centrem en el procés de Galton Watson tradicional. El primer
estudi a aplicar aquest model a la interpretacié de dades demografiques empiriques
va ser dut a terme per Lotka, I'any 1931.

2.5.1 L’estudi de Lotka

El matematic i estadistic america Alfred James Lotka (1880-1949) va ser el primer a
completar la idea de Galton, usant dades de fertilitat americanes per a determinar la
probabilitat d’extincié de la poblacié blanca americana de ’any 1920, restringint-se
unicament als individus varons. A més, se’l considera el fundador de la demografia
matematica. Va estudiar I’evolucié de poblacions i va ser el primer a definir els
conceptes de poblacié estable, poblacié estacionaria i taxa de creixement natural.

Recordem que ’any 1930, el matematic i estadistic danes Steffensen va ser el primer
a publicar un analisi complet i correcte de la probabilitat d’extincié del procés. Just
un any després de la publicacié d’Steffensen, Lotka va publicar el primer de dos
articles il-lustrant la validesa del treball del danes. En el tercer paragraf del primer
dels dos articles, Lotka estableix el seu proposit. En primer lloc, comenta que el
tractament teoric del problema ja esta disponible a la literatura del moment. No
obstant, remarca que el que falta és establir una connexié entre la férmula analitica
i dades estadistiques empiriques.

Aleshores, Lotka va procedir a confrontar el model de Galton-Watson amb les dades
del cens de la poblacié blanca dels Estats Units de 'any 1920, convertint-se en la
primera persona en realitzar un calcul significatiu de la probabilitat d’extincié d'un
procés de Galton-Watson. Concretament, Lotka es va restingir als individus varons
del cens. De les dades estadistiques disponibles va calcular la distribucié dels fills
varons que un recent nascut del sexe masculi podria tenir amb el temps. Es a dir,
va calcular les probabilitats py que un recent nascut tingués k£ = 0,1, 2, ... fills en
un futur, i aixi va ser capa¢ de determinar la probabilitat d’extincié d’una linia
masculina de descendéncia (extincié d’'un cognom). Lotka va trobar que aquesta
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probabilitat valia 0.8797.

Més endavant, pero, va descobrir que les probabilitats de reproduccié empiriques
estaven ben aproximades per una distribucio lineal fraccionaria amb parametres
b= 0.2126 i p = 0.5892, els quals impliquen que pg = 0.4825 i m = 1.2598. Amb
aquestes noves consideracions va tornar a calcular la probabilitat d’extincid, prenent
el nou valor 0.819.

Fent un senzill programa amb el programa estadistic R, usant els valors dels parametres
que va agafar Lotka, podem veure que donat un valor inicial s, a mesura que n
augmenta f,(s) s’acosta més i més al valor ¢ de la probabilitat d’extincié. Per

a exemplificar-ho graficament, prenem un valor inicial s = 0.05 i una tolerancia
igual a 1078, que significa que deixarem d’iterar la funcié generadora quan tro-
bem que la diferéncia en valor absolut entre dos valors consecutius de f,(0.05)
sigui més petita que 1078, Aleshores, a la generacié 67 les iteracions s’aturen, i
f67(0.05) = 0.8188615 ~ 0.819, com voliem veure. El grafic del valor de f£,(0.05) en
funcié de n és el segiient.
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2.6 Resultats asimptotics

En aquest apartat estudiarem la distribucié limit de Z,, quan n és gran, i també
el comportament de la seqiiencia aleatoria Zy, Z1,.... En general, la distribucio
limit no pot ser obtinguda explicitament, excepte quan m=1. C)bviament, ens
centrarem en el cas supercritic, puig que és 'inic cas on la poblacié té opcions de
sobreviure. De forma natural, la seglient qiiestié que tractarem és el comportament
del creixement d'un procés de Galton-Watson quan aquest sobreviu.
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2.6.1 Resultats asimptotics quan m>1. Cas supercritic

Ja hem demostrat que quan m > 1, la familia amb un sol progenitor té una pro-
babilitat positiva de sobreviure indefinidament. En cas de sobreviure, pel teorema
2.3.2 sabem que la mida de la familia augmenta indefinidament. Aleshores, d’acord
a la llei de creixement de Malthus hauriem d’esperar que, amb el temps, la poblacié
augmentés a un ritme geometric.

Mantenim la notacié dels apartats anteriors. Aixi doncs, {Z,}, -, denota un procés
de ramificacié de Galton-Watson amb una distribucié de la descendencia {px},,,
reproduccié mitjana m i variancia de reproduccié o?. Recordem també que a
lapartat 1.2.1 hem denotat per F,, = o(Zy, Z1,...,Z,) a la o-algebra generada
per Zy, 2y, ..., 4,. Usarem la teoria de martingales per establir el comportament
asimptotic de Z,, en el cas supercritic.

Amb aquesta notacid, i com a conseqiiencia del fet que E(Z,) = m™, és natural
estudiar el procés normalitzat

Z,
W, = = Vné&EZn>0.

Zy .
Teorema 2.6.1. Si0 <m < oo, W, = — i F, = 0(Zy, Z1, ..., Zpn) €s la o-dalgebra
mn

generada per Zy, Zy, ..., Zn, aleshores la seqiéncia {W,, F;n=0,1,2,...} és una
martingala. A més, com que W,, > 0, existeir una variable aleatoria no negativa
W tal que

lim W, =W gq.s.

n—oo

Demostracio:

Comencem veient que {W,,, F,;n = 0,1,2,...} és una martingala. Per tant, hem de
verificar les 3 condicions segiients:

(i) W, és F,-mesurable Vn € Z tal que n > 0.
Aixo és cert per defincié de F,, ja que JF, és la o-algebra generada per
Zn,
2oy Ly ey Zp i W, = — € F,.
mn

(i) E(|W,|) < co.

En efecte, E(|Wy|) = E(jm™"Zy[) = [m™"[E(|Z,]) = 1 < 00, ja que m > 0 i
Zn > 0.

(iii) B(Wiii|F) = Wi

Tenim que

E<Wn+1’fn> = E<m_(n+1)Zn+1|Fn) = m_(n—H)E(ZnJrl‘fn) =
=m "VE(Z,1l0(Zy, Z1, .., Zy)) = m™ OV E(Z 1| 2y =k, .., Zo = ko) =

=m "VE(Z, 1|2, = ky),
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ja que {Z,},, és una cadena de Markov. Ara, usant que E(Z,1|Z, = k) =
mZy,

m~ " VE(Z, 1| Z, = kn) = m~ " ImZ, = m™Z, = W,.

Aixf, ja hem vist que (W),),,5, ¢és una martingala adaptada a (F,),,. Per acabar
la demostracié usarem el Teorema de Convergencia de Martingales.

Teorema 2.6.2. (Teorema de Convergéncia de Martingales). Sigui (W,,)n>0 una
martingala relativa a (F,)n>o de tal manera que existeiz un C' < oo amb E(|W,|) <
C Vn >0, amb n entera. Aleshores existeir una variable aleatoria W tal que

lim W, =W gq.s.

n—oo

Demostracio: Ometem la demostracié. Es pot veure a Lawler [11], capitol 5, pagines
117-118]. 0

Aix{ doncs, només ens cal veure que existeix un C' < co amb E(|W,,|) < C' ¥Vn > 0.
Com que W,, és no negativa per tot n,

Zn,
E(|W,])=EW,)=FE (—) = —F(Z, =1,Yn>0.
mn
Per tant, agafant qualsevol valor de C tal que 1 < C' < o0, existeix una variable
aleatoria no negativa W tal que lim,, ..o W,, =W ¢.s.

i

De la convergencia que acabem de provar tenim que Z,, creix com m"W, si W #£ 0.
Aix0 és 'analeg estocastic de la la llei Malthusiana del creixement geometric de la
poblacié. Tot i que aquest teorema 2.6.1 ens dona un resultat clar a partir d’una
unica hipotesi molt debil, el resultat no és gaire satisfactori en el sentit que que no
ens explica res sobre W. Naturalment, usant el lema de Fatou podem concloure que

E(W) < lim inf E(W,,) = E(Zy) = 1.

No obstant, aix0o no descarta la possibilitat que W = 0, i en aquest cas el Teorema
2.6.1 simplement ens diu que m”™ creix més rapid que Z,,. De fet, si m < 1, sabem
que amb probabilitat 1 Z,, és 0 per un n suficientment gran, aixi que, de fet, W és
degenerada en 0. Es a dir, P(W =0) =1 sim < 1. D’aquesta manera, el teorema
podria ser significatiu, en tot cas, només quan m > 1. Pero inclis en aquest cas
podria passar que P(W = 0) = 1. No obstant, que la variancia de reproduccié o>
sigui finita és suficient per poder assegurar que W és no degenerada, és a dir, per a
tenir que P(W = 0) < 1. De fet, tenim el segiient resultat.

Teorema 2.6.3. Suposem que {Zn}nZO €s un procés de ramificacio de Galton-
Watson supercritic amb un progenitor i variancia de reproduccid finita o*. Alesho-
res,
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(i) lim (W, ~W)?) =0,

0.2

(ii) EOW) =1 Var(W) =

m2—m’

(iii) P(W = 0) = q.

Demostracio:
Pel Teorema 2.2.1, 1 Vn > 0,
E(7? 2(1—=m™

m2n m2 —m

Per acabar de provar (i) hem de fer ts del teorema de convergencia en LP.

Teorema 2.6.4. (Teorema de Convergencia en LP). Sigui (Wy,)n>0 una martingala
relativa a (Fp)n>o0 de tal manera que sup E(|W,|P) < oo ¥Yn > 0, on p > 1.
neN

Aleshores ezisteiz una variable aleatoria W tal que W, =3 W en LP.

Demostracid: Ometem la demostracié. Es pot veure a Durrett [B, capitol 4, pagines
252-253]. O

Com que F(W?2) és una funcié creixent en n,
2

sup E(W?) = lim E(W?) = —

neN n—00 ms—m

+1 < o0,

i, pel teorema de Convergéncia en LP, W, convergeix en L? a W. Aixi, ja tenim
que lim E((W,, — W)?) = 0.

n—oo
Com que W, convergeix en L> a W, E(W,,) — E(W), 1 E(W,) = 1Vn >0, de
manera que F(W) = 1. A més,

2 1— —n 2
Var(W) = lim Var(W,) = lim ol =m™) = 20

n—oo n—00 m2 —m m

_m‘

Nomes ens falta veure (iii). Si notem r = P(W = 0), com que E(W) = 1 llavors
r < 1. A més, condicionant per Z; observem que r ha de satisfer

r= 3PV =012 = WP(Zi = k) = 3 (POV = 0)'p = 3 rpi = f(r),

k

aixi que 7 ha de coincidir amb ¢. Per tant, P(WW = 0) = q.
U

Levinson (1959) va ser el primer a adonar-se que si 02 = oo aleshores P(W = 0)
podia ser 1, perd cap condicié tant forta com 02 < oo és necessaria per a garantir
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la no degeneraci6 de W. Al teorema segiient veurem una condicié necessaria i
suficient que només és una mica més forta que 'existencia de la mitjana. Respecte
a la distribucié de W, resulta ser absolutament continua en els reals positius i té,
de fet, una funcié de densitat continua estrictament positiva (veure Athreya i Ney
[3, capitol 1, pagina 24]).

El resultat segiient va ser donat enfocant-se a una situacié més general (el procés
de Galton-Watson multidimensional) per Kesten i Stigum.

Teorema 2.6.5. Si E(Z1log(Z,)) < oo, aleshores E(W) = 1. Si E(Zlog(Zy)) =
00, aleshores E(W) =0 o, equivalentment, P(W =0) = 1.

Demostracié: Ometem la demostracié. Es pot veure a Athreya i Ney [3][capitol 1,
pagines 24-29]. OJ

En vista del resultat del teorema 2.6.3, podem usar la distribucié de W per estudiar
la distribuci6 de Z,, quan n és gran. Per estudiar la distribucié de W hauriem de
derivar, de 'expressié dels iterats de la funcié generadora

fn-i-l(s) :f<fn(8))a 7121,2,...,

una equacié funcional per a la seva funcié generatriu de moments ¢(s) = E(e=*").

Notem que és habitual definir la funcié generatriu de moments com, en la nostra
notacio, ¢(—s), pero aquesta expressio ens forgaria a tractar amb el semipla Re(s) >
0, que és inadequat.

Definicié 2.6.1. Sigui ¢,(s), n = 0,1,2,..., i ¢(s) les funcions generatrius de
moments respectives de W, 1 W,

Ou(s) = Ble™") = fu(e™™),  (s) = B(e™*"), Re(s) 2 0.

Sigui K(u) = P(W < w) la distribucid de W. Aleshores, l'equacid dels iterats de la
funcio generatiu es converteix en

Cbn—‘rl(ms) = f(¢n(8))7 RE(S) >0; n=0,1,..

Com que les variables aleatories W,, convergeixen en probabilitat a W, les seves
distribucions convergeizen a la de W i ¢,(s) — ¢(s) quan Re(s) > 0. Com que f
és continua per |s| < 1, observem que f(pn(s)) — f(P(s)). Aixi tenim el segiient
resultat, que va ser provat per primera vegada amb menys generalitat per Hawkins

i Ulam (1944).

Teorema 2.6.6. Sota les condicions del teorema 2.6.3, la funcio generatriu de
moments ¢(s) = E(e=*W) satisfa les relacions

¢(ms) = f(o(s)), Re(s) =0,

amb ¢'(0) = —1. La funcid caracteristica ¢p(—it), —oo <t < oo, €s la Unica funcio
caracteristica satisfent les relacions anterios, corresponent a una distribucio amb
primer moment 1.
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Demostracid: Ometem la demostracié. Es pot veure a Harris [8, capitol 1, pagines
15-16]. O

2.6.2 Resultats asimptotics quan m<1. Cas subcritic

En aquest cas, com que sabem que la poblacié s’extingeix amb probabilitat 1, la
distribuci6 limit de Z,, no és interessant. Per descriure el comportament asimptotic
del procés quan m < 1 Kolmogorov (1938) i Yaglom (1947) van introduir el recurs
de condicionar el procés Z,, per la no extincid, és a dir, per 'esdeveniment {Z,, > 0}.
La funcié generatriu resultant de condicionar ve donada per

S P(Z, = k)s*
k=1

o B _ OO P(Z — k;) o fn(s) - fn(o)
;;P(Zn = k|Z, > 0)s* = ]; P(Z, > 0) o= P(Z,>0)  1-f(0) °

El segiient resultat, que és degut a Yaglom, mostra que aquesta funcié convergeix
a una funcié generatriu.

Teorema 2.6.7. Suposem que m < 11 E(Z}) < co. Aleshores, per cada k € N,

lim P(Z, = k|Z, > 0) = by,

n—oo

oo [e.e]
existeir, 1 . by = 1. A més, la funcié generatiu g(s) = > bps® satisfa l'equacié

_ k=0 k=0
funcional

9(f(s)) =mg(s) +1—m, [s| <L
Demostraciéo: Ometem la demostracié. Es pot veure a Harris [§, capitol 1, pagines
18-19]. 0

2.6.3 Resultats asimptotics quan m=1. Cas critic

La inestabilitat del cas critic es pot veure clarament en el fet que, quan m = 1,

E(Z) =1 VYn, Var(Z,) =S oo i P(Z,"=30)=1.
No obstant, els processos critics tenen el comportament limit més facil de descriure
dels 3 casos, com ara veurem.

En aquest cas, les probabilitats limits b, de la seqiiencia de distribucions condici-
onals de {Z,|Z, > 0} sén 0 (veure Athreya i Ney [3, capitol 1, pagines 15-18]), de
manera que aquest procés divergeix a oo en distribucié. Una idea pel que fa al ritme
de divergencia ve donada per un calcul simple del moment de primer ordre de Z,:

1 = E(Z,) = E(Zy|Zy > 0)P(Z, > 0) +0- P(Z, = 0),
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implicant que

1

Aix{ doncs, fa falta una normalitzacié addicional per aconseguir que el procés con-
