UNIVERSITAT e
i+ BARCELONA

Facultat de Matematiques
i Informatica

GRADO DE MATEMATICAS
Trabajo final de grado

EL FILTRO DE KALMAN

Autor: Victor Pelegri Alvarez

Director: Dr. José Manuel Corcuera Valverde
Realitzat a: Departamento

de Matematicas y Informatica

Barcelona, 20 de junio de 2019



Abstract

In this work we will study the Kalman filter, highlighting its main equations and
developing how they are. We will also deal with Extended Kalman Filter case analogously
and Particle Filter case and a brief example for each one. Then we will see some more
general considerations about its implementation and how we measure its performance
applied to an example.

Resumen

En este trabajo estudiaremos el Filtro de Kalman, destacando sus ecuaciones principa-
les y desarrollando como se encuentran. Trataremos también el caso del Filtro de Kalman
Extendido de forma andloga y el caso del Filtro de la Particula y un breve ejemplo para
cada uno. Luego veremos algunas consideraciones mas generales sobre la implementacién
de este y como medir su rendimiento aplicado a un ejemplo.

2010 Mathematics Subject Classification. 60G35, 62F15, 60G15



II

Agradecimientos

A todos los profesores que he tenido a lo largo de estos afios y a mi tutor José Manuel
Corcuera por la dedicacién y el tiempo que me han ofrecido. A mi familia, amigas y
compaiferas por hacer del apoyo mutuo y la solidaridad, no solo un eslégan, siné nuestra
mejor arma en todo momento.



Indice general

1. Introduccion
1.1. Objetivos del Filtro de Kalman . . . . . ... ... ... ... ... ....
1.2. Modelos de estado . . . . . . . . ...

2. Resultados previos

3. Algoritmo del Filtro de Kalman
3.1. Estimacién del estado y covarianza del error en la estimacion del estado .
3.2. Innovacidn . . . . . . ...
3.3. Lamatriz de ganancia . . . . . . .. .. .. L Lo o
3.3.1. Actualizacion del estimador del estado . . . . . . . ... ... ...
3.3.2. Calculo de la matriz de ganancia . . . . ... ... ... ... ...
3.4. Pasos del algoritmo del Filtro de Kalman . . . . . ... .. ... ... ..
3.4.1. Estimacion . . . . . . ... e

3.4.2. Actualizacidn . . . . . . ..

4. Filtros no lineales
4.1. Filtro de Kalman Extendido . . . . . . . .. .. .. ... .. ...
4.1.1. Prediccién delestado . . . . . . . .. .. Lo oL
4.1.2. La prediccién de la observacién y la innovacién . . . . . . . .. ..
4.1.3. Actualizacién de ecuaciones . . . . . . . . ... ...
4.2. El Filtro de la Particula . . . . . . ... ... .00
4.2.1. Filtro Recursivo Bayesiano . . . . . .. .. .. .. ... .. ....
4.2.2. Muestreo por Importancia . . . . . .. . ... ...,
4.2.3. El Filtro de la Particula . . . . . .. .. ... ..o
4.2.4. Aplicacién: Modelos de Volatilidad Estocastica . . . . . . ... ..

4.2.5. Estimacién de los pardametros . . . . . . .. ..o

5. Implementacién del Filtro de Kalman

111

10
11
11
12
13
13
13

15
15
15
17
18
18
18
19
21
23
25

27



INDICE GENERAL 1

5.1. Planteamiento general . . . . . . .. .. .. ... oo 28
5.2. Imicializacion . . . . . . . . . . ... e 29
5.3. Estabilidad del rendimiento . . . . . . .. ... ... ... ... 29
5.4. Consistencia del filtro . . . . . . . . . ... ... 30
5.4.1. Test sobre el sesgo de la innovacién . . . . . . . . ... ... .... 30

5.4.2. Test de incorrelacion de la innovacién . . . . . . ... .. ... .. 31

6. Ejemplo del Filtro de Kalman Extendido 33
7. Conclusiones 37
8. Anexo 39
8.1. Esperanza condicionada . . . . . .. .. ... Lo 39
8.1.1. Definiciones previas . . . . . . . .. ... 39

8.1.2. La esperanza condicionada, definiciones y propiedades . . . . . . . 40

8.1.3. Calculo de la esperanza condicionada . . . . . . .. ... ... ... 41

9. Bibliografia 45



INDICE GENERAL



Capitulo 1

Introduccion

El Filtro de Kalman es un algoritmo recursivo desarrollado por Rudolf E. Kalman
en 1960 que sirve para poder calcular la estimacién de un estado que evoluciona en el
tiempo y del cual tenemos informacién precisa. En este modelo supondremos que tene-
mos una ecuacién para el estado que queremos estudiar, y otra para las observaciones
de este estado, que son combinacién lineal del estado y el ruido, es decir, una variable
aleatoria que perturba las observaciones. Este algoritmo garantiza que la estimacién ob-
tenida minimiza el error cuadrético medio (la diferencia entre el valor de la estimacién del
estado y el del estado). Veremos que el estimador del estado corresponde a la esperanza
condicionada y que este es el mejor estimador posible, ademéds en el caso gausiano es
lineal. El resultado que nos proporciona el filtro es una estimacion del estado que es una
suma ponderada de la estimacién anterior y la nueva observacion, esta es una suposicién
que hacemos y a partir de la cual encontramos la matriz de ganancia que, como hemos
dicho antes, minimiza el error cuadritico medio. La importancia del Filtro de Kalman es
consequencia de que no requiere almacenar toda la informarciéon sobre las observaciones
pasadas y que al tratar con estimaciones lineales es un algoritmo de uso relativamente
sencillo y por lo tanto es ideal para resolver problemas complejos de estimacién.

Las ideas de Rudolf E. Kalman sobre el filtraje (consideradas la contribucién maés
importante en la teoria de estimacién de los ultimos 50 anos) fueron recibidas al prin-
cipio con gran escepticismo, tanto es asi que se vio obligado a presentar sus resultados
en publicaciones de ingenieria mecdnica en vez de ingenieria eléctrica o de sistemas (la
publicacién se titulaba ” A new approach to linear filtering and prediction problems” en
el Journal of Basic Engineering 82 (1): 35-45). Posteriormente tuvo mas éxito durante su
visita al NASA Ames Research Center. Esto implicé el uso del algoritmo en el programa
Apolo, en el transbordador espacial de la NASA, en submarinos de guerra de la Marina,
en armas y vehiculos no tripulados y en el desarrollo del sistema de posicionamiento GPS.
Por todo eso el Filtro de Kalman tiene numerosas aplicaciones en tecnologia. Ademaés, se
utiliza ampliamente en campos como el procesamiento de seniales y la econometria, como
por ejemplo en el calculo del PIB de un pais.
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1.1. Objetivos del Filtro de Kalman

Las aplicaciones del Filtro de Kalman abarcan muchos campos, pero su uso como
herramienta tiene normalmente dos objetivos:

1. Estimacién de estados de sistemas dinamicos: casi todos los sistemas fisi-
cos son dindmicos, no son constantes. Si queremos estimaciones precisas de sus
caracteristicas en el tiempo, tenemos que tener en cuenta sus dindmicas. Pero las
dindmicas no se conocen normalmente de forma precisa. Por eso se expresan en pro-
babilidades. El filtro nos permite estimar el estado de sistemas dindmicos con ciertos
tipos de comportamientos aleatorios a partir de informacién estadistica. Estos son
algunos ejemplos de estimacion de sistemas dindmicos

Aplicacién Sistema dinamico Tipos de sensor
Control de procesos Planta quimica Presion
Temperatura

Tasa de flujo
Analizador de gas
Prediccion de inundaciones | Sistema del rio Nivel del agua

Pluviémetro
Radar del tiempo
Rastreo Nave espacial Radar
Sistema de imagenes
Navegacién Barco Sextante

Giroscopio
Acelerémetro

2. Analisis del rendimiento de sistemas de estimacion: el objetivo del andlisis
es determinar si se ajustan bién los diferentes tipos de sensores para un conjunto
de criterios de disefio dados. Estos criterios estan normalmente relacionados con la
precisién de la estimacion y el coste del sistema. El filtro de Kalman usa una ca-
racterizacion paramétrica de la distribucion de probabilidad del error de estimacién
para determinar las matrices de ganancia éptimas, y su distribucién de probabilidad
se usa evaluando su rendimiento como una funcion de ”diseno de parametros”de un
sistema de estimacién, como por ejemplo:

a) Los tipos de sensores que se usan.

b) Las posiciones y orientaciones usando diferentes tipos de sensores con respecto
al sistema que se quiere estimar.

Las caracteristicas del ruido admitido por los sensores.
El prefiltrado de métodos para suavizar el ruido.
Las tasas de muestreo de datos para varios tipos de sensores.

El nivel de simplificacién del modelo para reducir la implementacién de reque-
rimientos.
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1.2. Modelos de estado

Describimos a continuaciéon algunos modelos de series temporales que pueden ser re-
presentados como estados lineales. Indicamos que la serie {Z,,,n = 1,2, ...} satisface una
ecuacion de la forma

Zn=HpyXn+V, n=12..

donde
X, =FRX, -1+ W, n=12,..

Esta tultima ecuacién puede ser interpretada como la evolucién de un estado X,, (vector
de dimensién d) de un sistema en el instante n en términos de una secuencia conocida de
matrices Fi, F5, ... de dimension d X d. Entonces se define la secuencia de observaciones,
Zn, que se obtiene aplicando una transformacién lineal a X, y anadiendo el vector alea-
torio V,,,t = 1,2, ... La ecuacién de X,, se generaliza en la teoria de control incluyendo un
término adicional B, U, que representa el efecto de aplicar un control U,, en un instante
de tiempo n.

Veamos algunas hipdtesis necesarias para el uso y analisis de la ecuacién de estado y
la de observacién.

1. Fi, Fy, ... es una secuencia de matrices deterministas d x d.
2. Hi, Ho, ... es una secuencia de matrices deterministas r x d.

3. {Xn, (VI wIhHT n=1,2, } es una secuencia ortogonal de vectores aleatorios con
momentos de segundo orden finitos.

4. E[V,] =0y E[W,] =0 n=12,...

5. E[V,V,I'] = Ry, E[W,,WI] = Q,, donde las matrices R,,Q, son de dimensién r x 7
y d x d respectivamente.

Observacion 1.2.1. En algunos casos es posible que las matrices F,,, H,, Ry, @y, sean
independientes de n.

Observacion 1.2.2. Por las caracteristicas que presentan, X,, y Z, tienen forma de
funcién para n =1, 2...

Xn :fn(Xth)“an) Zn :hn(Xth)-'an,Vn)

Observacion 1.2.3. Por la Observacion 1.1.2 y la hipdtesis niimero 3 tenemos las rela-
ciones de ortogonalidad siguientes

Wo Ll X WolZp  VolXm VolZn, 1<m<n

Ejemplo 1.2.4. (Una direccién aleatoria variante con ruido anadido). Si 8 es una constan-
te, W, ~ N(0,02) y Y1 es una variable aleatoria incorrelacionada con {W,,n =1,2,...},
entonces el proceso estocastico {Y,,,n = 1,2, ...} definido por

Yor1 =Y +8+Wo=Y1+n8+ Wi+ ...+ Wy, n=1,2,..



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

puede generar un modelo de estado en que las trayectorias son aproximadamente lineales.

Para construir una representacion del estado para Y, introducimos el vector X, =

v, 8"

, que se puede describir de forma equivalente como

Xpi1 = [Y”B“} = [(1) ﬂ Xp+ W,  n=12,..

Donde W,, = [WT} O]T. El proceso Y, viene determinado por Y,, = [1 O] X,,. Se puede
anadir el ruido V;, a Y,, de manera que nos queda la secuencia

Zn=1[1 0] Xn+V,

donde V,, ~ N(0,v?). Si {Xy, Vi, W1, Vo, Wa, ...} es una sucesién ortogonal, entonces las
ecuaciones de X, y Z, constituyen un modelo de estado para el proceso Y,, como queria-
mos demostrar. Para este modelo tenemos

(11 B _[e? 0 I
Fn—[o 1],Hn—[l 0],Qn—[0 0],R—v



Capitulo 2

Resultados previos

Veamos algunos resultados importantes de la esperanza condicionada en la estimacion
para entender la motivacién del Filtro de Kalman.

Proposicién 2.0.1. Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad, X = (X)i<k<n un proceso
estocdstico y Z := (Z)1<k<n otro proceso estocdstico relacionado con X, entonces el mejor

estimador de X bajo el error cuadrdtico medio, llamado )?n, es la esperanza condicionada,
es decir, X,, = E[X,,|Z].

Demostracion. Sea F(Z1,...,Zy) = )?n el estimador, el error cuadratico medio entre el
estado y la estimacién viene dado por,

E[(Xn — Xn)2] = E | (Xn — E[X0|Z] + E[X,]2] - X0)?]

—E | (X — E[Xa|Z])? + (B[X,|2Z] — X0)? + 2(E[X,] 2] — Rn) (Xn — E[X,|2])| =

= E (X, — E[X,|2))%] + E [(B[X,]2] — X0)?] + 2E [(B[X,|2] — Z0) (X — EIX,|2])]

Notemos que
E[(E[Xa|2] - £0)(Xa — E[Xa|2])] =0,

ya que por la propiedad 8 de la esperanza condicionada (véase anexo) se puede transformar
en

E | (E[Xa|2) = X0)(Xa = E[Xal2)| = E |E |(E[Xa|Z] = X)(Xa — E[Xa|2))|Z]]
como E[X,|Z] — X,, es Z — medible
E B |(E[Xa|Z] = X0)(Xn — E[X0|2))|Z]]| = E |(E[X0|Z] - Xa)E (X0 — E[X,| 2))|2]]
entoces el término de dentro
E[(X, — E[X,|Z))| 2] = E[X,|Z] - E[X,| 2] = 0

7
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Tenemos ahora que
E[(X, — %)) = E[(X, — E[X,|Z])?] + B(E[X,|Z] — X,
y como E[(E[X,|Z] — X,,)?] > 0 nos queda lo que querfamos:
E[(X, — %)) > E[(X, — E[X,]Z])?
U

Proposicién 2.0.2. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, sea X, Z1,...., Z, varia-
bles aleatorias tales que (X, Z1, ..., Zp) ~ Npy1(u, X) demostremos que E[X|Z1, ..., Z,) =
AZ + B donde Z = (Z1,....2y), A matriz1 x n y B € R. Esto es, que la esperanza
condicionada, en el caso que las observaciones y el estado sean conjuntamente gaustanas,
es una funcion lineal de las observaciones.

Demostracion. Sea

Cov(X,X) Cov(X,Z1) Cov(X,Z3) ... Cov(X, Z,)
Y — COV(Zl,X) COV(Zl,Zl) ..... COV(Zl,Zn)
Cov(Z,,X) Cov(Zy,,Z1) Cov(Zy,Zs) ... Cov(Zn, Zn)

Sea Z1' = (Zy,..... Z,) yY = X—22121_11Z. Entonces Cov(Y, Z) = 0y por la propiedad
10 de la esperanza condicionada (véase anexo),

E[Y|Z] = E[X|Z] — 2137} Z = E[Y]
por tanto queda,

E[X|Z] = E[Y] + S %' Z = E[X] + 20127 (Z — E[Z))
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Algoritmo del Filtro de Kalman

En el filtro de Kalman suponemos que tanto para la evolucién del estado como para
las observaciones tenemos un sistema lineal. Para la evolucién del vector de variables
aleatorias X,, de dimensién d, llamado estado para el instante ¢,, (denotemos X;, = X,,)
tenemos

Xp=FXn 1+ B, U, + W,

donde F}, es la matriz d x d de transicién (determinista) , B,, es la matriz d xd de modelo de
control de entrada (determinista) aplicada al vector de variables aleatorias predictivo de
control U,, de dimensién d, es decir, U, € 0(Z1, ..., Zn—1) (Z, se definird a continuacién).
Y W, ~ N4(0,Q,) es un proceso estocastico donde @,, para cada n, es la matriz de
covarianzas de W,,. La componente W, es la que hace que X, sea aleatorio.

Suponemos también que el proceso estocastico de las observaciones del estado Z,, de
dimensioén r en el mismo instante sigue la ecuacién

donde H,, es la matriz de observaciones r x d (determinista) y V,, ~ N,.(0, R,,) es el proceso
estocastico llamado ruido donde R,,, para cada n son las columnas de la matriz de cova-
rianzas de V,,. Supondremos que W1,..., Wy y Vi,...., V,. son mutuamente independientes.

3.1. Estimacion del estado y covarianza del error en la es-
timacion del estado

Proposiciéon 3.1.1. La estimacion del estado en el instante n, dadas las observaciones
hasta el instante n — 1, sigue la ecuacion

)?n\n—l - Fn)?n—1|n—1 + Bp-1Un—1

Sefialamos que la notacién n|n—1 se refiere a la esperanza condicionada y que Z"~! :=
(Z1y ey Zn—1).
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Demostracion. Entonces,
Xn|n—1 = E[Xn‘zn_l]

= E[F, Xn_1+ BuUp + Wy|Z" Y = F,_1E[X,_1| 2" Y + B,U, + E[W,|Z2"]

Donde hemos usado que U,, es Z"~'-medible y que por lo tanto cumple que E[U,,|Z"~1] =
U, Como W,, ~ N(0,Q,) y Wy, es independiente de Z"~! = E[W,|Z""!] = E[W,] =0,
y nos queda

Xn\n—l = Fan—1|n—1 + Bp-1Up—1

O

Proposicién 3.1.2. La covarianza del error producido en la estimacion del estado en el
instante n dadas las observaciones hasta n — 1 sigue la ecuacion

Pn\nfl = FnPn71|n71Fg + Qn

Demostracion. Por definicion,
Prajn-1 = E[(Xn = Xpjn_1)(Xn — Xpn_1)7 12" =
Por un lado tenemos que
X1 = —Fp X 1jn1 — BaUy
Xn=FXn 1+ BU, +W,
por otro lado notemos que E[(X,,—1 — )?n,l‘n,l)]anl] = 0 entonces tenemos que,

% = FpE[(Xn_1 — Xn-1)(Xn_1— Xn_))|Z" " EL + EW,, WL |27

Por la definicién de covarianza y como W, ~ N(0,Q,) = Q, = E[W, W] -
E[W,LE[W,I] = E[W,W,] y acaba quedando,

Pn\n—l = FnPn—1|n—1Fr? +Qn

3.2. Innovacion

Definicion 3.2.1. En el Filtro de Kalman llamamos innovacion del estado, 6., al error
en la estimacion de las observaciones,

ZS\n =Zn— Z\n\nfl

Proposiciéon 3.2.2. La innovacion satisface que:

Z5\n = Zn — Hn)?nhz—l
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Demostracion. Por un lado por definicién y desarrollando,
Zpjn—1 = E[Z,| 2" = E[H X, + Vo] 2" = Hy X

donde hemos usado que V4, ..., V;, son independientes de V,, = E[V,,|Z""!] = E[V,,] = 0.
Por otro lado por definicién de innovacion y sustituyendo lo anterior,

;S\n = Ip — 2n|n71 =2y — Hn)?nmfl
O

Como no conocemos el estado real, no es posible compararlo con el estimador del
estado. Por lo tanto la innovacién es una herramienta ttil a la hora de decidir si un
estimador se adapta bién o no.

Proposicion 3.2.3. La covarianza de la innovacion, cumple que:

Sp = ann\nlerj; + Ry

Demostracion. Por definicién y como la esperanza de la innovacion es zero,
Sp 1= E[0,02|2" Y = E[(Zn — HuXpn1)(Zn — HoXppn 1) 12771
Usando que 2, = H, X, + V,
= B[(Hn(Xn = Xnjn-1) + Va) (Ha(Xp = Xpj1) + Vo) )|Z"]
de forma andloga a la ultima demostracién y como V,, ~ N(0, R,,)

Sp = HnPn\n—l-HZ; + Ry,

3.3. La matriz de ganancia

3.3.1. Actualizacién del estimador del estado

Definicion 3.3.1. En el Filtro de Kalman definimos el error en la estimacion del estado
como

~ ~

Xn|n = Apln T Xn

El objetivo del Filtro de Kalman es encontrar un estimador que sea combinacién lineal
de la prediccién del estado y de la innovacién, por eso empezaremos suponiendo que

Xn|n = Kan|n—1 + KnZp
donde K;L y K, son las matrices de ganancia que se eligen de forma que minimizen la

expresion
E[X], Xl 2"] = traza [E[X,, X1, 12"]| = trazalPy)]

La igualdad es consequencia de que Xg‘anm resulta una matriz cuya suma de los términos

de la diagonal es el producto escalar de estos dos vectores.
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. . » !/ . 7z L
Proposiciéon 3.3.2. : K, y K,, se relacionan a través de la expresion

K, =1-KyH,

Demostracion. El error en la estimacion del estado en términos de las matrices de ganancia
se expresa como

Xn|n = An|n - Xn = K;L)?n\n—l + KnZyn — X
= K;L)/En\n—l + Kn(Han + Vn) - Xn

Usando que )?nln—l =X, + )?n‘n_l,
= (K, + KnHy, — )Xy + K, X1 + Ko Vi,
Tomando esperanzas y sabiendo que E[V,|Z¥] = 0 y E[X,,|Z*] = 0
E[Xn| 2] = (K, + KnH, — 1)E[X,| Z*]
y como E[X,|Z*] = 0 tiene que darse K|, = 1 — K, H,, O

Corolario 3.3.3. La actualizacion del estimador del estado sigue la ecuacion

~

Xn|n = Anln—1 + Knonp,

Demostracion.

)?n\n = K;L)?n\n—l + KnZp = (1 - Kan))?nm—l + KnZpn = )?n|n—1 + Kngn

3.3.2. (Calculo de la matriz de ganancia

Seguimos calculando el error en la estimacién sustituyendo, por un lado K 7/1 =1-K,H,
en Xn\n
X = (1 = KpnHp) Xyt + KnZy,

y por otro lado sabemos que X’n‘n_l = Xn‘n_l + X0y Zn=H, X+ Vy,

= (1= KnHp) X1 + Xp — Xp B, + KB Xy, + KV

el error queda N N

Sigamos ahora calculando P, para encontrar K, usando lo que tenemos hasta el mo-
mento.

Popn = (1 — Ky Ho)E[X,, 1 X112 (1 - Ko Hy) " + KLE[V,VIKE

njn—1

+2(1 — Kan)E[an_lVT]Kg
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Senalamos que E[)men,anT] =0,Pyp—1 = E[an,l)?an_ﬁzn], R, = E[V,V,,] y obtene-
mos

P = (I = KnHp) Py (I = KnHy)" + Ko Ry K
= I'pn—1 — KanPn|n71 - Pn\nlerj;Krj; + Kn(HnPn\nleg; + RR)KZ
Pn\n—l - KanPn\n—l - Pn|n—11{77;[(7z1 + KnSan

Donde hemos usado al final que S, = Hnan_lH;{ + R,,. Ahora pasemos a minimizar la
expresion traza(Py,).

otraza(Py,) 0 Otraza(KnHpPyy—1)  Otraza(Puy,_1HIKY) N otraza(K,S,KT)

=0
Aplicamos el hecho de que para cualquier matriz A y una matriz simétrica B
Otraza(ABAT)
=2AB
0K,
otraza(Py,)
Tﬂln - _2(H"Pn\n—1)T +2Kp,S, =0

K, = n|n71HgS1;1

3.4. Pasos del algoritmo del Filtro de Kalman

Para esquematizar todo lo demostrado anteriormente, exponemos a continuacién las
ecuaciones y pasos del algoritmo:

3.4.1. Estimacion

Estimacion del estado y la covarianza del error en la estimacion:
Xn\n—l = Fan—1|n—1 + Bn-1Up—1

Pn\nfl = FnPn71|n71F7zj +Qn

3.4.2. Actualizacion

Actualizacion del estimador del estado y la covarianza del error en la estimacién en el
instante n:

~

Xn|n = Apn—-1 1 Kyon,
Pn\n = K?’LHTLPn\n—l - Pn|n—1H71;K77; + KnSnKyj;
donde la matriz de ganancia viene dada por la ecuaciéon

K, = n|n71HZS1;1
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Capitulo 4

Filtros no lineales

El algoritmo del Filtro de Kalman visto anteriormente se limita al caso de sistemas
lineales. Si las observaciones y/o los estados siguen una dindmica no lineal usamos otras
versiones del Filtro de Kalman.

4.1. Filtro de Kalman Extendido

En este caso supondremos que:
Xn — F(anla Un) + Wn> Zn = H(Xn) + Vn

Donde F' y H son funciones no lineales, U, el vector de control y V,, ~ N,(0,R,) y
Wy, ~ Ng(0,Qy), de forma anéloga al filtro de Kalman.

Las funciones F, H pueden ser usadas para calcular la prediccién de la observacion y

el estado, pero para calcular la covarianza hay que usar las Jacobianas de la funciones
con el objetivo de linearizarlas.

4.1.1. Prediccion del estado

Proposicién 4.1.1. La prediccion del estado en el Filtro Extendido de Kalman es de la
forma

~

Xn|n—1 ~ F(Xn—1|n—17 Un) + O([Xn—l - Xn—1|n—1]2)

Demostracién. Empezamos suponeniendo que X,,_1j,,_1 ~ E[X,,_1|Z"!]. Para encontrar
n—1|n—1

la prediccion de X, desarrollamos Taylor de X, en X, 1), 1
Xn = F()?n—lm—lv Un) + VFXn (anl - )?n—1|n—1) + O([anl - )?n—1|n—1]2) + Wh
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v lo sustituimos en,
Xn|n71 ~ E[Xn‘Znil]

~

~ E[F(Xn—l\n—lv Un) + vFXn (X'fl—l - )/(:n—1|n—l) + O([X’fl—l - )?n—l\n—l]Q) + Wn‘Zn_l]

= F(Xn—1|n—17 Un) + O([anl - Xn—1|n—1]2)

ya que VEx, E[(X,1 — X, yju 1) 271 % 0 y E[W, | 2771 = 0 O

Con esto podemos encontrar también el error de la prediccién.

Corolario 4.1.2. El error en la estimacion del estado en el Filtro Extendido de Kalman
stgue la ecuacion:

Xn|n71 ~ VFXn)anl\nfl + Wy, + O([XTZ—l - Xn71|n71}2)

Demostracion.
Xn|n71 =X — Xn|n71

%E(Xm{rm—i' VFXn (anl - )?n—l\n—l) + O([anl - )?n—1|n—1]2) + Wy
M: VFXn (Xn—l\n—l) + W, + O([Xn—l - Xn—l\n—lﬁ)

Se sigue que también podemos demostrar la forma de la covarianza del error en la
estimacién del estado.

Proposicion 4.1.3. La covarianza del error en la estimacion del estado en el Filtro
Ezxtendido de Kalman sigue la ecuacion:

Pt = VEx, Py 1}y 1VFE +Qn+O([Xn1 — X, 1jn1]?)

Demostracion. N N
Pn\n—l = ]E[Xn|n—1XT ‘Zn_l]

nln—1
~ E[(VFx, Xy 1jn-1+ W+ O([Xno1 — X 1jn 1)) (VEX, Xy tjn_1 + Wa
+O([Xn1 = X1t ) 71277
= VFx,E[X, X |27 VFL +EW, W2 +E[VFx, X, 1, W] |2
FEWo XLy VFE |27 + O([Xnet — Xo1jaa]?)

Y como por hipétesis Wy, y X, estén incorrelacionados (ya que W, con )?n y X, lo estén)
— E[W,XT VF§n|Z”’1] =0y E[VFXan,lm,anT\Z”’l] =0

n—1jn—1

Pt = VEx, Py 1}y 1VFE +Qn+ O([Xn1 — X, 1jn1]?)
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4.1.2. La prediccion de la observacién y la innovacion

Es necesario calcularlas para actualizar el estimador del estado.

Proposicion 4.1.4. La estimacion de la observacidn para el Filtro Extendido de Kalman
sigue la ecuacion Zpp,_1 ~ H(Xpn-1) + O([Xppn—1 — Xn]?).

Demostracion. Andlogamente a los procedimientos anteriores hacemos el desarrollo de
taylor de Z,, en X,

~ ~ ~

Zn =H(Xp) + Vo = H(Xpno1) + VHx, (Xpjn-1 — Xn) + O([ X1 — X?) + Vi
Sutituyéndolo en Z\n‘n_l ~ E[Z,|Z" 1]
~ EH (X 1) + VHx, (X1 — Xn) + O([Xppu1 — Xu]?) + Vol 2771
Y usando que E[X,|Z" 1] =0y E[V,|Z" 1] =0
Zn\n—1 ~ H()A(nm—l) + O([)?nm—l - X,

O

Senialamos que en el Filtro Extendido de Kalman hay una distincién entre la innovacién
y el error en la estimacién de la observacién. La innovacién se calcula como ¢, = Z,, —
H(X,,—1) y el error en la estimacién de la observacion

~

Zn|n71 =Zn — Zn|n71

~ H(Xam 1) + VHx, (X1 — Xn) + O(Xppn1 — Xu]?) + Vi — H(Xm 1)

Zn\nfl ~ VHX (Xnmfl - Xn) + Vn + O([Xnmfl - Xn]z)

nin—1

Finalmente podemos ver como se comporta la covarianza de la innovacion.

Proposicion 4.1.5. La covarianza de la innovacion en el Filtro Extendido de Kalman
es de la forma

S & VHx, Pajp 1 VHX, + R+ O([ X1 — Xul?)

Demostracion. N B
Sn = ElZnjn-1Zp 112"
~ E[(VHXn\nfl(Xn\nfl - Xn) + Vn + O(P/Enmfl - Xn]Q))
(VHX ()?n\n—l - Xn) + Vo + O([)?n\n—l - Xn]2))T|Zn_1]

nin—1

Y de forma analoga al calculo de la covarianza del estado

= VHx, Pon 1VHY + Ry + O([ X1 — Xu]h)
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4.1.3. Actualizacion de ecuaciones

El siguiente paso es encontrar el estimador lineal recursivo del estado X’nm. Para ello

~

suponemos X, = X’n‘n,l + K, (Z, — H(Xn|n,1)), andalogo al caso lineal. Como sabemos
por el capitulo 3, la matriz de ganacia minimiza

traza(P,,)

Para tener P, es necesario calcular X,

Xn|n = Anjn — Xn = Xn|n—1 + KH(ZTL - H(Xn\n—l)) —Xn
Usando el desarrollo de Taylor de Z,, en )A(nm_l,
~ Apjn—1 + Kn((ﬂm+ VHx, (Xn‘n,1 - Xn) + Vo + O([annfl - Xn]z))

_%n—/l)) —Xn = (I - KHVHXn)XnM—l + KV + O([)?nm—l - Xn]2)

Luego
Pn|n = E[XnmXT |Zn_1]

nln
~ (I = Ko VHX,E[X 1 Xy, 1|27 = Ko VHx,)" + KBV, 20K
+O([(Xppn1 — X)) ~ (I = K, VHy, )Py 1(I — K, VHx,)" + KRy KL
+O([Xpjno1 — Xul")

Derivamos respecto K, e igualamos a 0.

dtraza(Py)

= = —2(1 = K,VHx, )Py, VHY, + 2K, Ry, =0
n

Podemos sumar las correspondientes derivadas porque son vectores. Finalmente

Kp = Py 1VHY, (VHx, Py 1VHY, + Ry) ™' = Py, VHY, S, !

4.2. El Filtro de la Particula

4.2.1. Filtro Recursivo Bayesiano

Veamos este método que usaremos en el Filtro de la Particula. Suponemos que tenemos
dos ecuaciones, para el estado y las observaciones, que no son lineales,

Tn = fn(l‘nfl» un) Ly = gn(ZCna vn)

Donde f,, es la funcién de transicién entre los instantes n — 1 y n y g, la funcién de
observacién. Este método usa que toda la informacién necesaria para aproximar xg, .., Ty
estd contenida en la funcién de filtraje, es decir en f(xo, ..., z,|2"). Por el Teorema de
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"=1) tenemos

Bayes y usando que f(zo, .., 2n|2" 1) = f(zn|z0, s Zn, 2N f (20, oy Tr1, 2
que sigue la ecuacion

f(zn]z"_l, X0y -y Tn) [(Tn]T0,y vy Ty, z”_l)f(xo, . xn,llz"_l)
f1707--7$n fznlz" Y xo, oy xn) f(x0, .oy p |27 Vdo, .., dzy

flxo, .y xn|2™) =

Sabemos que f(z,]z""t, 20, .., %) = f(zn|7n) ya que las observaciones en diferentes
instantes son independientes entre ellas dados los estados y no dependen del estado en
el instante actual. Y f(zn|2o,..,Zn_1,2" ") = f(zn|zn_1) ya que el estado actual solo
depende del estado anterior, entonces queda

f(Zn|Zn_1)f($n‘l‘n,1)f(l‘0, ~-a$n71|2n_1)

f(wo, .oy zn]2") = fzo__x" f(znlzn) f(xo, .., xp |21 day, .., day,

Esta ecuacion es recursiva y se descompone en dos pasos:

1. El primer paso es aproximar f(xg,..,Z,|2" ') con las probabilidades f(x,|r,_ 1)y
f(zo, .., mp_1]2" 1),

2. El segundo es obtener f(xg, .., z,|2") usando f(z"|zy).

Para obtener estimacién de x,, usamos la esperanza condicionada (demostrado ante-
riormente que es el mejor estimador)

E[F(xo,..,zn)] = / F(20, .., 20) f (20, .., Tn|2n)dxo - - - dayy
T, Tn

donde F' es una funcién ponderada. Si las densidades son normales entonces la estimacion
se calcula directamente con el Filtro de Kalman (visto anteriormente). Sino, tenemos dos
tipos de métodos:

1. Analiticos: como el Filtro Extendido de Kalman.

2. Numéricos: en que se calcula la aproximacién de forma empirica y dividiendo por
partes la funcién de densidad, como es el caso del Filtro de la Particula.

4.2.2. Muestreo por Importancia

Antes de detallar el Filtro de la Particula debemos introducir el Muestreo por Im-
portancia. El Muestreo por Importancia es uno de los Métodos de Monte Carlo. Estos
métodos tienen el propdsito de generar muestras xg, .., z,, a partir de una distribucién de
probabilidad dada o bién estimar esperanzas de funciones bajo una distribucién deter-
minada. Se asume que dicha distribucién es lo suficientemente compleja para que estas
esperanzas no puedan evaluarse por métodos exactos. Una de las propiedades clave de
Monte Carlo es que la exactitud de la estimacién no depende de la dimensién del espacio
muestreado.
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El Muestreo por Importancia, en concreto, es un método para estimar esperanzas de
funciones bajo una distribucién determinada f. Para ello usamos una funcién de densidad
mas simple ¢ a partir de la cual podemos generar muestras l’éz), ..,mﬁf). Si estos puntos
fueran muestras de f, entonces podriamos hacer la estimacién que queremos. Pero las
muestras que generamos con ¢ son valores que evaluados en ¢ son mayores o menores que
f. Es por ello que se introduce el concepto de peso, para ajustar la importancia de cada

punto. Lo aplicamos a continuacién a nuestro caso.

Una vez que hemos aproximado f(zo,...,z,|2"), hay que evaluar el estimador

/ F(.’L‘o,..,I‘n)f(wo,..,xn‘zn)dxo -odxy,
Z0,--;Tn

. El método de Monte Carlo nos permite aproximar esta integral mediante la construccion
de una variable aleatoria acorde con f(zg,...,z,|2"). Para ello se usa una funcién pro-
puesta, ¢(xo, .., zy|2"), que contiene a f(xo,...,z,|2") y se puede muestrear, de manera
que

f(zo, .., nlzn)
q(zg, .., Tplz")

f(xo, .., xn|z™)

q(xo, .., xp|2")

q(xg, ..y xp|2")dxg - - - day

Ef[F(l’o,..,$n)] :/ f(l‘o, ..,l’n)
= EQ [F(a}(), ..,.%'n)

Para N iteraciones suponemos que :1:(()1),..,33%) ~ q(xo,..,Tp|21, oy 2n) © = 1,..,N, y

podemos aproximar el estimador anterior por

q(:x(()z), v a:,(f)|z”)

~

N
Ef[F (w0, ..20)] = - SRy, . 2)
=1

Por la Ley de los Grandes Numeros podemos asegurar que este estimador converge a
E¢[F(zo, ..,2,)] cuando N tiende a infinito. Definimos las ponderaciones por impor-
tancia como

F L aPemy a2 D) fad), 2 )

w® = 2220 : - : )
g(af, . al|2m) fEmaal, e
donde f(z1,..,2n) = fa:o o f(zn‘x(()i),.,,ng))f(:co,..,xn)dmo .-+ dzn, cuya expresién es

dificil de calcular, pero de todas formas se puede usar que

(4)

Wn

Z;'Vzl w%])

~

N
By[F (20, )] = 5 D Py, 2)
=1

con

lim ’U)(Z) ~ f(zn’xg)7 7$7(12))f($[), ..,.’L’n)
n—oo " @ 0

Ahora se puede hacer el Muestreo por Importancia recursivo, para obtener asi el algo-
ritmo del Filtro de la Particula.
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4.2.3. El Filtro de la Particula

La idea por lo tanto es representar y aproximar de forma empirica la funcién de
probabilidad f(xo, .., x,|2") a partir de una muestra ponderada de tamano N de la forma

(o), ol i}

N

1 .
f(zo, ..y zpn]2™) =~ N Zws)5xéi>7__’ng) (205 -+ Tn)
i=1
Donde :v((]i), . ng) se llaman particulas y § es la delta de Dirac, una funcién de distri-

bucién que nos sirve para aproximar la distribucién en cuestion. Cada particula es una
posible solucién de la aproximacién del estado y su ponderacién asociada representa la
calidad de éste acorde con las observaciones que disponemos.

(4) @ ()

La muestra S,, = {wo yeey Ty, Wy, } se calcula a partir de la muestra anterior, al igual

que f(xo,..,Tn|z1, .., 2n). Para ello es necesario ejecutar los siguientes pasos:

1. Una exploracion del estado, durante la cual propagamos las particulas a través de
la funcién propuesta.

2. Correccioén de la calidad de la particula, que consiste en calcular la nueva pondera-
cion.

3. Remuestreo: una seleccién de las particulas.

El esquema general del Filtro de la Particula entre los instantes n — 1 y n se puede
resumir en el siguiente algoritmo:

1. Representacién de f(zo, .., Tn—1|21, .., 2n—1) & través del conjunto de particulas

{mé),..,x(i) w(‘) } i1=1,.,N

n—1 “n—1

2. Propagacién, o exploracion del estado con una funcién propuesta

(@) Zn)

2 Rﬁq(mn\xéi),.. 5.1,

n

3. Correccién o evaluacién de la calidad de la particula con las observaciones, calcu-
lando las ponderaciones:

B f(xé”, ..,xﬁf)rz“>

() —
Wy, 7,’
ltm wl) ~ <zn|:cn’>>f<x%)| W ﬂz >f<xé”,..,x§f>_1|z<n—l>>
n—00 ( é , wxn ’Zn)
Suponiendo que q(x,(f)lz") = Q(U”?(f)mo a-wxslpz("))Q(ﬂﬂg),.-,x£511|z”—1), Conommos
que . | | | |
im0 | ) all )

n—o0 q(:rg) ]x(()i), - acgf)_l, z(n))q(xgi), o x;i)_l\z”_l)
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) ) FCnle) S ()

9 n—1

i (#)
. . ~(17
Y las ponderaciones se normalizan wg) = ﬁ
j=1Wn

4. Aproximacién de la funcién de distribucién esperada del filtraje mediante

L i i
E(F(zo, .., 7n)) ~ prF(xg’, ozl

5. Remuestreo.

Filtro Extendido de la Particula

El algoritmo que describimos a continuaciéon es un caso particular del Filtro de la
Particula que usa el Filtro Extendido de Kalman:

1. Para n = 0 escogemos xg v pg > 0. Para ¢ tal que 1 < ¢ < N cogemos x((f) =20+

\/pT)u(i) donde u(® es un ntmero simulado distribuido de forma Normal. También

€Ogemos p((]i) =poy w(()i) =1/N.

Mientras 1 <k < N

2. Para cada simulacién de 7 se calcula ﬁr\,(f ) con el Filtro Extendido de Kalman y su

asociada pg) (covarianza)

3. Paracada i entre 1 y N

30 = 50 4 \/piy)

n

4. Calculamos las ponderaciones asociadas

w0l — Flenl@)) fED 120 )

= w

n n—1 ~(3 ;
a@ 2,15, 27)
5. Normalizamos las ponderaciones
(@)
~6) _ Wn-1
RS SN0
wy Ty

6. Remuestreamos fq(f) y €scogemos mgf ) y restablecemos wff ) — {bff ) — 1/N

7. Incrementamos n, volvemos al paso 2. hasta el final del ciclo.
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Estimacién de los parametros

Para estimar el conjunto de parametros de un sistema, debemos maximiar la funcién
de verosimilitud. La verosimilitud en el instante n seria

ln = f(zn|2™) /f Zn|Tn) f(xn|2™)

Entonces la funciéon de verosimilitud total es el producto de todas las I, y por tanto la
funcion logaritmica de verosimilitud a maximizar serd

N
in(Ly, .., Ln) = Y In(ly)
n=1

donde [,, puede ser descrita como

n—/f Zn|Tn) f(@n]2"” )) (Tn|Tn_1,2")dzp

xn|xn 1, 2"

557(12 ) se distribuye acorde a ), considerando el restablecimiento de wg ) a una constante

1/N durante el paso de remuestreo, podemos aproximar l,, por

N
=Yl
=1

que proporciona una interpretaciéon de la verosimilitud como una ponderacion total.

4.2.4. Aplicacion: Modelos de Volatilidad Estocastica

El Filtro de la Particula se usa en numerosas areas como por ejemplo en la comunica-
cion, la biologia, economia, geociencia, ciencias sociales,... La volatilidad es la inestabilidad
de los precios en los mercados financieros. Es decir, volatilidad es lo que hace variar la
rentabilidad de un activo financiero respecto de su media a lo largo de un periodo de
tiempo determinado.

En esta seccion estudiaremos el Modelo de Heston, utilizado por los profesionales
financieros para valorar opciones de precios. Este utiliza métodos estadisticos para calcular
y pronosticar el precio de las opciones con el supuesto de que la volatilidad es arbitraria.
La suposicién de que la volatilidad es arbitraria en lugar de constante es el factor clave
que hace que los modelos estocasticos de volatilidad sean tinicos. Otros tipos de modelos
de volatilidad estocastica incluyen el modelo SABR, el modelo Chen y el modelo GARCH.

Estudiemos el modelo de Volatilidad estocastico de Heston Euler-discretizado
In(Sp) = In(Sp_1) + (rn — 0,50,)T + /oo VTV

Up = Up—1 + (U} - gvnfl)T + f\/ Unfl\/Tanl
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donde S,_1 es el precio de mercado en el instante n, T' es el intervalo de tiempo entre
instantes, r, la tasa libre de riesgo, v, la varianza del mercado y V,,, W,, dos secuencias
incorrealacionadas temporalmente (no lo estdan en cambio V,,, W,,) de variables aleatorias
Normales de correlacién p. El conjunto de pardmetros del modelo es ¥ = (w, 6,&, p).

Vamos ahora a eliminar la correlacién entre el sistema y el ruido de las observaciones.
Consideramos v, como el estado oculto X, y In(S,+1) como la ecuacién de observaciones
Zy,. Pasando In(S,) al otro lado de la igualdad de la primera ecuacién, tenemos que

Up = Up—1 + (W — Qvy,—1)T + 5\/vn,1\/TWn,1 — p&[In(Sy,) — In(Sp-1) + (rn, — 0,50,)T

+\/1Z\/TVTL71]

Definiendo 1
Wy = ———=(W,, — pVp)
1— p?

tendremos como querfamos W,, incorrelacionado con V,, y

1_2

Xp =0y = Vp—1+[w—p&rn — (0 —0,50p8)vp,—-1]

Un—1 n—1

Y Zn = In(Spt1)

Filtro de la particula

Podemos aplicar el algoritmo del Filtro de la Particula a este problema. Estableciendo
la notacién

1 x — )’
mgemp(—( 205) )

XO|xW 7z = N(XD, X0/ P
n—1 n n

P(Zn| X)) = N(Zpy Zo1 + (rn — 0,5XNT, ) XOVT)

N(X,p,0%) =

entonces definimos

P(XPO XY ) = N(XD, px, €/1— 22X )PVT)

px = X0 o= prn (X070 — (6 - 056X, P70 X T

+pE (X )P0 (Zyy — Zos)
De esta manera la ecuaciéon recursiva
P(Z,| X\ )P X))
QXX zm)

wﬁf ) = wfﬁl

proporciona la implementacién del filtro.
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4.2.5. Estimacion de los parametros

Por el Filtro de la Particula, debemeos maximizar

N N
Z ln(z w?)
n=1 1

1=

para encontrar el conjunto de pardmetros U= (@, é\, E, p). Podemos escoger U+ = (0,02,0,5,0,05, —0,5).
Tomando Sy = 1000, vy = 0,04,r, = 0,027y T =1, donde v, = Z,, — Zj. La serie tempo-

ral se genera a través de las primeras ecuaciones de v, y In(Sy,). Entonces los pardmetros

optimos de estimacién serian: \T/Epp = (0,019357,0,500021, 0,033354, —0,581794)
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Capitulo 5

Implementacion del Filtro de
Kalman

Normalmente se invierte mas esfuerzo en ajustar un filtro que en usar su algoritmo.
La dificultad en la implementacién es consequencia de no saber cuando el rendimiento del
filtro estd limitado por la adecuacion del sensor y los procesos del modelo.

Habitualmente para saber si podemos mejorar nuestros modelos o estamos limitados
por el rendimieno del algoritmo, tendremos que comprobarlo usando otros posibles filtros
con respecto a las mismas observaciones que se han hecho.

Aun y asi existen algunas reglas para enfocar mejor el problema de la implementacion:

1. Entender el sensor: familiarizarse con las caracteristicas que trata este e intentar
obtener el maximo de informacion posible en diferentes situaciones con el sensor que
estemos usando.

2. Entender el proceso: otra vez también familiarizarse con el proceso es fundamen-
tal: observar el proceso en diferentes modos operativos, con instrumentos adicionales
si hace falta...

3. Modelar el sensor: en el Filtro de Kalman esto se reduce a la construccion de un
apropiado H,, y W,.

4. Modelar el proceso: el primer paso de este punto es construir un "modelo ver-
dadero”lo més preciso posible describiendo todos las componentes del proceso para
ser estimado. Este modelo serd demasiado largo pero servird para entender qué es-
tados son importantes y cuales no. El segundo paso si que sera reducir el modelo
a aquellos estados que tengan més impacto en el rendimiento del filtro y construir
apropiadamente Fj, y V.

5. Codificar el filtro: es la parte mas sencilla: calcular las diversas componentes del
algoritmo, estimaciones de los estados, covarianzas...

27
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6. Inicializacion: como el filtro de Kalman es un algoritmo recursivo debemos aportar
una ”aproximacion”para Xg|g y Ppjo. Aunque a largo plazo el efecto que tenga en el
rendimiento disminuye, la inicializacion es un paso importante.

7. Anadlisis de la secuencia de la innovacion: es el primer método y el més efectivo
para analizar el rendimiento del filtro.

8. Analisis del rendimiento: sabemos que la innovacién se ve afectada por las obser-
vaciones y los modelos del proceso. Por lo tanto se debe separar estos dos factores
y analizar simultdneamente las secuencia de observaciones y la estabilidad de las
componentes del filtro; el estimador del estado y su covarianza.

9. Anadlisis de las condiciones de error: eliminar errores o informacién falsa en el
proceso de filtraje.

En las siguientes secciones veremos un caso practico de implementacion del Filtro de
Kalman.

5.1. Planteamiento general

El ejemplo que trataremos es el problema de la velocidad constante unidimensional de
una particula en movimiento. Las ecuaciones del estado del modelo vienen dadas por

X, (1 AT] [Xp AT? )2
] ] Par]
Donde AT es el intervalo de tiempo que pasa entre el instante n — 1 y n, y suponemos
que W,, ~ N3(0,@,,) donde

O, = AT3/3 AT?/2] ,
n=lAT?22 AT |74

Vamos a suponer que las observaciones de la localizacion de la particula se hacen en
el instante n y que siguen la ecuacion

Xn

Zn=[1 0] [Xn

|+

Donde V,, ~ N(0,R,) y R, = 02. Los parametros de entrada del algoritmo son

1 AT

F":[o 1

] ,H, =[1 0]

Vo v Wy, son calculados usando un generador de ntimeros pseudo-aleatorios para propor-

cionar una secuencia de nimeros distribuidos como una normal de media 0 y covarianzas
2 2 :

o, y 0} respectivamente.



5.2. INICIALIZACION 29

5.2. Inicializacion

El primer paso es escoger )?0‘0 y su Fyjp. Como hemos dicho antes, el efecto de estas
estimaciones iniciales disminuye con el tiempo. En un filtro lineal simple, este convergera
a la misma trayectoria estable independientemente de estos valores iniciales. Aun y asi la
eleccion de un buen estimador inicial mejora la convergencia y es esencial en el caso del
Filtro Extendido de Kalman. Inicializaremos el filtro con 03 =0,01y o2 =0,1 y usando
las primeras observaciones para obtener una estimacién de la posicién y la velocidad

R =2k = 208
El método més simple para incializar Fy es escoger una constante « y establecer Fyo =
a?Q,, (normalmente a = 10).

5.3. Estabilidad del rendimiento

Vamos a calcular ahora la actualizacion de la estimacion de la posicién y la velocidad.
Recordemos que
Xn\n =(1- Kan)Xn|n—1 + KnZn

Donde K,, = n‘n_ngS,jl. Calculamos entonces
I o1
K, = Pn|n—1 0 Sn
Sabemos que S, = Hnan_ng + R,,. Por lo tanto
1
Sn=[1 0] Py [o] + 02 = Piin_1+ o2

Donde ijffl _, indica la componente de la fila 1 y la columna 1 de la matriz P,,,_;. Usando

esto nos queda que
7f|zn—1
K o— Psﬁl71+03
nin—1
2
P 407

Finalmente sustituyendo K, y calculando 1 — K, H,,, encontramos que la actualizacion

de la estimacién de la posicién de la particula sigue la ecuacién

0_2 33|CE
= =~ njn—1
Xon = r X + —
nln TT 2 n|n—1 TT 2
Pn\nfl + o Pn\nfl + o7

n

Y usando que )A(nm = An|n,1 + Kngn, podemos hallar la actualizacién de la estimacién

de la velocidad .
nn—1 >
lez I 0_2 (Zn - Xn|n71)

njn—1

~ ~

Xn|n = Xn|n71 +

(Calculo de cada componente). Donde hemos usado que on = Zp — Hn)/\(mn,l = Zn,+

[1 0] F’”‘l

=Zn— )?n|n—1
Xn\n—l




30 CAPITULO 5. IMPLEMENTACION DEL FILTRO DE KALMAN

5.4. Consistencia del filtro

Definicién 5.4.1. un estimador se llama consistente si )?nln = E[X,|Z"] y E[(X,, —

En principio para comprobar la consistencia del filtro, deberiamos construir el error
cuadratico medio normalizado entre el estado y el estimador
Recordemos que estamos en el caso gausiano y por lo tanto bajo la hipétesis de consistencia
(que se adapte bién el filtro) p, ~ x2, por ser el producto de dos variables normales
independientes, donde n = dim(X,,) y E[p,] = n. Esto es lo que habria que comprobar,
pero como hemos dicho anteriormente nunca tenemos el valor de X,,. Para comprobar la
consistencia entonces habra que ver si la media de 5An es 0 y con covarianza S,. A veces
observando la sequencia de la innovacién es suficiente, pero para obtener mayor precisién
a la hora de decidir la consistencia del filtro debemos comprobar que la innovacién no es
sesgada y se trata de ruido blanco.

5.4.1. Test sobre el sesgo de la innovacién

Por un lado para contrastar que no sea sesgada, hay que calcular la secuencia
0 = 5,(S5) 1w

Para i = 1,.., N donde (i) es un superindice. Notemos que la secuencia qff) se obtiene
corriendo una tdnica muestra. Si las hipdtesis del filtro son correctas qq(f) ~ X2,y por lo

tanto debemos ver que E[g,] = m.

Para aproximar E[g,] deberiamos hacer N iteraciones del Filtro de Kalman y calcular

1L
anZNZqﬁf)

i=1

Por las propiedades de suma de variable de Ji-cuadrado, Ng,, ~ X%\,m y con la tabla
de x? podemos construir una regién de confianza donde E[g’] = m.

Pero hay otra manera de aproximar g,,. Como hemos supuesto que la innovacion esta
incorrelacionada para cada instante, entonces es ergddica, y por el Teorema Ergddico de
Birkhoff, podemos aproximar g, por

IS
Il

1 N
n=1

y comprovar que Nq ~ X?\,m.
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Para el ejemplo que estabamos tratando, vamos a suponer que tenemos N = 100
iteraciones. Para comprobar lo dicho anterior debemos ahora construir un intervalo de
confianza donde g € [b1, bo] con probabilidad 1 — «

IP’(@ S [bl,bQHHQ) =1—-«

Donde Hj se refiere a la hipétesis nula de que Nq ~ X?Vm' Fijamos 1 — a = 0,95 y por las
tablas %,

(b1 by] = [X%O%ﬁi?25) X%mf&f75)} —[0,74 1,3]

Este intervalo proporciona una region de aceptaciéon de nivel de significacién 0,05. Y
calculando el gréafico verfamos si g € [0,74 1,3].

5.4.2. Test de incorrelacién de la innovacion

Para ver que la innovacion estd incorrelacionada, el test consiste en comprobar que
/\1—1/\ o
E[6; 6;] = Sies
Donde ¢;; es la Delta de Dirac, que se define como
1 sit=j

€ij = Lo

* 0 sii#j
Notemos que la Delta de Dirac se suele escribir como una ¢ pero no lo hacemos para no
confundir con el simbolo de la innovacién.

Definimos
1 N—7—1 e
r(r) = 5— 2 0; Oigr
=

normalizada de forma que r7(0) = 1. Para N suficientemente grande, bajo la suposicion de
incorrelacién, si 7 # 0 entonces r(7) ~ N (0, LN),dado que IE[SZT(SHT] =0y Var(giréHT) =
1. Por lo tanto se define una regién de aceptaciéon con un nivel de significaciéon de 0,05 tal

que P (T(T) € [% ﬁ}) = 0,95. Hipoétesis que aceptariamos o no segun el grafico de

r(T).
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Capitulo 6

Ejemplo del Filtro de Kalman
Extendido

Consideramos el movimiento de un vehiculo en el plano. El estado X, del vehiculo en un
instante n viene determinado por su localizacién (z,,y,) y su orientacién (¢, &ngulo con
la componente x de su localizacién). El vector de control U, viene determinado por la
velocidad demandada V,, y la direccién del recorrido ,. El movimiento del vehiculo sigue
la ecuacién no lineal

Tn Tp—1+ TVnCOS(Qﬁnfl + ¢n) Q£
Xn = Yn| = |Yn—1+ TVnSin((z)n—l + wn) + q%
On Pn_1 + T2 sin(yn) @

Donde T es el intervalo de tiempo entre cada instante n, B el punto de partida de las

T
ruedas y g, = [qﬁ an qﬁ} un vector aleatorio.

Supondremos que el vehiculo tiene equipado un sensor que mide la distancia y el rango
respecto a diferentes puntos de referencia del plano B(i) = [s(i) t(i)}T i = 1,..N.
Entonces las observaciones para cada punto de referencia vienen dadas por el calculo de
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estas dos magnitudes

[z;;u)} _ [ws(i) — )2 + (ti — w] . [:,g(z')]

Zz (7) arctan(izggif;) — On
Donde ry, (i) = [r} (i) rZ(i)]T es el ruido de la observacién.

Aplicando que la estimacién del estado es )?n\n—l = F()?nm_l, U,) tenemos que

Tp En 1jn—1 + TV, COS<¢n 1|n—1 + wn)
?in = n—1{n—-1 + TV, Sln(d)n 1jn—1 + wn)
¢n (bn 1jn—1 + T‘l/?‘%n(wn)

Para calcular la covarianza del error en la estimacién del estado, sabemos que sigue la
ecuacion
n|n 1_VFX n—1|n— 1VFX + Qn

Calculamos primero VFY, , es decir

~ ~

6 )
X X P —
n—1ln—-1 3§35 — 1 n—1|n—1 5 et Tp—1n—1

6&\71,71\71 1
(] i T
VFXn = | &1 I~ ln—1 53— 1|n L In—1n—1 3bm—1n_1 n—1|n—1
) ) -
Zp—1jn— 1¢n lln—=1 55— 1\n 1¢n 1|n—1 5 1l ¢n—1|n—1

10 _Tvnsz'n(anfﬂnfl + 1/’n)
=101 TVnCOS(¢n—1\n—1 + Q/)n)
0 0 1

Podemos suponer que P,_yj,,_1 = diag [(c")? (0¥)? (¢%)?]] donde cada componente
son las covarianzas del error de la estimacién del estado y @, = diag[[(¢®)? (¢¥)* (¢¥)?]
dado que Q,, es la matriz de covarizanzas de ¢, y sus componentes ¢%, ¢V, ¢¥ son mutua-
mente independientes. Entonces multiplicando

( ) +T2V251n ((an 1jn—1 +¢n)(0¢) + (q )2
n\n 1= *TQVQSZ’I’L(QZ)H 1jn—1 +1!}n)COS(¢n 1|n—1 +77[}n)(0-¢)
TV, 87’”(¢n—1\n—1 + ¢H)<J¢)

_T2V252n(¢n 1|n—1 + ¢n)005(¢n 1|n—1 + 7/)n)(0'¢)
(09)? 4+ T2V,2c05* (. 11+ ¥n) + (¢¥)?
TV, COS(¢n 1|n—1 =+ 1/’n)(0'¢)

_TV 8’”1((an 1|n 1 + ¢n)( )2
TVycos(fy_ -1 + Un)(0%)?
(09)* + (¢°)?

Ahora calculamos la estimacion de la observacién que sabemos que sigue la férmula
Zn|n—1 = H(Xn\n—l)
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70 ) t(‘ _An n— n
Zn\n 1(2) Wcmn(s(g_gﬁ) - ¢n|n—1

Z\Z\n 1(2)] _ |:\/(S(Z) - {B\n|n—1)2 + (ti - gnnl)zl

Vamos a calcular la covarianza de la innovacién, que se expresa de la forma
T
Sp=VHx,P,,_1VHx, + Ry,

Calculamos primero la jacobiana VHx,

6 (s ) (- k) .

VHx _ 5§n|n71 Zn (7’) mzn(l) 5$n|n_1 Zn(z)

n 6 . d . 0 .

0T in—1 Zz(l) 5:[7”7‘”_1 Zﬁ(z) 6$n|n71 Zz(z)

n\n 1~ 5( ) @\n\n l_t(i)
V(@) =zn)2+(t@0)—yn)?  V/(s(0)=2n)2+(t(i) —yn)?
_ yn|n 1—t(e n|n 1~ 5(7‘) _

V(@) =)+t —yn)? V(5 —zn)?+(t(0)—yn)?

Andlogamente a como hemos hecho para obtener P,,_;, suponemos que P,_j,_1 =
diag [(0®)* (o¥)* (0¥)?] y R, = diag [(r")* (?)?] dado que R, es la matriz de cova-
rizanzas de r,, y sus componentes 7", 7% son independientes.

Definimos d = sqrt(s(i) — x,)? + (t(i) — yn)?
1

(5(6) = 2)? + (t()) — yn)?

(5(i) = Zpjn—1)*(0%)? + ((8) — pjn—1)*(0¥)? + (r
(5(1) = Tujp—1) + (@) = Yopu-1)*((07)* = (0¥)?)/d)

S, =

r)2

(8(2) - /‘T\n|n—1)(t(i) - g//\n|n 1)2((0 ) ( )2)/d
((5(8) = Zpjn—1)*(0%)? + (£(i) = Tnjn—1)*(0¥)?)/d* + ((r%)* + (%)?)d?)
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Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo he conseguido entender y desarrollar sobre todo de forma tedrica un
algoritmo recursivo, que sin conocerlo antes, he descubierto que tiene muchas aplicaciones
en otras areas como la electrénica y la economia (que de hecho se trata como un tema en
asignaturas de otros Grados o Masters) y que ha pasado por épocas de mayor y menor
uso. Un gran ndmero de avances cientificos no hubieran sido posibles sin éste. Podemos
afirmar que el Filtro de Kalman fue una de las piezas que permitié la era espacial, ya
que la precisién y eficiencia que que se obtuvo a la hora de resolver el problema de la
navegacion de las naves espaciales a través del sistema solar no habria sido posibles sin
éste.

Aunque parezca a simple vista un algoritmo sencillo de implementar, la comprensién
de su origen y objetivo requiere de un buen conocimiento en la teoria de la medida y
procesos estocasticos, asi como el dominio de diversas herramientas de la teoria de Proba-
bilidad y Estadistica en general. Dado que durante el Grado no se transmiten demasiados
conceptos sobre estimacion, al principio me ha resultado dificil asimilar y entender el Fil-
tro de Kalman, pero a la vez me encontraba dispuesto y motivado para llenar el vacio de
conocimiento que tenfa sobre estas areas de las Matematicas. También me ha resultado
dificil de entender el Filtro de la Particula, dado que a pesar de haber muchas referencias
con informacién sobre éste, no todas eran muy claras ni lo desarrollaban con profundidad
y de forma detallada.

El Trabajo Final de Grado me ha servido para obtener una gran agilidad y familiariza-
cién con el lenguaje Latex que no tenia hasta el momento y que me permitird digitalizar
cualquier expresién matematica, realizar otros trabajos con mayor calidad... También he
mejorado a la hora de formalizar definiciones y procedimientos matematicos esclareziendo
todas las hipdtesis asi como a usar la notacién correspondiente y adecuada. El trabajo me
ha ayudado a aplicar y seguir ampliando lo aprendido en otras asignaturas y me puede
servir en el futuro para tratar de realizar alguna implementacién en lenguaje C del Filtro
de Kalman y usarlo para algin caso concreto.
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Capitulo 8

Anexo

8.1. Esperanza condicionada

8.1.1. Definiciones previas
Veamos algunas definiciones elementales antes de entrar en la temética de la esperanza
condicionada.

Definicion 8.1.1. Dada una coleccion g de subconjuntos de un conjunto S se llama
o-dlgebra en S si:

1. Se€¥y
2. FeYy = F¢:=5-FeX
3. FGeXy = FUGEZ

4. Fpe¥X(neN) = JF,eX

Senalamos que ) =S € Xy y F,Ge Xy = FNG=(F'UGY) €Xy y que si X es un
o-dlgebra donde S y F,, € ¥ (n € N), entonces

NF=(JF) es
Definicién 8.1.2. Un espacio de probabilidad es una terna (Q, F,P) donde:

1. Q es un conjunto formado por elementos w que son los posibles fenomenos aleatorios.

2. F es una familia de subconjuntos de ) con estructura de o-dlgebra. Sus elementos
se llaman eventos.
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3. P es una aplicacion

P:AecF—P(A) € 0,1]

tal que P(Q) =1 y para toda sucesion numerable {A;,i > 1} de conjuntos disjuntos
dos a dos de F se tiene
oo o0
P(|J A) =D P(4)
i=1 i=1

Definicion 8.1.3. Sea F un conjunto y G, H o-dlgebras de F entonces G es una sub-o-
dlgebra de H si G C H.

Definicién 8.1.4. Un espacio medible es un par (S,Y), donde S es un conjunto y
es una o-dlgebra. Un elemento de ¥ subconjunto de S se llama >-medible.

Definicién 8.1.5. Sea (S,X) un espacio medible tal que ¥ sea una o-dlgebra en S. Su-
ponemos que h: S — R y para A C R, se define h=*(A) := {s € S : h(s) € A}. Luego h

se llama Y-medible si h™! : B — %, es decir, si h™1(A) € ©,VA € B. Esta definicion
de medibilidad sirve también para variables aleatorias.

8.1.2. La esperanza condicionada, definiciones y propiedades

Definicién 8.1.6. Para una variable aleatoria X € L' = LY(Q, F,P), definimos la es-
peranza de X, E[X], como

E[X] = /Q XdP = /Q X (w)P(dw)

Para X € L' y F € F, se define E[X] := [ X (w)P(dw) := E[Xp]

Teorema 8.1.7. Sea una terna (2, F,P) y X wuna variable aleatoria con E[|X]|] < oo.
Sea G una sub — o—dlgebra de F. Entonces existe una variable aleatoria Y tal que:

1. Y es G-medible.
2. E[|Y]] < 0.
3. Para cada conjunto G de G tenemos que fG YdP = fG XdP, VG € G.
Ademds si Y es una variable aleatoria con estas propiedades entonces Y=Y Y IP’[Y/ =

Y] = 1. Una variable aleatoria Y con estas propiedades se conoce como una version de
la esperanza condicionada E[X|G] de X dado G y escribimos Y = E[X|G].

Normalmente escribiremos E[X |Z] para E[X|o(Z)] y E[X|Z1, Zs, .., Z,] para

E[X|0(Z1),0(Zs), ... 0(Zn)]-



8.1. ESPERANZA CONDICIONADA 41

8.1.3. Calculo de la esperanza condicionada

Definicion 8.1.8. Suponemos X, Z variables aleatorias con funcion de densidad conjunta

[x.z(x,2). Entonces fz(z) = [ [x,z(x,2)dx actua como funcién de densidad de Z. Defi-

nimos la funcién de denszdad de X condicionada por Z como fX|Z(a:\ = fxfj((:)z)

st fz(z) #0 o fx)z(z[z) =0 si fz(2) = 0.

Definicién 8. 1 9. Sea h una funcion boreliana de R tal que E[|h(X fR |h(X)|fx (x)dx.
Definimos g(z) := [ h( r) fx|z(z|2)dx. Entonces Y := g(Z) es una version de la espe-
ranza condzcwnada de h(X) dada o(Z).

Propiedades de la esperanza condicionada

Suponemos que todas las X's satisfacen E[| X|] < oo y que G, H son sub-o-dlgebras de
F.

1. SiY es una versién de E[X|G] = E[X]| = E[Y]

2. Si X es G-medible = E[X]|G] = X c.s.

3. Ela1 X1 + a2 X2|G] = a1 E[X1]G] 4+ a2 E[X2|G] c.s.
48X >0 = E[X|G] >0 cs.

5. Si X;, > 0 = E[lim inf X,,|G] <lim inf(E[X,|G]) c.s

6. Si | Xp(w)| < V(w),Vn,wy E[V] <oy X, — Xecs. = E[X,|G] — E[X]|F]
c.s.

7. Sic: R — Res convexa y Elc(X)] < oo = E[e(X)|G] > cE[X|G] c.s.
8. Si H es una sub-o-édlgebra de G — E[E[X|G]|H] = E[X|H] c.s.
9. Si Z es G-medible i acotada = E[ZX |G| = ZE[X|]] c.s.

10. Si H es independiente de o(0(X),G) = E[X|o(G,H)] = E[X|G]. En particular si
X es independiente de H = E[X|H) = E[X] c.s.

(c.s. se refiere a las siglas de casi seguramente)

Demostracion. :
1. SiY es una versién de E[X|G], por definicion = [,YdP = [, XdP,VG € § —
E[Y] = E[X].

2. Si X es G-medible, entonces X cumple todas las propiedades para ser una versién
de la esperanza condicionada E[X|G] = E[X|G] =
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. Suponemos que Y] es una versién de E[X|G] y Y2 una versién de E[X3|G] entonces

como fG Y,dP = fG X1dP y fG YodP = fG XodP, VG € G se sigue que

/(a1Y1 —|—a2Y2)dIP’:/(a1X1 —l—agXQ)dP
G G

Por otro lado tenemos que a1Y] + asYs es G-medible y por lo tanto a1Y7 + a2Ys es
versién de E[a1 X1 + a2 X3|G] luego E[a; X1 + a2 X2|G] = a1Y1 + asYe = a1 E[ X1 |G] +
CLQE[X2|Q].

. Sea Y una versién de E[X|G]. Suponemos que P(Y < 0) > 0 (reduccién al absur-

do), entonces para algin n el conjunto G := {Y < —nfl} en G tiene probabilidad
positiva. Entonces

Og/XW:/YW:—WW@%w
G G

La cual cosa contradice lo dicho anteriormente y por lo tanto la hipdtesis incial.

. Se demuestra gracias al lemma de Fatou.

. Se demuestra gracias al Teorema de Convergencia dominada.

Sabemos que para una funcién f: R — R, Im € R, V(xg, f(x0)) tal que

f(z) = m(z —x0) + f(x0)
Entonces si E[z] = x¢, tomando esperanzas
E[f(z)] = E[m(z — z0)] + f(E[zo])
y como E[m(z — z¢)] = m(E[z] — z9) = 0 entonces

E[f(z)] = f(E[zo])

. SiY es una versién de E[X|G] y Z es una versién de E[E[X|G]|H]] se cumple

Lzm:équmzémmqmzéyw

Yaque VH €e H — H € G € G. Y como Y es G-medible — Z es H-medible,
por tanto E[X|G] =Y = Z = E[E[X|G]|H]]

. Por linearidad podemos suponer que X > 0. Fijamos Y como versién de E[X|G] y

G € G. Si Z es G-medible, el indicador de G y apropiadamente integrable entoces
Jo ZXdP = [, ZYdP dado que [, XdP = [,YdP. Ademés E[|ZX]] < oo dado que
Z es acotada y X € L. Entonces [, ZXdP = Z [, XdP y se cumple E[ZX|G] =
ZE[X|0)

Suponemos que X > 0y E[X] < 0. Sea G € Gy H € H, Xl y Zg son indepen-
dientes, por lo tanto

E[X;G N H] = E[(X1g)(Iy)] = E[XIG]E[lg] = E[XIg]P(H)

Ahora si Y = E[X|G] es una versién de la esperanza condicionada, como Y es
G-medible y Y es independiente de Iy entonces E[(X1g)(Ig)] = E[YIgP(H) v
también tenemos que E[X;G N H] =E[Y;G N H]

Asi que las medidas F +— E[X; F|, F — E[Y; F| en 0(G,H) de la misma masa total
finita concuerdan con el 7-sistema de conjuntos de la forma GNH y en todo o(G, H),
como queriamos desmostrar.
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Probabilidad condicionada

Para F' € F, tenemos que P(F) = E[lp].

Definicién 8.1.10. Para F € F y G una sub-o-dlgebra de F definimos P(F|G) como
una version de E[lp|G].

Esta probabilidad cumple que P(| F,,|G) = >_ P(F,|G) c.s.

Definicion 8.1.11. Una funcion P se llama probabilidad regular condicionada dado
G si esta funcion
P(,): Qx F —1[0,1)

tal que

1. Para F € F, la funcion w — P(w, F) es una version de P

2. Para cada casi todo w, la funcion
F — P(w, F)
es una probabilidad de medida en F

La existencia de esta funcién no se puede garantizar dado que hay muchas sucesiones
de conjuntos disjuntos no numerables.
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