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Abstract

In this work we will study the Kalman filter, highlighting its main equations and
developing how they are. We will also deal with Extended Kalman Filter case analogously
and Particle Filter case and a brief example for each one. Then we will see some more
general considerations about its implementation and how we measure its performance
applied to an example.

Resumen

En este trabajo estudiaremos el Filtro de Kalman, destacando sus ecuaciones principa-
les y desarrollando como se encuentran. Trataremos también el caso del Filtro de Kalman
Extendido de forma análoga y el caso del Filtro de la Particula y un breve ejemplo para
cada uno. Luego veremos algunas consideraciones más generales sobre la implementación
de este y como medir su rendimiento aplicado a un ejemplo.
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2 ÍNDICE GENERAL



Caṕıtulo 1

Introducción

El Filtro de Kalman es un algoritmo recursivo desarrollado por Rudolf E. Kalman
en 1960 que sirve para poder calcular la estimación de un estado que evoluciona en el
tiempo y del cual tenemos información precisa. En este modelo supondremos que tene-
mos una ecuación para el estado que queremos estudiar, y otra para las observaciones
de este estado, que son combinación lineal del estado y el ruido, es decir, una variable
aleatoria que perturba las observaciones. Este algoritmo garantiza que la estimación ob-
tenida minimiza el error cuadrático medio (la diferencia entre el valor de la estimación del
estado y el del estado). Veremos que el estimador del estado corresponde a la esperanza
condicionada y que este es el mejor estimador posible, además en el caso gausiano es
lineal. El resultado que nos proporciona el filtro es una estimación del estado que es una
suma ponderada de la estimación anterior y la nueva observación, esta es una suposición
que hacemos y a partir de la cual encontramos la matriz de ganancia que, como hemos
dicho antes, minimiza el error cuadrático medio. La importancia del Filtro de Kalman es
consequencia de que no requiere almacenar toda la informarción sobre las observaciones
pasadas y que al tratar con estimaciones lineales es un algoritmo de uso relativamente
sencillo y por lo tanto es ideal para resolver problemas complejos de estimación.

Las ideas de Rudolf E. Kalman sobre el filtraje (consideradas la contribución más
importante en la teoria de estimación de los últimos 50 años) fueron recibidas al prin-
cipio con gran escepticismo, tanto es aśı que se vio obligado a presentar sus resultados
en publicaciones de ingenieŕıa mecánica en vez de ingenieŕıa eléctrica o de sistemas (la
publicación se titulaba ”A new approach to linear filtering and prediction problems” en
el Journal of Basic Engineering 82 (1): 35–45). Posteriormente tuvo más éxito durante su
visita al NASA Ames Research Center. Esto implicó el uso del algoritmo en el programa
Apolo, en el transbordador espacial de la NASA, en submarinos de guerra de la Marina,
en armas y veh́ıculos no tripulados y en el desarrollo del sistema de posicionamiento GPS.
Por todo eso el Filtro de Kalman tiene numerosas aplicaciones en tecnoloǵıa. Además, se
utiliza ampliamente en campos como el procesamiento de señales y la econometŕıa, como
por ejemplo en el cálculo del PIB de un páıs.

3
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1.1. Objetivos del Filtro de Kalman

Las aplicaciones del Filtro de Kalman abarcan muchos campos, pero su uso como
herramienta tiene normalmente dos objetivos:

1. Estimación de estados de sistemas dinámicos: casi todos los sistemas f́ısi-
cos son dinámicos, no son constantes. Si queremos estimaciones precisas de sus
caracteŕısticas en el tiempo, tenemos que tener en cuenta sus dinámicas. Pero las
dinámicas no se conocen normalmente de forma precisa. Por eso se expresan en pro-
babilidades. El filtro nos permite estimar el estado de sistemas dinámicos con ciertos
tipos de comportamientos aleatorios a partir de información estad́ıstica. Estos son
algunos ejemplos de estimación de sistemas dinámicos

Aplicación Sistema dinámico Tipos de sensor

Control de procesos Planta qúımica Presión
Temperatura
Tasa de flujo

Analizador de gas
Predicción de inundaciones Sistema del ŕıo Nivel del agua

Pluviómetro
Radar del tiempo

Rastreo Nave espacial Radar
Sistema de imágenes

Navegación Barco Sextante
Giroscopio

Acelerómetro

2. Análisis del rendimiento de sistemas de estimación: el objetivo del análisis
es determinar si se ajustan bién los diferentes tipos de sensores para un conjunto
de criterios de diseño dados. Estos criterios estan normalmente relacionados con la
precisión de la estimación y el coste del sistema. El filtro de Kalman usa una ca-
racterización paramétrica de la distribución de probabilidad del error de estimación
para determinar las mátrices de ganancia óptimas, y su distribución de probabilidad
se usa evaluando su rendimiento como una función de ”diseño de parámetros”de un
sistema de estimación, como por ejemplo:

a) Los tipos de sensores que se usan.

b) Las posiciones y orientaciones usando diferentes tipos de sensores con respecto
al sistema que se quiere estimar.

c) Las caracteŕısticas del ruido admitido por los sensores.

d) El prefiltrado de métodos para suavizar el ruido.

e) Las tasas de muestreo de datos para varios tipos de sensores.

f ) El nivel de simplificación del modelo para reducir la implementación de reque-
rimientos.
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1.2. Modelos de estado

Describimos a continuación algunos modelos de series temporales que pueden ser re-
presentados como estados lineales. Indicamos que la serie {Zn, n = 1, 2, ...} satisface una
ecuación de la forma

Zn = HnXn + Vn n = 1, 2, ..

donde

Xn = FnXn−1 +Wn n = 1, 2, ..

Esta última ecuación puede ser interpretada como la evolución de un estado Xn (vector
de dimensión d) de un sistema en el instante n en términos de una secuencia conocida de
matrices F1, F2, ... de dimensión d×d. Entonces se define la secuencia de observaciones,
Zn, que se obtiene aplicando una transformación lineal a Xn y añadiendo el vector alea-
torio Vn, t = 1, 2, ... La ecuación de Xn se generaliza en la teoŕıa de control incluyendo un
término adicional BnUn, que representa el efecto de aplicar un control Un en un instante
de tiempo n.

Veamos algunas hipótesis necesarias para el uso y análisis de la ecuación de estado y
la de observación.

1. F1, F2, ... es una secuencia de matrices deterministas d× d.

2. H1, H2, ... es una secuencia de matrices deterministas r × d.

3.
{
Xn, (V

T
n ,W

T
n )T , n = 1, 2, ...

}
es una secuencia ortogonal de vectores aleatorios con

momentos de segundo orden finitos.

4. E[Vn] = 0 y E[Wn] = 0 n = 1, 2, ...

5. E[VnV
T
n ] = Rn,E[WnW

T
n ] = Qn donde las matrices Rn, Qn son de dimensión r × r

y d× d respectivamente.

Observación 1.2.1. En algunos casos es posible que las matrices Fn, Hn, Rn, Qn sean
independientes de n.

Observación 1.2.2. Por las caracteŕısticas que presentan, Xn y Zn tienen forma de
función para n = 1, 2...

Xn = fn(X1,W1, ...,Wn) Zn = hn(X1,W1, ...,Wn, Vn)

Observación 1.2.3. Por la Observación 1.1.2 y la hipótesis número 3 tenemos las rela-
ciones de ortogonalidad siguientes

Wn ⊥ Xm, Wn ⊥ Zm, Vn ⊥ Xm, Vn ⊥ Zm, 1 ≤ m < n

Ejemplo 1.2.4. (Una dirección aleatoria variante con ruido añadido). Si β es una constan-
te, Wn ∼ N(0, σ2) y Y1 es una variable aleatoria incorrelacionada con {Wn, n = 1, 2, ...},
entonces el proceso estocástico {Yn, n = 1, 2, ...} definido por

Yn+1 = Yn + β +Wn = Y1 + nβ +W1 + ...+Wn, n = 1, 2, ..
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puede generar un modelo de estado en que las trayectorias son aproximadamente lineales.

Para construir una representación del estado para Yn, introducimos el vector Xn =[
Yn β

]T
, que se puede describir de forma equivalente como

Xn+1 =

[
Yn+1

β

]
=

[
1 1
0 1

]
Xn +Wn, n = 1, 2, ...

Donde Wn =
[
W 1
n 0

]T
. El proceso Yn viene determinado por Yn =

[
1 0

]
Xn. Se puede

añadir el ruido Vn a Yn de manera que nos queda la secuencia

Zn =
[
1 0

]
Xn + Vn

donde Vn ∼ N(0, v2). Si {X1, V1,W1, V2,W2, ...} es una sucesión ortogonal, entonces las
ecuaciones de Xn y Zn constituyen un modelo de estado para el proceso Yn como queria-
mos demostrar. Para este modelo tenemos

Fn =

[
1 1
0 1

]
, Hn =

[
1 0

]
, Qn =

[
σ2 0
0 0

]
, R = v2



Caṕıtulo 2

Resultados previos

Veamos algunos resultados importantes de la esperanza condicionada en la estimación
para entender la motivación del Filtro de Kalman.

Proposición 2.0.1. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, X := (X)1≤k≤n un proceso
estocástico y Z := (Z)1≤k≤n otro proceso estocástico relacionado con X, entonces el mejor

estimador de X bajo el error cuadrático medio, llamado X̂n, es la esperanza condicionada,
es decir, X̂n = E[Xn|Z].

Demostración. Sea F (Z1, ..., Zn) = X̂n el estimador, el error cuadrático medio entre el
estado y la estimación viene dado por,

E[(Xn − X̂n)2] = E
[
(Xn − E[Xn|Z] + E[Xn|Z]− X̂n)2

]
= E

[
(Xn − E[Xn|Z])2 + (E[Xn|Z]− X̂n)2 + 2(E[Xn|Z]− X̂n)(Xn − E[Xn|Z])

]
=

= E
[
(Xn − E[Xn|Z])2

]
+ E

[
(E[Xn|Z]− X̂n)2

]
+ 2E

[
(E[Xn|Z]− X̂n)(Xn − E[Xn|Z])

]
.

Notemos que

E
[
(E[Xn|Z]− X̂n)(Xn − E[Xn|Z])

]
= 0,

ya que por la propiedad 8 de la esperanza condicionada (véase anexo) se puede transformar
en

E
[
(E[Xn|Z]− X̂n)(Xn − E[Xn|Z])

]
= E

[
E
[
(E[Xn|Z]− X̂n)(Xn − E[Xn|Z])|Z

]]
como E[Xn|Z]− X̂n es Z −medible

E
[
E
[
(E[Xn|Z]− X̂n)(Xn − E[Xn|Z])|Z

]]
= E

[
(E[Xn|Z]− X̂n)E [(Xn − E[Xn|Z])|Z]

]
entoces el término de dentro

E [(Xn − E[Xn|Z])|Z] = E[Xn|Z]− E[Xn|Z] = 0

7
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Tenemos ahora que

E[(Xn − X̂n)2] = E[(Xn − E[Xn|Z])2] + E[(E[Xn|Z]− X̂n)2]

y como E[(E[Xn|Z]− X̂n)2] ≥ 0 nos queda lo que queŕıamos:

E[(Xn − X̂n)2] ≥ E[(Xn − E[Xn|Z])2]

�

Proposición 2.0.2. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, sea X,Z1, ...., Zn varia-
bles aleatorias tales que (X,Z1, ...., Zn) ∼ Nn+1(µ,Σ) demostremos que E[X|Z1, ..., Zn] =
AZ + B donde Z = (Z1, ..., Zn), A matriz 1 × n y B ∈ R. Esto es, que la esperanza
condicionada, en el caso que las observaciones y el estado sean conjuntamente gausianas,
es una función lineal de las observaciones.

Demostración. Sea

Σ =


Cov(X,X) Cov(X,Z1) Cov(X,Z2) ..... Cov(X,Zn)
Cov(Z1, X) Cov(Z1, Z1) ..... .... Cov(Z1, Zn)

.... .... .... .... ...
Cov(Zn, X) Cov(Zn, Z1) Cov(Zn, Z2) ..... Cov(Zn, Zn)



Sea ZT = (Z1, ...., Zn) y Y = X−Σ21Σ−1
11 Z. Entonces Cov(Y,Z) = 0 y por la propiedad

10 de la esperanza condicionada (véase anexo),

E[Y |Z] = E[X|Z]− Σ21Σ−1
11 Z = E[Y ]

por tanto queda,

E[X|Z] = E[Y ] + Σ21Σ−1
11 Z = E[X] + Σ21Σ−1

11 (Z − E[Z])

�
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Algoritmo del Filtro de Kalman

En el filtro de Kalman suponemos que tanto para la evolución del estado como para
las observaciones tenemos un sistema lineal. Para la evolución del vector de variables
aleatorias Xn de dimensión d, llamado estado para el instante tn (denotemos Xtn ≡ Xn)
tenemos

Xn = FnXn−1 +BnUn +Wn

donde Fn es la matriz d×d de transición (determinista) , Bn es la matriz d×d de modelo de
control de entrada (determinista) aplicada al vector de variables aleatorias predictivo de
control Un de dimensión d, es decir, Un ∈ σ(Z1, ..., Zn−1) (Zn se definirá a continuación).
Y Wn ∼ Nd(0, Qn) es un proceso estocástico donde Qn, para cada n, es la matriz de
covarianzas de Wn. La componente Wn es la que hace que Xn sea aleatorio.

Suponemos también que el proceso estocástico de las observaciones del estado Zn de
dimensión r en el mismo instante sigue la ecuación

Zn = HnXn + Vn

donde Hn es la matriz de observaciones r×d (determinista) y Vn ∼ Nr(0, Rn) es el proceso
estocástico llamado ruido donde Rn, para cada n son las columnas de la matriz de cova-
rianzas de Vn. Supondremos que W1, ...,Wd y V1, ...., Vr son mutuamente independientes.

3.1. Estimación del estado y covarianza del error en la es-
timación del estado

Proposición 3.1.1. La estimación del estado en el instante n, dadas las observaciones
hasta el instante n− 1, sigue la ecuación

X̂n|n−1 = FnX̂n−1|n−1 +Bn−1Un−1

Señalamos que la notación n|n−1 se refiere a la esperanza condicionada y que Zn−1 :=
(Z1, .., Zn−1).

9
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Demostración. Entonces,

X̂n|n−1 = E[Xn|Zn−1]

= E[FnXn−1 +BnUn +Wn|Zn−1] = Fn−1E[Xn−1|Zn−1] +BnUn + E[Wn|Zn−1]

Donde hemos usado que Un es Zn−1-medible y que por lo tanto cumple que E[Un|Zn−1] =
Un Como Wn ∼ N(0, Qn) y Wn es independiente de Zn−1 =⇒ E[Wn|Zn−1] = E[Wn] = 0,
y nos queda

X̂n|n−1 = FnX̂n−1|n−1 +Bn−1Un−1

�

Proposición 3.1.2. La covarianza del error producido en la estimación del estado en el
instante n dadas las observaciones hasta n− 1 sigue la ecuación

Pn|n−1 = FnPn−1|n−1F
T
n +Qn

Demostración. Por definición,

Pn|n−1 := E[(Xn − X̂n|n−1)(Xn − X̂n|n−1)T |Zn−1] = ∗

Por un lado tenemos que

−X̂n|n−1 = −FnX̂n−1|n−1 −BnUn

Xn = FnXn−1 +BnUn +Wn

por otro lado notemos que E[(Xn−1 − X̂n−1|n−1)|Zn−1] = 0 entonces tenemos que,

∗ = FnE[(Xn−1 − X̂n−1)(Xn−1 − X̂n−1)T )|Zn−1]F Tn + E[WnW
T
n |Zn−1]

Por la definición de covarianza y como Wn ∼ N(0, Qn) =⇒ Qn = E[WnW
T
n ] −

E[Wn]E[W T
n ] = E[WnW

T
n ] y acaba quedando,

Pn|n−1 = FnPn−1|n−1F
T
n +Qn

�

3.2. Innovación

Definición 3.2.1. En el Filtro de Kalman llamamos innovación del estado, δ̂n, al error
en la estimación de las observaciones,

δ̂n := Zn − Ẑn|n−1

Proposición 3.2.2. La innovación satisface que:

δ̂n = Zn −HnX̂n|n−1
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Demostración. Por un lado por definición y desarrollando,

Ẑn|n−1 := E[Zn|Zn−1] = E[HnXn + Vn|Zn−1] = HnX̂n|n−1

donde hemos usado que V1, ..., Vn son independientes de Vn =⇒ E[Vn|Zn−1] = E[Vn] = 0.
Por otro lado por definición de innovación y sustituyendo lo anterior,

δ̂n := Zn − Ẑn|n−1 = Zn −HnX̂n|n−1

�

Como no conocemos el estado real, no es posible compararlo con el estimador del
estado. Por lo tanto la innovación es una herramienta útil a la hora de decidir si un
estimador se adapta bién o no.

Proposición 3.2.3. La covarianza de la innovación, cumple que:

Sn = HnPn|n−1H
T
n +Rn

Demostración. Por definición y como la esperanza de la innovación es zero,

Sn := E[δ̂nδ̂
T
n |Zn−1] = E[(Zn −HnX̂n|n−1)(Zn −HnX̂n|n−1)T |Zn−1]

Usando que Zn = HnXn + Vn

= E[(Hn(Xn − X̂n|n−1) + Vn)((Hn(Xn − X̂n|n−1) + Vn)T )|Zn−1]

de forma análoga a la última demostración y como Vn ∼ N(0, Rn)

Sn = HnPn|n−1H
T
n +Rn

�

3.3. La matriz de ganancia

3.3.1. Actualización del estimador del estado

Definición 3.3.1. En el Filtro de Kalman definimos el error en la estimación del estado
como

X̃n|n := X̂n|n −Xn

El objetivo del Filtro de Kalman es encontrar un estimador que sea combinación lineal
de la predicción del estado y de la innovación, por eso empezaremos suponiendo que

X̂n|n = K
′
nX̂n|n−1 +KnZn

donde K
′
n y Kn son las matrices de ganancia que se eligen de forma que minimizen la

expresión

E[X̃T
n|nX̃n|n|Zn] = traza

[
E[X̃n|nX̃

T
n|n|Z

n]
]

= traza[Pn|n]

La igualdad es consequencia de que X̃T
n|nX̃n|n resulta una matriz cuya suma de los términos

de la diagonal es el producto escalar de estos dos vectores.
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Proposición 3.3.2. : K
′
n y Kn se relacionan a través de la expresión

K
′
n = 1−KnHn

Demostración. El error en la estimación del estado en términos de las matrices de ganancia
se expresa como

X̃n|n := X̂n|n −Xn = K
′
nX̂n|n−1 +KnZn −Xn

= K
′
nX̂n|n−1 +Kn(HnXn + Vn)−Xn

Usando que X̂n|n−1 = Xn + X̃n|n−1,

= (K
′
n +KnHn − 1)Xn +K

′
nX̃n|n−1 +KnVn

Tomando esperanzas y sabiendo que E[Vn|Zk] = 0 y E[X̃n|Zk] = 0

E[X̃n|Zk] = (K
′
n +KnHn − 1)E[Xn|Zk]

y como E[X̃n|Zk] = 0 tiene que darse K
′
n = 1−KnHn �

Corolario 3.3.3. La actualización del estimador del estado sigue la ecuación

X̂n|n = X̂n|n−1 +Knδ̂n

Demostración.

X̂n|n = K
′
nX̂n|n−1 +KnZn = (1−KnHn)X̂n|n−1 +KnZn = X̂n|n−1 +Knδ̂n

�

3.3.2. Cálculo de la matriz de ganancia

Seguimos calculando el error en la estimación sustituyendo, por un ladoK
′
n = 1−KnHn

en X̂n|n

X̂n|n = (1−KnHn)X̂n|n−1 +KnZn

y por otro lado sabemos que X̂n|n−1 = X̃n|n−1 +Xn y Zn = HnXn + Vn,

= (1−KnHn)X̃n|n−1 +Xn −���
��XnKnHn +���

��KnHnXn +KnVn

el error queda

X̃n = ((1−KnHn)X̃n|n−1 +��Xn +KnVn)−��Xn

Sigamos ahora calculando Pn|n para encontrar Kn usando lo que tenemos hasta el mo-
mento.

Pn|n = (1−KnHn)E[X̃n|n−1X̃
T
n|n−1|Z

n−1](1−KnHn)T +KnE[VnV
T
n ]KT

n

+2(1−KnHn)E[X̃n|n−1V
T ]KT

n
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Señalamos que E[X̃n|n−1V
T
n ] = 0, Pn|n−1 = E[X̃n|n−1X̃

T
n|n−1|Z

n], Rn = E[VnVn] y obtene-
mos

Pn|n = (I −KnHn)Pn|n−1(I −KnHn)T +KnRnK
T
n

= Pn|n−1 −KnHnPn|n−1 − Pn|n−1H
T
nK

T
n +Kn(HnPn|n−1H

T
n +Rn)KT

n

Pn|n−1 −KnHnPn|n−1 − Pn|n−1H
T
nK

T
n +KnSnK

T
n

Donde hemos usado al final que Sn = HnPn|n−1H
T
n +Rn. Ahora pasemos a minimizar la

expresión traza(Pn|n).

∂traza(Pn|n)

∂Kn
= 0−

∂traza(KnHnPn|n−1)

∂Kn
−
∂traza(Pn|n−1H

T
nK

T
n )

∂Kn
+
∂traza(KnSnK

T
n )

∂Kn

= 0

Aplicamos el hecho de que para cualquier matriz A y una matriz simétrica B

∂traza(ABAT )

∂Kn
= 2AB

∂traza(Pn|n)

∂Kn
= −2(HnPn|n−1)T + 2KnSn = 0

Kn = Pn|n−1H
T
n S
−1
n

3.4. Pasos del algoritmo del Filtro de Kalman

Para esquematizar todo lo demostrado anteriormente, exponemos a continuación las
ecuaciones y pasos del algoritmo:

3.4.1. Estimación

Estimación del estado y la covarianza del error en la estimación:

X̂n|n−1 = FnX̂n−1|n−1 +Bn−1Un−1

Pn|n−1 = FnPn−1|n−1F
T
n +Qn

3.4.2. Actualización

Actualización del estimador del estado y la covarianza del error en la estimación en el
instante n:

X̂n|n = X̂n|n−1 +Knδ̂n

Pn|n = KnHnPn|n−1 − Pn|n−1H
T
nK

T
n +KnSnK

T
n

donde la matriz de ganancia viene dada por la ecuación

Kn = Pn|n−1H
T
n S
−1
n
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Caṕıtulo 4

Filtros no lineales

El algoritmo del Filtro de Kalman visto anteriormente se limita al caso de sistemas
lineales. Si las observaciones y/o los estados siguen una dinámica no lineal usamos otras
versiones del Filtro de Kalman.

4.1. Filtro de Kalman Extendido

En este caso supondremos que:

Xn = F (Xn−1, Un) +Wn, Zn = H(Xn) + Vn

Donde F y H son funciones no lineales, Un el vector de control y Vn ∼ Nr(0, Rn) y
Wn ∼ Nd(0, Qn), de forma análoga al filtro de Kalman.

Las funciones F,H pueden ser usadas para calcular la predicción de la observación y
el estado, pero para calcular la covarianza hay que usar las Jacobianas de la funciones
con el objetivo de linearizarlas.

4.1.1. Predicción del estado

Proposición 4.1.1. La predicción del estado en el Filtro Extendido de Kalman es de la
forma

X̂n|n−1 ≈ F (X̂n−1|n−1, Un) +O([Xn−1 − X̂n−1|n−1]2)

Demostración. Empezamos suponeniendo que X̂n−1|n−1 ≈ E[Xn−1|Zn−1]. Para encontrar

la predicción de Xn, desarrollamos Taylor de Xn en X̂n−1|n−1

Xn = F (X̂n−1|n−1, Un) +∇FXn(Xn−1 − X̂n−1|n−1) +O([Xn−1 − X̂n−1|n−1]2) +Wn

15
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y lo sustituimos en,

X̂n|n−1 ≈ E[Xn|Zn−1]

≈ E[F (X̂n−1|n−1, Un) +∇FXn(Xn−1 − X̂n−1|n−1) +O([Xn−1 − X̂n−1|n−1]2) +Wn|Zn−1]

= F (X̂n−1|n−1, Un) +O([Xn−1 − X̂n−1|n−1]2)

ya que ∇FXnE[(Xn−1 − X̂n−1|n−1)|Zn−1] ≈ 0 y E[Wn|Zn−1] = 0 �

Con esto podemos encontrar también el error de la predicción.

Corolario 4.1.2. El error en la estimación del estado en el Filtro Extendido de Kalman
sigue la ecuación:

X̃n|n−1 ≈ ∇FXnX̃n−1|n−1 +Wn +O([Xn−1 − X̂n−1|n−1]2)

Demostración.

X̃n|n−1 := Xn − X̂n|n−1

≈(((((
((((F (X̂n−1|n−1, Un) +∇FXn(Xn−1 − X̂n−1|n−1) +O([Xn−1 − X̂n−1|n−1]2) +Wn

((((
(((

((−F (X̂n−1|n−1, Un) = ∇FXn(X̃n−1|n−1) +Wn +O([Xn−1 − X̂n−1|n−1]2)

�

Se sigue que también podemos demostrar la forma de la covarianza del error en la
estimación del estado.

Proposición 4.1.3. La covarianza del error en la estimación del estado en el Filtro
Extendido de Kalman sigue la ecuación:

Pn|n−1 ≈ ∇FXnPn−1|n−1∇F TXn
+Qn +O([Xn−1 − X̂n−1|n−1]4)

Demostración.

Pn|n−1 := E[X̃n|n−1X̃
T
n|n−1|Z

n−1]

≈ E[(∇FXnX̃n−1|n−1 +Wn +O([Xn−1 − X̂n−1|n−1]2))(∇FXnX̃n−1|n−1 +Wn

+O([Xn−1 − X̂n−1|n−1]2))T |Zn−1]

= ∇FXnE[X̃nX̃
T
n |Zn−1]∇F TXn

+ E[WnW
T
n |Zn−1] + E[∇FXnX̃n−1|n−1W

T
n |Zn−1]

+E[WnX̃
T
n−1|n−1∇F

T
Xn
|Zn−1] +O([Xn−1 − X̂n−1|n−1]4)

Y como por hipótesis Wn y X̃n están incorrelacionados (ya que Wn con X̂n y Xn lo están)
=⇒ E[WnX̃

T
n−1|n−1∇F

T
Xn
|Zn−1] = 0 y E[∇FXnX̃n−1|n−1W

T
n |Zn−1] = 0

Pn|n−1 ≈ ∇FXnPn−1|n−1∇F TXn
+Qn +O([Xn−1 − X̂n−1|n−1]4)

�
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4.1.2. La predicción de la observación y la innovación

Es necesario calcularlas para actualizar el estimador del estado.

Proposición 4.1.4. La estimacion de la observación para el Filtro Extendido de Kalman
sigue la ecuación Ẑn|n−1 ≈ H(X̂n|n−1) +O([X̂n|n−1 −Xn]2).

Demostración. Análogamente a los procedimientos anteriores hacemos el desarrollo de
taylor de Zn en X̂n|n−1

Zn = H(Xn) + Vn ≈ H(X̂n|n−1) +∇HXn(X̂n|n−1 −Xn) +O([X̂n|n−1 −Xn]2) + Vn

Sutituyéndolo en Ẑn|n−1 ≈ E[Zn|Zn−1]

≈ E[H(X̂n|n−1) +∇HXn(X̂n|n−1 −Xn) +O([X̂n|n−1 −Xn]2) + Vn|Zn−1]

Y usando que E[X̃n|Zn−1] = 0 y E[Vn|Zn−1] = 0

Ẑn|n−1 ≈ H(X̂n|n−1) +O([X̂n|n−1 −Xn]2)

�

Señalamos que en el Filtro Extendido de Kalman hay una distinción entre la innovación
y el error en la estimación de la observación. La innovación se calcula como δ̂n = Zn −
H(X̂n|n−1) y el error en la estimación de la observación

Z̃n|n−1 := Zn − Ẑn|n−1

≈���
���H(X̂n|n−1) +∇HXn(X̂n|n−1 −Xn) +O([X̂n|n−1 −Xn]2) + Vn −���

���H(X̂n|n−1)

Z̃n|n−1 ≈ ∇HXn|n−1
(X̂n|n−1 −Xn) + Vn +O([X̂n|n−1 −Xn]2)

Finalmente podemos ver como se comporta la covarianza de la innovacion.

Proposición 4.1.5. La covarianza de la innovación en el Filtro Extendido de Kalman
es de la forma

Sn ≈ ∇HXnPn|n−1∇HT
Xn

+Rn +O([X̂n|n−1 −Xn]2)

Demostración.
Sn := E[Z̃n|n−1Z̃

T
n|n−1|Z

n−1]

≈ E[(∇HXn|n−1
(X̂n|n−1 −Xn) + Vn +O([X̂n|n−1 −Xn]2))

(∇HXn|n−1
(X̂n|n−1 −Xn) + Vn +O([X̂n|n−1 −Xn]2))T |Zn−1]

Y de forma análoga al cálculo de la covarianza del estado

= ∇HXnPn|n−1∇HT
Xn

+Rn +O([X̂n|n−1 −Xn]4)

�
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4.1.3. Actualización de ecuaciones

El siguiente paso es encontrar el estimador lineal recursivo del estado X̂n|n. Para ello

suponemos X̂n|n = X̂n|n−1 +Kn(Zn−H(X̂n|n−1)), análogo al caso lineal. Como sabemos
por el caṕıtulo 3, la matriz de ganacia minimiza

traza(Pn|n)

Para tener Pn|n es necesario calcular X̃n|n

X̃n|n = X̂n|n −Xn = X̂n|n−1 +Kn(Zn −H(X̂n|n−1))−Xn

Usando el desarrollo de Taylor de Zn en X̂n|n−1,

≈ X̂n|n−1 +Kn((���
���H(X̂n|n−1) +∇HXn(X̂n|n−1 −Xn) + Vn +O([X̂n|n−1 −Xn]2))

−���
���H(X̂n|n−1))−Xn = (I −Kn∇HXn)X̃n|n−1 +KnVn +O([X̂n|n−1 −Xn]2)

Luego

Pn|n := E[X̃n|nX̃
T
n|n|Z

n−1]

≈ (I −Kn∇HXn)E[X̃n|n−1X̃
T
n|n−1|Z

n−1](I −Kn∇HXn)T +KnE[VnV
T
n |Zn−1]KT

n

+O([X̂n|n−1 −Xn]4) ≈ (I −Kn∇HXn)Pn|n−1(I −Kn∇HXn)T +KnRnK
T
n

+O([X̂n|n−1 −Xn]4)

Derivamos respecto Kn e igualamos a 0.

δtraza(Pn|n)

Kn
= −2(I −Kn∇HXn)Pn|n−1∇HT

Xn
+ 2KnRn = 0

Podemos sumar las correspondientes derivadas porque son vectores. Finalmente

Kn = Pn|n−1∇HT
Xn

(∇HXnPn|n−1∇HT
Xn

+Rn)−1 = Pn|n−1∇HT
Xn
S−1
n

4.2. El Filtro de la Part́ıcula

4.2.1. Filtro Recursivo Bayesiano

Veamos este método que usaremos en el Filtro de la Part́ıcula. Suponemos que tenemos
dos ecuaciones, para el estado y las observaciones, que no son lineales,

xn = fn(xn−1, un) Zn = gn(xn, vn)

Donde fn es la función de transición entre los instantes n − 1 y n y gn la función de
observación. Este método usa que toda la información necesaria para aproximar x0, .., xn
está contenida en la función de filtraje, es decir en f(x0, ..., xn|zn). Por el Teorema de
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Bayes y usando que f(x0, .., xn|zn−1) = f(xn|x0, .., xn, z
n−1)f(x0, .., xn−1, z

n−1) tenemos
que sigue la ecuación

f(x0, ..., xn|zn) =
f(zn|zn−1, x0, .., xn)f(xn|x0, .., xn, z

n−1)f(x0, .., xn−1|zn−1)∫
x0,..,xn

f(zn|zn−1, x0, .., xn)f(x0, .., xn|zn−1)dx0, .., dxn

Sabemos que f(zn|zn−1, x0, .., xn) = f(zn|xn) ya que las observaciones en diferentes
instantes son independientes entre ellas dados los estados y no dependen del estado en
el instante actual. Y f(xn|x0, .., xn−1, z

n−1) = f(xn|xn−1) ya que el estado actual solo
depende del estado anterior, entonces queda

f(x0, ..., xn|zn) =
f(zn|zn−1)f(xn|xn−1)f(x0, .., xn−1|zn−1)∫
x0,..,xn

f(zn|xn)f(x0, .., xn|zn−1)dx0, .., dxn

Esta ecuación es recursiva y se descompone en dos pasos:

1. El primer paso es aproximar f(x0, .., xn|zn−1) con las probabilidades f(xn|xn−1) y
f(x0, .., xn−1|zn−1).

2. El segundo es obtener f(x0, .., xn|zn) usando f(zn|zn).

Para obtener estimación de xn, usamos la esperanza condicionada (demostrado ante-
riormente que es el mejor estimador)

E[F (x0, .., xn)] =

∫
x0,..,xn

F (x0, .., xn)f(x0, .., xn|zn)dx0 · · · dxn

donde F es una función ponderada. Si las densidades son normales entonces la estimación
se calcula directamente con el Filtro de Kalman (visto anteriormente). Sino, tenemos dos
tipos de métodos:

1. Anaĺıticos: como el Filtro Extendido de Kalman.

2. Numéricos: en que se calcula la aproximación de forma emṕırica y dividiendo por
partes la función de densidad, como es el caso del Filtro de la Part́ıcula.

4.2.2. Muestreo por Importancia

Antes de detallar el Filtro de la Part́ıcula debemos introducir el Muestreo por Im-
portancia. El Muestreo por Importancia es uno de los Métodos de Monte Carlo. Estos
métodos tienen el propósito de generar muestras x0, .., xn a partir de una distribución de
probabilidad dada o bién estimar esperanzas de funciones bajo una distribución deter-
minada. Se asume que dicha distribución es lo suficientemente compleja para que estas
esperanzas no puedan evaluarse por métodos exactos. Una de las propiedades clave de
Monte Carlo es que la exactitud de la estimación no depende de la dimensión del espacio
muestreado.
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El Muestreo por Importancia, en concreto, es un método para estimar esperanzas de
funciones bajo una distribución determinada f . Para ello usamos una función de densidad

más simple q a partir de la cual podemos generar muestras x
(i)
0 , .., x

(i)
n . Si estos puntos

fueran muestras de f , entonces podriamos hacer la estimación que queremos. Pero las
muestras que generamos con q son valores que evaluados en q son mayores o menores que
f . Es por ello que se introduce el concepto de peso, para ajustar la importancia de cada
punto. Lo aplicamos a continuación a nuestro caso.

Una vez que hemos aproximado f(x0, ..., xn|zn), hay que evaluar el estimador∫
x0,..,xn

F (x0, .., xn)f(x0, .., xn|zn)dx0 · · · dxn

. El método de Monte Carlo nos permite aproximar esta integral mediante la construcción
de una variable aleatoria acorde con f(x0, ..., xn|zn). Para ello se usa una función pro-
puesta, q(x0, .., xn|zn), que contiene a f(x0, ..., xn|zn) y se puede muestrear, de manera
que

Ef [F (x0, .., xn)] =

∫
x0,..,xn

f(x0, .., xn)
f(x0, .., xn|zn)

q(x0, .., xn|zn)
q(x0, .., xn|zn)dx0 · · · dxn

= EQ
[
F (x0, .., xn)

f(x0, .., xn|zn)

q(x0, .., xn|zn)

]

Para N iteraciones suponemos que x
(i)
0 , .., x

(i)
n ∼ q(x0, .., xn|z1, ..., zn) i = 1, .., N , y

podemos aproximar el estimador anterior por

Êf [F (x0, .., xn)] =
1

N

N∑
i=1

F (x
(i)
0 , .., x(i)

n )
f(x

(i)
0 , .., x

(i)
n |zn)

q(x
(i)
0 , .., x

(i)
n |zn)

Por la Ley de los Grandes Números podemos asegurar que este estimador converge a
Ef [F (x0, .., xn)] cuando N tiende a infinito. Definimos las ponderaciones por impor-
tancia como

w(i)
n =

f(x
(i)
0 , .., x

(i)
n |zn)

q(x
(i)
0 , .., x

(i)
n |zn)

=
f(zn|x(i)

0 , .., x
(i)
n )f(x

(i)
0 , .., x

(i)
n )

f(zn)q(x
(i)
0 , .., x

(i)
n |zn)

donde f(z1, .., zn) =
∫
x0,..,xn

f(zn|x(i)
0 , .., x

(i)
n )f(x0, .., xn)dx0 · · · dxn, cuya expresión es

dif́ıcil de calcular, pero de todas formas se puede usar que

Êf [F (x0, .., xn)] =
1

N

N∑
i=1

F (x
(i)
0 , .., x(i)

n )
w

(i)
n∑N

j=1w
(j)
n

con

ĺım
n→∞

w(i)
n ≈

f(zn|x(i)
0 , .., x

(i)
n )f(x0, .., xn)

q(x
(i)
0 , .., x

(i)
n |zn)

Ahora se puede hacer el Muestreo por Importancia recursivo, para obtener aśı el algo-
ritmo del Filtro de la Part́ıcula.
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4.2.3. El Filtro de la Part́ıcula

La idea por lo tanto es representar y aproximar de forma emṕırica la función de
probabilidad f(x0, .., xn|zn) a partir de una muestra ponderada de tamaño N de la forma{
x

(i)
0 , .., x

(i)
n , w

(i)
n

}
f(x0, .., xn|zn) ≈ 1

N

N∑
i=1

w(i)
n δx(i)0 ,..,x

(i)
n

(x0, .., xn)

Donde x
(i)
0 , .., x

(i)
n se llaman part́ıculas y δ es la delta de Dirac, una función de distri-

bución que nos sirve para aproximar la distribución en cuestión. Cada part́ıcula es una
posible solución de la aproximación del estado y su ponderación asociada representa la
calidad de éste acorde con las observaciones que disponemos.

La muestra Sn =
{
x

(i)
0 , .., x

(i)
n , w

(i)
n

}
se calcula a partir de la muestra anterior, al igual

que f(x0, .., xn|z1, .., zn). Para ello es necesario ejecutar los siguientes pasos:

1. Una exploracion del estado, durante la cual propagamos las part́ıculas a través de
la función propuesta.

2. Corrección de la calidad de la part́ıcula, que consiste en calcular la nueva pondera-
ción.

3. Remuestreo: una selección de las part́ıculas.

El esquema general del Filtro de la Part́ıcula entre los instantes n − 1 y n se puede
resumir en el siguiente algoritmo:

1. Representación de f(x0, .., xn−1|z1, .., zn−1) a través del conjunto de part́ıculas{
x

(i)
0 , .., x

(i)
n−1, w

(i)
n−1

}
, i = 1, .., N

2. Propagación, o exploración del estado con una función propuesta

x(i)
n ≈ q(xn|x

(i)
0 , .., x

(i)
n−1, z

n)

3. Corrección o evaluación de la calidad de la part́ıcula con las observaciones, calcu-
lando las ponderaciones:

w(i)
n =

f(x
(i)
0 , .., x

(i)
n |zn)

q(x
(i)
0 , .., x

(i)
n |zn)

ĺım
n→∞

w(i)
n ≈

f(zn|x(i)
n )f(x

(i)
n |x(i)

n−1|zn−1)f(x
(i)
0 , .., x

(i)
n−1|z(n−1))

q(x
(i)
0 , .., x

(i)
n |zn)

Suponiendo que q(x
(i)
n |zn) = q(x

(i)
n |x(i)

0 , .., x
(i)
n−1, z

(n))q(x
(i)
0 , .., x

(i)
n−1|zn−1), tenemos

que

ĺım
n→∞

w(i)
n ≈

f(zn|x(i)
n )f(x

(i)
n |x(i)

n−1|zn−1)f(x
(i)
0 , .., x

(i)
n−1|z(n−1))

q(x
(i)
n |x(i)

0 , .., x
(i)
n−1, z

(n))q(x
(i)
0 , .., x

(i)
n−1|zn−1)
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ĺım
n→∞

w(i)
n ≈ w

(i)
n−1

f(zn|x(i)
n )f(xn|x(i)

n−1)

q(X
(i)
n |x(i)

0 , .., x
(i)
n−1)

Y las ponderaciones se normalizan w̃
(i)
n = w

(i)
n∑N

j=1 w
(j)
n

4. Aproximación de la función de distribución esperada del filtraje mediante

E(F (x0, .., xn)) ≈ 1

N
w̃(i)
n F (x

(i)
0 , .., x(i)

n )

5. Remuestreo.

Filtro Extendido de la Part́ıcula

El algoritmo que describimos a continuación es un caso particular del Filtro de la
Part́ıcula que usa el Filtro Extendido de Kalman:

1. Para n = 0 escogemos x0 y p0 > 0. Para i tal que 1 ≤ i ≤ N cogemos x
(i)
0 = x0 +√

p0u
(i) donde u(i) es un número simulado distribuido de forma Normal. También

cogemos p
(i)
0 = p0 y w

(i)
0 = 1/N .

Mientras 1 ≤ k ≤ N

2. Para cada simulación de i se calcula x̂
(i)
n con el Filtro Extendido de Kalman y su

asociada p
(i)
n (covarianza)

3. Para cada i entre 1 y N

x̃(i)
n = x̂(i)

n +

√
p

(i)
n u

(i)

4. Calculamos las ponderaciones asociadas

w(i)
n = w

(i)
n−1

f(zn|x̃(i)
n )f(x̃

(i)
n |x(i)

n−1)

q(x̃
(i)
n |x(i)

n−1, z
n)

5. Normalizamos las ponderaciones

w̃(i)
n =

w
(i)
n−1

w
∑N

i=1(i)
n−1

6. Remuestreamos x̃
(i)
n y escogemos x

(i)
n y restablecemos w

(i)
n = w̃

(i)
n = 1/N

7. Incrementamos n, volvemos al paso 2. hasta el final del ciclo.
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Estimación de los parámetros

Para estimar el conjunto de parámetros de un sistema, debemos maximiar la función
de verosimilitud. La verosimilitud en el instante n seŕıa

ln = f(zn|zn) =

∫
f(zn|xn)f(xn|zn)

Entonces la función de verosimilitud total es el producto de todas las ln y por tanto la
función logaŕıtmica de verosimilitud a maximizar será

ln(L1, .., Ln) =
N∑
n=1

ln(ln)

donde ln puede ser descrita como

ln =

∫
f(zn|xn)

f(xn|zn−1)

q(xn|xn−1, zn)
q(xn|xn−1, z

n)dxn

x̃
(i)
n se distribuye acorde a Q, considerando el restablecimiento de w

(i)
n a una constante

1/N durante el paso de remuestreo, podemos aproximar ln por

l̃n =
N∑
i=1

w(i)
n

que proporciona una interpretación de la verosimilitud como una ponderación total.

4.2.4. Aplicación: Modelos de Volatilidad Estocástica

El Filtro de la Part́ıcula se usa en numerosas areas como por ejemplo en la comunica-
ción, la bioloǵıa, economı́a, geociencia, ciencias sociales,... La volatilidad es la inestabilidad
de los precios en los mercados financieros. Es decir, volatilidad es lo que hace variar la
rentabilidad de un activo financiero respecto de su media a lo largo de un periodo de
tiempo determinado.

En esta sección estudiaremos el Modelo de Heston, utilizado por los profesionales
financieros para valorar opciones de precios. Este utiliza métodos estad́ısticos para calcular
y pronosticar el precio de las opciones con el supuesto de que la volatilidad es arbitraria.
La suposición de que la volatilidad es arbitraria en lugar de constante es el factor clave
que hace que los modelos estocásticos de volatilidad sean únicos. Otros tipos de modelos
de volatilidad estocástica incluyen el modelo SABR, el modelo Chen y el modelo GARCH.

Estudiemos el modelo de Volatilidad estocástico de Heston Euler-discretizado

ln(Sn) = ln(Sn−1) + (rn − 0,5vn)T +
√
vn
√
TVn−1

vn = vn−1 + (w − θvn−1)T + ξ
√
vn−1

√
TWn−1
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donde Sn−1 es el precio de mercado en el instante n, T es el intervalo de tiempo entre
instantes, rn la tasa libre de riesgo, vn la varianza del mercado y Vn, Wn dos secuencias
incorrealacionadas temporalmente (no lo están en cambio Vn,Wn) de variables aleatorias
Normales de correlación ρ. El conjunto de parámetros del modelo es Ψ = (ω, θ, ξ, ρ).

Vamos ahora a eliminar la correlación entre el sistema y el ruido de las observaciones.
Consideramos vn como el estado oculto Xn y ln(Sn+1) como la ecuación de observaciones
Zn. Pasando ln(Sn) al otro lado de la igualdad de la primera ecuación, tenemos que

vn = vn−1 + (w − θvn−1)T + ξ
√
vn−1

√
TWn−1 − ρξ[ln(Sn)− ln(Sn−1) + (rn − 0,5vn)T

+
√
vn
√
TVn−1]

Definiendo

W̃n =
1√

1− ρ2
(Wn − ρVn)

tendremos como queŕıamos W̃n incorrelacionado con Vn y

Xn = vn = vn−1 +[ω−ρξrn− (θ−0,5ρξ)vn−1]T +ρξln(
Sn
Sn−1

)+ξ
√

1− ρ2
√
vn−1

√
TW̃n−1

y Zn = ln(Sn+1)

Filtro de la part́ıcula

Podemos aplicar el algoritmo del Filtro de la Part́ıcula a este problema. Estableciendo
la notación

N(X,µ, σ2) =
1√
2πσ

exp(−(x− µ)2

2σ2
)

entonces definimos

Q(X̃(i)
n |X

(i)
n−1, Z

n) = N(X̃(i)
n , X̂(i)

n ,

√
P

(i)
n )

P(Zn|X̃(i)
n ) = N(Zn, Zn−1 + (rn − 0,5X̃(i)

n )T,

√
X̃

(i)
n

√
T )

y

P(X̃(i)
n |X

(i)
n−1) = N(X̃(i)

n , µX , ξ
√

1− ρ2(X
(i)
n−1)p

√
T )

donde

µX = X
(i)
n−1 + [ω − ρξrn(X

(i)
n−1)p−0,5 − (θ − 0,5ρξ(X

(i)
n−1)p−0,5)X

(i)
n−1]T

+ρξ(X
(i)
n−1)p−0,5(Zn−1 − Zn−2)

De esta manera la ecuación recursiva

w(i)
n = w

(i)
n−1

P(Zn|X̃(i)
n )P(X̃

(i)
n |X(i)

n−1)

Q(X̃
(i)
n |X(i)

n−1, Z
n)

proporciona la implementación del filtro.



4.2. EL FILTRO DE LA PARTÍCULA 25

4.2.5. Estimación de los parámetros

Por el Filtro de la Part́ıcula, debemeos maximizar

N∑
n=1

ln(

N∑
i=1

w(i)
n )

para encontrar el conjunto de parámetros Ψ̂ = (ω̂, θ̂, ξ̂, ρ̂). Podemos escoger Ψ̂∗ = (0,02, 0,5, 0,05,−0,5).
Tomando S0 = 1000, v0 = 0,04, rn = 0,027 y T = 1, donde νn = Zn− Ẑ−n . La serie tempo-
ral se genera a través de las primeras ecuaciones de vn y ln(Sn). Entonces los parámetros
óptimos de estimación serian: Ψ̂EPF = (0,019357, 0,500021, 0,033354,−0,581794)
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Caṕıtulo 5

Implementación del Filtro de
Kalman

Normalmente se invierte más esfuerzo en ajustar un filtro que en usar su algoritmo.
La dificultad en la implementación es consequencia de no saber cuando el rendimiento del
filtro está limitado por la adecuación del sensor y los procesos del modelo.

Habitualmente para saber si podemos mejorar nuestros modelos o estamos limitados
por el rendimieno del algoritmo, tendremos que comprobarlo usando otros posibles filtros
con respecto a las mismas observaciones que se han hecho.

Aun y aśı existen algunas reglas para enfocar mejor el problema de la implementación:

1. Entender el sensor: familiarizarse con las caracteŕısticas que trata este e intentar
obtener el máximo de información posible en diferentes situaciones con el sensor que
estemos usando.

2. Entender el proceso: otra vez también familiarizarse con el proceso es fundamen-
tal: observar el proceso en diferentes modos operativos, con instrumentos adicionales
si hace falta...

3. Modelar el sensor: en el Filtro de Kalman esto se reduce a la construcción de un
apropiado Hn y Wn.

4. Modelar el proceso: el primer paso de este punto es construir un ”modelo ver-
dadero”lo más preciso posible describiendo todos las componentes del proceso para
ser estimado. Este modelo será demasiado largo pero servirá para entender qué es-
tados son importantes y cuales no. El segundo paso si que será reducir el modelo
a aquellos estados que tengan más impacto en el rendimiento del filtro y construir
apropiadamente Fn y Vn.

5. Codificar el filtro: es la parte más sencilla: calcular las diversas componentes del
algoritmo, estimaciones de los estados, covarianzas...

27
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6. Inicialización: como el filtro de Kalman es un algoritmo recursivo debemos aportar
una ”aproximación”para X̂0|0 y P0|0. Aunque a largo plazo el efecto que tenga en el
rendimiento disminuye, la inicialización es un paso importante.

7. Análisis de la secuencia de la innovación: es el primer método y el más efectivo
para analizar el rendimiento del filtro.

8. Análisis del rendimiento: sabemos que la innovación se ve afectada por las obser-
vaciones y los modelos del proceso. Por lo tanto se debe separar estos dos factores
y analizar simultáneamente las secuencia de observaciones y la estabilidad de las
componentes del filtro; el estimador del estado y su covarianza.

9. Análisis de las condiciones de error: eliminar errores o información falsa en el
proceso de filtraje.

En las siguientes secciones veremos un caso práctico de implementación del Filtro de
Kalman.

5.1. Planteamiento general

El ejemplo que trataremos es el problema de la velocidad constante unidimensional de
una part́ıcula en movimiento. Las ecuaciones del estado del modelo vienen dadas por

[
Xn

Ẋn

]
=

[
1 ∆T
0 1

] [
Xn−1

Ẋn−1

]
+

[
∆T 2/2

∆T

]
Wn

Donde ∆T es el intervalo de tiempo que pasa entre el instante n − 1 y n, y suponemos
que Wn ∼ N2(0, Qn) donde

Qn =

[
∆T 3/3 ∆T 2/2
∆T 2/2 ∆T

]
σ2
q

Vamos a suponer que las observaciones de la localización de la part́ıcula se hacen en
el instante n y que siguen la ecuación

Zn =
[
1 0

] [Xn

Ẋn

]
+ Vn

Donde Vn ∼ N(0, Rn) y Rn = σ2
r . Los parámetros de entrada del algoritmo son

Fn =

[
1 ∆T
0 1

]
, Hn =

[
1 0

]
Vn y Wn son calculados usando un generador de números pseudo-aleatorios para propor-
cionar una secuencia de números distribuidos como una normal de media 0 y covarianzas
σ2
q y σ2

r respectivamente.



5.2. INICIALIZACIÓN 29

5.2. Inicialización

El primer paso es escoger X̂0|0 y su P0|0. Como hemos dicho antes, el efecto de estas
estimaciones iniciales disminuye con el tiempo. En un filtro lineal simple, este convergerá
a la misma trayectoria estable independientemente de estos valores iniciales. Aún y aśı la
elección de un buen estimador inicial mejora la convergencia y es esencial en el caso del
Filtro Extendido de Kalman. Inicializaremos el filtro con σ2

q = 0,01 y σ2
r = 0,1 y usando

las primeras observaciones para obtener una estimación de la posición y la velocidad

X̂1|1 = Z1,
̂̇X1|1 =

Z2 − Z1

∆T

El método más simple para incializar P0|0 es escoger una constante α y establecer P0|0 =
α2Qn (normalmente α = 10).

5.3. Estabilidad del rendimiento

Vamos a calcular ahora la actualización de la estimación de la posición y la velocidad.
Recordemos que

X̂n|n = (1−KnHn)X̂n|n−1 +KnZn

Donde Kn = Pn|n−1H
T
n S
−1
n . Calculamos entonces

Kn = Pn|n−1

[
1
0

]
S−1
n

Sabemos que Sn = HnPn|n−1H
T
n +Rn. Por lo tanto

Sn =
[
1 0

]
Pn|n−1

[
1
0

]
+ σ2

r = P xxn|n−1 + σ2
r

Donde P xxn|n−1 indica la componente de la fila 1 y la columna 1 de la matriz Pn|n−1. Usando
esto nos queda que

Kn =


Pxx
n|n−1

Pxx
n|n−1

+σ2
r

Pxẋ
n|n−1

Pxx
n|n−1

+σ2
r


Finalmente sustituyendo Kn y calculando 1 − KnHn, encontramos que la actualización
de la estimación de la posición de la part́ıcula sigue la ecuación

X̂n|n =
σ2
r

P xxn|n−1 + σ2
r

X̂n|n−1 +
P xxn|n−1

P xxn|n−1 + σ2
r

Zn

Y usando que X̂n|n = X̂n|n−1 + Knδ̂n, podemos hallar la actualización de la estimación
de la velocidad ̂̇Xn|n = ̂̇Xn|n−1 +

P xẋn|n−1

P xxn|n−1 + σ2
r

(Zn − X̂n|n−1)

(Cálculo de cada componente). Donde hemos usado que δ̂n = Zn − HnX̂n|n−1 = Zn +[
1 0

] [X̂n|n−1̂̇Xn|n−1

]
= Zn − X̂n|n−1
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5.4. Consistencia del filtro

Definición 5.4.1. un estimador se llama consistente si X̂n|n = E[Xn|Zn] y E[(Xn −
X̂n|n)(Xn − X̂n|n)T |Zn] = Pn|n.

En principio para comprobar la consistencia del filtro, deberiamos construir el error
cuadrático medio normalizado entre el estado y el estimador

pn = (Xn − X̂n|n)TP−1
n|n(Xn − X̂n|n)

Recordemos que estamos en el caso gausiano y por lo tanto bajo la hipótesis de consistencia
(que se adapte bién el filtro) pn ∼ χ2

n, por ser el producto de dos variables normales
independientes, donde n = dim(Xn) y E[pn] = n. Esto es lo que habŕıa que comprobar,
pero como hemos dicho anteriormente nunca tenemos el valor de Xn. Para comprobar la
consistencia entonces habrá que ver si la media de δ̂n es 0 y con covarianza Sn. A veces
observando la sequencia de la innovación es suficiente, pero para obtener mayor precisión
a la hora de decidir la consistencia del filtro debemos comprobar que la innovación no es
sesgada y se trata de ruido blanco.

5.4.1. Test sobre el sesgo de la innovación

Por un lado para contrastar que no sea sesgada, hay que calcular la secuencia

q(i)
n = δ̂Tn (S(i)

n )−1δ̂n

Para i = 1, .., N donde (i) es un supeŕındice. Notemos que la secuencia q
(i)
n se obtiene

corriendo una única muestra. Si las hipótesis del filtro son correctas q
(i)
n ∼ χ2

m y por lo
tanto debemos ver que E[qn] = m.

Para aproximar E[qn] deberiamos hacer N iteraciones del Filtro de Kalman y calcular

qn =
1

N

N∑
i=1

q(i)
n

Por las propiedades de suma de variable de Ji-cuadrado, Nqn ∼ χ2
Nm y con la tabla

de χ2 podemos construir una región de confianza donde E[qin] = m.

Pero hay otra manera de aproximar qn. Como hemos supuesto que la innovación está
incorrelacionada para cada instante, entonces es ergódica, y por el Teorema Ergódico de
Birkhoff, podemos aproximar qn por

q =
1

N

N∑
n=1

qn

y comprovar que Nq ∼ χ2
Nm.
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Para el ejemplo que estabamos tratando, vamos a suponer que tenemos N = 100
iteraciones. Para comprobar lo dicho anterior debemos ahora construir un intervalo de
confianza donde q ∈ [b1, b2] con probabilidad 1− α

P(q ∈ [b1, b2]|H0) = 1− α

Donde H0 se refiere a la hipótesis nula de que Nq ∼ χ2
Nm. Fijamos 1−α = 0,95 y por las

tablas χ2
100 [

b1 b2
]

=
[
χ2
100(0,025)

100
χ2
100(0,975)

100

]
=
[
0,74 1,3

]
Este intervalo proporciona una región de aceptación de nivel de significación 0,05. Y
calculando el gráfico veŕıamos si q ∈

[
0,74 1,3

]
.

5.4.2. Test de incorrelación de la innovación

Para ver que la innovación está incorrelacionada, el test consiste en comprobar que

E[δ̂Ti δ̂j ] = Siεij

Donde εij es la Delta de Dı́rac, que se define como

εij =

{
1 si i = j
0 si i 6= j

Notemos que la Delta de Dı́rac se suele escribir como una δ pero no lo hacemos para no
confundir con el śımbolo de la innovación.

Definimos

r(τ) =
1

N − τ

N−τ−1∑
i=0

δ̂Ti δ̂i+τ

normalizada de forma que r(0) = 1. Para N suficientemente grande, bajo la suposición de
incorrelación, si τ 6= 0 entonces r(τ) ∼ N(0, 1√

N
),dado que E[δ̂Ti δ̂i+τ ] = 0 y V ar(δ̂Ti δ̂i+τ ) =

1. Por lo tanto se define una región de aceptación con un nivel de significación de 0,05 tal

que P
(
r(τ) ∈

[
−2√
N

2√
N

])
= 0,95. Hipótesis que aceptariamos o no según el gráfico de

r(τ).
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Caṕıtulo 6

Ejemplo del Filtro de Kalman
Extendido

Consideramos el movimiento de un veh́ıculo en el plano. El estado Xn del veh́ıculo en un
instante n viene determinado por su localización (xn, yn) y su orientación (φ, ángulo con
la componente x de su localización). El vector de control Un viene determinado por la
velocidad demandada Vn y la dirección del recorrido ψn. El movimiento del veh́ıculo sigue
la ecuación no lineal

Xn =

xnyn
φn

 =

xn−1 + TVncos(φn−1 + ψn)
yn−1 + TVnsin(φn−1 + ψn)

φn−1 + T Vn
B sin(ψn)

+

qxnqyn
qφn


Donde T es el intervalo de tiempo entre cada instante n, B el punto de partida de las

ruedas y qn =
[
qxn qyn qφn

]T
un vector aleatorio.

Supondremos que el veh́ıculo tiene equipado un sensor que mide la distancia y el rango

respecto a diferentes puntos de referencia del plano B(i) =
[
s(i) t(i)

]T
, i = 1, ...N .

Entonces las observaciones para cada punto de referencia vienen dadas por el cálculo de

33
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estas dos magnitudes[
Zrn(i)
Zθn(i)

]
=

[√
(s(i)− xn)2 + (ti − yn)2

arctan( t(i)−yns(i)−xn )− φn

]
+

[
rrn(i)
rθn(i)

]

Donde rn(i) =
[
rrn(i) rθn(i)

]T
es el ruido de la observación.

Aplicando que la estimación del estado es X̂n|n−1 = F (X̂n|n−1, Un) tenemos quex̂nŷn
φ̂n

 =

x̂n−1|n−1 + TVncos(φ̂n−1|n−1 + ψn)

ŷn−1|n−1 + TVnsin(φ̂n−1|n−1 + ψn)

φ̂n−1|n−1 + T Vn
B sin(ψn)



Para calcular la covarianza del error en la estimación del estado, sabemos que sigue la
ecuación

Pn|n−1 = ∇FXnPn−1|n−1∇F TXn
+Qn

Calculamos primero ∇FXn , es decir

∇FXn =


δ

δx̂n−1|n−1
x̂n−1|n−1

δ
δŷn−1|n−1

x̂n−1|n−1
δ

δφ̂n−1|n−1

x̂n−1|n−1

δ
δx̂n−1|n−1

ŷn−1|n−1
δ

δŷn−1|n−1
ŷn−1|n−1

δ

δφ̂n−1|n−1

ŷn−1|n−1

δ
δx̂n−1|n−1

φ̂n−1|n−1
δ

δŷn−1|n−1
φ̂n−1|n−1

δ

δφ̂n−1|n−1

φ̂n−1|n−1



=

1 0 −TVnsin(φ̂n−1|n−1 + ψn)

0 1 TVncos(φ̂n−1|n−1 + ψn)

0 0 1


Podemos suponer que Pn−1|n−1 = diag

[
(σx)2 (σy)2 (σψ)2]

]
donde cada componente

son las covarianzas del error de la estimación del estado y Qn = diag[
[
(qx)2 (qy)2 (qψ)2

]
dado que Qn es la matriz de covarizanzas de qn y sus componentes qx, qy, qψ son mutua-
mente independientes. Entonces multiplicando (σx)2 + T 2V 2

n sin
2(φ̂n−1|n−1 + ψn)(σφ)2 + (qx)2

Pn|n−1 = −T 2V 2
n sin(φ̂n−1|n−1 + ψn)cos(φ̂n−1|n−1 + ψn)(σφ)2

TVnsin(φ̂n−1|n−1 + ψn)(σφ)2

−T 2V 2
n sin(φ̂n−1|n−1 + ψn)cos(φ̂n−1|n−1 + ψn)(σφ)2

(σy)2 + T 2V 2
n cos

2(φ̂n−1|n−1 + ψn) + (qy)2

TVncos(φ̂n−1|n−1 + ψn)(σφ)2

−TVnsin(φ̂n−1|n−1 + ψn)(σφ)2

TVncos(φ̂n−1|n−1 + ψn)(σφ)2

(σφ)2 + (qφ)2

Ahora calculamos la estimación de la observación que sabemos que sigue la fórmula
Ẑn|n−1 = H(X̂n|n−1)
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[
Ẑrn|n−1(i)

Ẑθn|n−1(i)

]
=

√(s(i)− x̂n|n−1)2 + (ti − ŷn|n−1)2

arctan(
t(i)−ŷn|n−1

s(i)−x̂n|n−1
)− φ̂n|n−1


Vamos a calcular la covarianza de la innovación, que se expresa de la forma

Sn = ∇HXnPn|n−1∇HT
Xn

+Rn

Calculamos primero la jacobiana ∇HXn

∇Hx
n =

 δ
δx̂n|n−1

Zrn(i) δ
δŷn|n−1

Zrn(i) δ

δφ̂n|n−1

Zrn(i)

δ
δx̂n|n−1

Zθn(i) δ
δŷn|n−1

Zθn(i) δ

δφ̂n|n−1

Zθn(i)



=

 x̂n|n−1−s(i)√
(s(i)−xn)2+(t(i)−yn)2

ŷn|n−1−t(i)√
(s(i)−xn)2+(t(i)−yn)2

0

− ŷn|n−1−t(i)√
(s(i)−xn)2+(t(i)−yn)2

x̂n|n−1−s(i)√
(s(i)−xn)2+(t(i)−yn)2

−1


Análogamente a como hemos hecho para obtener Pn|n−1, suponemos que Pn−1|n−1 =

diag
[
(σx)2 (σy)2 (σψ)2

]
y Rn = diag

[
(rr)2 (rθ)2

]
dado que Rn es la matriz de cova-

rizanzas de rn y sus componentes rr, rθ son independientes.

Definimos d = sqrt(s(i)− xn)2 + (t(i)− yn)2

Sn =
1

(s(i)− xn)2 + (t(i)− yn)2
·[

(s(i)− x̂n|n−1)2(σx)2 + (t(i)− ŷn|n−1)2(σy)2 + (rr)2

(s(i)− x̂n|n−1) + (t(i)− ŷn|n−1)2((σx)2 − (σy)2)/d) (s(i)− x̂n|n−1)(t(i)− ŷn|n−1)2((σx)2 − (σy)2)/d

((s(i)− x̂n|n−1)2(σx)2 + (t(i)− ŷn|n−1)2(σy)2)/d2 + ((rθ)2 + (σθ)2)d2)
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Conclusiones

En este trabajo he conseguido entender y desarrollar sobre todo de forma teórica un
algoritmo recursivo, que sin conocerlo antes, he descubierto que tiene muchas aplicaciones
en otras áreas como la electrónica y la economı́a (que de hecho se trata como un tema en
asignaturas de otros Grados o Másters) y que ha pasado por épocas de mayor y menor
uso. Un gran número de avances cient́ıficos no hubieran sido posibles sin éste. Podemos
afirmar que el Filtro de Kalman fue una de las piezas que permitió la era espacial, ya
que la precisión y eficiencia que que se obtuvo a la hora de resolver el problema de la
navegación de las naves espaciales a través del sistema solar no habŕıa sido posibles sin
éste.

Aunque parezca a simple vista un algoritmo sencillo de implementar, la comprensión
de su origen y objetivo requiere de un buen conocimiento en la teoŕıa de la medida y
procesos estocásticos, aśı como el dominio de diversas herramientas de la teoŕıa de Proba-
bilidad y Estad́ıstica en general. Dado que durante el Grado no se transmiten demasiados
conceptos sobre estimación, al principio me ha resultado dif́ıcil asimilar y entender el Fil-
tro de Kalman, pero a la vez me encontraba dispuesto y motivado para llenar el vaćıo de
conocimiento que teńıa sobre estas areas de las Matemáticas. También me ha resultado
dif́ıcil de entender el Filtro de la Part́ıcula, dado que a pesar de haber muchas referencias
con información sobre éste, no todas eran muy claras ni lo desarrollaban con profundidad
y de forma detallada.

El Trabajo Final de Grado me ha servido para obtener una gran agilidad y familiariza-
ción con el lenguaje Latex que no teńıa hasta el momento y que me permitirá digitalizar
cualquier expresión matemática, realizar otros trabajos con mayor calidad... También he
mejorado a la hora de formalizar definiciones y procedimientos matemáticos esclareziendo
todas las hipótesis aśı como a usar la notación correspondiente y adecuada. El trabajo me
ha ayudado a aplicar y seguir ampliando lo aprendido en otras asignaturas y me puede
servir en el futuro para tratar de realizar alguna implementación en lenguaje C del Filtro
de Kalman y usarlo para algún caso concreto.

37
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Caṕıtulo 8

Anexo

8.1. Esperanza condicionada

8.1.1. Definiciones previas

Veamos algunas definiciones elementales antes de entrar en la temática de la esperanza
condicionada.

Definición 8.1.1. Dada una colección Σ0 de subconjuntos de un conjunto S se llama
σ-álgebra en S si:

1. S ∈ Σ0

2. F ∈ Σ0 =⇒ F c := S − F ∈ Σ0

3. F,G ∈ Σ0 =⇒ F ∪G ∈ Σ0

4. Fn ∈ Σ (n ∈ N) =⇒
⋃
n
Fn ∈ Σ

Señalamos que ∅ = Sc ∈ Σ0 y F,G ∈ Σ0 =⇒ F ∩G = (F c ∪Gc)c ∈ Σ0 y que si Σ es un
σ-álgebra donde S y Fn ∈ Σ (n ∈ N), entonces⋂

n

Fn = (
⋃
n

F cn)c ∈ Σ

Definición 8.1.2. Un espacio de probabilidad es una terna (Ω,F ,P) donde:

1. Ω es un conjunto formado por elementos ω que son los posibles fenómenos aleatorios.

2. F es una familia de subconjuntos de Ω con estructura de σ-álgebra. Sus elementos
se llaman eventos.
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3. P es una aplicación

P : A ∈ F −→ P(A) ∈ [0, 1]

tal que P(Ω) = 1 y para toda sucesión numerable {Ai, i ≥ 1} de conjuntos disjuntos
dos a dos de F se tiene

P(
∞⋃
i=1

Ai) =
∞∑
i=1

P(Ai)

Definición 8.1.3. Sea F un conjunto y G,H σ-álgebras de F entonces G es una sub-σ-
álgebra de H si G ⊆ H.

Definición 8.1.4. Un espacio medible es un par (S,Σ), donde S es un conjunto y Σ
es una σ-álgebra. Un elemento de Σ subconjunto de S se llama Σ-medible.

Definición 8.1.5. Sea (S,Σ) un espacio medible tal que Σ sea una σ-álgebra en S. Su-
ponemos que h : S −→ R y para A ⊆ R, se define h−1(A) := {s ∈ S : h(s) ∈ A}. Luego h
se llama Σ-medible si h−1 : B −→ Σ, es decir, si h−1(A) ∈ Σ,∀A ∈ B. Esta definición
de medibilidad sirve también para variables aleatorias.

8.1.2. La esperanza condicionada, definiciones y propiedades

Definición 8.1.6. Para una variable aleatoria X ∈ L1 = L1(Ω,F ,P), definimos la es-
peranza de X, E[X], como

E[X] :=

∫
Ω
XdP =

∫
Ω
X(w)P(dw)

Para X ∈ L1 y F ∈ F , se define E[X] :=
∫
F X(w)P(dw) := E[XIF ]

Teorema 8.1.7. Sea una terna (Ω,F ,P) y X una variable aleatoria con E[|X|] < ∞.
Sea G una sub− σ−álgebra de F . Entonces existe una variable aleatoria Y tal que:

1. Y es G-medible.

2. E[|Y |] <∞.

3. Para cada conjunto G de G tenemos que
∫
G Y dP =

∫
GXdP, ∀G ∈ G.

Además si Ỹ es una variable aleatoria con estas propiedades entonces Ỹ = Y y P[Ỹ =
Y ] = 1. Una variable aleatoria Y con estas propiedades se conoce como una versión de
la esperanza condicionada E[X|G] de X dado G y escribimos Y = E[X|G].

Normalmente escribiremos E[X|Z] para E[X|σ(Z)] y E[X|Z1, Z2, .., Zn] para

E[X|σ(Z1), σ(Z2), .., σ(Zn)].
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8.1.3. Cálculo de la esperanza condicionada

Definición 8.1.8. Suponemos X,Z variables aleatorias con función de densidad conjunta
fX,Z(x, z). Entonces fZ(z) =

∫
R fX,Z(x, z)dx actua como función de densidad de Z. Defi-

nimos la función de densidad de X condicionada por Z como fX|Z(x|z) =
fX,Z(x,z)
fZ(z)

si fZ(z) 6= 0 o fX|Z(x|z) = 0 si fZ(z) = 0.

Definición 8.1.9. Sea h una función boreliana de R tal que E[|h(X)|] =
∫
R |h(X)|fX(x)dx.

Definimos g(z) :=
∫
R h(x)fX|Z(x|z)dx. Entonces Y := g(Z) es una versión de la espe-

ranza condicionada de h(X) dada σ(Z).

Propiedades de la esperanza condicionada

Suponemos que todas las X’s satisfacen E[|X|] <∞ y que G,H son sub-σ-álgebras de
F .

1. Si Y es una versión de E[X|G] =⇒ E[X] = E[Y ]

2. Si X es G-medible =⇒ E[X|G] = X c.s.

3. E[a1X1 + a2X2|G] = a1E[X1|G] + a2E[X2|G] c.s.

4. Si X ≥ 0 =⇒ E[X|G] ≥ 0 c.s.

5. Si Xn ≥ 0 =⇒ E[lim inf Xn|G] ≤lim inf(E[Xn|G]) c.s.

6. Si |Xn(w)| ≤ V (w),∀n,w y E[V ] < ∞ y Xn −→ Xc.s. =⇒ E[Xn|G] −→ E[X|G]
c.s.

7. Si c : R −→ R es convexa y E[c(X)] <∞ =⇒ E[c(X)|G] ≥ cE[X|G] c.s.

8. Si H es una sub-σ-álgebra de G =⇒ E[E[X|G]|H] = E[X|H] c.s.

9. Si Z es G-medible i acotada =⇒ E[ZX|G] = ZE[X|G] c.s.

10. Si H es independiente de σ(σ(X),G) =⇒ E[X|σ(G,H)] = E[X|G]. En particular si
X es independiente de H =⇒ E[X|H) = E[X] c.s.

(c.s. se refiere a las siglas de casi seguramente)

Demostración. :

1. Si Y es una versión de E[X|G], por definición =⇒
∫
G Y dP =

∫
GXdP, ∀G ∈ G =⇒

E[Y ] = E[X].

2. Si X es G-medible, entonces X cumple todas las propiedades para ser una versión
de la esperanza condicionada E[X|G] =⇒ E[X|G] = X.
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3. Suponemos que Y1 es una versión de E[X1|G] y Y2 una versión de E[X2|G] entonces
como

∫
G Y1dP =

∫
GX1dP y

∫
G Y2dP =

∫
GX2dP, ∀G ∈ G se sigue que∫

G
(a1Y1 + a2Y2)dP =

∫
G

(a1X1 + a2X2)dP

Por otro lado tenemos que a1Y1 + a2Y2 es G-medible y por lo tanto a1Y1 + a2Y2 es
versión de E[a1X1 + a2X2|G] luego E[a1X1 + a2X2|G] = a1Y1 + a2Y2 = a1E[X1|G] +
a2E[X2|G].

4. Sea Y una versión de E[X|G]. Suponemos que P(Y < 0) > 0 (reducción al absur-
do), entonces para algún n el conjunto G :=

{
Y < −n−1

}
en G tiene probabilidad

positiva. Entonces

0 ≤
∫
G
XdP =

∫
G
Y dP = −n−1P(G) < 0

La cual cosa contradice lo dicho anteriormente y por lo tanto la hipótesis incial.

5. Se demuestra gracias al lemma de Fatou.

6. Se demuestra gracias al Teorema de Convergencia dominada.

7. Sabemos que para una función f : R −→ R, ∃m ∈ R, ∀(x0, f(x0)) tal que

f(x) ≥ m(x− x0) + f(x0)

Entonces si E[x] = x0, tomando esperanzas

E[f(x)] ≥ E[m(x− x0)] + f(E[x0])

y como E[m(x− x0)] = m(E[x]− x0) = 0 entonces

E[f(x)] ≥ f(E[x0])

8. Si Y es una versión de E[X|G] y Z es una versión de E[E[X|G]|H]] se cumple∫
H
ZdP =

∫
H
E[X|G]dP =

∫
G
E[X|G]dP =

∫
G
Y dP

Ya que ∀H ∈ H =⇒ H ∈ G ∈ G. Y como Y es G-medible =⇒ Z es H-medible,
por tanto E[X|G] = Y = Z = E[E[X|G]|H]].

9. Por linearidad podemos suponer que X ≥ 0. Fijamos Y como versión de E[X|G] y
G ∈ G. Si Z es G-medible, el indicador de G y apropiadamente integrable entoces∫
G ZXdP =

∫
G ZY dP dado que

∫
GXdP =

∫
G Y dP. Además E[|ZX|] <∞ dado que

Z es acotada y X ∈ L1. Entonces
∫
G ZXdP = Z

∫
GXdP y se cumple E[ZX|G] =

ZE[X|G]

10. Suponemos que X ≥ 0 y E[X] < ∞. Sea G ∈ G y H ∈ H, XIG y IH son indepen-
dientes, por lo tanto

E[X;G ∩H] = E[(XIG)(IH)] = E[XIG]E[IH ] = E[XIG]P(H)

Ahora si Y = E[X|G] es una versión de la esperanza condicionada, como Y es
G-medible y Y IG es independiente de IH entonces E[(XIG)(IH)] = E[Y IG]P(H) y
también tenemos que E[X;G ∩H] = E[Y ;G ∩H]

Aśı que las medidas F 7→ E[X;F ], F 7→ E[Y ;F ] en σ(G,H) de la misma masa total
finita concuerdan con el π-sistema de conjuntos de la forma G∩H y en todo σ(G,H),
como queŕıamos desmostrar.
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�

Probabilidad condicionada

Para F ∈ F , tenemos que P(F ) = E[IF ].

Definición 8.1.10. Para F ∈ F y G una sub-σ-álgebra de F definimos P(F |G) como
una versión de E[IF |G].

Esta probabilidad cumple que P(
⋃
Fn|G) =

∑
P(Fn|G) c.s.

Definición 8.1.11. Una función P se llama probabilidad regular condicionada dado
G si esta función

P(, ) : Ω×F −→ [0, 1)

tal que

1. Para F ∈ F , la función w 7→ P(w,F ) es una versión de P

2. Para cada casi todo w, la función

F 7→ P(w,F )

es una probabilidad de medida en F

La existencia de esta función no se puede garantizar dado que hay muchas sucesiones
de conjuntos disjuntos no numerables.
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