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1 Dominis i corbes de nivell
Exercicis

1. Dibuixeu el domini de les segiients funcions i determineu si es tracta d’un
conjunt obert, tancat, fitat i convex.

(a) flz,y) =22 +y>—4
(b) f(x,y) =V y_x2
(c) flz,y) =In(y —2?)
(d) flw,y)= "2
(¢) flay) =In(l —y)y/1T—a?—y?
(6) fla,y) = /22
() flw,y) = In (%)
2. Dibuixeu les corbes de nivell de les funcions:
(a) f(z,y) =2®+y?
(b) f(z,y) ==y
(c) f(z,y) =+/z/y
(d) f(z,y) = (z+2)* + (y — 4)?
) flz.y)




Solucions

1. (a)

En primer lloc observem que es tracta d’una funcié arrel quadrada. Per
tant, 'argument de 'arrel quadrada no pot ser negatiu, ja que en cas
contrari, al avaluar la funcié no obtindriem un nombre real. Només son
valides aquelles combinacions de z, y tals que 22 + y> — 4 > 0. Podem
escriure el domini com el conjunt

D = {(z,y) € R*|2* +y* — 4 > 0}.

Observem que aquests son els punts que queden fora d’una circumferéncia
de centre (0,0) i radi 2. De forma grafica, tenim

També observem que la frontera esta formada per punts de la circumfe-
réncia. Com aquests punts no estan inclosos en el domini, el domini és
obert. Com la frontera no esta tota inclosa en el conjunt, el domini és
tancat. Com el domini s’estén cap a l'infinit i no es pot contenir dins de
cap bola de radi finit, el conjunt és no fitat (o no acotat). Per tltim, i
tal com podem comprovar en el segiient grafic, podem trobar dos punts
del domini tals que el segment que el uneix queda fora del domini. Per
tant, el domini no és convex.



(b) De forma semblant a l'apartat anterior, al tractar-se d’un funcié arrel
quadrada, els punts del domini han de complir la restriccié y — 22 > 0,
o el que és el mateix, y > 22, Aixi, el domini és el conjunt

D = {(z,y) € B|y > 2%},

Es tracta dels punts que queden dins la parabola y = z2. Graficament,
tenim

En aquest cas la frontera del domini és la parabola, que s’inclou dins
del domini (tots els punts de la parabola compleixen la condicié y > 22,
com per exemple el punt (2,4), ja que 4 > 22). Per tant, el domini es un
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conjunt tancat. No es tracta d’un conjunt obert perqué no exclou tot el
domini. El domini no és acotat perqué s’estén cap a l'infinit. Si que es
convex, perqué donats dos punts qualssevol del domini, el segment que
els uneix queda integrament dins el domini. FEl segiient grafic descriu
aquesta situacio.

(c) Es tracta d’un funci6 logaritmica, pel que els punts del domini hauran
de complir la condici6é y > x%. En domini s’expressa com el conjunt

D ={(z,y) eR*|y > 27},

Es un cas molt semblant a ’anterior, excepte en que, en aquest cas, la
frontera (la parabola) no s’inclou en el domini (punts de la parabola,
com el (2,4) no compleixen la condicié y > z?). Graficament,



El conjunt és obert, perqueé exclou tota la frontera, no és tancat, perqué

no inclou tota la frontera, no és acotat perqué s’estén cap a l'infinit i si
és convex, tal com s’ha vist a l’apartat anterior.

(d) En primer lloc, observem que el denominador de la funci6 no pot ser
igual a 0, cosa que es donaria si z = 0. Per tant, aquest cas queda exclos
del domini. Observem també que I'argument de 'arrel quadrada ha de
ser més gran o igual a 0, per tant, tenim la condici6 x > 0. Per tultim,
observem que 'argument de la funcié logaritmica ha de ser estrictament
més gran que 0, d’on traiem la condici6 y > 0. Les tres condicions es
resumeixen en x > 0 i y > 0 simultaniament. Fl domini s’escriu com

D = {(z,y) € R*|z >0,y > 0}.

Graficament, tenim els punts



La frontera del conjunt no s’inclou en el domini, per tant és un conjunt
obert. Com no tota la frontera pertany al domini (en realitat, cap punt),
no és un conjunt tancat. Com el domini s’estén cap a l'infinit, no és
un conjunt acotat. Com per a qualsevol parell de punt el segment que
els uneix queda dins el domini, tal com exemplifica el segiient grafic, el
domini és convex.

(e) Com largument de la funcio logaritmica ha de ser positiu, tenim la
condici6 y < 1. A més a més, com I'argument de la funci6 arrel quadrada
no pot ser negativa, tenim la condicio 1 — 22 — y?> > 0, o el que és el
mateix, 22 +y? < 1. En aquesta tltima condicié trobem aquells punts del
cercle de centre (0,0) i radi 1. Combinant les dues restriccions detectem
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que el domini seran totes les combinacions de z, y tal que formin part
del cercle de centre (0,0) i radi 1, excepte del punt (0,1), que no compleix
la condici6 y < 1. Aixi,

D:{(x,y)ERQ\x2+y2<1,y>1},

que graficament és

Observem que la frontera del conjunt és tota la circumferéncia a excepcio
del punt (0,1). Per tant, no és un conjunt tancat, perqué no tota la
frontera s’inclou en el conjunt, tampoc és un conjunt obert, perqué no
exclou tota la frontera, és un conjunt acotat, perqué no s’estén cap a
Iinfinit. Si que és un conjunt convex, com exemplifica el grafic segiient



(f) En aquest cas I'argument de la funci6 arrel quadrada ha de ser més gran
o igual a 0. Sera el cas quan el numerador i del denominador tinguin el
mateix signe (els dos positius o negatius a la vegada). Hem de tenir en
compte que el denominador no pot ser 0, per tant, s’haurda de complir
obéque 2z —y>0ix+y>0o0béque2zr—y <0izx+y<DO.
Graficament tenim.

La frontera del conjunt esta formada per les rectes y = 2x iy = —z. Es
tracta d’un conjunt no tancat, perqué no inclou tota la frontera (la recta
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y = —x no forma part del domini), no és oberta perqué no exclou tot el
domini (la recta y = 2x forma part del domini). no és un conjunt fitat i
tampoc és convex, com es comprova en el grafic no convex.

(g) L’argument de la funci6 logaritmica no pot menor que 0, pel que el
numerador i el denominador han de coincidir en signe. Aix6, s’haura de
complir o bé que xy > 0i2?+y>—4 > 0obéque zy < 0ix?+y%>—4 < 0.
Graficament

Per tant es tracta d’un conjunt conjunt obert, no tancat, no fitat i no
convex, com es comprova en la figura
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2 Derivada parcial
Exercicis

Calculeu les derivades parcials de les funcions:

1. flz,y)=2*y+z+3
2. f(z,y) = " 'sin(zy)
3. f(x,y) = cos(x) sin(y)
4. flz,y) = =

5. f(x,y) = S

6. f(x,y) = T2t

7. f(z,y,z) = e"¥?

8. flx,y,2) =xe? + ze™
_ Ttyz

9. flz,y,2) =%

10. f(z,y,2) = vz
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Solucions

1. %=
2. 8L =
3. 8 =
4. 9 =
5. 8L =
6. oL =
7. 8L =
8. ol =
9. o =
10. &L =

2zy + 1, g—£ = g2
x—1 (43 of _ x—1
e (sin(zy) + y cos(zy)), g, = ¢ wcos(zy)
— sin(z) sin(y), 5y = cos(z) cos(y)
—zy sin(acgyg;2)—c05(ct:y)7 g_;; = —sin(zy)

e221+3Y (y cos(wy)—2 sin(zy))
(621+3y)2

€223V cos(xy) —3 sin(zy))
(e2z+3y)2

of _
oy

(z+2y)— (x+sin(y+2)) af _ (z+2y) cos(y+2)—2(z+sin(y+2)

(z+2y)? ’ dy (z+2y)?

TYz of __ Tyz of __ Tyz
yze'v?, a—y—xzey, 5, = xye™
y zy Of _ ou xy of _ cay
e’ +yze'V, 5y — e + xze', 5, — €
zyz—yz(xtyz) af _ xyz?—x2(x+yz) of _ xy?z—zy(z4yz)

(zyz)? oy (zy=)? ’ oz (zyz)?
;1_3_11 ﬂi_;l_gl ﬂili—li
STy 2, 5, = —T2Y 2E, L= sr2Y 272
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3 Aplicacions de la derivada

Exercicis

1. Sigui Q(K, L) un funci6 tal que Q(5,5) = 10, 8%([5(’5) =4, 8%(2’5) = 2. Calculeu
el valor aproximat de la funcio en el punt (6,5) utilitzant el concepte de
marginalitat.

2. Sigui Q(K, L) = 400K'*L3/* una funcié de produccié Cobb-Douglas d’una
empresa on actualment s’utilitzen 100 unitats de factor capital i 200 de factor
treball. Avalueu l'efecte en la produccié d’augmentar en una unitat el factor
treball mentre es manté constant el factor capital mitjanant 'analisi marginal
i compareu-lo amb el valor exacte.

3. Calculeu la derivada elastica (elasticitat) de la funcio f(z) = ze® en el punt
r =2

4. Calculeu V'elasticitat de la funcio f(z,y,z) = e'™ + zyz respecte la variable
y en el punt (2,1, 3)

5. Calculeu Pelasticitat de la funcié f(z,y) = 2z%y — xy? respecte la variable x
en el punt (10,5)

6. Calculeu 'equaci6 del pla tangent a la funcio f(z,y) = 42° + 2y?> — 2y + 3 en
el punt (—1,2)

7. Calculeu I'equacié del pla tangent a la funcié f(z,y) = z%y en el punt (4, —3)

8. Calculeu I'equaci6 del pla tangent a la funcio f(z,y) = 2zye” en el punt (1,2)
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Solucions

1. La derivada parcial de la funcié respecte de la variable K en el punt (5,5)
aproxima l'increment de la funcié en incrementar la variable K en una unitat,
és dir, en passar d’avaluar la funcié del punt (5,5) al punt (6,5). Per tant,
la funci6 incrementara en 4 unitat. Com en el punt (5,5) la funcio valia 10,
al passar al punt (6,5) la funci6 aproximadament valdra 10 4+ 4 = 14. Aixi,
escrivim que Q(6,5) ~ 14.

2. Per utilitzar el concepte de marginalitat ens caldra calcular la derivada parcial
de la funci6 respecte de la variable L (el treball), que és % = 300K /AL1/4,
Al avaluar la derivada en el punt (100, 200) obtindrem l'increment aproximat
de la produccio al passar del punt (100, 200) al punt (100, 201), és a dir tindrem
un increment de w = 252,27 unitats. Podem compara aquest resultat
aproximat amb l'exacte, que seria de Q(100,201) — @(100,200) = 252,11
unitats.

3. Per a calcular l'elasticitat de la funcié en el punt ens cal avaluar la funcio i
la seva derivada en el punt. Per una banda tenim que f(2) = 2¢%. Per altra
banda, f'(x) = e* + ez = €*(1 + z), que en el punt x = 2 val f'(2) = 3e”.
Substituint en 'expressio de la derivada elastica obtenim

2 5 2

Eef(2) =I5 =355 =3

4. Seguint els mateixos passos que en l’exercici anterior, calculem f(2,1,3) =7,
? = —e!™Y + 221 que en el punt és %(2, 1,3) = 5. Aplicant I'expressio de la
derivada elastica en un punt tenim

0f(2,1,3) 1 1 5

dy  f(2,1,3) e

E,f(2,1,3) =

5. De forma analoga als exercicis anteriors, ens cal f(1,1) = 750 i % = 4oy —y?,

que en el en punt val %ﬁ’l) = 175. Aplicant 'expressio de la derivada elastica
en un punt tenim
af(1,1) 1 10 7
E,f(1,1) = —175— = -
fL1) or f(1,1) 750 3

6. Per calcular Uexpressio del pla tangent de la funcio en el punt (1, 1) ens caldra
avaluar la funcio i les seves derivades parcials en el punt. Aixi, f(—1,2) =9,

_8féa;,y) = 1222 — ), —af(gxl’m = 10, —8fé2’y) =4y —xi —af(gyl’m = 9. Substituint a

la formula del pla tangent tenim

t = 94+10(x+1)+9(y—2)
= 10z + 9y + 1.
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7. De forma analoga a I’exercici anterior, calculem f(4, —3) = 4, ay) — _u

or (z+y)?’
w =3, ey o 9L 4 Qubstituint a la formula del pla

. dy (z4y)? oy
tangent tenim

t = 44 (=3)(xr—4)+ (-4)(y +3)
= —3r—4y+4.

8. Ens cal calcular f(1,2) = de, L&Y — oper (144, UL — g %Z’y) = 2xe”

Oz oz
i %{3) = 2e. Substituint a la formula del pla tangent tenim

t = 4de+8e(r—1)+2(y—2)
8ex + 2ey — 8e
= 2e(dx+y—4).

Fixem-nos que en aquest cas e és una constant, de valor e &~ 2, 71828...
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4 Derivada direccional

Exercicis

1. Calculeu la derivada parcial respecte de = en el punt @ = (0,0) de la funcié

3zy : _

—= siz+y=0
f(x,y)z{ v

0 siz=y

2. Calculeu la derivada direccional de la funcio f(z,y, z) = z+y*+ 2% en el punt
(1,1, 1) segons la direccié del vector v = (3,0,4).

3. Calculeu la derivada direccional de la funci6 f(z,y, z) = 2zy*e***2 en el punt
(2,2,—1) segons la direccié del vector v = (1,1,0).

4. Calculeu la derivada direccional de la funci6 f(z,y) = In <I7+y> en el punt

(2, 3) segons la direccio del vector v = (3, 2).
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Solucions

1. En aquest cas hem de calcular la derivada parcial amb la definicié

lim f(a1+h,0>_f(al>a2) — lim f(0+h70)_f(070)

h—0 h h—0 h
3(0+h)-0 0
— (0+h)-0
h—0 h
= me
= 0

Per a fer el darrer pas, com al substituir la A per 0 donava una indeterminacié
del tlpus , hem aplicat la regla de 'Hopital.

2. En primer lloc cal calcular la norma del vector que doéna la direccid, és a
dlI‘ 17| = 1[(3,0,4)|] = v/3%+0%2+42 = 5. Aixi el vector ¥ normalitzat és
T = (2,0, 2). També necessitem el vector gradient de la funcio, V f(z,y, z) =
(1,2y, 32%), que avaluat en el punt (1,1,1) és Vf(1,1,1) = (1,2,3). Final-
ment,

4 4
flaga)(1,1,1) = VAL, 1,1)- (g, 0,2) = (1,2.3)- (g, 0,2)=3.

3. Lanorma del vector que déona la direccio és ||7]| = ||(1, L0)|| = \/ 12412402 =
V2, el que permet obtenir el vector ¥ normalitzat, 2 T = (\[ 75 ,0). El gradi-
ent de la funci6 és Vf(z,y,2) = (2y%e** 12 dzye®* T2 4xy*e®*T2), que avaluat
en el punt és Vf(2,2,—1) = (8,16, 36). Substituint a la formula de la derivada
direccional obtenim

1 1 0) = 1 1 0) = 24
NoRy NG AG)
4. El primer pas sempre és normalitzar el vector que doéna la direcci6. En

aquest cas, com ||U]] = V32422 = /13, tindrem el vector normalitzat
T = (W \ﬁ) Per calcular el vector gradlent de la funcié calen les de-
rivades parcials

flo

75

0)(27 2, _1) = Vf(Q, 2,— ) ( (8, 16, 36) (

l\'J
S
[

f(r,y) 1)y 1
ox (x+y)/y x+vy’
of(y) —x/y* = —x
dy (z+y)/y  (v+y)y

Per tant, Vf(z,y) = (;Ty (xjr;j > i Vf(2,3) = (ﬁlga(zlg):a) = (%’I_E?)

Finalment, podem calcular

/ O N B G AU B T
32 = V16,2 () = (5. 22) )=
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5 Derivaci6 parcial successiva
Exercicis

1. Calculeu la hessiana de la funcié f(z,y) = In(zy) + 2ye”
2. Calculeu la hessiana de la funcié f(x,y) = In(z)/e?

3. Calculeu la hessiana de la funci6 f(z,y,2) = 3ze¥* i avalueu-la en el punt
(1,0,1)

4. Calculeu la hessiana de la funci6 f(x,y) = sin(z —y) + cos(z + y) i avalueu-la
en el punt (7/2,7/2)

5. Calculeu la hessiana de la funci6 f(z,y) = 3e* Y +xy?> i avalueu-la en el punt

(2,2)

6. Calculeu la hessiana de la funci6 f(x,y) = In(z* + y*) i avalueu-la en el punt

(1,1)

21



Solucions

2

1
—= + 2ye®  2e”
s = (T )

Yy

1 1
2. Hf(x,y) = ( leey —:fgz!x) )
xeY ey
0 3zeY? 3yeY?
3. Hf(z,y,2z) = | 3ze¥* 3x2%ev? 3ze¥*(1 + y2)
3ye¥* 3xe¥*(1+ yz) 3xyey?

Hf(1,0,1) =

o W O
W W w
S W O

[ —sin(z —y) —cos(r +y) sin(z —y) — cos(x + y)
4 Hf(w,y) = ( sin(z —y) —cos(x +y) —sin(x —y) — cos(z + y) )

afe2m =4 1)

Nota: la derivada del sinus o cosinus s’evalua en radians. Per tant, la calcu-
ladora ha d’estar configurada en radians, i no graus com és habitual.

e” V(23 + 62% + 6x)  —3x%e” Y — 23"V + 3y?
5. Hf(l', y) = ( _3x26x—y o $36x—y + 3y2 x36:c—y + 6xy

( —8 32 )

—2x24-2y% —8xy3

22 221 4%)2
( (—g_xyyg 12(90 ;—Zy in )

.@
| |

2+y 2+y )2

50

22



6 Derivacio de funcions compostes
Exercicis

1. Sigui f(z,y) = 2zy + y?z, on z = u+ v, y = 2u — v. Calculeu % i g—f.
. e - _ of « of
2. Sigui f(z,y) = <, on z =In(u + v), y = 2u. Calculeu 57 i 5.

3. Sigui f(z,y) =2%Y, on x = u+v, y = uv. Calculeua—fla—f

0z 0z

)
4. Sigui z = f(z,%), on x = uv, y = vw. Calculeu 2 T
( dw’ du”

5. Sigui z = f(z,y), on x = w — u, y = uw. Calculeu

6. Sigui F(r(t),t) = 100e "= el preu en cada moment del temps ¢ d’un
actiu financer (en particular, un bo) amb data de venciment 7. La funci6
r(t) representa el tipus d’interés meritat pel bo en cada moment del temps ¢.
Calculeu 2 Bt , és a dir, el rati de variaci6 del preu del bo davant d’un increment
infinitesimal del pas del temps t.
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Solucions

1. Observem que f depén de les variables z i y, el que escrivim com f(z,y), i que
a la seva vegada x i y depenen de les variables u, v. Per tant, tenim z(u,v) i
y(u,v). La derivada parcial de f respecte de u és:

of _0fdx 0 dy

90~ 9s9u " By 9u =2y + A (1) + (22 + 22y)(2) = 2y + y* + 4z + 4ay.

La derivada parcial de f respecte de v és:

0f _ofor 01 oy

2. Tenim f(z,y), z(u,v) i y(u). Per tant,

of _0for ofoy e 1 e
ou Orxdu Oydu yu+wv y?

o _ojor_e 1
ou Oxdv  yu+tv

3. En aquest cas, f(z,y), z(u,v) i y(u,v). Aleshores,

of _0fox 0foy _, 200 et
au—axau—l—ayau—Qxe(1)~|—$ev—xe(2+vx),
0f _0for  0foy
ov  Ordv  Oydv

= 2xeY(1) + xeYu = e (2 + ux).

4. A diferéncia dels exercicis anteriors, no tenim explicitada la funci6 z = f(z,y),
i per tant, no ho podrem substituir a la formula.

o= o0y 0z,
ow Oyow Oy

5. Ara tenim z = f(x,y), z(u, w) 1 y(u, w).
0z _0z0x 0z0y 0z 0z

_u’

8w:%8w+8_y8w_% oy

0z %% 82@_ 0z 0z

u_ 0xou oyou oz oy

OF OF dr OF

dr
or _oFdr OF o r@-np_ @ 100e—OT=)
5 5 di + 5 00e ( t) o + 7(t)100e

= 100e " OT=(T —t 4 r(t)).
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7 Derivaci6 de funcions definides implicitament

Exercicis

1. La relacio y® — 2% — y = —1 defineix implicitament a y com a funcié de z a

Ientorn del punt (1,1). Calculeu el valor de g—z en aquest punt.

2. La relaci6 z%e*¥ — y — 1 = 0 defineix implicitament a y com a funcié de z a

I'entorn del punt (—1,0). Calculeu el valor de % en aquest punt.

3. La relacio e + cos(yz) — e — 1 = 0 defineix implicitament a z com a funcié
de z, y a entorn del punt (1,0,1). Calculeu el valor de % en aquest punt.

4. La relacio ze®™¥ + x + 3y = 1 defineix implicitament a y com a funci6 de = a

Ientorn del punt (—1,1). Calculeu el valor de % en aquest punt.

5. La relaci6 y? + 2z + 22 — € — 4 = 0 defineix implicitament a z = f(z,y) com
0z 0Oz

a funcio de z, y a Pentorn del punt (0,e,2). Calculeu el valor de &%, <=

ox’ Oy

aquest punt.
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Solucions

1. Primer calculem la derivada de y respecte de x i després substituim en el punt.

dy —0F/ox  —(—3z%)

dv — O0F/0y — 3y2—1"

que avaluada al punt (1,1) és % = 3/2.
2. Igual que en el cas anterior, tenim

dy —OF/0x  —(2xe™¥ + 2ye**Vz?)

dr  OF/0y 2032y — 1 ’

que avaluada al punt (—1,0) és dy(;xl,[)) =—-2/3.

3. Procedim de forma analoga i tenim

0z —0F/0x —ze™

dr  OF[0z  xe™ —ysin(yz)’

0z(1,0,1)
S = 1.

que avaluada al punt (—1,0) és
4. Igual que en el cas anterior, tenim

dy —0F/0x  —(e""V +e"Wa +1)
dv  OF/0y ety + 3 ’

o dy(=1,1
que avaluada al punt (—1,1) és y(dx ) =1/2.

5. Com z és funcio de dues variables, en aquest cas tenim dues derivades parcials.

0z B —0F/0x B —z

Or  OF/0z  x+2z—¢e’

0z  —0F/0r —2y

oy  O0F/0z  x+2z—e*
En el punt (0, e,2) valen 82(35’2) = 4:52 i 8z(g;’2) = 4__2:2-
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8 Funcions homogénies
Exercicis

1. Estudieu la homogeneitat de la funcié f(z,y,2) = “5E"

2. Estudieu la homogeneitat de la funcio f(z,y, z) = In (££) 4 e"7v.

3. Estudieu la homogeneitat de la funcio f(x,y,2) =

4. Estudieu la homogeneitat de la funcio f(z,y,z) = 2® + 2y + 7.

z/y 22 sin(x/2) .

5. Estudieu la homogeneitat de la funcio f(z,y,z) =e 5
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Solucions

1. Avaluant la funcio al punt (tx,ty,tz) tenim

6tan/ty +etz/tz em/y +ez/x 1

f(ta,ty,tz) = W T R = 5/ (2,9,2).

Per tant, la funci6 és homogénia de grau -2.

2. Avaluant la funcio al punt (tz,ty,tz) tenim

t t
f(t, ty, tz) = In ( v y) LW — 1y (”“" Ty, et(””_y)> .

tx x

No podem treure factor comu el parametre ¢, pel que no expressar f(tx,ty,tz)
con a t* f(z,y, ) per a cap k. La funci6 no és homogénia.

3. Avaluant la funci6 al punt (tz,ty,tz) tenim

Viztytz  /Bryz 32 /7yz £ 4 )
— — = == A Z).
2tx —ty  tQ2x—y) t(2z —vy) e

f(te, ty, tz)

La funci6 és homogénia de grau 1/2.

4. Avaluant la funcié al punt (tz,ty,tz) tenim
fto ty, t2) = (tx)* + (tz)(ty) + 7.

No podem treure factor comi a ¢ elevat a algun k. Per tant, la funci6é no és
homogénia.

5. Avaluant la funcio al punt (tz,ty,tz) tenim

tz)? sin (tz/tz) t2x%sin (z/z) 1
tr.ty.12) = tx/ty( _ z/y _ ‘
flte ty,tz) = e >ty AR

Es homogénia de grau 1.
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