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Abstract

The Hasse-Minkowski Theorem states that every quadratic form with rational coeffi-
cients has a non-trivial solution in the rational numbers if, and only if, it has a non-trivial
solution in each completion of the rationals. We study all the completions of Q and pre-
sent a proof of the theorem of Hasse-Minkowski using the Hilbert symbol and the theory
of quadratic forms.

Resum

El Teorema de Hasse-Minkowski afirma que tota forma quadratica amb coeficients
racionals té solucié no trivial en el cos dels racionals si, i només si, té solucié no trivial en
totes les seves completacions. En aquest treball descriurem totes les completacions de Q
i demostrarem teorema de Hasse-Minkowksi utilitzant principalment el simbol de Hilbert
i la teoria de formes quadratiques.
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1 Introduccio

Motivacions

L’estudi de solucions enteres en equacions polinomiques racionals s’anomena resolucio
d’equacions diofantiques.? Es tracta d’un dels problemes més importants i antics de
I’aritmetica que encara es continua investigant. El seu nom ret homenatge al matematic
grec Diophantos d’Alexandria (segle III), autor del tractat Arithmetica. Aquest és un
text algebraic on Diophantos resol, entre molts problemes, equacions de primer i segon
grau considerant només les solucions racionals positives. Cal remarcar que també va ser
dels primers matematics a fer is d’una notacié simbolica per desenvolupar el seu text
algebraic.

Es inevitable, seguit d’aix0, esmentar un dels exemples més motivadors, si més no
conegut, de l'estudi d’equacions diofantiques, 'anomenat wultim Teorema de Fermat, la
demostracié del qual culmina a la decada dels 90 amb els importants treballs d’Andrew
Wiles i els seus col-laboradors. Aquest afirma que, per a n > 3, I'equacié

X" 4Y" = 7",

no té solucions enteres (ni racionals) tals que XY Z # 0, o sigui, que cap de les variables
sigui 0. Es va trobar escrit originalment en un dels marges d’una edicié6 de Bachet de
I’ Arithmetica i, tot i esperar més de 350 anys a ser demostrat, ’autor, Pierre de Fermat,
assegura que tenia una meravellosa demostracié pero no suficient espai per redactar-la.

Actualment, no hi ha algoritmes que, donada una equacié diofantica qualsevol, deter-
minin si aquesta té o no solucié. De fet, esta demostrat que no pot existir tal algoritme!
Aquest resultat és producte del treball dels matematics M. Davis, Y. Matiyasevich, H.
Putnam i J. Robinson entre els anys 1950 i 1970, i resol negativament ’anomenat 10e
Problema de Hilbert?. Cal destacar que per la contribucié de Julia Robinson en aquest
problema, la van fer membre 'any 1976 de National Academy of Sciences, essent la pri-
mera dona en ser-ho. Entre els anys 1982-1983, també va ser la primera dona en presidir
la American Mathematical Society.

Ara bé, per alguns casos particulars si que s’ha pogut determinar. Un exemple trivial
son les equacions diofantiques de primer grau, les quals sén expressions del tipus

a1 X1+ ... + a, X, = b,

on a;,b € Z, problema que s’esmenta a l'assignatura d’Aritmetica del primer curs del
grau. Perque I'equacio tingui solucié és necessari i suficient que el maxim comu divisor
de tots els coeficients a; divideixi b.

Es clar que si puja el grau de 'equacid, la dificultat del problema augmenta, i ja
no és tan senzill determinar 'existéncia de solucions. A més, l'interes no és només en
caracteritzar I'existéncia de solucions, siné també en descriure-les totes. Aquest treball se
centra en respondre aquestes qiiestions per a equacions diofantiques homogenies de grau
2. Tot i presentar una dificultat molt més elevada que les de grau 1, donada una equacio
polinomica homogenia de grau 2 es pot determinar si té o no solucié racional, i en cas que

2Hi ha equacions no polindmiques que també es consideren diofantiques, com per exemple z¥ = y*
pero utilitzarem aquest terme només en referéncia a equacions polinomiques.

3De la coneguda llista de 23 problemes proposada pel matematic alemany D. Hilbert ’any 1900, amb
ocasié del Congrés Internacional de Matematiques de Parfs.



en tingui, descriure-les totes. Aquest problema va ser resolt a finals del segle XIX i inicis
del segle XX, principalment pels matematics Kurt Hensel (1861-1941), Herman Minkowksi
(1864-1909) i Helmut Hasse (1898-1979). Vegem-ne un breu recorregut historic.

Determinar les solucions enteres d’una equacié diofantica pot resultar dificil, pero en
canvi, donat un enter m > 0, buscar les solucions modul m és un problema finit. Es
immediat que si una equacié té solucié en Z, aleshores necessariament ha de tenir solucié
en Z/miZ, per tot enter positiu m. Per tant, no tenir solucié en Z/mZ per algun m,
implica no tenir solucié en Z. A més, gracies al Teorema xines del residu, trobar solucions
modul m es redueix a trobar solucions modul p”, per a cada primer p tal que p™ divideix
exactament m. Pero pot ser una condicié suficient que una equacié tingui solucions en
Z/mZ per tot enter m > 07 En equacions polinomiques homogenies de grau 2 si i aquest,
essencialment, és el resulat que va enunciar i demostrar Minkowski.

Una part important del treball de Hensel es va centrar en I’estudi de solucions d’equa-
cions polinomiques sobre els p-adics. L’anell dels enters p-adics es pot definir com el limit
projectiu Z, = 1&1 Z/p™Z, i el seu cos de fraccions és el cos Q, dels nombres p-adics.
Sota certes condicions, a partir d’una solucié modul p d’una equacié polinomica sobre Z,,
es pot construir un sistema coherent de solucions modul p™ per a tot n > 1. La nocié de
coherent fa refereéncia al fet que la reduccié modul p™ de la solucié modul p™*! coincideix
amb la solucié modul p™. Aleshores, aquest sistema, de solucions coherents déna lloc a una
solucié a Z,, de I’equaci6 inicial. El cos dels nombres p-adics @, també es pot caracteritzar
com la completaci6 del cos dels racionals amb la metrica p-adica, | - [, i de fet, aquest és
el plantejament que seguira en aquest treball. Aixi, ens podem sentir familiaritzats amb
aquest cos com un analeg als nombres R perdo amb una metrica diferent. De fet, veurem
que les iniques completacions de Q possibles sén el cos dels nombres reals i el cos dels
nombres p-adics, per cada primer p, llevat d’equivaléncia. Es immediat doncs, que el cos
dels racionals Q esta contingut en Q,. Aleshores, si un polinomi amb Q-coeficients no té
soluci6 en Q,, per algun primer p, o en R, no tindra solucié en Q.

Amb aquesta construccié dels nombres p-adics, Hasse reformula ’enunciat inicial de
Minkowski i el va demostrar amb aquesta visié p-adica. Per aquest motiu, el teorema rep
el nom d’ambdds matematics.

Teorema. (Hasse-Minkowski). Un polinomi homogeni de grau 2 en n > 1 variables
té solucié en el cos dels racionals Q si, i només si, té solucid en el cos dels reals R i en
els cossos dels nombres p-adics Qp, per tot primer p.

Aixi doncs, l'existencia de solucié en les estructures de R i Q,,, per tot primer p (espais
locals) ens determina l'existencia de solucié en Q (espai global).

Per finalitzar aquest apartat, i abans d’introduir-nos en el contingut del treball, és
interessant destacar I’exemple de les equacions diofantiques de grau 3, a les quals he tingut
la sort de fer-ne una petita introduccié en el curs optatiu de Varietats Algebraiques. Sibé el
problema de la resolucié d’equacions diofantiques de grau 1 i 2 esta entes satisfactoriament,
les equacions polinomiques de grau 3 presenten una gran immensitat de preguntes i no
totes tenen resposta encara. El cas que he tingut I'oportunitat d’estudiar és el de corbes
el-liptiques, és a dir, equacions diofantiques de grau 3 en dues variables que definexen una
corba algebraica plana no singular. Tanmateix, la definicié de corba el-liptica requereix
I'existencia d’una solucioé racional, per tant, el repte no és determinar ’existencia o no de
solucions racionals, siné descriure el conjunt de totes elles. Un primer resultat, producte
de la geometria, 'algebra i la teoria de nombres, és que existeix un nombre finit de



punts amb coordenades enteres, ja que les coordenades d’aquests han de verificar certes
condicions que generen un nombre finit de valors candidats.

Desafortunadament, buscar la solucié en els racionals és molt diferent. No existeix cap
resultat analeg al Teorema de Hasse-Minkowski. No obstant aixo, ’algebra juga un paper
molt important en aquest problema i permet determinar que el conjunt de punts racionals
d’una corba el-liptica admet una estructura de grup abelia, i que a més, és finitament
generat. Aquest ultim fet és el Teorema de Mordell. Aixi doncs, per la classificacié de
grups abelians finitament generats, el grup abelia de les solucions racionals d’una corba
el-liptica és isomorf a T’ @® Z", on T és un grup finit i » > 0 és un enter. Doncs bé, no hi
ha cap algoritme que donada una corba el-liptica qualsevol determini de manera efectiva
I’enter r. Entrar en detalls d’aquest estudi pero, seria un nou treball.

Objectius

En aquest treball estudiem el problema de I’existéncia de solucions racionals en equa-
cions polinomiques de grau 2, les quals tractem com a formes quadratiques. El Teorema
de Hasse-Minkowski assegura que la familia de formes quadratiques verifiquen el principi
local-global amb els nombres racionals i les seves completacions. Si bé és immediat que
una solucié racional déna lloc a una solucié a R i a Q,, per a tot primer p, ja que Q és
subcos de totes les seves completacions, ’altra implicacié del teorema no és obvia.

En aquest treball doncs, ens proposem:

1. Descriure totes les completacions del cos dels nombres racionals Q, llevat d’equi-
valéncia.

2. Demostrar el Teorema de Hasse-Minkowski.

Per al primer objectiu, posarem de manifest una classificacié de les metriques en Q i les
completacions respecte cada una d’aquestes, és a dir, la descripcié dels nombres reals R
i dels nombres p-adics Q,, per tot primer p. La principal bibliografia per aquesta part
és dels llibres p-adic Numbers, p-adics Analysis and Zeta-Function, de N. Koblitz ([5]), i
p-adic Numbers de F. C. Gouvea ([2]).

Per al segon, caldra fer un estudi previ sobre els simbols de Hilbert i les formes
quadratiques per abordar la demostracié del teorema. El plantejament s’ha seguit, entre
altres, del llibre A Course in Arithmetic de J. Serre ([8]) i Lectures on elliptic curves de
J.W.S Cassels ([1]).

Estructura de la memoria

El treball comenca abordant el primer objectiu plantejat, la descripcié de les completa-
cions de Q. Aquest capitol consta de dues parts fonamentals: la demostracié del Teorema
d’Ostrowski, el qual enuncia una classificacié de les metriques en Q, llevat d’equivaleéncia,
i la completacié dels nombres racionals respecte aquestes metriques. El capitol tanca
amb una introduccié sobre el comportament de les equacions polinomiques en aquestes
completacions de Q.

En el segiient capitol comencem amb algunes generalitzacions dels exemples amb els
que hem tancat el capitol anterior, que ens ajuden a motivar el Teorema de Hasse-
Minkowski i ens proporcionen també un context per aquest resultat. A més, per completar



la visié sobre el problema que tractem, veurem el fet que donada una solucié racional d’una
forma quadratica, podem determinar-les totes.

Finalment, i per satisfer el segon objectiu del treball, a I'altima part del treball pre-
sentem totes les eines necessaries per a la demostraciéo completa del Teorema de Hasse-
Minkowski. Veurem al quart i cinque capitols una introduccié als simbols de Hilbert i
a les formes quadratiques, amb la demostracié dels resultats més importants, enfocats
en base al nostre objectiu, i al sise capitol, completem la demostracié del Teorema de
Hasse-Minkowski a través de tots els resultats presentats al llarg de tot el treball. Per
acabar el treball, en el capitol 7 es presenten algunes conseqiiencies del Teorema de Hasse-
Minkowski, aixi com la relacié amb alguns resultats classics.



2 Nombres p-adics

L’objectiu d’aquest capitol és descriure totes les completacions de Q, llevat d’equi-
valéncia. La idea principal és classificar totes les possibles metriques en el cos dels racio-
nals, llevat d’equivalencia, i considerar les seves corresponents completacions. Recordem
que una possible construccié del cos dels nombres reals caracteritza R com la completa-
ci6 de Q amb la metrica induida pel valor absolut | - | habitual. Tanmateix, es poden
definir altres normes no equivalents al valor absolut habitual i, en conseqiiéncia, obtenir
completacions de QQ diferents del cos R.

Aixi doncs, aquest primer capitol esta dividit en quatre parts. En la primera, fixat
un nombre primer p qualsevol, definirem la norma p-adica | - |, en Q i veurem algunes
propietats de I'espai metric que indueix aquesta norma sobre Q. En el segiient apartat,
demostrarem el Teorema d’Ostrowski, el qual enuncia que les iniques normes no trivials
en Q, llevat d’equivaléncia, sén el valor absolut habitual i les normes p-adiques, per tot
primer p.

En conseqiiencia d’aquest teorema, la completacié dels nombres racionals amb la
metrica induida per | - |, és diferent de la completacié de Q amb el valor absolut ha-
bitual | - | . Aixi, Pobjectiu del tercer apartat és descriure la construccié del cos dels
nombres p-adics, que anotem Q,,, com la completacié del cos dels racionals amb la norma
p-adica. Finalment, i per completar el capitol, farem una introduccié al tractament de les
equacions polinomiques en Q, presentant el Lema de Hensel com a eina principal.

Pel que segueix de capitol, fixem p un nombre primer qualsevol.

2.1 Norma p-adica

Abans de definir la norma p-adica | - |, en els racionals, recordem la nocié de norma
en un cos k qualsevol.

Recordatori 2.1. Una norma en un cos k és una aplicacid || - || : k — RT, tal que per
a tota parella d’elements x,y € k se satisfa:

(i) |z]| =0< 2 =0
(ii) Nyl = Nzl - Iyl
(ii1) ||z +y| < ||zl + ||yl (desigualtat triangular)

Observacié 2.2. Com a conseqiiencia de la propietat (i), qualsevol norma d’un cos k
satisfa ||1]] =1, ja que ||1]| = [|1- 1| = |[1[| - [|1]].

Un exemple conegut de norma en el cos dels racionals és el valor absolut habitual, el
qual anotem |- | i es defineix:

x, si x>=0;
x| = :
—x, si x<O0.
Previ a la definicié de norma p-adica, recordem que qualsevol enter a es pot expressar
de forma tnica com a = bp¥, on b € Z, p1b i v € N. Aixi, la maxima potencia de p que
divideix a és v.



Definicio 2.3. Per qualsevol nombre enter a, anomenem ordre p-adic de a, i ho anotem

ordya, a la mazima poténcia de p que divideiz a. Six = § és un nombre racional, definim

ordy,x com ordya— ordyb.

Es clar que aquesta ultima expressié no depen de ’eleccié de a i b.

Definicié 2.4. Anomenem norma p-adica d’un nombre racional x, i ho anotem |z|,, a:

@], = P s £ 0;
P 0, st x=0.

Aixi, si x = -p” amb p {n-m, el valor de |z|, és p~”. Observem que |p[, = p~ L.

Es facil comprovar que | - |, satisfa totes les propietats de norma:
(i) |z|p =0 < 2z =0, per la definicié de la norma.
n u nu
(i) Siz=—p” iy = —p°, amb p{nmuv, tenim z -y = —p”*?. Aleshores:
m v muv

1/+U‘p _ p—(l/-‘ro') — Y

nu e
\wyb:bﬁy P p T = zlp |ylp

(iii) Seguint la notacié anterior, podem suposar v < o i, per tant, |z|, > |y|p. Aleshores:

nv + mup® ¥

)y

_ Vﬁ 30'71/ — |
e +ylp = " (4 —p My = 10"1p I( p—

Com ptm iptw,ésclar que p{m-v. En conseqiiéncia:

14

nv + mup®~ v

o
or > 0 i, per tant, o mup”
dp >0

<1
mu mu Jlp <

Y

Aquesta ultima expressi6 sera exactament 1 només en el cas que p 1 (nv + mup
ja que aleshores

G’—l/)

o—V

)=0 1 [(

muv muv

o—UV

nv + mup nv + mup

ordy( =1

Aixi:
nv + mup® ¥

[z +ylp = [P"]p [( )p <p77 = |zlp.

muv
Per tant, |z + y|, < |z]p + |ylp-

Comprovant la tercera propietat de norma hem demostrat en particular que | - |, satisfa:

|z + y|p < maa:{\w|p, |Z/|p} < |x|p + |y|p'

Més encara, si ||, # |y|p, es té la igualtat |z +y|, = max{|z|,,|y[p}. Tenim doncs, que la
norma p-adica compleix una propietat més forta que la desigualtat triangular. Aquestes
normes les anomenem ultra-métriques o no-arquimedianes. Aixi, I'espai (Q, |- [,) és un
espai metric no-arquimedia amb la distancia entre dos nombres x,y € Q definida per

d(z,y) = |z — ylp = p~ Y.
Notem que dos nombres s6n més propers com més alta sigui la poténcia de p que divideix la
seva diferéencia. Per aixo0, en els espais no arquimedians, algunes propietats geometriques i
topologiques poden resultar poc obvies com per exemple que tots els triangles sén isosceles
i que tot punt d’un disc obert o tancat és centre del disc. Vegem aquests dos exemples

en lespai (Q, | - |p).



(a)

Siguin dp(z,y), dp( z) 1 dp(y, z) la mesura de tres costats d'un triangle i suposem
que dp(z, ) < dp(y, 2)-
)

Com d,(-,-) és una distancia ultra-metrica, es compleix

dp(z,y) < maz{dy(z, 2),dy(y, 2)} = dy(y, 2).

Ara bé,
dp(y, 2) < maz{dy(z,y),dp(z, 2)} = dp(z,y),

ja que per hipotesi dy(z, z) < dp(y, z). Per tant, dy(z,y) = dp(y, 2), és a dir, el tercer
costat del triangle mesura igual que el costat de longitud maxima.

Mirat en termes de divisibilitat, considerant la definicié de la norma p-adica, és facil
veure que si els costats dp(z, z) 1 dy(y, z) sén divisibles per diferents potencies de p,
la seva diferencia sera divisible exactament per la poténcia menor. Per tant, tindra
la mateixa norma que el costat divisible per aquesta potencia, és a dir, el costat amb
la norma p-adica més gran.

Vegem 'exemple dels discs oberts i tancats. Considerem el disc obert de radi » amb
centre a € Q
Dp(a,r) ={z€Q:|z—al, <r},

i sigui b € Dp(a,r). Volem veure que b és centre del disc Dp(a,r), és a dir, que
Dy(a,r) = Dy(b,r). En efecte, sigui € Dp(a,r), demostrem que x € Dy(b,r), és a
dir, que |z — b, < r.

|z —blp = |z —a+a—0b|p <max{|r —alp,|a—bl,} <,

ja que per hipotesi |a —b|, < 71 |x —al, < r. Analogament veiem que si x € D,(b, ),
aleshores x € Dy(a,r) i, per tant, D,(a,r) = Dy(b, ).
De fet, hem demostrat que el conjunt D,(a,r) és a la vegada obert i tancat. En
efecte, sabem que Dp(a,r) és obert. Vegem que també és tancat. Sigui x un punt de
la frontera de Dp(a,r). Aixi, per qualsevol s > 0, Dy(z,s) N Dy(a,r) # (. Escollim
s < risiguiy € Dy(z,s) N Dy(a,r). Es compleix que

ly—al<r ily—zlp<s<r

Per tant, |z — al, < maz{|ly — alp, |y — z|p} <r iz e Dyla,r).

2.2 Classificacio de les metriques en QQ

El Teorema d’Ostrowski afirma que en el cos dels racionals les tiniques metriques no

trivials que hi podem definir sén la metrica induida pel valor absolut habitual i les induides
per les normes p-adiques, llevat d’equivalencia. Donat que la norma del valor absolut
habitual i les normes p-adiques, per tot primer p, sén no equivalents dos a dos, aquest
teorema déna una classificacio de totes les metriques possibles en Q, llevat d’equivaléncia.

|'|7

L’objectiu d’aquest apartat és demostrar el Teorema d’Ostrowski i el fet que les normes
|- |p, per tot primer p, sén no equivalents dos a dos. Previ a aix0, recordem la definicié

d’equivaléncia de normes i vegem una caracteritzacié d’aquest concepte que facilitara les
demostracions.



2.2.1 Equivaléncia de normes

Siguin || - [l1 i || - |l2 dues normes sobre un mateix espai vectorial X que indueixen les
distancies dj,dy. Diem que || - || i || - ||]2 sén equivalents si indueixen respectivament la
mateixa topologia en X. Es a dir, si per qualsevol conjunt U en X, U és a obert a (X, d;)
si, i només si, U és obert a (X, dz). Observem que aquesta definicié correspon al fet que
donat un punt x de X qualsevol, tota bola oberta centrada en x per la distancia dy conté
alguna bola oberta centrada en x per la distancia ds, i al revés. Tanmateix, per a la
demostracié del Teorema d’Ostrowski, volem utilitzar una caracteritzacié d’equivaléncia
que enunciem en la segiient proposicié.

Proposicié 2.5. Dues normes || - ||1 i || - ||2 en Q no trivials sén equivalents si, i només
st, existeiz un nombre real positiu o tal que ||x||1 = [|z||§, per qualsevol z € Q.

DEMOSTRACIO. Suposem que existeix « tal que per qualsevol z € Q, ||z|[1 = ||z]|$. Vegem
que en aquesta situacid, tota bola oberta en (Q, d;) conté una bola oberta de (Q, d2). Sigui
Bj(a,r) una bola centrada en a i de radi 7 en (Q, dy). Aleshores, By(a,r'/®) és una bola
oberta en (Q,dy) continguda en Bj(a,r). En efecte, si € By(a,r'/?), es compleix
|z — alls < r'/* i, donat que ||z|; = ||z||$, tenim:

|z — ally/* < 1/

= ||z —al1 <r =z € Bi(a,r).
Analogament, By(a,r"/) en (Q,dy) conté la bola oberta By (a,r):

z€Bi(a,r)=|lz—alh <r=|z—a|lf§ <r=z¢c Bs(a, ).
Aix{ doncs, les normes || - |1 1] - ||2 sén equivalents.

Suposem ara que || - |[1 1] - ||]2 s6n equivalents. La condicié de no trivialitat sobre les
normes ens assegura l'existéncia d’un element z¢ € Q tal que ||zo|l1 > 1 i analogament
amb || - [|2. En efecte, si suposem || - || no trivial i que per tot x € Q es compleix ||z| < 1,
arribem facilment a una contradiccié:

[l =1=fla-a=" = llz] - =] < 1.

Per tant, existeix zg € Q tal que ||zo||1 > 1. Per continuar amb la demostracié, vegem el
segiient resultat:

Lema 2.6. Si dues normes || - |1, || - ||2 son equivalents, aleshores les condicions ||z|1 < 1
i|lz|l2 <1 son equivalents.

DEMOSTRACIO. Per definicié, les boles relatives a aquestes normes,
{Bi(a,7) :a € Q,r >0} i {Ba(a,7):a€Q,r >0},

constitueixen dues bases de la mateixa topologia en Q. Aixi, podem parlar d’oberts sense
especificar per quina topologia. Notem que:

(i) La condicié ||z|[; < 1 implica que lim;,_, ||2"™||1 = 0. Per tant, per a qualsevol obert
U contenint el 0, existeix un N € N tal que 2" € U, per a tot n > N.

(ii) Si [|z|l1 > 1, aleshores existeix un obert V' contenint 0 tal que V' no conté cap dels
™. Per exemple, podem prendre V' com la bola oberta de radi 1 centrada a 0.



Aixi, la condici6 ||z]|; < 1 és equivalent a dir que qualsevol obert U que contingui el 0
conté tots els " excepte un nombre finit. El mateix raonament es pot fer també amb la
norma || - [|2. Per tant, les condicions ||z]; < 11 |z[2 < 1 sén ambdues equivalents a la
mateixa condicié: que qualsevol obert U que contingui el 0 conté tots els ™ excepte un
nombre finit. Per tant, si || - ||1 1 || - [|2 s6n equivalents, ||z|; < 1 si, i només si, ||z||2 < 1.
U

Aleshores, tornant a la demostracié de la proposicié, pel fet que || - || i || - [[2 sén
equivalents, si o té norma |xo||;1 > 1, aleshores ||zg|j2 > 1 també. Sigui « el valor real
positiu tal que [|zol|2 = ||zo]|{- Volem veure que per tot x € Q, se satisfa ||z||2 = ||z||{-

Sigui x € Q* un valor qualsevol. Existeix 5 € R tal que ||z||; = onHf i podem trobar
dues successions d’enters {m;}, {n;} tals que:

m; m;
B = lim —, amb — > 3, per tot index i.

1—00 T n;
Aleshores, ||z|; = Hon? < on”gm/ " per qualsevol i. D’aquesta expressié deduim
ng ng
|1 . |1 T
| Hﬁ <1, i per tant, |||| ”Hml = || =m; I < 1.
Jolly” R
™ mi/n; ;.
Aleshores, pel Lema 2.6, || —z-|l2 < 1. Per tant, |[z|2 < ||zol|;"" ™. Si ho passem al limit,
Lo

s’obté la desigualtat:
lzll2 < [lzoll5-

Ara bé, si fem el mateix raonament pero escollint les successions {m;}, {n;} tals que per
tot index 1,
m; m;
f=lim — ,amb — < j,

i—00 My n;
obtenim la desigualtat contraria: Hx0||§ < ||z||2. Per tant, ||z|2 = ||1‘0||g, i en con-
seqiieéncia,
lell2 = llolly = llzo[§” = 2], per quaisevol = € Q"
és a dir, existeix un valor « € R* tal que || - |2 = || - [|{"- O
Corol-lari 2.7. Dues normes || - ||1 i || - ||2 son equivalents si, i només si, les condicions

|zl <1 i|xl2 <1 sdn equivalents.

DEMOSTRACIO. Ambdues implicacions s’han vist en la demostracié de la proposicié
anterior. Amb el Lema 2.6 hem demostrat que si les condicions ||-||1 1 || ||2 s6n equivalents,

aleshores || - |1 < 1 si, i només si, || - ||2 < 1 sén equivalents. Seguit, hem vist que si les
|-llh <1il]l-]l2 <1 s6n equivalents, aleshores existeix a € RT tal que || - || = - [|2- T
per tant, per la Proposicié, || - ||1 i || - ||2 sén equivalents. O

En conseqiiencia d’aquest corol-lari es pot deduir el segiient resultat.

Corol-lari 2.8. L’inica norma equivalent a la norma trivial és la norma trivial.

2.2.2 Teorema d’Ostrowski

Hem acabat demostrant en 'apartat anterior dues caracteritzacions per a normes equi-
valents. Utilitzarem la caracteritzacié del primer corol-lari per demostrar que les normes



||, |-|p s6n no equivalents dos a dos, per tot primer p, i la de la proposicié per demostrar
el Teorema d’Ostrowski. Amb aquestes dues demostracions finalitzarem aquest apartat
de classificacié de les metriques en el cos dels nombres racionals.

Proposicié 2.9. Les normes |- |, |- |p, per tot primer p, son no equivalents dos a dos.

DEMOSTRACIO. Vegem primer que |- | no és equivalent a | - |,, per cap primer p. Notem
que per tot enter n > 1, |n| > 11 |n|, < 1, per tot primer p. Per tant, pel Lema 2.6, les
normes |- | i |- |, sén no equivalents, per cap primer p.

Només falta comprovar que si p i £ sén dos primers diferents, la norma | - |, no és
equivalent a la norma |- |p. Aquest fet és clar amb un argument similar a I'anterior, ja
que |pl, =pl<lilp=1 O

Teorema 2.10. (Ostrowski). Tota norma no trivial || - || a Q és equivalent o bé a la
norma | -| o bé a la norma p-adica | - |, per algun primer p.

DEMOSTRACIO. Sigui ||-|| una norma no trivial en Q. Per demostrar el teorema, distingim
dos casos: en el primer suposem que existeix algun enter positiu n tal que |[n|| > 11 en
segon cas, suposem que per a tot enter positiu n es compleix ||n|| < 1.

Pel Lema 2.6, observem que en el primer cas, || - || no pot ser equivalent a la norma
p-adica perque aquesta ultima pren valors < 1 per tot nombre enter i, en efecte, veurem
que es equivalent a la norma |- |. Pel mateix raonament, en el segon cas, || - || no pot ser
equivalent al valor absolut habitual, i veurem que és equivalent, per un nombre primer p
univocament determinat, a | - .

Primer cas. Suposem que existeix un enter n positiu tal que ||n|| > 1. Sigui ny Uenter
positiu més petit que ho compleix. Com que ||ng|| > 1, existeix un nombre real positiu «
tal que [|ng|| = ng.

Sigui n un enter positiu qualsevol i ’escrivim de la formas:
n:ag+a1né+...+a5n8 on 0<a; <ng i as#0.
Aleshores, de les propietats de norma es dedueix que:
Inll < llaoll 4 llarllng + ... + [las[lng®.
Notem que tots els coeficients a; < ng tenen norma < 1 per l’eleccié6 de ng. En con-

seqiiencia:

o0 i
1
Inf] K 1T4+n§ + .+ 0% =05 (L4 ng® +ng?* + ... +ng %) < n§® [g (no‘) ] .
i=0 0

L)

i
Donat que n > n{ perque as # 0, tenim ||n|| < n® {Zfoo ( 1a> ] .

i

Si definim C := ), (%) , aleshores: ||n|| < Cn®. Notem que aquest valor C' no
0

depen de n. Aleshores, |[n™V|| < CnN® i, per tant, ||n|| < ¥Cn® Quan N — oo, obtenim:

]| < n® (1)

Ara bé, és facil demostrar la desigualtat contraria. Per fer-ho, observem que:

10



. 1 1
@ g™l = lln+ng™ —nl < llnll +[lng*™ —n. Per tant, [In] > ng" || - ng" —n.

s+1

(ii) Com que nj < n < ng st

, se satisfa nj"™" —mn > 0 i, en conseqiiencia de (1), tenim:

gt = nll < (g™ = n)e.

Aixi, per les observacions (i) i (i), [|n]| = [|nd™ | — [|n5™ — n|| = nésﬂ)a — (gt =)o i
podem escriure:
1
Iall 2 ™D = (5 = ng)* = gV = (g1 o) =
1 (0%
_ n(()s-l—l)oc |:1 . <1 _ ) :| _ n(()s-l—l)a C'>noC'.
no

Igual que el procés anterior, C’ tampoc depen de n. Per tant, se satisfa ||[n| > n® V/C i
quan N — oo, s'obté ||n]| > n®. Es a dir, la desigualtat contraria a ’anterior. Per tant:

[n]] = n®.
Tenint en compte les propietats de norma, si x = n € Q podem expressar la norma
m
|z|| com |z|* on « és un valor fixat i independent de x. Per tant, || - || i |- | sén normes

equivalents.

Segon cas. Suposem que ||n|| < 1 per tot enter positiu n. Sigui ng l'enter positiu
més petit tal que ||ngl]] < 1. Aquest element existeix perque per hipotesi || - || és no
trivial i, a més, ng és un nombre primer. En efecte, si ng no fos primer, tindriem ng =
ny-ng on 1 < ny,ng < ng. Perd ||ni]| = ||n2]] = 1 per 'eleccié del nombre ng. En
conseqiiéncia ||ng|| = 1, en contradiccié amb la hipotesi. Aleshores per facilitar la lectura
de la demostracid, anotem p := ny, i de fet, demostrarem que la norma || - || és equivalent
a la norma | - |,.

Per fer-ho, observem primer que per a qualsevol nombre primer ¢, tal que g # p, es
compleix ||g|| = 1. En efecte, suposem ||q|| < 1. Per a dos enters N, M suficientment
grans es compleix [|¢V || < 3 i [[pM]| < 3.

Aleshores [|gV| + IpM|| < 2 +1 = 1. Arabé, com p i ¢ sén coprimers, ¢" i pM també
ho seran. Per la identitat de Bézout, existeixen enters n,m tals que 1 = ng™ + mpM, i
en conseqiiencia de les propietats de norma:

11| = [lng™ +mp™ || < [[nlllg™ [ + [[m]l "]

Pero per hipotesi, [|n], [|m| < 1. Per tant, 1 < ||¢V]|+|p™]| < 1, contradiccié. Observem
que per la hipotesi de || - || en el segon cas, tampoc podria ser ||g|| > 1. Aixi, tot nombre
primer ¢ diferent de p satisfa ||¢||=1. Vegem ara I’equivaléncia amb la norma p-adica.

Qualsevol racional x positiu el podem factoritzar en un quocient de productes de
primers diferents:

bi . pbr
T = M, on b; = ord,, .
bT+1 br+s Di
Pryr o Prys
Com a maxim, un unic valor dels p; satisfa p; = p. Anotem per p := ||p;|| = |lp|| < 1, i
notem que ||pj|| =1 per a tot j # i. Aleshores, de les propietats de norma,
]| = p7 .

Observem que:
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° |$’p — p—ordpz'

e ||z]| = p°¥%? on p = ||p|| és un valor entre 01 1.

Sip=p~! ésclar que ||| i]-], sén la mateixa norma. Ara bé, en general p pot prendre
qualsevol valor de I'interval (0, 1), pero és facil veure que es satisfa:

(pordp(a:))a — pfordp(l“) on o= —logp(p).

Notem que a no depen del valor de I'element z i, per tant, || ||* = ||, és a dir, la norma
| - |l i la norma |- |,, on p := ng, sén equivalents. O

Hem demostrat doncs, que qualsevol norma no trivial en Q serd o bé arquimediana
(i per tant, equivalent a |- |) o bé no-arquimediana i equivalent a | - |,, per un primer p
univocament determinat. Aquesta classificacié de les diferents metriques en Q ens permet
descriure totes les completacions del cos dels nombres racionals, el principal objectiu
d’aquest capitol.

2.3 Completacions de Q

Recordem alguns conceptes basics en referencia a la completacié d’un cos.

Recordatori 2.11. Sigui (k, || - ||) un espai métric.

e Diem que la successio {a;} C k és una successié de Cauchy si per qualsevol € > 0
existeiz ng € N tal que per tot i,i' > ng, ||a; — ay| < e.

e Diem que la successio {a;} C k és una successié convergent a un punt a € k si, per
qualsevol € > 0, existeiz ng € N tal que per tot i > ng, ||a; —al| < €.

Observem que tota successio convergent €s una successié de Cauchy.

e Diem que (k,||-||) és un espai complet si tota successio de Cauchy és convergent.

El cos dels nombres racionals amb el valor absolut habitual | - | és un espai in-
complet, ja que hi ha successions de Cauchy sense limit. Per exemple la successio
1.4,1.41,1.414,1.4142... convergeix al nombre /2 ¢ Q. El cos dels reals és I'extensi6
minima de Q on totes les successions de Cauchy convergeixen amb la norma del valor
absolut habitual estesa.

Amb la norma p-adica, Q tampoc és un cos complet, aixi, té sentit buscar la completesa
del cos dels racionals amb la meétrica induida per |- |,. En efecte, veurem més endavant,
amb el Lema de Hensel, que podem trobar una successié d’elements racionals {x} =
{z0,x1,...} que sén solucié modul p™ d’una equacié polinomica que no té solucié en Q.
Aleshores, el limit d’aquesta successié és solucié de ’equacié polinomica i per tant, pren
un valor que no pertany en Q.

Des d’aquest punt de vista R i Q,, per tot primer p, sén estructures analogues respecte
del cos dels racionals i construides amb la mateixa motivacié i, pel Teorema d’Ostrowski,
aquestes sén les uniques completacions de Q, llevat d’equivalencia.
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2.3.1 Construccié del cos Q,

Sigui S el conjunt de successions de Cauchy {a;} C Q respecte de la norma | - |,.
Diem que dues successions {a;}, {b;} € S soén equivalents si |a; — b;|, — 0 quan ¢ — oo.
Aleshores, el conjunt de classes d’equivalencia de les successions de Cauchy respecte de
la norma | - |, s’anomena cos dels nombres p-adics i 'anotem Q,,.

Identifiquem els elements = € Q a través de les successions constants {x}, és a dir, tal
que tots els seus elements sén iguals z. En aquest cas, si z, 2’ € Q, {z} ~ {2/} si, i només
si, x = 2.

En aquest espai definim la norma | - |, d'una classe d’equivalencia a com |a|, =
lim; o0 |a;lp, on {a;} és qualsevol representant de la classe. Vegem que aquest limit
existeix, que esta ben definit i que és una extensi6é de la norma |- [, en Q. Remarquem
que, fent un abus de notacié, ambdues normes les anotem igual.

Per demostrar que el limit existeix, considerem a € Q, una classe d’equivaléncia i {a;}
un representant qualsevol.

e Sia =0, tenim per definicié que lim;_, |ai[, =0

e Si a # 0, aleshores per alguna ¢ > 0 i qualsevol enter N > 0, existeix iy > N tal
que |ajy|p > €. Per hipotesi, {a;} és de Cauchy, aixi, si escollim N suficientment
gran, tenim |a; — ay|, < € per qualsevol 4,7’ > N. Aleshores, |a; — aiy|p < € per tot
i> N, ésadir|a; —aiylp < |aiy|p-

Ara bé, hem vist que si |z|, < |y|, aleshores, |z — y|, = |y|,. Per tant, si per
qualsevol ¢ > N, es compleix que |a; — @iy |p < |@iy|p, tenim |a;|, = |aiy|p per tot
i > N. Aixi doncs, el lim;_,« |a;|, existeix i pren el valor constant |a;y |p.

Per veure que esta ben definit, observem que el valor del limit no depen del representant
de classe escollit. Siguin {a;}, {b;} dos representants qualssevol de la classe d’equivaléncia
a. Volem veure que lim;_, |a;i|p = lim;_so0 |bip.

e Sia =0, és clar que lim;,o0{a;} = lim;,oo{b;} = 0 i per tant, no depen del
representant.

e Si a # 0, aleshores, per alguna € > 0 i qualsevol enter N > 0, existeix iy > N tal
que |ajy|p > €.
Ara bé, com {a;} ~ {b;}, si N és suficientment gran, tenim |a;, — b;|, < &, és
a dir, |a;y — bilp < |aiyl|p, per tot ¢ > N. Aixi, pel mateix motiu que en la
demostracié sobre l'existencia del limit, tenim |b;|, = |aiy|p per tot i > in. Per
tant, lim; o0 |ai]p = im0 |bilp = @iy p-

En particular, observem dos fets. Primer, que la norma |-|, en Q, pren valors en pZU{0},
on p% = {p™ : m € Z}, exactament igual que la norma |- |, en Q. En segon lloc, la norma
| - |[p en @, restringida a Q és exactament |- |, en Q. En efecte, tot element a € Q
s’identifica a @, com la successié constant a; = a per tot 7. Aix{,

’a‘p = llggo ’ai‘p = llggo ’a‘p = ‘a|p'

En aquesta expressio es fa evident 'abis del llenguatge anotant les dues normes iguals,
pero s’identifica en cada igualtat a quina ens estem referint.
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Hem iniciat aquesta part anomenant QQ, cos dels nombres p-adics. En efecte, vegem
que Q, té estructura de cos.

Donades dues classes d’equivaléencia a i b, la suma i la resta de classes estan ben
definides. Siguin {a;},{b;} dos representants respectius, definim a £ b com {a; £ b;}.
Observem que aquesta definicié és independent dels representants escollits. En efecte,
siguin {a.}, {b;} dos altres representants de les classes a, b respectivament. Vegem-ho per
la suma:

lim |a; + b; — (a; + )|, = lim |a; — a} + b; — bl],
1—r 00 1—00
< Jim maz{Ja; — b ~ ¥} =0
Aixi, {a; + b;} ~ {a} + b}, tal com voliem veure.

Definim, utilitzant la mateixa notacié anterior, la multiplicacié entre classes com a-b :=
{a; - b;}. Comprovem que tampoc depeén dels representants escollits.

lim |a; - b; — (a} - b})|, = lim |a; (b — b;) + b (a; — a;)|p

1—»00
< lim maz{|a;(b; — b)lp, [bi(a; — a)lp} =0,
1—00
on aquesta ultima igualtat I’'obtenim de

lim Jag(bi — Bl = [al, T [(b; )}, = lal, 0 =0,

i analogament amb l'altre terme.

Sigui b € Q, tal que b # 0. Si {b;} és un representant que no té termes nuls, podem
definir la classe inversa com b~! := {1/b;}. Ara bé, un representant qualsevol de b pot
tenir termes nuls. Tanmateix, com b no pertany a la classe del zero, ha de tenir un nombre
finit de termes nuls. En aquest cas, podem construir la successié {b;} tal que b; = b; si
bi # 01 b, = p' per tots els indexs i tals que b; = 0, i es verifica {b/} ~ {b;}. Aixi, per
qualsevol representant de la classe b podem trobar una successié equivalent sense termes
nuls i definirr la classe inversa de b~! com abans. Es pot comprovar que aquesta definicié
no depen del representant.

En definitiva, el conjunt de les classes d’equivaléncia @Q, amb totes les operacions
anteriors definides és un cos. Comprovem que (Qp, |- |,) és un espai metric complet.

Proposicié 2.12. Q, és complet amb la norma p-adica | - |,.

DEMOSTRACIO. Sigui {a;};=12.. una successié de Cauchy de classes d’equivalencia de
Qp. Per cada classe a;, podem pendre un representant {aj;}i—1,2... que és successié de
Cauchy. Es a dir, per qualsevol ¢, existeix N tal que |aj; — ajy|, < € per tot 7,7 > N.

En particular, per qualsevol j, existeix N; tal que |aj; — ajir|, < p~7 per tot i,7 > Nj.
Veurem que lim; o {a;} és exactament la successié {a;n;}.

Per tot i > Nj, |aji — ajn,|, < p~7, per tant:
hm |aji — aij|p =0, pertot 7> Nj.
Jj—oo

Aixi doncs, la successi6 {a;} C Q, és convergent a {a;jn;} € Q. O

Si bé treballar en el cos Q, com un conjunt de classes d’equivalencia de successions
de Cauchy pot resultar complicat, amb el segiient teorema podem tractar els elements de

14



Q, utilitzant una expressié canonica unicament determinada que facilita el tractament.
La demostracié del resultat es pot consultar en [5], capitol I, teorema 2 o bé seguint
I'explicacié en [2] al capitol 3, al llarg de Papartat 3.3 Ezploring Qp.

Teorema 2.13. Tota classe d’equivaléncia a € Q, tal que |a|, < 1 té exactament una
unica representacid de la forma {a;} que compleix:

(i) 0 < a; <p', peri=1,23..

(ii) a; = a;y1(modp') peri=1,2,3...

En altres paraules, si |a|, < 11 {a;} n’és una representacié, aleshores existeix un tnic
desenvolupament de la forma a; = by +bip+ ... +b;_1p* "t amb b; € {0,...,p—1}. Aquesta
representacio, quan ¢ — 0o, 'anomenem expansié p-adica de a.

Observem que si |a|, > 1, aleshores podem multiplicar a per una potencia p™ > |al,,
de manera que a’ = ap™ satisfa |a’|, < 1. Aixi si {a}} és un representant de o, tenim
a,l=by+bip+ ..+ b;_1p'~! i podem escriure els termes {a;} com
_bo b1
S pt P

a; 1 + ...+ bi_lpiflim.

Quan ¢ — oo també ’anomenem expansié p-adica de a.

Aquesta expressio per a nombres racionals positius és simplement ’expressié del nom-
bre en base p. Ara bé, pot desconcertar si pensem en ’expansié p-adica d’un nombre
racional negatiu, ja que tots els termes per expressar a; plantejats al teorema sén posi-
tius. Vegem l'exemple de —1 a través d’un raonament que utilitza la definicié de suma
de classes en Q.

Sabem que 1+ (—1) = 0, i que podem expressar 1,—1, i 0 com elements de @, de la

forma:
L=1+> 0-p,, =1=) bp' i 0= 0-p".

Com que 1+ (—1) = 0, aleshores:

<1+Zo-pi> +) bipt =) 0-p".
i=1 =0 1=0

Per tant, 1 + by o bé és 0, o bé és p (i en aquest ultim cas “en portariem 1”a la segiient
suma de termes). Per hipotesi, b; € {0,...,p — 1}, per tant, I'inica opci6 és by =p —11i
conseqiientment, 1+ by = p.

Seguint el procés, 0 + by + 1 (on aquest +1 ve de la suma de 1 + bg) ha de ser o bé
0, o bé p. Analogament, tenim doncs que by = p — 1. Aplicant reiteradament aquest

raonament, podem escriure
oo

~1=) (p-1)p"

=0

i, pel Teorema 2.13, sabem que aquesta expressio és Unica.

15



2.3.2 Anell dels enters p-adics

Considerem el conjunt Z, = {a € Q, : |a] < 1}. Pel teorema anterior, el subconjunt
Zy, és el conjunt de nimeros de @, que no tenen potencies negatives de p en I'expansié
p-adica, i ’anomenem conjunt d’enters p-adics. Es facil comprovar que Zj, és un subanell,
ja que la suma, la resta i el producte de dos elements de Z, és també un element de Z,, i
clarament, 0,1 € Z,,.

El grup multiplicatiu Z; = {z € Z, : 1/x € Z,} d’elements invertibles en Z,, o
unitats p-adiques, esta format pels elements que no sén multiples de p. En efecte, si
x € Zyp, aleshores |z|, < 1. Ara bé, si 1/x també esta en Z,, aleshores |1/x[, < 1. En
conseqiiencia, per les propietats de norma, cal que |z|, = 1. Aixi, també podem escriure:

Zyp={x€Zy:|v|p =1} ={x € Zy:x #0(mod p)}.

L™inic ideal maximal de Z, és pZy, i el quocient Z,/pZ, s’identifica naturalment amb el
cos Z/pZ = T, de p elements.

Del fet Zy = {zx € Zp : |x|p, = 1} = {z € Qp : |z][, = 1} i que la norma | - [ en Q, prén
valors pZ U {0}, se segueix facilment que

Q,={u-p":u€Z,nel}.

2.4 Equacions polinomiques en Q,

En aquesta seccié veurem alguns resultats importants sobre les arrels de polinomis
amb coeficients p-adics. Es raonable preguntar-se si QQ, és un cos algebraicament tancat.
Vegem amb I'exemple d'una equacié senzilla que no ho és. Sigui 22 = p, i suposem que
té solucio, és a dir, que existeix a € Q, tal que a? = p. Calculant la norma a cada costat

de la igualtat, i aplicant les propietats d’aquesta tenim:
1
1 ésadir, |a,=—.

VP

Sabem per la definicié de norma | - |, en Q, que |a|, = lim;—, |ai|, = |an|p, on ay € Q.

|a\12) = ’p|p =p

Per tant, existeix ay € Q tal que |an|, = \7, contradient el fet que la norma | - |, en
p

Qp pren valors en pr U {0}. Aixi, el cos Q, no és algebraicament tancat per cap p i, en
particular hem demostrat que \/p ¢ Q, per tot primer p.

El cos dels reals tampoc és un cos algebraicament tancat pero afegint ’element ¢ =
v/—1 s’obté una extensié quadratica de R que és algebraicament tancada i a més, completa.
En el cos dels nombres p-adics, la construccié de la clausura algebraica déna lloc a una
extensid @p de grau infinit sobre Q i la norma p-adica en Q) s’estén de manera tnica a
Qp (també l'anotem | - |,). Aquest tltim cos, perd, no és un cos complet amb la norma
p-adica estesa. Completant @, s’obté un cos €2 que és algebraicament tancat i complet.
Aquest cos Q) el podem pensar com l’analeg de C en el cas p-adic. Podem trobar en [5],
capitol III, o bé en [2], capitol 5, la descripcié completa i detallada de la construccié del
cos €.

2.4.1 Lema de Hensel

Una eina molt important en ’estudi algebraic dels cossos p-adics és el Lema de Hensel,
el qual ens assegura, sota certes hipotesis, I'existencia d’una solucié en Z;, d’una equaci6
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polinomica f(X1,...,Xy) € Zp[X1, ..., Xp).

La idea és que ens permet construir una successio {x1, ¥2, ...} de punts en Zj; de Cauchy
i, com Qp és un espai complet, aquesta successi6 és convergent a un punt de Qj. Si z és
aquest limit, vegem per construccié que z € Zjy i verifica f(z) = 0. Aquest teorema es
troba enunciat amb diferents versions i en aquest treball el presentem com es fa en [8],
capitol II, seccié 2.2 Amelioration of aproximate solutions i on també s’hi pot consultar
la demostracié.

Lema 2.14. (de Hensel) Sigui f € Zp[X1,...,Xp], v = (x;) € (Zp,)™, j € {0,...,m} i
n € N, tal que se satisfa:

f(x) =0 (mod p") i ord, (;}g(@) = 0.
Aleshores, ezisteix y = (y;) € (Zp)™ tal que

of

fly) = 0(mod p"H) , ord, <8Y
J

(y)> =0 i y=x(modp").

En el cas particular n = 1 i una sola variable (m = 1), el Lema de Hensel ens diu que
donada una funcié f € Z,[X] i una solucié zo € Z, modul p tal que pt f'(zo). Aleshores
existeix z1 € Z;, que satisfa

f(z1) = 0(mod p?), z1 = xo(mod p) i pft f(z1).

Un exemple d’aplicacié del Lema de Hensel és en la construccié d’una successié de Cauchy
de nombres racionals que no convergeix a (Q amb la norma p-adica. Aquest fet 'hem deixat
indicat en la introduccié de 'apartat 2.3. Vegem-ho.

Proposicié 2.15. Q no és complet amb la norma p-adica | - |.
DEMOSTRACIO. Sigui p # 2. Escollim un nombre enter a lliure de quadrats tal que pta
i @ sigui un residu quadratic modul p. Aleshores I’equacié f(X) = X2 — a no té solucié

en Q perd existeix xg € Z tal que 22 = a (mod p) i p1 f'(x¢) = 2x¢. Pel Lema de Hensel,
existeix x1 tal que

f(z1) =0 (mod p?), x1 =z (mod p), i ptf'(z1).

Aleshores, podem tornar a aplicar aquest resultat sobre la nova solucié x1. Repetint el
y P p q P
procediment, obtenim una successié {xo, z1, 2, ...} de nombres racionals tals que:

f(zn) =0 (mod p"+1), T = xp_1 (Mmod ") i ptf(xn).

En conseqiiencia de la segona congruencia, la successio és de Cauchy, ja que

|Tni1 — xn’p < pi(n+1)-

Ara bé, la successi6 és convergent a v/a ¢ Q. En efecte, |22 — al, < p~ ™). Per tant, Q
amb la norma p-adica no és complet.

Pel cas p = 2, podem aplicar un argument analeg escollint f(X) = X3 —-3ixzy=3. O

Observem que, per la llei de reciprocitat quadratica, si p = 1 (mod 4) podem escollir
a = —1 i utilitzar f(X) = X? + 1 en la demostracié anterior. En particular, /—1 € Qp
per tot p = 1 (mod 4). Per exemple, si p = 5, podem aplicar el Lema de Hensel amb la
soluci6 inicial xg = 2 € Zj, ja que satisfa

f(2) =0(mod 5) i f'(wo) =279 =4 no és divisible per p.
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2.4.2 Nombres quadrats en Q

Vist aquests exemples d’equacions quadratiques i, enfocat en la continuacié d’aquest
treball, tancarem aquest capitol demostrant la caracteritzacié dels nombres quadrats en
Q- En tota aquesta seccid, suposarem a # 0 i p senar. El cas dels quadrats en Q5 el
veurem al final de la seccié.

Proposici6 2.16. Un element a € Q), és quadrat si, i només si, a = up" per algun n
parell i u € Z;, tal que u és quadrat modul p.

DEMOSTRACIO. Suposem a € Q,, quadrat. Aleshores a = b% per algun b € Qy, b=wvp™,
m € Z iv € Z,, i per tant,
b2 = 02p?™ = q,
on clarament v? és un residu quadratic a Fp.
Suposem que a = up®®, on u € Z,, és un quadrat a Zy. Aleshores, apliquem el Lema
de Hensel a I’equacié X2 —a = 0, ja que en efecte, existeix v tal que v2 = u (mod p), i v
verifica v? —a = 0 (mod p) i p 1 2v. O

Corol-lari 2.17. El subgrup Q;;Q d’elements quadrats de Qy és un subgrup obert de Q.

DEMOSTRACIO. Sigui x € Q;;Q. Volem veure que existeix € > 0, tal que Vy € Q) que
|z —y|, < €, es compleix y € Qf.

2 2n

Podem escriure z = p*™u? onn € Z i u € Zy, per tant |z], = p~
depeén univocament de x. Sigui e = e(x) = p~2" i siguiy € Qp tal que [z —yl, <e=p

Tenim

. Notem que n
7271_

—9 . _9

[zl =p~"" i |z —yl, <p™™
Per les propietats ultra-metriques vistes anteriorment, |y|, = p~2". Per tant, podem
escriure y = p*™v, on v és una unitat p-adica. Aixi, la desigualtat anterior la reescrivim:

2n(, 2 —2n, 2 -2
[z —ylp = [p™" (u” = v)|p = p~"|u” —vf, <p~".
Per tant, [u? —v|, < 1. Aixo implica v = u?(mod p). Es a dir, v és un quadrat en Ly,
Aleshores és clar que y € Q;';Q tal com voliem veure. O
Observacio 2.18. El producte de dos nombres quadrats qualssevol de Qy, i el producte
dos nombres no quadrats qualssevol en Qy és un quadrat a Q. Ara bé, el producte d’un
nombre quadrat amb un nombre no quadrat no és un quadrat a Q. Aixd, si fem el quocient
de Q, modul quadrats, Q;/ ;2, un conjunt de representants serda {1,u,p,up} on u & Q;Q.
Vegem ara, i per tancar la seccio, la caracteritzacié dels quadrats en Q5.

Proposicié 2.19. Sigui a € Q5. Una condicid suficient 1 necessaria perque a sigui un
quadrat en Qb és que a = u2"™, per n parell i u =1 (mod 8).
DEMOSTRACIO. Suposem a € Q4 quadrat. Aleshores a = b? per algun b € Q3, b = v2™,
m € Ziv € Zs Pertant, n=2miu=1v2=1 (mod 8).

La suficiencia es prova analogament que el cas p senar, en aquest cas aplicant el Lema
de Hensel en f(X)=X?+1in=3. O

Respecte el corol-lari on demostrem que, per p senar, el subgrup de nombres quadrats
Qf és un conjunt obert, pel cas p = 2 es demostra de forma similar.

Observacié 2.20. Si fem el quocient de Q% modul quadrats, Q3/Q32, un conjunt de
representants sera {1,3,5,7,2,3-2,5-2,7-2}.

18



3 Teorema de Hasse-Minkowski

Un cop vista la construccié dels cossos dels nombres p-adics, en aquest capitol enunci-
arem el Teorema de Hasse-Minkowski, resultat central d’aquest treball. Per posar aquest
resultat en context, descriurem primer algunes generalitats i exemples de la resolucié
d’equacions polinomiques sobre els racionals, especialment de coniques planes. També
introduirem el concepte de principi local-global per a qliestions diofantiques.

3.1 Punts racionals en coniques

Sigui C' una conica general no singular. Un canvi de variables adequat, transforma
la seva expressié en una del tipus f(X,Y) = aX? + bY? + c¢. D’una manera natural,
podem preguntar-nos si existeix sempre una solucié racional, i en cas afirmatiu si n’hi
ha infinites. Un metode que pot semblar correcte per trobar punts racionals en la conica
pot ser calcular la interseccié d’aquesta conica amb una recta racional, ja que podem
pensar que els punts de la interseccié tindran coordenades racionals. Pero en general aixo

no és cert. En efecte, si considerem el cercle X2 +Y? = 11ila recta X =Y, els punts

1
d’intersecci6 del cercle amb la diagonal satisfan 'equacié 2X2 = 1, és adir, v = +— ¢ Q.

V2

Ara bé, si partim d’un punt racional P = (xg,yo) en C, aleshores qualsevol recta R
amb coeficients racionals que passi per P talla la conica en un punt P’ racional, amb
P = P’ només si R és tagent a C' en P. Aix{, donat un punt racional de la conica, podem
determinar tota la resta de punts racionals a través de les coordenades d’aquest (i n’hi
haura infinits, un per cada recta que passa per P). En efecte, el sistema de 1’equacié de
la recta racional juntament amb ’equacié de la conica es redueix a un polinomi de segon
grau, una arrel del qual ja sabem que és racional (ja que és una de les coordenades de P),
i en conseqiiencia, l'altra arrel també ho sera. Vegem-ho.

Considerem el feix de rectes racionals que passen pel punt P = (xq, yo):

X=x91Y=sX4yy—szg, s€Q.

En primer lloc, si resolem I'equacié aX? + bY? 4+ ¢ = 0 quan X = x(, tenim:

/ 2
—C — ax

Per tant, si (xg,yo) és solucié racional de la conica, clarament, (zg, —yo) també és solucié
i racional.

En segon lloc, si Y = sX +y9—szg, aleshores a X2 +bY ?4-¢c = a X2 +b(s X +yo—sx0)%+c,
d’on resulta la seglient equacio:

(a4 bs?) X% + (2bsyo — 2bs%x0) X + (byg + bs*xg — 2bsyoxo + ¢) = 0.

Observem que si tenim AX?+ BX +C = 01 xg, z1 sén les arrels, aleshores zg+x; = %.

Per tant:
(2bsyo — 2bsxq)

a + bs?
—(2bsyo — 2bs%xq)
a + bs?

Tr = + o,

y=s( + x0) + Yo — Sxo.
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Com que s,%g, 0 € Q, aleshores z,y € Q sén solucié racional de la conica. Per tant,
coneixer un punt racional de C' ens permet tenir-los tots. De fet, aquesta idea consisteix
projectar tots els punts racionals (menys un) d’una conica sobre una recta afi, amb una
correspondeéncia d’un a un entre els punts racionals de la recta i els de conica. Aleshores,
donat qualsevol punt @) de la recta afi, la recta R entre P i () talla la conica en un tnic
punt P’, i viceversa.

Aquest raonament es recolza en l'existencia d’un punt racional en la conica. Aixi
doncs, la dificultat esta a determinar quan hi ha solucié racional i quan no.

3.2 Principi local-global per a formes quadratiques

Per atacar la qiiestié sobre ’existencia de punts racionals, observem el cas particular
de 'equacié quadratica
X?—aY?=0.

Tindra solucié racional si, i només si, a és un quadrat en Q. Per tant, cal determinar
quan a és un quadrat o no en Q, i el segiient resultat ens caracteritza aquesta condicié a
través de les completacions de Q.

Proposicié 3.1. Un nombre a € Q és quadrat si, © només si, a és un quadrat en R i en
Qp per tot primer p.

DEMOSTRACIO. Es immediat que si a € Q és un nombre quadrat aleshores, la seva imatge
en tots els Q, i en R també ho sera.

Suposem ara que a és un quadrat en Q,, per tot p, i en R. Vegem que aquesta condicié
és suficient perque a sigui un nombre racional quadrat.

Com a és un quadrat en R, necessariament a > 0. Per altra banda, podem descom-
pondre a com:
ordy, (a)
a=]Tp""",

pi

on p; # pj si i # j per un cert nombre finit de pls. Sabem per la caracteritzacié dels
quadrats en Q, vista en l’anterior capitol que ord,,(a) és un nombre parell per tot primer
p;. Aleshores, a també és un quadrat en Q. O

Per tant, podem determinar que 'equacié X2 — aY? = 0 té solucié en Q si, i només
si, X2 —aY? =0 té solucié en R i Qp, per tot primer p.

Veurem més endavant, en el capitol dedicat a formes quadratiques, que si I'expressié
X2 —aY? representa 0 en k, on k fa referencia a Q, R o Qp, per qualsevol nombre primer
p, aleshores X2 — aY? representa qualsevol element o € k, és a dir, X? — aY? = a té
solucié no trivial en k, per qualsevol @ € k. Aixi, I'equacié X% —aY? = o, o € Q, té
solucié en Q si, i només si, X2 — aY? = a té solucié en R i Q,, per tot primer p.

Aleshores, amb un canvi de variables adequat, aX?+bY?+c=0,0on a,b,c € Q, a # 0,
es pot expressar com X2 —b'Y? — ¢ = 0 per certs valors V', ¢ € Q. I per tant, es dedueix
que aX? +bY? + ¢ = 0 té solucié no trivial en Q si, i només si, té solucié en R i Qp, per
tot primer p. Aquests dos exemples presentats tenen la mateixa estructura d’enunciat:

Existeix solucié en QQ < existeix solucié R i Q,, per tot primer p.
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Aixi, amb els exemples anteriors, veiem que en alguns casos, resoldre un problema a Q
pot ser equivalent a la resolucié del problema als cossos R i @), per tot nombre primer p.
Aquesta idea la podem interpretar considerant els cossos @, i R com espais locals i Q com
espai global. L’existeéncia d’una arrel global implica ’existéncia d’una arrel local, per la
inclusié de Q en els espais locals. Ara bé, tenir una resposta satisfactoria d’un problema
localment no implica automaticament obtenir una resposta satisfactoria global. Aquest
principi local-global dependra del problema. Denotem per V' = {p : p primer } U {co}
i utilitzem la notacié Q,, v € V, per fer referencia a les completacions de Q, entenent
Qo = R. En la resta del treball se seguira aquesta notacié.

Aixi doncs, les equacions quadratiques de la forma
aX?4+bY? +¢=0,

constitueixen una familia d’equacions per a les quals es verifica el principi local-global.
Més en general, les expressions de la forma

n
f(X) = ZCL”XE +2- Zainin, on a;; € Q,

i=1 i<j

anomenades formes quadratiques (polinomis homogenis de grau 2) verifiquen el princpi
local-global amb un nombre arbitrari de variables. Aquest resultat, és el contingut del
Teorema de Hasse-Minkowski.

Teorema 3.2. (Hasse-Minkowski) Sigui f(X1, ..., Xn) una forma quadratica amb tots els
seus coeficients a Q. Una condicid suficient i necessaria perqué f(Xi,...,X,) = 0 tingui
solucié no trivial en Q és que f(X1,...,Xp) = 0 tingui solucio en R i en Q,, per tot
nombre primer p.

Tanmateix, traslladar la qiiestié de Q a R i Q,, per tot valor de p, no sembla una
simplificacié del problema: hi ha infinits espais QQ, i comprovar-ne 'existencia o no de
solucions en tots aquests no es presenta com una eina facil.

Ara bé, donada una forma quadratica racional, només cal comprovar 'existéncia de
solucions per un nombre finit de cossos Q. Aixo és conseqiiencia del Lema de Hensel, que
permet determinar que existeix solucié per quasi tots els Q,, i ens referim a I’expressié
“quasi tots”per indicar tots els primers p menys un nombre finit. Aixi, el problema de
treballar en infinits espais @, s’ha reduit a buscar solucions en un nombre finit de cossos.
Per il-lustrar aquest fet, vegem ’exemple per a les equacions

aX?4+bY?2+¢c=0,

introduides en la seccié anterior. Podem suposar, multiplicant pels enters adequats, que
a,b,c € Z. Aplicant el Lema de Hensel vegem que

fX,Y)=aX?+bY2+¢c=0

té soluci6 en Q, per tot p tal que p{ 2abc (i de fet, veurem que les solucions sén a Z,).

Aixi, per veure que f(X,Y) = aX? + bY? + ¢ = 0 té solucié en tots els cossos Qp,
nomsés caldra fer-ho per tots els valors de p tals que p | 2abe, és a dir, un conjunt finit
de valors. A més, veurem en el capitol dedicat a formes quadratiques, un teorema que
determina l'existéncia de solucions en QQ, per un p fixat.

21



Sigui doncs p tal que p  2abc. Notem que sota aquesta hipotesi, |al, = [b], = |¢|, =11
p > 2. Considerem la demostracié en tres passos: en el primer vegem que en F,, les formes
bY? + ¢ poden prendre %(p + 1) valors diferents. En el segon, que aX? +bY2 +¢ =0
(mod p) té soluci6 no trivial en IF]%. Finalment al tercer pas, i aplicant el Lema de Hensel,
veiem que existeix una solucié de aX? 4+ bY? +c¢ =0 en L.

Primer pas. En [Fp, la forma bY? + ¢ pren exactament %(p—k 1) valors diferents. Notem
que bY? i bY? + ¢ prendran el mateix nombre de valors diferents en F,. Per tant, és
suficient provar-ho per bY? i com b és un element invertible, bY2 i Y2 també prenen el
mateix nombre de valors difernets en IF,,. Per tant, només cal veure que Y2 pren %(p +1)
valors diferents en F,,. Considerem I’aplicacié:

o:F, —F,
y — .
Tenim ker(o) = {y : y* = 1} = {£1}, i en conseqiiencia Im(o) = F;/{£1}. Aleshores
#Im(o) = 5(p = 1).

pt1

Aix{ doncs, Y2 pot prendre %(p — 1) valors diferents més el valor 0, és a dir, , tal

com voliem veure.

Segon pas. Vegem que aX? +bY?2 4 ¢ = 0 té solucié modul p. Sia € Zipta, bY?+c
i —aX? prendran %(p + 1) valors diferents en F,. Com #F, = p, existeix almenys un
valor que és representat per bY? + ¢ i —aX?. Per tant, existeix (zo,y0) € (Fp)? tal que
azt +bys +c=0 (mod p).

Tercer pas. Volem veure que f(X,Y) = aX? + bY? + ¢ té solucié en Zy. Sabem que
existeix (7o, yo) € (Fp)? tal que axd + byt + ¢ =0. Es a dir, si f(X,Y) = aX?+bY? +c,
tenim

f(x0,y0) = 0(mod p).

Aleshores,
of of

e (%0, y0) = 2axq i o (z0,0) Y0

Si tinguéssim p | 2axg, p | 2byo, com p > 21 |a|, = |b], = 1, seria p | o i p | yo, i
aleshores, p | ¢, en contradiccié la hipotesi |¢|, = 1. Per tant, se satisfan les hipotesis
del Lema de Hensel i podem construir una successié de Cauchy {(zo,v0), (z1,%1), ...}
formada per solucions de f(X,Y) = 0 (mod p't!) tals que z;41 = z; (mod p't!) i
Yi+1 = y;i (mod p™1). Aleshores, (x,y) := lim; o0 { (%0, 0), (z1,91), ...} € (Zp)? és soluci6
de f(X,Y)=0.

L’objectiu del treball és la demostracié del Teorema de Hasse-Minkowski. En els
segiients dos capitols, es fara una introduccié a la teoria dels simbols de Hilbert i a la
teoria de formes quadratiques, ambdues enfocades als resultats més importants per a la
demostracié. Per tancar el capitol, vegem un apartat sobre el prinicipal contraexemple
del Teorema de Hasse-Minkowski en que relaxem la hipotesi d’estar sobre una forma
quadratica.

3.3 Principi local-global més enlla de les formes quadratiques

De forma natural, ens podem preguntar si en general, el fet de tenir solucions d’una
equacié polinomica racional en Q,, per tot v € V, és equivalent a tenir solucié en Q.
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Pero en general, no és cert que el principi local-global es verifiqui en qualsevol equacié
polinomica. Un exemple sén les equacions de grau superior a 2, en les quals no existeix
un analeg al Teorema de Hasse-Minkowski.

Un dels “contraexemples”més coneguts és I’anomenada ciibica de Selmer:
3X% +4Y3 +52° = 0.

Si bé és relativament facil comprovar que té solucions no trivials a R i també en Q,, per
a tot primer p (amb el lema Hensel), es pot demostrar, amb més dificultat, que no admet
cap solucié no trivial sobre Q. Es pot consultar la demostracié a ’article original de
Selmer [7] o bé en [1], capitol 18.

Sovint es pot plantejar el principi local-global per a qiiestions amb una perspectiva
més geometrica. Per exemple, siguin V, V'’ dues varietats algebraiques definides sobre Q
i, V4, Vo les varietats vistes sobre Q. Es cert que V, V' sén isomorfes sobre Q si, i només
si, V4,V sén isomorfes en Q,, per tot v € V? En general no. Es pot veure un exemple
a l'article [6], el qual utilitza I’equacié cibica de Selmer. Explicat breument, utilitza el
terme companyes d’una varietat V' sobre Q, per anomenar totes les varietats V' sobre Q
tals que totes les varietats locals V] sén isomorfes a V;,, sobre Q,, per tot v € V. Aleshores,
siV :3X3+4Y3 4523 =0, es pot demostrar que les seves companyes sén:

3X3 +4Y3 +523 =0,

12X3+Y34+52% =0,
15X3 44Y3 4+ 73 =0,
3X3 420V + 73 =0,
60X3 +Y34+ 23 =0.

I aquesta ultima per exemple, a diferencia de la original, té solucié no trivial en Q:
(0,1,—1). De fet és la tnica equacié de tot el llistat que admet solucié no trivial en Q, i
defineix per tant, una corba el-liptica sobre Q.
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4 Simbols de Hilbert

Per tractar les formes quadratiques, i precisament per determinar si tenen o no soluci-
ons locals, els simbols de Hilbert sén una eina molt important. En aquest capitol donarem
la definicio i les seves caracteristiques principals, aixi com el seu algoritme de calcul.

Recordem que hem definit al capitol anterior el conjunt V' = {p : p primer} U {oo}.
Per fer més lleugera la notacid, fixem un valor qualsevol v € V' i escrivim k per referir-nos
al cos Q,.

Definicié 4.1. Siguin a,b € k*, definim el simbol de Hilbert de a i b en k, i ho anotem
(a,b),, com:

e (a,b), =1 si Z? —aX? —bY? = 0 té solucié no trivial en k3.
e (a,b), = —1 en qualsevol altre cas.

Es clar que (a,b), no varia si multipliquem a i b per un nombre quadrat. Aixi, el
simbol de Hilbert defineix una aplicacio

E* k% x k¥ k"% — {£1}.

Proposicié 4.2. Siguin a,b € k*. Aleshores (a,b), =1 si, i només si, b € N(k(y/a)lk),
on N(k(y/a)|k) denota la imatge de k(\/a) en k per laplicacié norma.

DEMOSTRACIO. Si suposem b € N(k(y/a)|k) existeixen a, 8 € k tal que b = o — aB>.
Es a dir, b és la norma d’algun element « + 8v/a € k(y/a). Aleshores, Z? — aX? — bY?
representa 0 en (z,y,2) = (8,1, @) i per tant, (a,b), = 1.

Suposem ara que (a,b), = 1. Existeix (z,y, 2) # (0,0,0) tal que
22 —azx? —by? =0.

Siy=0,a= ;—2 és un quadrat i extensi6 k(y/a) = k. Per tant, b € N(k(\/a)) = N(k).

Lo . 2 2 o
Ara bé, si y # 0, aleshores b és de la forma ;—2 — “y%, és a dir, és la norma d’un element

Tt \/5§ € k(y/a). Per tant, b € N(k(y/a)) com voliem veure. O

En conseqiiencia de la definicié i la proposicié anterior, es demostra que el simbol de
Hilbert verifica les segiients propietats, on a, b, c € k* sén arbitraris i suposem 1 —a € k*
quan sigui necessari.

i) (a,b), = (b,a)y i (a,c?), = 1.

i) (a,—a)y =11 (a,1—a), =1.

iii) (a,b)y =1 = (ad’,b), = (a’,b),.

b
a,b), = (a, —ab), = (a, (1 — a)b),.

1v

) (
) (
) (
) (
La propietat (ii7) és un cas particular de la bilinealitat del simbol de Hilbert:

(aa’,b), = (a,b),(a’,b),.

La demostracié d’aquesta tltima propietat té més dificultat que la de les quatre propietats
anteriors, que amb la proposicié 4.2 és gairebé és suficient. Demostrarem primer un
algoritme per calcular el simbol de Hilbert i, es deduira d’aquest, la propietat de la
bilinealitat.
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4.1 Algoritme del calcul de (a,b),

El calcul del simbol en R és immediat. Siguin a,b € R,
(a,0)0c =1 si a>0 obé b>0,

(a,0)0o =—1 si a<0 i b<O.

En efecte, tot nombre real positiu és un nombre quadrat. Aixi, si a o b sén nombres reals
positius, per la propietat (7), (a,b)so = 1. Si a i b sé6n nombres reals negatius, tenim:

(avb)oo = (_1 : (_a)a -1 (_b))oo = (_17 _1)00 =-1,

ja que, —X? — Y2 — Z? = 0 només té solucié trivial en R i estem usant que —a, —b sén
nombres reals positius.

Existeix també un algoritme pel calcul del simbol de Hilbert en els cossos Q,. Dedi-
quem la resta de seccié a la demostracié de 'algoritme de (a,b), per qualsevol p primer
senar. En el cas p = 2, només enunciarem la férmula de calcul.

Observacié 4.3. El valor de (u,v), per tot primer senar p i u,v € Zy és 1.
DEMOSTRACIO. En lapartat de Principi local-global per a formes quadratiques, de I’an-

terior capitol, hem vist que si u,v € Z; (ie. |ul, = |v[, = 1) aleshores, l'equaci6
uX? +vY? — 1 = 0 té soluci6 en Z,. O

Notem que en aquesta demostracié del capitol 3 també se suposava p # 2.

v
Observaci6 4.4. Sigui p un nombre primer senar i v € Zy,. Aleshores (p,v)p = () ,
p

on <v> fa referéencia al simbol de Legendre amb la reduccid de v modul p.
p

DEMOSTRACIO. Veurem que (p,v), = 1 < v) = 1. Es clar que, com (p,v)p i (U)
p p

nomsés prenen valors en {£1}, aquesta condici6 és equivalent a I’enunciat de I’observacié.

Suposem (v) =1, és a dir, que v és un quadrat modul p. Per la propietat (i) del
simbol de Hilbgrt,
(p,v)p = 1.
Si suposem (p, v), = 1, aleshores I'equacié pX?2 + vY? — Z2 = 0 té soluci6 (zo, Yo, 20) no
trivial en Q. Sense perdua de generalitat podem suposar, multiplicant pels enters p-adics
adequats, que la soluci6 és a Z, i que p f yozo. Aleshores ’equacié reduida modul p és

2 _o
VYo — 20 :Oa

—\2
Zi v v
és a dir, v = (O> . Per tant, v és un quadrat modul p i en conseqiiéncia, () =10

Yo p
Proposicié 4.5. Sigui p un nombre primer senar i siguin a,b € Qj, erpressats a =
p'u, b=p'v, onr,s€Z iu,v € Ly Aleshores,

ormtears (3 (2
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DEMOSTRACIO. Notem que tenim (a,b), = (up”,vp®),. Per les propietats del simbol de
Hilbert només cal considerar els residus modul 2 de r i s, ja que el producte de nombres
quadrats no altera el valor del simbol de Hilbert. Aleshores, distingim tres casos:

e Suposem 7 = s = 0. Aleshores (a,b), = (u,v), = 1 per 'observaci6 4.3. I és clar
que la férmula de calcul en r = s = 0 també pren valor 1.

e Suposem r = 1is =0 (el casr =01is =1 es faria exactament igual). Tenim
(a,b), = (up,v),. Aleshores, per la propietat (iii) del simbol de Hilbert, (up,v), =
(p,v)p perque (u,v), = 1. Aleshores, aplicant I'observaci6 4.4, tenim:

(@b = ok = (1)

p

que és exactament el valor de l'algoritme en r =11 s = 0.

e Suposem ara r = s = 1. Tenim

(a,b)p = (up, vp)p.

Per la quarta propietat del simbol de Hilbert,

(up, pv)p = (up, —p*uv), = (up, —uv),.

Aleshores, aplicant el mateix raonament anterior, donat que (u, —uv), = 1, tenim
(up, —uv), = (p, —uv),. I per 'observacié 4.4,

o= () ()G - G) )

tal com voliem veure.

O

El cas p = 2, només l'enunciarem i es pot consultar una demostracié completa en [8],
capitol III, theorem 1.

Proposicié 4.6. Sigui p =2 i a,b € Q,, aleshores:

(a, b)2 = (_1)5(“)8(U)+Tw(y)+sw(u)

)

r—1 22-1 .
1 ——, respectivament.
b

on e(x) i w(x) denoten a la classe modul 2 de

Se segueix d’aquesta demostracié que el simbol de Hibert defineix una forma bilineal
no degenerada k*/k*? x k*/k*2 — {£1}. En efecte, és immediat comprovar la propietat
de bilinealitat. Per provar la no-degeneracié és suficient veure que per tot a € k*/k*?,
diferent de 1’element neutre, podem trobar b € k*/k*2, tal que (a,b), = —1.

4.2 Propietats del simbol de Hilbert sobre nombres racionals
Observem que donats dos elements a,b € Q*, podem considerar (a, b),, per tot v € V,

per la inclusié de Q en QQ,. Aleshores ens podem preguntar si donat un nombre racional a
i una familia de simbols €, € {£1}, per tot v € V', podem trobar un nombre racional b tal
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que (a,b), = &,. Demostrarem que sota certes hipotesis naturals, la resposta a aquesta
pregunta és afirmativa. Per fer-ho, demostrarem primer el Teorema de Hilbert, també
conegut com “‘férmula del producte”.

Amb la demostracié d’aquests dos resultats, finalitzarem aquest capitol.

Teorema 4.7. (de Hilbert) Si a,b € Q*, tenim (a,b), = 1 per quasi tots elsv € V i

[(b). =1

veV

Utilitzem el terme “quasi tots” per referir-nos a tots els valors de V menys un nombre
finit. En particular, se segueix del teorema que (a,b), = —1 per un nombre finit parell
de valors v € V.

DEMOSTRACIO. Per la bilinealitat del simbol de Hilbert, només fa falta comprovar el

teorema pels casos a = —1ib = —1,a = —11ib = {, per algun primer £, i a = ¢ i
b = /¢ per a dos primers diferents £, /. Cada cas es demostra aplicant I’algoritme de la
Proposici6 4.5 i la Proposicié 4.6. U

Observacié 4.8. En conseqiiéncia del Teorema de Hilbert, si demostrem que la forma
quadratica f(X,Y,Z) = aX?2+bY?2— Z? representa 0 en Q, per tots els valors de v menys
un, aleshores, f(X,Y,Z) = aX? 4+ bY? — Z? representa 0 en Q, per tots els valors de v.

Teorema 4.9. Sigui (a;)icr una familia finita d’elements de Q* i sigui (€;)icrvey una
familia de valors iguals a £1. Perqué existeizi x € Q* tal que (a;, ), = €;4 pertoti € I
i tot v €V, és suficient i necessari que es compleixi:

1. Quasi totes les €;, son iguals a 1.
2. Per tots els index i € I, [[,cy €ip = 1.

3. Per qualsevol v € V, existeix x, € Q} tal que (a;,Ty)y = €ip per tot i € 1.

DEMOSTRACIO. Demostrem la necessitat de les condicions. Vegem-ho primer pel cas
(a;) = a € Q*. Suposem que tenim una familia de simbols (g,) € {£1} i un valor z € Q*
tal que (a, ), = &,. Pel Teorema de Hilbert, (a,x), = 1 per quasi tots els valors de v € V'
i[[,ev(a,z), = 1. Per tant, les condicions (1) i (2) sén necessaries. Pel que fa la condici6
(3), és suficient pendre z,, com la imatge de ’element z en els espais Q,, per tot v € V.

En el cas general d’una familia finita d’elements racionals, (a;);c; € Q, les tres condi-
cions també seran necessaries, ja que s’han de complir els mateixos arguments per cada
1€ 1.

Suposem ara que se satisfan les tres condicions. Volem veure que existeix un nombre
racional x tal que (a;, ), = €;, per tot i € I itot v € V. Per fer-ho, vegem dos resultats
previs:

Lema 4.10. (Teorema d’aproximacié) Sigui S un subconjunt finit de V i considerem
laplicacio d’inclusio

Q=[] -

veS
Aleshores Im(Q) C [[,cq Qu €és densa.
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DEMOSTRACIO. Observem que si la imatge de Q en la inclusié Q < []g ., Qo és densa,
aleshores la imatge de Q en la inclusié Q — [[4Q, és també densa. Per tant, podem
suposar

S = {Oo7p1a 7pn}

Sigui (oo, X1, ..., Tn) € RXQp, X ... xQ,,. Volem veure que per qualsevol € > 0 i qualsevol
enter N > 0, existeix x € Q tal que:

|z — zoo| < €,
ordy, (x —x;) = N.

Multiplicant cada z; per I’enter p-adic adequat, podem suposar sense perdua de generalitat
que ; € ZLp,.

Recordatori. (Teorema xinés del residu.) Siguin ay, ...,an,m1, ..., my nombres enters
tals que els m;’s son coprimers dos a dos. Aleshores existeix un enter a tal que a =
a;(modm;) per qualsevol i.

Si apliquem el Teorema xines del residu per m; = pfv , aleshores existeix xg € 7Z tal
que vy, (xo — x;) = N per qualsevol i. Aleshores, observem que donat un nombre enter g,
el conjunt

{a/¢™ : a€Z i m >0},

és dens en R. Aleshores suposem ¢ primer tal que med(q,p;1---pn) = 1. Podem escollir
a€Zim e N tal que

a Ni <

hm—wm+6g-@r~ﬂﬂlxe

Aixi, x = 2o + upl - - p) € Q verifica 'enunciat. O

El segon resultat determina que en una progressié aritmetica de rad i terme inicial
coprimers, hi ha infinits nombres primers. Es un resultat molt important i la seva demos-
tracié requereix tecniques analitiques que s’escapen de 'objectiu d’aquest treball. Es pot
consultar la demostracié en [8], capitol VI, o bé [3], capitol 16.

Lema 4.11. (Teorema de Dirichlet). Si a ¢ m son enters coprimers > 1, aleshores el
congunt {a + Am : X € N} conté infinits nombres primers.

Aixi, tornant a la demostraci6 del teorema, sigui (&;,) una familia de valors de {£1}
que satisfa les condicions (1), (2) i (3) del teorema. Podem suposar multiplicant per enters
quadrats adequats, que la familia de nombres racionals (a;) sén enters sense perdua de
generalitat, i aquesta transformacié no modifica el valor del simbol de Hilbert.

Sigui S un subconjunt de V' contenint {co, 2} i tots els nombres primers que factoritzen
a;, per tot i € I, isigui T el conjunt de v € V' tals que existeix algun i € I que g;, = —1.
Es clar per les hipotesis que tant S com T s6n finits. Distingim dos casos: SNT =0 i

SNT # 0.
Primer cas. SNT = (. Definim:

a= II ¢ i m=8 II ¢

(€T, b0 €S, 12,00

Si SNT = () aleshores a i m sén coprimers i, pel Teorema de Dirichlet, existeix un
nombre primer p tal que p = a (mod m) que a més, podem suposar p ¢ SUT (ja que el
Teorema de Dirichlet ens assegura ’existencia d’infinits primers amb la condicié descrita).
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Prenem z = ap i vegem que z satisfa (a;, ), = €;, per tot i € I i v € V. Considerem
primer el cas v € S i després, el cas v ¢ S.

Siv e S, aleshores ¢;,, = 1, Vi € I. Aixi, només hem de comprovar que (a;,x), = 1.
El cas v = oo és immediat: (a;,x), = 1 perqué & > 0. Si v = £ per algun nombre primer
¢ € S, tenim x = a®(modm) perqué p=a (mod m) iz = ap.

En particular, z = a® (mod 8) i * = a® (mod f), per tant, z és un quadrat a Q} i

també és un quadrat a Q per la caracteritzaci6 dels quadrats en Q) vista en el capitol
de nombres p-adics. Aleshores, (a;,x), = 1 per tot v € S tal com voliem veure.

Siv ¢ S, iv =1/ aleshores sabem que ¢ # 2 i £ { a; per cap i. Per tant, a; és una
unitat f-adica per tot index ¢ € I. Per l'algoritme de calcul del simbol de Hilbert vist

anteriorment: dy(b)
a; \ °rde
(ai,b)r = (?) @

ja que, seguint la notacié de la proposicié 4.5, r = 01 s = ordy(b). Recordem que ¢ ¢ S
i seguim la demostracié distingint tres opcions: si ¢ ¢ T U {p}, si £ € T i finalment, si
{=np.

e Suposem ¢ ¢ T'U{p}. Tenim ¢;, = 1,Vi € I. Per altra banda, per la construcci6 de
a, = ap és una unitat f-adica i, per tant, ordy(x) = 0. Aleshores per ’equaci6 (2)
tenim (a;, ), = 1. Aixi, clarament se satisfa (a;, z)¢ = €; .

e Sil e T, aleshores vy(z) = 1. Per 'equacié (2), tenim: (a;, x), = (%)Ordl(@ =(%).

Per la condicié (3) del teorema, sabem que existeix z, € Qj per tot £ € T' tal que

ai)Osz(u)

(ai,l'g)g = <7 = €0, Vi e l.

Com que almenys un €; 4 val —1 perque ¢ € T, tenim que ordy(zy) = 1(mod 2). Sino
fos aixi, és a dir, si ordy(xy) fos un nombre parell, per 'equacié (2) tots els simbols
gi¢ valdrien +1, en contradiccié amb el fet que ¢ € T'. Per tant ords(x,) és senar,

és a dir, ordy(zy) = 1(mod?2). Per tant, (a;, z¢)¢ = (%)OW(W) = (%), i s'obté

@
(a,z)¢ = (j) = €iy,
com voliem veure.
e Finalment, el cas ¢ = p es dedueix del Teorema de Hilbert. Com que [[, oy (@i, )y =

1, tenim que
(aia x)p = H(aiax)v - H Eiv = Ei,pa
v#p v#p

on, en l'iltima igualtat, hem utilitzat la condicié (2) del teorema.
Segon cas. SNT # 0. Per resoldre aquest cas, reduim la situacié al cas anterior,

ja demostrat. Recordem que en la caracteritzacié dels quadrats en @, hem vist que el
subgrup Q;Q C Q}, és un conjunt obert. Aleshores, observem:

(1) [Tpes Q2 C T1,es Q és obert per la topologia producte.

(ii) Per a cada v € S, z, - (Q*)* C Q* és obert.
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(iii) Per (i) i (ii) tenim [[,cq 2o - (Q%)* C [1,cs Q% és obert.

Aleshores, per densitat (Lema 4.10) I'obert [ [, o ¢ 2 (Q*)? conté la imatge d’algun element
r’ € Q*. Aixi, per cada v € S tenim 2’ = z,¢2, on ¢, € Q%, i per tant, 2’ /z, és un quadrat
aQp,Vves.

Per les propietats del simbol de Hilbert, tenim que (a;, %)v = 11iper tant, (a;,2'xy), =
1. Aplicant la bilinealitat del simbol:

(ai7 x,)v = (aiymv)v = &,

on I'iltima igualtat és per les hipotesis de la demostracié.

Considerem la familia 7;, = €;, - (@i, 2'),. Es clar que (1;,) verifica les condicions

(1), (2) i (3) del teorema. En particular, n,; = 1 si v € S, ja que en aquest cas 7,; =

iv - (ai, @)y = 52271} = 1. Aleshores, respecte de la familia de valors (7;,) es compleix

T NS =0ipodem aplicar el cas anterior demostrat: existeix y € Q* tal que
(@isY)y =Niw, pertot i€l i veV.
Si x = 7'y, tenim:
(ais )y = (aiy 2" )o(ai, y)o = (@i, 2 )oniv = (ai, @)y (@i, @' )vip = €io-

De manera que queda demostrat el teorema.
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5 Formes quadratiques

Tot i la introduccié que s’ha fet al concepte de forma quadratica al llarg del treball,
en aquest capitol es vol recordar formalment la definici6 i demostrar alguns dels resultats
que faciliten la demostracié del Teorema de Hasse-Minkowski. Ja que volem traslladar
la qiiestié de les formes sobre Q als cossos locals Q, i R, veurem el concepte de formes
quadratiques sobre un cos k qualsevol de caracteristica diferent de 2 (que inclou Q,R i

Qp per tot primer p).

5.1 Definicid i primers resultats

Definicié 5.1. Anomenem forma quadratica de n variables sobre k a tota aplicacio f :
E — k, on E és un k-espai vectorial de dimensid finita n, tal que:

o f(ax)=a’f(x) pertota€k iz € E,

e la funcid (z,y) — f(x +y) — f(z) — f(y) és una forma bilineal.
Anomenem modul quadratic a la parella (E, f).

Pel fet que car(k) # 2, podem considerar:

1
vy =5 (flz+y) - flz) = fy)
per tot z,y € E. Es immediat veure que B(z,y) := x -y és una forma bilineal simeétrica
sobre E que verifica S(z,z) = f(x). Per tant, hi ha una relaci6 bijectiva entre les formes
quadratiques i les formes bilineals simetriques en E.

Definicié 5.2. Siguin f, f' dues formes quadratiques amb moduls quadratics (E, f) i
(E', f"). Diem que f, f’ son equivalents, i ho anotem f ~ f', si els seus moduls quadratics
son isomorfs, és a dir, si existeiz una aplicacid lineal ¢ : E — E' tal que f(x) = f'(¢(x))
per totx € E.

Notem que és necessari que les dimensions dels espais F i E’ coincideixin.

Donada una base (e;) de l'espai F, podem expressar la forma quadratica f en forma
matricial. Sigui 8 la forma bilineal associada a f en aquesta base, i A la matriu amb
coeficients a;; = (e; - e;). Aleshores

f(X) = XTAX,

on notem que A és una matriu de dimensié n X n i simetrica.

Si (e}) és una altra base de l'espai E i P és la matriu canvi de base entre (e;) i (€}), la
matriu A’ de la forma quadratica f en aquesta nova base és PAPT.

Aleshores, si dues formes quadratiques f i f’ definides per les matrius A i A’, sén
equivalents, existeix una matriu B invertible tal que A’ = BABT. Notem que un canvi
de base de I'espai E genera una forma quadratica equivalent a 1’original.

Obsevem que se satisfa det(A’) = det(A)-det(B)?. Per tant, si el determinant és no nul,
és un invariant en k* /k*2? de la classe d’equivaléncia d'una forma quadratica. L’anomenem
discriminant de la forma quadratica i anotem disc(f).

31



5.1.1 Ortogonalitat

Definicié 5.3. Diem que els elements x,y € E sén ortogonals si x -y = 0. Diem que H
és el conjunt ortogonal a H C E si per qualsevol x € HY, x -y =0 per tot y € H.

Notem que Ey, F2 sén conjunts ortogonals si By C ES i Ey C EY.

Anotem per E° I'espai ortogonal E. El rang d’una forma quadratica f sobre un espai
E és la codimensi6 de I'espai E°. Aleshores si E° = 0 diem que f és no degenerada.

En termes matricials, el rang d’una forma quadratica coincideix amb el rang de la
matriu que la defineix. Per tant, hi ha una relacié directa entre el discriminant d’una
forma quadratica i el rang: el rang sera maxim si, i només si, el discriminant és no nul, i
en aquest cas la matriu és no degenerada.

Aixi doncs, el rang és un invariant de les classes d’equivaléncia de les formes quadratiques.

Suposarem per la resta de capitol que treballem amb formes quadratiques no degene-
rades.

5.1.2 Representaciéo de nombres per formes quadratiques

Definicié 5.4. Diem que una forma quadratica f(X) representa a € k si existeix x € k",
x # 0, tal que f(x) = a. En particular, f representara 0 si, i només si, existeix un
element x € k™ no nul tal que f(x) = 0.

Proposicié 5.5. Si dues formes quadratiques f, f’ sén equivalents, aleshores f representa
0 si, i només si, ' representa 0.

DEMOSTRACIO. Suposem que f i f’, definides per les matrius A i A’, sén equivalents.
Aleshores existeix una matriu B tal que A = BTA'B. Si f(z) = 0, x # 0, aleshores
2T Ar = 2"BTA'B = yT A’y =0, on y = Bz i és un element no nul. Per tant, f’(y) = 0.
Analogament veiem que si f/(y) = 0 per algun element y no nul, aleshores existeix x # 0
tal que f(x) = 0. O

’

Anomenem isotrop a tot x € F tal que f(x) = 0. Diem que el subconjunt U de k™ és
isotrop si tots els seus elements ho sén, és a dir, si f(x) = 0 per tot z € U.

Un resultat important de tota aquesta teoria és el fet que si una forma quadratica
representa 0 en k aleshores, representa qualsevol element de k. El que queda de secci
esta dedicada a la demostracié d’aquest fet i les seves conseqiiencies.

Definicié 5.6. Anomenem pla hiperbolic a tot modul quadratic isomorf a (k?,f) que
tingui una base formada per dos elements x,y isotrops tals que x -y # 0.

1
Ty

De fet, multiplicant y per
respecte x,y sera:

podem suposar x -y = 1 i, en aquest cas, la matriu

0 1
A=
(1)
Observem que si un modul quadratic (", f) conté un element isotrop, aleshores existeix

un subconjunt U de k™ tal que conté z i és un pla hiperbolic. En efecte, sota la hipotesi
que n > 21 f no degenerada, existira z € k™ tal que x - z = 1. Aleshores, I’element

y=2z—(z-2)x
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és isotrop i x - y = 2. Per tant, U = (z,y) C k™ és un pla hiperbolic.

Proposicié 5.7. Sigui f una forma quadratica no degenerada tal que f(x) = 0 per algun
element x € k™ no nul. Aleshores, f representa qualsevol nombre racional.

DEMOSTRACIO. Per les hipotesis, existeix U C k™ tal que és un pla hiperbolic. Veurem
que f|y pot representar qualsevol element. Podem suposar que U esta generat per dos
elements isotrops xz,y tals que x - y = 1. Aleshores, per qualsevol a € k*,

fatgn=argnt (] )@t gn=a

O

Siguin ¢g(X1i, ..., Xn), h(X1, ..., X;n) dues formes quadratiques. Anotem per g + h a la
forma quadratica g(X7, ..., Xn) £ A(Xni1, s Xntm). Se seguirda aquesta notacié la resta
del treball.

Corol-lari 5.8. Siguin g i h dues formes quadratiques no degenerades i f = g — h.
Aleshores, les segiients propietats son equivalents:

1. f representa 0.
2. Ezxisteix un element a € k* tal que €s representat per g i per h.

3. Existeiz un element a € k* tal que les formes quadratiques g — aZ? i h — aZ?
representen (.

DEMOSTRACIO.

1)< 2):

Si f(x1,...,xy) = 0, aleshores g(z1, ..., x;) = h(xiy1, ..., Tp). Silelement a = g(z1,...,2;) =
h(zit1, ..., Ty) és diferent de 0, és clar que existeix a representat per g i h. Ara bé, sia =0,
en particular tenim que g representa 0 i, en conseqiiencia de la Proposicié 5.7, pot repre-

sentar qualsevol element no nul de k. Aixi g representa els elements no nuls que també
representa h.

L’altra implicacid és evident: si existeix un element a € k* tal que g(z1,..,z;) = a i
h(zit1, ..., Tn) = a, aleshores f(x1,...,xn) = g(x1, ..., ;) — h(@iyr1, ..., xn) = 0.

2) < 3):

Suposem que a € k* és representat per g i per h, és a dir, existeix (x1,...,z;) € k',
(Tit1y -y Tpn) € K"7" tal que g(x1,...,2;) = a = h(Tit1,...,2n). Aleshores, és immediat
veure que

q(X1,0, Xit1) = 9(X1, .., Xi) —aX2y
R (X1, ooy Xng1) = M Xig1, oo, Xn) — aX2
representen 0. En efecte, ¢'(z1, ..., 24, 1) = g(x1,...,x;) —a = 0 i analogament amb h'.

Ara suposem que g(X7i, ..., X;) — aZ? representa 0 en (x1,...,2;,2) i M(Xis1, ..., Xp) —
aZ? en (Ti41,...,Tn,2'). Si z = 0, és clar que g(x1,...,7;) representa 0 i en particular,
també representara a. Si z # 0, és facil veure que g(*}, ..., %%) representa a. Analogament
es veu per la forma quadratica h. O
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5.1.3 Diagonalitzacié de formes quadratiques

Tota matriu simetrica diagonalitza a través d’'una matriu ortogonal: si A és simetrica,
existeix una matriu invertible B tal que BABT = A’ és una matriu diagonal. En termes
d’espais vectorials, aquesta matriu B és una matriu canvi de base de A a una base
d’elements ortogonals A’. Per tant, es dedueix el segiient resultat.

Teorema 5.9. Sigui f una forma quadratica de rang n. Aleshores existeizen a;, per
i=1,..,n, tals que f ~ a1 X? + ... + ann X2.

En conseqiieéncia, podem definir el rang d’una forma quadratica f com el nombre de
coeficients a;; no nuls, on f ~ a11X12+...+a7mX,2” i el discriminant és disc(f) = ai1 - ann

5.2 Formes quadratiques en Q, i R

Fixem un valor qualsevol v € V' i escrivim k per referir-nos al cos Q,.

Sigui (k", f) un modul quadratic de rang n i f ~ a11X? + ... + @ X2, on az = €; - €;
per alguna base ortogonal (e) de k™. Definim

ey(e) = H(aii;ajj)v € {£1}.
1<J

Teorema 5.10. El valor €(e) no depén de la base ortogonal (e;) escollida.

DEMOSTRACIO. Vegem-ho per induccié en el nombre de variables n.

Suposem n = 2. El valor £(e) = 1 si, i només si, Z2 — a1 X? — aaY? = 0 té solucié. 1
aquesta tltima condicié és equivalent al fet que la forma a1 X? + a2Y? representi 1, pel
corol-lari 5.8. Es a dir, que existeixi (z,y) € k% tal que f(x,y) =1, i aixd no depen de la
base escollida.

Suposem n > 3. Veurem la demostracié en dos passos. Primer, veurem que si dues ba-
ses ortogonals (e;) 1 (€}) tenen un element en comd, es verifica £(e) = £(€’). Demostrarem
en segon lloc que donades dues bases qualssevol, (e;) i (e}), podem construir una successié
de bases ortogonals que comenca amb (e;) 1 acaba amb (e}) tal que tots els termes tenen
un element en comu amb el segiient.

Suposem dues bases ortogonals (e;) i (e;) que tenen un element en comi. Permutar
Pordre dels elements de la base no altera el valor de £(e) ni e(€’), per tant, podem suposar
sense perdua de generalitat que e; = €.

Aplicant la propietat de bilinealitat del simbol de Hilbert, tenim que:
[1(ai aj)0 = (a1, a2)0(ar, as)y -~ (a1, an)o [] (airas)e = (a1, 003 an)s [ (@i ;).
i<j 2<i<j 2<i<j

Analogament,

H(a;,a;)v = (a1, ayay - - ay ) H (a;,a;)v.

i<j 25y
Pel fet que e; = €} i que el discriminant és un invariant en les classes d’equivaléncia en
k*/E*, només ens cal veure que

H (aivaj)v = H (a;,a;)v,

2<i<j 2<i<j
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que es verifica per hipotesi d’induccié.

Vegem ara que, donades dues bases ortogonals (e;), (e;) podem construir una successié
de bases ortogonals e(® e .. €™ tal que el®) = (g;),el™ = (€}) i cada terme amb el
segiient tenen un element en comi. Es dir, per qualsevol i € {1,...,m} existeix j,j tal
que
(i) _ (lit1),

€j =€

Ho demostrarem per casos:

e Suposem (e; - e1)(e] - €}) — (e1-€})? # 0, és a dir que, e; i €} no sén proporcionals,
i el pla que generen, P = (e1, e}) = Ae; + Ae) és no degenerat. Podem expressar P
com una suma de components ortogonals: existeixen 9, e} tals que:

P=Xe1®Aes i P=\ej ®Neh.

Sigui H el complement ortogonal de P, de manera que £ = H & P. Aleshores H té
rang n — 2 i podem suposar que (€4, ...,e)) és una base de H. D’aquesta manera,

ey €
podem considerar la successié:

(ei) - (617€2a€g7 y 6//) — (6376/276{3/7' e”) - (6,)

5 Cn s Cn i

e Si(e1-e1)(eh-eh) — (e1-eh)? # 0, aleshores fem el mateix raonament canviant e}
per €.

e Suposem (e1 - e1)(e; - el) — (e1 - el)? = 0, per i = 1,2. Aleshores, o bé e; i €| sén

proporcionals, o bé el pla P = (eq,€}) = Ae; + Ae és degenerat, i analogament si
i = 2. Observem que, com (€})1<i<n és una base, no és possible que a la vegada e;
sigui proporcional a €} i €.

Vegem que existeix un element a € k, tal que e, = €/ +ae}, no és isdtrop i genera amb
'element e; un pla no degenerat. Tenim e, - e, = (€] +aeh)? = (€] - €}) + a®(eh - €b),
ja que €], e} sén ortogonals per hipotesi. Aleshores, per tal que e, sigui un element
no isotrop, cal que

Una condicié necessaria i suficient perque e, e, generin un pla no degenerat, és

(e1-e1)(ea-ea) = (e1-€a)? # 0.
Si desenvolupem, tenint en compte que els elements €] i €}, sén ortgonals, tenim:
(e1-e1) ((ef - 1) +a’(ey - e3)) — (en(e] +aeh))® =
—(er-en) (€} - €}) +a2(eb - €h) — ((ex - €4)? + a(er - h)? + 2a(en - ¢} )(ex - ) =
= —2a(ey - €})(e1 - €)

Ja que, (e1-e1)(€;-el) —(e1-€l)?2 =0, peri=1,2.

Notem que (e;-€¢))(e1-€5) # 0. En efecte, si (e1-€}) = 0, aleshores per la hipotesi del
tercer cas, o bé (e1-e1) =00 bé (€} -€}) = 01 ambdues igualtats sén contradiccions
pel fet que e i €] no son elements isotrops. Analogament fem per i = 2.
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Per tant, per qualsevol a € k tal que

&#M ia#0

(¢5 - ¢5)

I'element e, = €} +ae, € E és no isotrop i genera un pla no degenerat amb ’element
e1. En conseqiiéncia, podem aplicar el raonament fet al primer cas.

O
En definitiva tenim que donada una forma quadratica f tal que f ~ a1 X7 +...+a, X2,
rang(f) =n
d(fy=a-...-ap, en k*/k*?
e(f) =[] (@i ;)

1<J

sén invariants de la seva classe d’equivalencia en k*.

5.2.1 Representaciéo de nombres p-adics i nombres reals

Aquesta dltima seccié veurem la demostracié d’un teorema que enuncia quines condi-
cions sén necessaries i suficients perque una forma quadratica representi qualsevol nombre
p-adic o real. Aixi doncs, aquest teorema ens proporciona una caracteritzacié d’existencia
solucions en Q,,, per un valor v fixat.

Teorema 5.11. Sigui f una forma quadratica, de rang n < 4, d = d(f) i € = &,(f).
Perque f representi 0 en k és suficient i necessari que:

e sin=2,d=—1ak*/k*?
o sin=23, (—1,—d), =¢cy;

esin=4,0béd#1o0béd=11ieg,=(—1,—1),.

Les condicions per a rang n de representacié de 0 en el teorema indueixen a la repre-
sentacié d’un nombre en les rang n — 1. En efecte, si a € k*/k*?, la forma quadratica
fa = f — aZ? representard 0 si, i només si, f representa a. Aleshores, fent servir que

rang(fa) = rang(f) +1, d(fa) = —ad(f) i ey(fa) = (—a,d)v - &u(f),
es dedueix el segiient corol-lari.
Corol-lari 5.12. La forma f de rang n < 4 representa a € k* /k*? si, i només si,
e Sin=1ia=4d;
o Sin=21i(a,—d), =ey;

e Sin=30béa#—-dobéa=—-di(—1,—d), =¢y;

Es demostrara el teorema per casos i s’utilitzara aquest corol-lari amb els casos que ja
s’hagin demostrat.

DEMOSTRACIO.
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e Sin =2, f representa 0 < —aq/az és un nombre quadrat. Ara, a k*/k*?, —ayi/as =
—ajas = —d, i.e f representa 0 < d = —1 a k*/k*2 .

e Sin =3, f representa 0 si, i només si, la forma
2 2 2
—a3f ~ —a3a1X1 — a3a2X2 — X3

també. Aixi, aplicant la definicié del simbol de Hilbert, I"iltima forma representa 0
si, 1 només si, (—agar, —azaz), = 1. Si desenvolupem la part esquerra de la igualtat
aplicant les propietats del simbol: (s’ha obviat el subindex v del simbol de Hilbert
per facilitar la lectura)

(—CL3a1, —a3a2) = (—a3, —CL3G2)(CL1, —agag) =

(—as, —az)(—as, a2)(a1, —as)(a1, az) =

(=1, —as)(as, —as)(—1,az)(as, az2)(a1, —=1)(a1, as)(a1, az2) =

(=1, =1)(—=1, a3)(as, —1)(as, a3)(—1, az)(as, az)(a1, —1)(a1, as)(a1, az) =

(=1, —1)(as, a3)(—1, az)(as, az)(a1, —1)(a1, as)(a1, az)

En particular, per la propietat (iv) dels simbols de Hilbert tenim:
(a37a3) = (a?n —a%) = (a3’ai23)(a37 _1) = (a?w _1)’

i, podem reescriure:
1,—1)(a3,a3)(—1,a2)(as, a2)(a1, —1)(a1,a3)(a1, az) =
1,—1)(=1,a3)(—1,a2)(—1,a1)(a1,a3)(a1,az)(az,as) =
1, =1)(—1,a3a2)(—1,a1)(a1, as)(a1, az)(az, az) =

1, ) -1 alagag)(al,ag)(al,ag)(ag,ag) =
1
1, —

A/_\,_\/_\

, —ayaza3)(a1, a3)(a1, az)(az, az) =
,—d(f)) €

per tant, f representa 0 si, i nomsés si, (—1,—d(f)) =e.

(=
(=
(=
(=
(=
(=
I

e Si n = 4, aleshores podem expressar f(X) = a1X? + as X3 — (—a3X3 — ayX3) =
g(X)—h(X). Pel Corol-lari 5.8, f representa 0 en k si, i només si, existeix » € k*/k*?
tal que és representat per g(X) i h(X) i, pel Corol-lari 5.12, aquest element x verifica:

(x,—aia2), = (a1,a2)y i (x,—agas)=(—as, —aq),.

Siguin A C k*/k*? el subconjunt d’elements = que satisfan la primera igualtat i B
el subconjunt analeg per la segona igualtat. Es clar que ambdds sén subconjunts
no buits: a; pertany a A i —as a B, per les propietats del simbol de Hilbert. La
demostracié es redueix a veure que AN B # (). Pel lema 5.15 (i) que demostrem
més endavant, aquest fet és equivalent a que no es verifiqui
ajag = azay 7 (al,aQ)v = —(—ag, —a4)v.

La primera igualtat implica d = 1. Per tant, si d # 1 és clar que f representa 0. Si
es compleix d = 1, tenim (ovbiant el subindex v del simbol de Hilbert)

ep = (a1,a2)(a1,a3)(a1, as)(az, a3)(az, as)(as, as) =

(a1,a2)(a1, azas)(az, azas)(as, as) = (a1, a2)(a1a2, azas)(as, as) =
(a1, az2)(azaq, azas)(as, as) = (a1, az)(azas, —(a3a4)2)(a3,a4) =
(a1, a2)(—1,azas)(as, as) = (a1, a2)(—1, —1)(—as, as).

Per tant, cal ¢, = —(—1, —1),, tal com enuncia el teorema que volem desmotrar.
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O

Hi ha un dltim resultat que caracteritza que tota forma quadratica de 5 variables (o
més) sempre té solucié en Q,. Notem que separem aquest cas dels anteriors perque aquest
resultat no és cert en R.

Teorema 5.13. Una condicid suficient perqué una forma quadratica f representi 0 en
Qp és que rang(f) =n > 5.

Previ a la demostracié d’aquest teorema, vegem que amb el mateix raonament que pel
corol-lari anterior, obtenim el segiient resultat:

Corol-lari 5.14. La forma f representa a € Q;;/Q;‘,Q sirang(f)=n > 4.

DEMOSTRACIO. (del teorema 5.13) Pel cas n > 5 és suficient demostrar per n = 5. Pel
lema 5.15 (ii), una forma de rang 2 representa almenys 2 o 4 elements en k*/k*2, segons
si p és primer senar o p = 2, i en conseqiiencia també les de rang > 2. Existeix doncs,
a € k*/k*? tal que a # d i és representat per f. Per tant, podem expressar f = aX? + g,
on g és una forma de rang 4 i discriminant d(f)/a # 1. Aplicant el cas n = 4 demostrat
anteriorment, tenim que g representa 0, i conseqiientment, f també. (]

El segiient lema esta definit per £ = Q,, és a dir, k no representa en cap cas el cos dels
nombres reals. Aquest cas el comentem al final.

Lema 5.15. (i) Sia € k*/k*? i e = £1, anotem per H: el conjunt de x € k*/k*? tal
que (a,x), = €.
Sia=1, H' té exactament 4 elements sip #2 i 8 elements sip=21i, H; ! = .

Sia#1, H té exactament 2 elements si p # 2 i 4 elements si p = 2.
(ii) Siguin a,a’ € k*/k*? i e & € {£1}. Si HS i HS, son conjunts no buits, aleshores

/ .
H.NH, =0&a=d i e=—¢.

DEMOSTRACIO. (i) Si a és un quadrat, per qualsevol € k*/k*? es verifica (z,a), = 1.
Per tant, #H} = #k*/k*?, i en la caracteritzaci dels nombres quadrats en @, vista en
el capitol de Nombres p-adics, hem vist que #k*/k*2 és 4 si p # 21 8 si p = 2. Pel mateix
motiu, H, ! = 0.

Suposem que a no és un quadrat i considerem ’aplicacié
k* k% — {£1}

b (a,b)p.

Com que el simbol de Hilbert és no degenerat, ’aplicacié és exhaustiva. Aleshores, el
nucli de I'aplicacié, H}, és un subgrup d’index 2 en el cas p # 2 i un subgrup d’index 4
en el cas p = 2.

El conjunt H; ! és el complementari de H}, aleshores, si p # 2, #H,! =4 -2 =21
sip=2 #H, 1 =8—-4=4.

(74) Suposem H{ i Hj‘;,, s6n no buits i disjunts. Aleshores, pel resultat anterior, almenys
tenen 2 o 4 elements segons si p és senar o p = 2. Observem que:
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e Si sén disjunts, els elements d’un conjunt sén complementaris amb ’altre, per tant,
Hi=H,® i H;® = H,.

a a

e lc Hile HL ipertant, H N H}, # 0.

Aleshores, en conseqiiencia d’aquestes dues observacions, sabem que H} = H 3,. Per tant,
per tot x € k*/k*2, es verifica (7, a), = (x,a’),. Com el stmbol de Hilbert és no degenerat,
tenim a = o’ i conseqiientment € = —¢’ per la primera observacio.

Per ultim, suposem que a = a’ i e = —¢’. Aleshores tenim:
€ —&’ —&’
HE=H; = H7,

per tant, HZ i Hg,/ sén disjunts. O

Pel cas real, és immediat el resultat analeg ja que el simbol de Hilbert també és no
degenerat en R. En efecte, en R*/R*2, hi ha dos elements. Seguint la mateixa notacio,
#Hl1 =21 #Hl_l = (), i, analogament, #Hl1 =1i #H:ll = 1. Aleshores, amb un
raonament similar se segueix exactament l’enunciat (i).
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6 Demostracidé del Teorema de Hasse-Minskowski

En aquest capitol es fa la demostracié del Teorema de Hasse-Minkowski, introduit al
capitol 3.

Teorema 6.1. (Hasse-Minkowski) Sigui f(X1,..., X,) una forma quadratica de rang n
amb tots els seus coeficients a Q. Una condicid suficient i necessaria perqué f(Xi,..., X,) =
0 tingui solucié no trivial en Q és que f(X1,...,Xy) = 0 tingui solucid no trivial en R i
en Qp, per tot nombre primer p.

Ja hem vist que hi ha una implicacié que és molt clara: si f representa 0 en QQ, aleshores
f representa 0 en R i també representa 0 en @, per tot nombre primer p. Falta veure
I’altra implicacio.

Sabem que podem suposar que la forma quadratica f de la hipotesi és una forma
quadratica diagonal i cosniderarem 5 casos segons el valor del rang n. Farem per separat
els casos n = 1,2,3 1 4 i, finalment, el cas n > 5.

Cas n = 1. El teorema és trivial ja que aX? no representa 0 en cap cos.

Cas n = 2. Aquest cas I’hem vist en el capitol 3 a través de la caracteritzacié dels
quadrats en Q. Recordem que la idea és que tenim f(X,Y) = aX? +bY?2, on a,b € Q*.

Podem considerar ¢ = X 2+§Y2 i és clar que les condicions f representa 0 i g representa

0 sén equivalents. Aleshores, pel cas n = 2, podem suposar que la nostra forma quadratica
f és de la forma X2 —aY? on a € Q*.

Per hipotesi f representa 0 en R i per tant, necessariament tenim a > 0. Per altra
banda, tenim que a és un quadrat en cada Q,. Per tant, a és un nombre quadrat a Q,
condicié suficient i necessaria perque f representi 0 en Q.

Cas n = 3. Aquest cas en particular és el Teorema de Legendre. Considerem la forma
quadratica
f(X,Y,Z) = aX?+bY? + cZ*

on a,b, c € Q*.

Sig=X?+ gYZ +<Z 2 les condicions f representa 0 i ¢ representa 0 sén equivalents.
Podem multiplicar ¢ per un nombre enter quadrat adequat de manera que tingui tots els
coeficients a Z i és igualment equivalent a f. Per tant, per a n = 3 podem suposar que
tenim una forma quadratica de la forma

f(X,Y,Z2) = 2% — aX? - bY?
on:
(1) a,beZia-b#0.
(2) |a| < 10| (ja que es pot intercanviar el rol de X i Y).

(3) a,b sén lliure de quadrats.

Farem induccié sobre m := |a| 4 [b|. Per (1), el cas inicial és m = 2. I per tant, tenim:
a=+1ib==1.

Com f representa 0 en R no és possible que a = —1ib= —1 perque X?+Y?24+22 =0
no té solucions no trivials a R. La resta de casos sén evidents que representen 0 en Q:
X2 Y24+ 7%i -X?+Y?+ Z? representen 0 en (1,1,0) i —X2 - Y2+ Z?en (0,1,1).
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Ara suposem m > 2. Per (1) i (2) tenim que |b| > 2, i per (3) podem escriure b de la
forma:
b=]]»:
i

amb p; primers tots diferents. Sigui p = p; per algun index i, aleshores observem que a
és un residu quadratic modul p. Si p | a és clar que a és un residu quadratic modul p.

Suposem doncs, que p t a. Per hipotesi existeix (z,y, z) € Qg, (z,y,2) # (0,0,0), tal que

2?2 — ax? — by?> = 0. Definim:

h := inf{ord,z, ordyy, ord,z}.

h

Aleshores (g, yo, 20) = (p~ "z, p "y, p™"2) € Zg verfica

—2h (2 2 2
f($07y0>Z0) =Dp (Z —azr _by ) :07
i almenys una de les coordeandes xg, g 0 29 és una unitat p-adica.

Com que p | b, se segueix que 28 — az? = 0 (mod p). Sip | z¢, cal que p | 2o també i,
per tant, p? | byg. Ara bé, si b és lliure de quadrats, p | yo 1 aix0o és una contradiccié amb
el fet que almenys una de les coordeandes és una unitat p-adica.

Podem repetir 'argument per tot p | b, i tenim que a és residu quadratic modul p, per
tot primer p divisor de b. Aleshores, a és residu quadratric modul b i podem escriure

t* =a+bv,
suposant [t| < @, amb un sistema adequat de representants de les classes laterals mod p.

Aleshores, bb' = t? — a és la norma de 'element t + /a € (k(y/a)|k), on k = Q,, per
tot v € V. I f representa 0 en k si, i només si, ¢ = Z? — aX? — b'Y? representa 0 en k.
En efecte, aplicant la proposici6 4.2 i el fet que N(k(y/a)|k) té estructura de grup:

frepresenta 0 en k < (a,b), =1 < b e N(k(Va)lk) &
b € N(k(va)lk) < (a,b), =1 < q representa 0 en k.

Aleshores, com

6]

b| = i
bl = .

t? —
ba +1 < |b],

<5419 <

perque estem sota les hipotesis que |b| > 21 |t| < ‘%, podem escriure
b/ — b//u2
de manera que b” sigui lliure de quadrats.

Les formes quadratiques Z2 — aX? —b'Y? i Z2 — aX? — b"Y? sén equivalents i, en
particular, aquesta dltima verifica:

lal + [6"| < |al +[b].

Per hipotesi d’induccié, Z? — aX? — 'Y ? representa 0 en Q i conseqiientment, f també,
tal com voliem demostrar.

Cas n = 4. Considerem

f(X1, X2, X3, Xy4) = aXi +bX5 — (X3 +dX]).
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Per hipotesi, f representa 0 en qualsevol Q,, per tot v € V. Aleshores, pel corol-lari 5.8,
existeix x,, € Q} tal que és representat per

aX? +bXy i X3 +dX;.
Ara bé, I'existencia d’aquest element x, és equivalent a dir que
(xy, —ab)y, = (a, b)y,
(Ty, —cd)y = (¢, d)y,

pel cas n = 2 del corollari 5.12, que podiem aplicar tant a Q,, per tot primer p, com
a R. En efecte, seguint la notacié d’aquest corol-lari, I’element que es representa és x,,

d(g) = —abid(h) = —cd, iey(g) = (a,b)y i ey(h) = (¢,d)y.

Aleshores, ara podem aplicar el teorema, d’existéncia de nombres racionals donada una
familia de simbols de Hilbert, el teorema 4.9. En efecte, tenim una familia de dos elements
racionals {—ab, —cd} C Q* i una familia de simbols de Hilbert (—ab, z,)y,(—cd, y,), per
qualsevol v € V. Observem que:

o Es satisfa que [] ¢y (—ab,z,), = 1 perque per hipotesi, (—ab,z,), = (a,b), on
a,b € Q% i per tant, pel Teorema de Hilbert, [], . (a,b), = 1. analogament,
[Loey(—cd, zy) = 1.

e Es immediat aleshores que quasi tots els stmbols (—ab, z,)y, (—cd, x,), s6n iguals a
1.

e Per tot v, (—ab,zy), = (a,b)y, (—cd, x)y = (¢,d)y, per construccio.

Es compleixen doncs, totes les hipotesis i per tant, existeix un element x € Q* tal que
(x,—ab), = (x4, —ab), = (a,b)y, 1 (z,—cd)y = (x4, —cd)y = (¢, d)y,

per qualsevol v € V.

Tornant a aplicar el corol-lari 5.12, aquestes igualtats sén equivalents al fet que a X? +
bX3 i cX?+dX3 representen z en Q,. Per tant, aX? +bX3 —2X2 i cX?+dX3 —2X3
representen zero en Q,.

Aquestes dues formes quadratiques sén de rang 3 i representen 0 en Q,. Per tant, pel

cas n = 3 demostrat anteriorment, sabem que també representen 0 en Q. Conseqiient-
ment, z és representat per aX? + bX22 icX?+ dX22 en Q, i per tant,

f=aX?+bX3 — (cX?+dX3)

representa 0 en Q, tal i com voliem demostrar.

Casn > 5. Finalitzem la demostracié fent induccié sobre n. Considerem f (X7, ..., X,)
de la forma:
f =h-— g,
on h = ale2 + a2X22 ig= —(a3X§ + o an X2).
Per hipotesi, f representa 0 en Q, per qualsevol v € V. En conseqiiéncia, existeix a, €
Q; tal que és representat per h i g en Qy, és a dir, existeix (z},25,...,z5_1,zb) € (Qu)"
tal que:



Definim el subjconjunt S C V' com el conjunt que conté {2, 0o} i tots els nombres primers
p tals que p | a; per alguna ¢ € {3,...,n}. Es clar que S és un subconjunt finit. Suposem
veS.

Recordatori 6.2. Hem vist en els capitols anteriors:

(i) (Q:)2 C QF és obert, i per tant, a, - (Q}2) C QF és subgrup obert també.
(i) Per qualsevol conjunt finit S C {p: pprimer} U {occ} tenim que:
i: Q* — H Q;kn T— (iv(w))U657
veS

on iy(x) €s la imatge de x en Q,, té imatge densa.

Si anotem h,, a la forma quadratica h definida en Q, x Q,, és a dir,
hy : Qp x Qy — Qy
(lﬂljvwg) — hv(lﬂl)?xg) = Ay

Aleshores, h;!(a,-(Q*?)) és un obert en Q, x Q,. I com el producte de Q x Q — Q, x Q,
té imatge densa,

Im(Q x Q) N hy ' (av - (Q)) # 0.
En conseqiiéncia, existeixen x1,z2 € Q tals que a = h(z1,22) i a - a, € Q2

Considerem la forma
f1 =aZ 2 _ g.
Veurem que g representa ’element a en Q,, ja que aleshores, fi representa 0 en Q, i com

té una unitat menys de rang, podem aplicar la hipotesi d’induccié.

Sota la hipotesi v € S, g representa a, en Q, i també representa a perque a - a, € Q2.
I per tant, fi representa 0 en Q,.

Siv ¢ S, aleshores els coeficients —as, ..., —a,, s6n unitats v-adiques, per tant, disc(g) =
(—as)---(—ap) també pertany a Z}. A més, com v # 2, 00, l'invariant
51}(9) =1,

per Palgoritme de calcul del simbol de Hilbert.

Notem doncs, que si n = 5, la forma g té exactament 3 variables i verifica que:
e 0béa#—d
e 0bé, a=—di(—1,—d(g)), =1 per 'observaci6 4.3 i per tant,

(=1, =d(9))v = €v(9)-

Per tant, pel corol-lari 5.12, g representa a. Si n > 5, aleshores g té 4 variables o més
i pel mateix corol-lari, g representa a. En equalsevol cas, es compleixen les condicions
suficients i necessaries perque f1 representi 0 en Q,. Com que el rang de f; és n — 1, per
hipotesi d’induccié, fi; representa 0 en Q. Conseqiientment, g representa a en Q, i per
tant, h i g representen el mateix element a en Q. Tenim doncs que f = h — g representa
0 en Q.

D’aquesta manera, queda completada la demostracié del Teorema de Hasse-Minkowski,
segon i ultim objectiu proposat del treball.
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7 Comentaris finals

Per tancar el treball, volem esmentar dues conseqiiencies immediates del Teorema de
Hasse-Minkowski, aixi com dos resultats classics relacionats. Amb aquests dos exemples,
es vol destacar la importancia dels capitols 4 i 5, no només pels resultats presentats com
a eines de la demostracié del Teorema de Hasse-Minkowski, sind també com a resultats
essencials per l'aplicacié d’aquest en problemes.

Hem demostrat al cinque capitol que una condicié suficient i necessaria perque la forma
quadratica f representi a en k és que la forma f — aZ? representi 0 en k, on k era un
cos de caracteristica diferent de 2 (que inclou Q,R i Q, per tot primer p). Aleshores es
dedueix que una forma quadratica f representa a € Q si, i només si, f representa a en
Q. Per tant, el Teorema de Hasse-Minkowski es pot reformular amb el segiient enunciat:

Teorema 7.1. (Hasse-Minkowski) Sigui f(X1,..., Xp) una forma quadratica de rang n
amb tots els seus coeficients a Q i a € Q*. Una condicio suficient i necessaria perqué
f(X1,...,Xy) representi a en Q és que f(Xi,...,Xy) representi a en R i en Q,, per tot
nombre primer p.

Aquest, de fet, és I'enunciat habitual que s’aplica.

En segon lloc, notem que, també en el cinque capitol, hem demostrat que les formes
quadratiques de rang n > 5 sempre representen 0 en Q,, per tot nombre primer p (teorema
5.11). Aleshores, pel Teorema de Hasse-Minkowski, qualsevol forma quadratica f(X) de
rang n > 5 representa 0 en Q si, i només si, representa 0 en R.

Treballar amb formes quadratiques, i precisament estudiar la representacié de nombres
racionals per aquestes, ens pot portar a preguntar-nos quins nombres enters es poden
expressar com a suma de quadrats. La resposta és un conegut resultat del matematic A.
M. Legendre:

Tot nombre enter positiu es pot escriure com a suma de quatre nombres quadrats.

La traduccié de I'’enunciat en termes del treball és que la forma quadratica
f(X) = X7+ X3+ X3+ X7

representa qualsevol nombre enter positiu n en Z.

La primera idea és demostrar que tot nombre enter n pot ser representat en QQ per
la forma f(X) = X? + X3 + X2 + X3, i pel Teorema de Hasse-Minowski, sera suficient
veure-ho en els cossos locals.

Com n és positiu, l'equacié f(X) = X7 + X3 + X3 + X7 = n té solucié no trivial en
R. Pel fet que n € Q*, sabem pel corol-lari 5.14 que f(X) = X? + X3 + X2 + X7 també
representa n en Q,. Aix{ doncs, f(X) = X7 + X3 + X3 + X7 = n té solucié no trivial en

Q.

La segona idea és demostrar que l'existencia d’una solucié en Q implica 'existencia
d’una soluci6 en Z. La demostracié d’aquest resultat pot consultar-se en [8], capitol 4,
Apendix A.

De fet, esta demostrat que tot nombre enter positiu n tal que n # 4%(8b — 1), per
a,b € Z, és suma de tres nombres quadrats. Amb el mateix plantejament anterior, vegem
que f(X) = X?+ X3+ X2 representa qualsevol enter positiu n tal que n # 4%(8b — 1) en
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tots els espais locals. Sobre el cos dels nombres reals, f(X) representa n pel fet que n és un
valor positiu. Aplicant el corol-lari 5.12, és suficient veure que o bé n # —d(f) en Qy/ QI*)Q,
o bé (=1,—d(f))p = p(f). Pel cas p senar, es té (—1,—d(f)), = (=1, —1), =1 = g,(f).
Pel cas p = 2, notem que n = 1 en Q}/Q32, ja que la conidicié n # 4%(8b — 1) equival a
que —n no sigui un quadrat en Q3. Aixi doncs, existeix una solucié en Q, i pel mateix
lema referenciat anteriorment, aixo implica 'existencia de solucié en Z.

Veiem, doncs, com el Toerema de Hasse-Minkowski junt amb els resultats vistos en els
capitols previs, permet abordar de manera sistematica certs resultats classics.

A mode de conclusid, volem notar que la demostracié del Teorema de Hasse-Minkowski
pot veure’s com un recull ordenat dels resultats vistos en 'estudi sistematic que hem fet
en els capitols anteriors. La reformulacié del Teorema de Hasse-Minkowski que hem fet
al Teorema 7.1, per exemple, és fruit d’aquest estudi sistematic.

Tot i que alguns passatges dels capitols 2, 4, 5 i 6 son de caracter més tecnic, s’ha
intentat contextualitzar aquestes parts en relaci6 al treball i posar de relleu la importancia
d’alguns dels resultats que, tot i no ser el teorema central del treball, mereixen especial
atencid. Sobretot, els resultats de les seccions Propietats dels simbols de Hilbert sobre
nombres racionals i Representacio de nombres p-adics i reals per formes quadratiques.
Especialment en el capitol 3, si bé s’ha emmarcat el resultat principal del treball en el
seu context, també s’ha assenyalat problemes relacionats o possibles continuacions, com
ara 'estudi de contraexemples al principi local-global per a cibiques (amb la cibica de
Selmer), amb les implicacions que aix0 comporta a la teoria de corbes el-liptiques, o bé
formulacions més geometriques del principi local-global.
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